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Tassa tydssa johdetaan ratkaisukaava matriisiyhtalélle X AX = B tapauksessa, jossa reaaliset nxn-
matriisit A ja B ovat definiitteja. Ty® on suunnattu lukijoille, joilla on pohjatietoja matriisilaskennas-
ta. Tydn alussa kdydaan lapi teoriaa, jota tarvitaan yhtélén ratkaisemisessa. Tarvittavat perustiedot
matriiseista esitellaan vain notaatioiden tasolla.

Koska yhtalén ratkaisu on tydssa paaasiallisesti kohdennettu definiiteille matriiseille, tydssa maari-
tellddn matriisien eri definiittisyydet ja esitetdén tarpeellisia lauseita todistuksineen. Naiden lausei-
den avulla definiittisyydet yhdistetdan ominaisarvoihin seké& matriisin determinanttiin ja jalkeen. Tyds-
s keskitytdan positiivisesti ja negatiivisesti definiitteinin matriiseihin, mutta myds semidefiniitit ja in-
definiitit matriisit maaritellaan.

Tyossa kasitellaén kvadraattista matriisiyhtaléa, joten matriisin nelidjuuren kasite on tarkea yhta-
I6n ratkaisemisen kannalta. Matriisin nelidjuuri maaritellaan ja positiivisesti definiitin 2 X 2-matriisin
nelidjuurelle johdetaan esityskaava Cayley-Hamilton-lauseen avulla. Liséksi tydssa esitetddn mat-
riisin nelidjuuren definiittisyyteen liittyvia lauseita.

Paatuloksena yhtélélle XAX = B saadaan nelja ratkaisukaavaa eri tilanteille, joissa molemmat
tunnetut matriisit ovat positiivisesti definiitteja, molemmat tunnetut matriisit ovat negatiivisesti defi-
niittejé, matriisi A on positiivisesti definiitti matriisin B ollessa negatiivisesti definiitti tai painvastoin.
Ratkaisukaavojen kaytdsta esitetdan konkreettisia esimerkkeja 2 x 2-tapauksissa. Yhtal6a tutkitaan
tydssa myds yleisemmin. Yleisessa tapauksessa pystytdan paatteleméan matriisin X ominaisuuk-
sia annettujen matriisien A ja B kdantyvyyden, determinanttien seka asteiden avulla.
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1. JOHDANTO

Tissd tyossa tarkastellaan kvadraattisen matriisiyhtdlon ratkaisemista. Lineaarisen matriisiyhtdlon
AX = B jilkeen luonnollinen yksinkertaisin kvadraattinen matriisiyhtilo on XAX = B, jossa A ja
B ovat tunnettuja neliomatriiseja. Yhtdlo XAX = B on yksinkertainen muoto niin kutsutusta al-
gebrallisesta Riccatin yhtélosta. Algebrallista Riccatin yhtalod kédytetiddn esimerkiksi optimoinnissa
[1]. Yhtdlo saattaa ndyttdd aluksi yksinkertaiselta, mutta matriisien tapauksessa sen ratkaisemi-
nen on haastavaa. Yhtdlon ratkaisu riippuu matriisien A ja B ominaisuuksista, joista tdrkein on
matriisien definiittisyys. Tdmén tyon tarkoituksena on esitelld keino matriisiyhtdlon XAX = B
ratkaisujen 10ytamiseen, kun A ja B ovat reaalisia definiittejd n X n-matriiseja. Tdhdn vaaditaan

kuitenkin joitakin tietoja matriisien ominaisuuksista ja laskusidinnoisté, jotka tyossé esitetdin.

Tyon toisessa luvussa kisitellddn tarvittavat esitiedot matriisien perusominaisuuksista, joita tar-
vitaan seuraavissa luvuissa esitettidvien tulosten ymmaértdmiseen ja todistamiseen. Luvussa kisi-
telldén esimerkiksi symmetrisyyttd, ominaisarvoja sekéd diagonalisointia. Madritelmét ja lauseet

esitetddn luvussa vain notaatioina ilman todistuksia.

Luvussa 3 midiritellddn matriisin eri definiittisyydet, jotka ovat oleellisia tunnistaa ty0ssé rat-
kaistavan yhtdlon kannalta. Luvussa esitetddn liséksi lauseita, jotka yhdistivit definiittisyydet
ominaisarvoihin, determinantteihin ja matriisin jdlkeen, joiden avulla eri definiittisyyksien tunnis-
taminen helpottuu. Tyon kannalta oleellisia ovat positiivisesti ja negatiivisesti definiitit matriisit,
joten luvussa ei keskitytd semidefiniitteihin tapauksiin mééritelméa pidemmélle. Luvun lopussa

esitetddn definiittien matriisien laskusdintoja.

Neljas luku kisittelee matriisin nelidjuurta. Luvussa méiritelldan matriisineliGjuuri ja esitetdin
matriisinelidjuuren definiittisyyteen liittyvid lauseita. Luvussa keskitytdan myos positiivisesti de-
finiitin 2 X 2-matriisin nelidjuuren eksplisiittisen esityskaavan johtamiseen. Esityskaavan johtami-

seen kaytetddn luvussa esiteltyd Cayley-Hamilton-lausetta.

Viidennessd luvussa tutkitaan yhtdlon XAX = B ratkaisun ominaisuuksia yleisessd tapaukses-
sa ja johdetaan ratkaisukaava kyseiselle yhtilolle definiittien n X n-matriisien tapauksessa kiyttaen
tyossd aikaisemmin méériteltyjd ja johdettuja matriisien ominaisuuksia. Ratkaisu riippuu yhti-
16n tunnettujen matriisien definiittisyyksistd, joten saadaan ratkaisukaavat, kun matriisit A ja B
ovat positiivisesti definiittejd, A ja B ovat negatiivisesti definiittejd, toinen matriiseista on posi-
tiivisesti ja toinen negatiivisesti definiitti sekd pdinvastoin. Luvussa esitetdédn lisdksi esimerkkeji

ratkaisukaavasta 2 x 2-matriisien tapauksissa.



2. TARVITTAVIA ESITIETOJA MATRIISEISTA

Matriisiyhtdloiden, matriisin nelidjuuren ja definiittien matriisien laskusddntdjen ymmaértdmiseen
tarvitaan joitakin oleellisia esitietoja matriisien ominaisuuksista. Tydssd on oletettu, ettd matriisien
peruslaskusddnnét ja jotkin erityistapaukset, kuten neliomatriisi ja identiteettimatriisi, ovat lukijalle
tuttuja. Téassd luvussa on esitetty esitietoja vain notaatioiden muodossa ja todistukset on sivuutettu.
Ensimmadisessd luvussa lihteind on kéytetty padosin Johnsonin, Dean Riessin ja Arnoldin teosta

Introduction to linear algebra [4] sekd Hornin ja Johnsonin teosta Matrix analysis [2].

2.1 Matriisiavaruudet ja vektorit

Oletetaan, ettdl vektori- ja matriisilaskenta ovat lukijalle entuudestaan tuttuja ja hédn tuntee reaali-
sekd kompleksilukujen joukot. Joukot, joissa on maédritelty sekd yhteen- ettd kertolaskut, ovat
matriisiavaruuksia. Reaalista m X n-avaruutta merkitdin R”>" ja kompleksisten m X n-matriisien
avaruutta C™*"*, Matriisiavaruuksien perusteella pystytdin médrittelemédn myos vektoriavaruudet
R™1 ja C™*!, joita merkitizn lyhyesti R" ja C".

Reaalisten matriisi- ja vektoriavaruuksien tapauksessa vektorin x transpoosia eli rivien ja sarakkei-
den vaihtoa merkitiin x’ . Vastaavasti kompleksisten avaruuksien kohdalla on kyse konjugaattit-
ranspoosista, jossarivien ja sarakkeiden vaihdon lisiksi kompleksiluvut muuttuvat liittoluvuikseen.

Vektorin konjugaattitranspoosia merkitdin x*.
Maéritelmi 2.1. Matriisi A € R™" on symmetrinen, jos A = AT .
Vastaavaa ominaisuutta kutsutaan kompleksisessa avaruudessa hermiittisyydeksi.

Lause 2.2. [2, 5. 228] Matriisi A on symmetrinen, jos ja vain jos matriisi T AT on symmetrinen
kaikilla T € R™",

Madritelldédn vektorin normi, jota kutsutaan myos vektorin pituudeksi, Pythagoraan lauseen avulla.



Mairitelma 2.3. Vektorin

X1

X2

Xn

normi on

IXI| = Vi 42002 + -+ x,2.
Vektorin normi voidaan midrittid myos matriisitulon avulla.

Lause 2.4. [4, 5. 68] Olkoon x € C". Vektorin normi on tilléin ||x|| = Vx*x.

2.2 Determinantti ja jalki

Neliomatriisien tirkeitd ominaisuuksia ovat determinantti ja jilki. Médritellddn aluksi matriisin

determinantti ja esitetdéin hyodyllinen tulos tulomatriisin determinantille.

Madéritelmé 2.5. Olkoon A € C'™"* matriisi, jonka alkiot ovat muotoa a; ;. Tdll6in sen determinantti

madritellaan vaakarivin suhteen rekursiivisesti

det(A) = Z(—n”fm ; det(M;)),
j=1

missd det(M;;) ovat alideterminantteja. Matriisi M;; saadaan matriisista A, kun on poistetaan

i:nnes rivi ja j:nnes sarake. Determinantti voidaan miéritelld myds sarakkeen suhteen.

Tulomatriisin tapauksessa determinantin voi ratkaista laskemalla ensin tulomatriisin arvon. Tulo-

matriisin determinantti voidaan kuitenkin myos selvittdi tulontekijéiden determinanttien avulla.

Lause 2.6. [4, 5. 466] Olkoot A, B € C'™". Talloin

det(AB) = det(A)det(B).

Luvuissa 3 ja 4 tarvitaan determinantin lisdksi matriisin jdljen miéritelmén tuntemista. Matriisin

jélki on matriisin diagonaalialkioiden summa.

Madritelma 2.7. Matriisin A € C™" jilki on

n

r(4) = ) @i,

i=1

kun A = [a;;].



2.3 Matriisin kdantyvyys

Usein halutaan ratkaista muotoa Ax = b oleva matriisiyhtilo. Jos A on neliOmatriisi, tillainen
yhtil6 voidaan ratkaista kizinteismatriisin A~! avulla x = A~'b, jos kisinteismatriisi on olemassa.
Huomioitavaa on, ettd kaikki matriisit eivit ole kuitenkaan kééntyvid. Matriiseja, jotka eivit ole

kiddntyvid, kutsutaan singulaarisiksi matriiseiksi.

Miiiritelmé 2.8. Neliomatriisi A on kécntyvd, jos ja vain jos on olemassa neliomatriisi A~!, jolle

AA~' =Tja A"'A = I. Matriisia A~! kutsutaan till6in matriisin A kddinteismatriisiksi.
Karakterisoidaan seuraavaksi matriisin kdantyvyytta.

Lause 2.9. [4, s. 101][2, 5. 14] Olkoon A € C™"_ Tdlloin seuraavat viiitteet ovat toistensa kanssa

ekvivalentteja:

(a) A on kddntyvd.

(b) Matriisin A sarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.
(c) Yhtdilolld Ax = b on yksiselitteinen ratkaisu.

(d) A on riviekvivalentti identiteettimatriisin I kanssa.

(e) det(A) # 0.

Lause 2.10. /4, s. 99] Jos matriisit A ja B ovat kéidntyvid, on niilld seuraavat ominaisuudet:
(@) (A=A
(b) (AB)™' = B~'A~! eli matriisi AB on kdidintyvii
(c) (AT)™"=(A™HT.

Kéadnteismatriisin etsiminen perustuu Gaussin eliminointimenetelméin, mutta esimerkiksi 2 x 2-

matriisin kadnteismatriisille on olemassa ratkaisukaava.

Lause 2.11. /4, 5. 98] Olkoon

kddntyvd. Tdlloin sen kddnteismatriisi on

4 1 d -b

T detA) |, 4

Kéadntyvén nelidmatriisin erikoistapaus on ortogonaalinen matriisi.

Miiiritelmi 2.12. Kiintyvi neliomatriisi A on ortogonaalinen, jos A~! = AT .



2.4 Ominaisarvot ja diagonalisointi

Téssd alaluvussa médritetddn ominaisarvoihin liittyvié késitteitd ja niiden ominaisuuksia. Matrii-
sin ominaisarvojen ja -vektorien késitettd tarvitaan esimerkiksi matriisien potenssien laskemisessa,
sekd tydssd myohemmin esiteltdvien definiittisyyden sekd nelijuuren tutkimisessa. Liséksi alalu-

vussa madritellddn diagonalisoituvuus.

Madéritelma 2.13. Olkoon A € R™ matriisi. Jos on olemassa nollasta poikkeava vektori x € C"

ja skalaari A € C, jotka toteuttavat yhtédlon
Ax = AX,

on A matriisin A ominaisarvo ja vektori X sitd vastaava ominaisvektori.

Madéritelma 2.14. Neliomatriisin A karakteristiseksi polynomiksi kutsutaan polynomia

pa(d) = det(A — AI).

Matriisin ominaisarvot voidaan selvittidi karakteristisen polynomin nollakohdista. Neliomatriisin

ominaisarvojen maird riippuu neliomatriisin koosta.
Lause 2.15. [4, s. 300] Matriisilla A € C™"*" on monikerrat mukaan lukien n ominaisarvoa A; € C.

Reaalisen matriisin ominaisarvot voivat olla kompleksisia. Symmetrisen matriisin ominaisarvot

ovat kuitenkin aina reaalisia.
Lause 2.16. [4, 5. 319] Jos matriisi A € R™™" on symmetrinen, niin sen ominaisarvot 1; € R.

Ominaisarvojen ja -vektoreiden avulla tietynlaiset matriisit voidaan jakaa osiin eli diagonalisoida,
jolloin matriisin késitteleminen ja esimerkiksi matriisien potenssien laskemisen suorittaminen

helpottuu.

Miidritelmé 2.17. Jos matriisi voidaan kirjoittaa muodossa A = SDS~!, jossa

A 0 -~ 0
0 A - 0

D=| . . 2.1
0 O An

ja matriisi S koostuu ominaisarvoja vastaavista ominaisvektoreista x;, sanotaan sen olevan diago-

nalisoituva.



Lause 2.18. [4, 5. 334-335] Jos A on symmetrinen matriisi, se voidaan diagonalisoida ortogo-

naalisen matriisin Q avulla siten, ettd
A=0DQ",

missd D on ominaisarvoista koostuva diagonaalimatriisi.

2.5 Matriisien kongruenssi

Kongruentit matriisit voidaan esittid toistensa avulla.

Mairitelma 2.19. Neliomatriisit A, B € R™" ovat kongruentteja, jos on olemassa matriisi 7', joka
toteuttaa yhtilon
A=TBT".

Kompleksisessa matriisiavaruudessa titd kutsutaan =-kongruenssiksi.

Lause 2.20. [2, 5.282] Symmetriset matriisit A ja B ovat kongruentteja, jos ja vain jos niilld on
sama mddird positiivisia ja negatiivisia ominaisarvoja. Vastaavasti hermiittiset matriisit A ja B ovat

x-kongruentteja, jos ja vain jos niilld on sama mddrd positiivisia ja negatiivisia ominaisarvoja.

Lauseen perusteella voidaan todeta, ettd symmetrinen matriisi on kongruentti aina ominaisarvo-

matriisinsa kanssa.

2.6 Matriisin aste

Oletetaan, ettd lukija tietdd, ettd matriisi voidaan esittdd vaaka- tai pystyvektoreiden avulla. Vekto-
reille keskeinen kisite on lineaarinen riippumattomuus. Kun vektorit ovat keskenéén lineaarisesti
riippumattomia, niitd ei voida esittda toistensa avulla eli ne eivét ole toistensa monikertojen sum-

mia. Lineaarisen riippumattomuuden avulla voidaan mééritelld matriisin aste.

Madiritelma 2.21. Matriisin aste rank(A) on lineaarisesti riippumattomien rivien (tai sarakkeiden)

lukumaira matriisissa.

Lause 2.22. [2, 5. 14] Olkoon A € C™" kddntyvd matriisi. Tdlloin rank(A) = n. Vastaavasti

ei-kddntyvdn eli singulaarisen matriisin B € C'™" rapauksessa, rank(A) < n.
Lause 2.23. [2, 5. 13] Olkoon A € C* ja B € C™". Tilloin

rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.

Matriisin asteen médritelméi ja edelld olevia lauseita voidaan kiyttdd matriisiyhtéldiden ratkaise-

misessa, kuten myohemmin tydssid huomataan.



3. MATRIISIEN DEFINIITTISYYS

Definiittisyys on tirked symmetrisen matriisin ominaisuus, jonka perusteella pystytdin pééttele-
miin sen muita ominaisuuksia. Symmetrisen matriisin definiittisyys maaritelldédn kvadraattisen
muodon x’ Ax avulla. Kvadraattisen muodon tulontekijéiden dimensioiden perusteella havaitaan,

ettd sen arvo on skalaari. Luokitellaan aluksi eri definiittisyydet.

Madiritelmé 3.1. Symmetrinen matriisi A € R™" on
(a) positiivisesti definiitti, kun xX'Ax>0,VxeR",x#0
(b) positiivisesti semidefiniitti, kun x’ Ax > 0,V x € R",x # 0
(c) negatiivisesti definiitti, kun x’ Ax < 0,V x € R",x # 0
(d) negatiivisesti semidefiniitti, kun x’ Ax <0,Vx e R",x # 0

(e) indefiniitti, jos se ei ole mikéén edellisisté.

Matriisin ollessa positiivisesti tai negatiivisesti definiitti, sen on oltava silloin myds positiivisesti
tai negatiivisesti semidefiniitti [2, s. 430]. Matriisin definiittisyyttd voidaan tutkia kvadraattisen
muodon lisdksi my0s edellisessd luvussa kédytyjen ominaisarvojen avulla seuraavan lauseen mu-

kaisesti.

Lause 3.2. [4, 5. 487] Olkoon A € R'™" symmetrinen matriisi, jonka ominaisarvot ovat A;, kun
i=1,2,...,n. Tdlloin A on

(a) positiivisesti definiitti, jos ja vain jos 1; > 0

(b) positiivisesti semidefiniitti, jos ja vain jos 4; > 0

(c) negatiivisesti definiitti, jos ja vain jos 1; < 0

(d) negatiivisesti semidefiniitti, jos ja vain jos 1; <0

(e) indefiniitti, jos ja vain jos A; saa sekd positiivisia, ettd negatiivisia arvoja.

Todistus. Todistus seuraa lihteen [2, s. 430] todistusta ja tdydentéd sitd lihteen [3, s. 114-115]
avulla.
Todistetaan aluksi kohdat (a) — (d). Oletetaan aluksi, ettd matriisi A on positiivisesti definiitti.

Olkoon x matriisin A ominaisvektori ja A sitd vastaava ominaisarvo eli

AX = AX,



Timi voidaan kertoa puolittain vasemmalta ominaisvektorin transpoosilla x” , jolloin saadaan
x! Ax = x" x.

Vektorien laskusiintojen nojalla voidaan kirjoittaa x” x = |[x]|?, jossa ||x|| on matriisin normi, ja
edellisestd yhtédlostd saadaan
x! Ax = A||x||*.

Miiritelmin 3.1 perusteella matriisin A ollessa positiivisesti definiitti x’ Ax > 0, ja koska vektorin
X normi on myds aina positiivinen skalaari, on todistettu, ettd A; > 0 matriisin A ollessa positiivi-

sesti definiitti.

Oletetaan nyt, ettd A; > 0. Lauseen 2.18 mukaan
A=0DQ",

missd O on ortogonaalinen matriisi, joka sisdltdd matriisin A normeeratut ominaisvektorit ja
diagonaalimatriisi D sisdltdd matriisin A ominaisarvot diagonaalillaan kuten yhtalossa (2.1). Yhtélo

voidaan kertoa puolittain vektorilla x! vasemmalta ja vektorilla x oikealta, jolloin saadaan
x! Ax = XTQDQTX.
Kirjoitetaan y = x” Q eli yhtiild on nyt muotoa
x! Ax = yDy",
T
jossay = (yl SV s yn) . Matriisitulot auki laskettaessa saadaan
XTAX = /11y12 + /12y22 + -4+ /lnyn2 > 0.

Naéin ollen A on positiivisesti definiitti, kun sen ominaisarvot ovat positiivisia.

Todistus on vastaava negatiivisesti definiitissi ja semidefiniiteissd tapauksissa, joten kyseisten

tapausten todistuksia ei ty0ssd erikseen esiteté.

Todistetaan vield kohta (e). Oletetaan, ettd matriisi A on indefiniitti, jonka ominaisvektori on

X ja sitd vastaava ominaisarvo A. Edellisten kohtien todistuksen perusteella saadaan
x! Ax = A||x||*.

Koska matriisi A on indefiniitti, yhtdlon vasen puoli voi olla positiivinen tai negatiivinen, jolloin
ominaisarvoiksi on myds tultava positiivisia ja negatiivisia arvoja vektorinormin ollessa positiivi-

nen.

Oletetaan sitten, ettd A; saa seki positiivisia ja negatiivisia arvoja. Kuten aiemmassa todistuk-



sessa johdettiin,

x! Ax = /11y12 +/12y22 +--- +/lnyn2.

Koska ominaisarvot voivat olla seki positiivisia, etti negatiivisia, voi x! Ax saada positiivisia ja

negatiivisia arvoja eli matriisi A on indefiniitti. 0

Lauseen 2.13 avulla huomataan helposti, jos matriisilla A on ominaisarvot 4; > 0, niin matriisilla
—A on ominaisarvot —4; < 0. Néin ollen jos matriisi A on positiivisesti (semi)definiitti, matriisi

—A on negatiivisesti (semi)definiitti. [2, s. 430]

Definiittisyyttd voidaan tutkia muutenkin kuin ominaisarvojen nikokulmasta.

Lause 3.3. Jos symmetrisen matriisin A € R>*? determinantti det(A) sekd jilki tr(A) ovat positii-

visia, matriisi A on positiivisesti definiitti.

Todistus. Olkoon

A= ,
b ¢

jossa a,b,c € R jaa,c # 0. Oletetaan, ettid det(A) = ac — b*> > 0 ja jilki tr(A) = a + ¢ > 0.

Ratkaistaan Miéritelmén 2.14 mukaisen karakteristisen polynomin nollakohdat eli
det(A —AI) =0.
Kun lasketaan timi determinantti, saadaan
A2 —tr(A)A +det(A) = 0,

misté ratkaisemalla edelleen

_ tr(A) + Vtr(A)2 — 4 det(A)

A
2

Yhtdlostd ndahdédn, ettd A on aina positiivinen, silld

tr(A) > Vir(A)2 - 4det(A),

kun det(A) > 0jatr(A) > 0. Tamin lisdksi diskriminanttia tutkimalla huomataan, ettd yhtalolla
on aina ratkaisu, silld

D = tr(A)? — 4 det(A)
(a +¢)* —4(ac - b?)

a® +2ac + c? — dac + 4b*
=a® - 2ac +c* + 4b*

(a—c)>+4b*> > 0.
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Kun tr(A) ja det(A) ovat positiivisia, ovat my0os matriisin A ominaisarvot aina positiiviset, jolloin

Lauseen 3.2 nojalla matriisi A on positiivisesti definiitti. O

Usein tulee selvittdd my0ds tulomatriisin definiittisyys. Erikseen timén tiedon hakeminen esimer-
kiksi ominaisarvojen avulla ei ole aina helpoin tai nopein tapa, vaan tulomatriisin definiittisyys
voidaan piételld myos tulontekijoiden definiittisyyden avulla. Seuraava lause ja sen todistus on
kirjoitettu ldahteen [2, s. 485-486] perusteella.

Lause 3.4. Jos matriisit A ja B ovat positiivisesti definiittejd, tilloin niiden tulo on positiivisesti
definiitti.

Todistus. Olkoot matriisit A ja B positiivisesti definiittejd. Lauseen 2.20 perusteella on olemassa

kdantyvd matriisi 7 € R™", joka toteuttaa yhtdlon
T'AT" =1,

silld A ja I ovat kongruentteja molempien matriisien kaikkien ominaisarvojen ollessa positiivisia.
Matriisi 77 BT on puolestaan symmetrinen (Lause 2.2), joten voidaan kirjoittaa Q7 (T7 BT)Q = D,
jossa Q on ortogonaalinen ja D on diagonaalimatriisi, jonka alkiot ovat matriisin B ominaisarvoja.

Merkitdin seuraavaksi S = TQ, jolloin
STAST =Q"T'AT T Q9 =0"10 =1
ja
STBS =0"TT BTQ = D.

Niin ollen matriisit A ja B saadaan muotoon A = SST ja B = S™T DS~!. Titen tulomatriisiksi
saadaan
AB=58S"ST"DS! =SDs™!.

Matriisi SDS~! on lauseen 3.2 mukaan positiivisesti definiitti eli matriisi AB on my6s. O
Lause 3.5. Olkoon matriisi A positiivisesti definiitti ja matriisi B negatiivisesti definiitti. Tdlloin

niiden tulo on negatiivisesti definiitti.

Todistus. Lauseen todistus on vastaava kuin Lauseelle 3.4, joten sitd ei ole erikseen ty0ssé avattu.
O
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4. MATRIISIN NELIOJUURI

Kvadraattisia yhtélgita ratkaistaessa on nelidjuuren késite usein tirked. Kuten reaaliluvulla, myos
kadntyvalld matriisilla on nelidjuuri. Matriisin nelidjuuri voidaan méaérittii eri tavoin, esimerkik-
si alaluvussa 2.4 esiteltyd diagonalisointia avuksi kéyttden. Kuitenkin matriisin nelidjuurelle on
olemassa 2 X 2-tapauksessa esityskaava, joka johdetaan tdssid luvussa positiivisesti definiiteille

matriiseille. Luvussa esitelldiin my0s matriisin nelidjuuren liittyvid ominaisuuksia.

4.1 Maaritelma ja ominaisuuksia

Maiéritelma 4.1. Matriisi B on neliomatriisin A neligjuuri, jos javain jos A = BB, jolloin merkitidin
A2 =B,

Lause 4.2. [5, 5. 154] Positiivisesti definiitilld matriisilla on yksikdsitteinen positiivisesti definiitti

neliojuuri.
Todistus. Todistus seuraa lahdetti [5, s. 154].

Olkoon A positiivisesti definiitti diagonalisoituva matriisi, jonka ominaisarvot ovat A1, A, ..., 4.
Tilloin se voidaan esittdd Lauseen 2.17 mukaan muodossa A = SDS™!, missd D on matriisin A
ominaisarvoista koostuva diagonaalimatriisi ja S koostuu niitéd vastaavista ominaisvektoreista. Kun

otetaan matriisista A nelidjuuri, saadaan

A 0 0
ab-spisi-g|® ® 01 ¢
0 0 1,

Laskemalla tulo
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huomataan, ettd matriisi A2 on matriisin A nelidjuuri. Diagonaalimatriisin D neliGjuuri on

Koska matriisi A on positiivisesti definiitti matriisi, Lauseen 3.2 mukaan sen kaikki ominaisarvot

A; ovat positiivisia ja ndin ollen saadaan matriisin A nelidjuureksi reaalinen matriisi

Huomataan, ettd A2 on positiivisesti definiitti vain silloin, kun kaikki matriisin D diagonaalialkiot
ovat positiivisia eli positiivisesti definiitilld matriisilla on olemassa tdsmilleen yksi positiivisesti

definiitti nelijuuri. O

Kuten reaaliluvun neliGjuuri, my0s reaalisen matriisin nelidjuuri voi olla kompleksinen.

Lause 4.3. Jos A on positiivisesti definiitti matriisi, jonka neliojuuri on A2, on negatiivisesti

definiitin matriisin —A nelidjuuri iA2.

Todistus. Jos matriisi A on positiivisesti definiitti,

-
=

A=
Niin ollen negatiivisesti definiitti matriisi —A voidaan esittid muodossa
1 1
—A=i’A = (iA?)(iA2),

mistd huomataan, etti (—A)% = Az, d

4.2 Cayley-Hamilton-lause

Merkitién k:nnen asteen polynomia

1

q(t) = btk + by t* -+ byt + by.

Yhtdloon on mahdollista sijoittaa neliomatriisi muuttujan ¢ paikalle. Matriiseille lasketaan tilloin
potenssit vastaavasti kuin matriisien laskusddntdjen mukaan. Seuraavaa lausetta tarvitaan luvun

lopussa esiteltdvin esityskaavan johtamisessa.
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Lause 4.4. [4, s. 540] Olkoon q(t) k—asteinen polynomi ja olkoon A € R™" matriisi, joka

toteuttaa yhtdlon Ax = AX, kun x on nollasta poikkeava vektori. Tdlloin
q(A)X = (b AR + by AK 4 4 b1 A+ boD)x = ()X
eli g(1) on matriisin q(A) ominaisarvo.

Todistus. Todistus seuraa ldhteen [4, s. 541] todistusta.

Sijoittamalla polynomiin ¢(¢#) muuttujan ¢ paikalle matriisi A € R™" ja kertomalla polynomi

vektorilla x # 0, saadaan

g(A)X = (b AR + b AK 4+ 4 b1 A + bo)x

= bkAkX + bk_lAk_IX +---+bAX + b()X.
Koska Ax = Ax ja tiedetiin, ettd A’x = A'x, kuni = 1,2, ..., polynomi saadaan muotoon

q(A)X = bk/lkX + bk_l/lk_lx +---+ b]/lX + b()X
= (bxAF + b A 4o+ by A+ o)X
= q(Dx.

Ndin ollen g (A)x = g(1)x. O

4.3 Positiivisesti definiitin 2 X 2-matriisin neliéjuuri

Kaikkien matriisien neli6juuren selvittimiseen ei tarvita diagonalisointia. Hyddyntéen edelli esi-
teltyd Cayley-Hamilton-lausetta, voidaan positiivisesti definiitin 2 X 2-matriisin nelidjuurelle johtaa

esityskaava ldhteen [6] mukaisesti.

Olkoon A € R?*? positiivisesti definiitti matriisi, joka voidaan kirjoittaa yleisesti muotoon

ja olkoon matriisi C € R>? matriisin A nelidjuuri eli
A=C2. 4.1
Mairitelmén 2.14 mukaan timéan nelidjuurimatriisin karakteristinen polynomi on
pc(A) = 22 = tr(C)A + det(C),

jossa A on matriisin C ominaisarvo. Cayley-Hamilton-lauseen mukaan polynomiin voidaan sijoittaa
matriisi C, jolloin
pc(C) = C* —tr(C)C +det(C)1.
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Kun ratkaistaan timén funktion nollakohdat, saadaan yhtélo
C? = tr(C)C +det(C)I = 0,
josta edelleen
A —-tr(C)C +det(C)I =0.

Lauseen 2.6 perusteella tiedetiin, ettd det(C)> = det(A), jolloin det(C) = ++/det(A). Yhtilo
saadaan tdlloin muotoon
tr(C)C = A + +/det(A)I.

Merkitéddn T = tr(C). Koska matriisi A on positiivisesti definiitti, 7 # 0. Tdll6in jokainen nelidjuuri

on muotoa

C= %(A + /det(A)]). 4.2)

Sijoitetaan tima yht&dloon (4.1) ja saadaan

A? £ 2+/det(A)A + (det(A))] = Ar?
& A%+ (24/det(A) — 79 A + (det(A)) = 0.

Matriisin A karakteristisen polynomin p(A) nollakohdan perusteella A> = tr(A)A — det(A)I,
joten

(tr(A)A — det(A)]) + (2+/det(A) — T2 A + (det(A))I =0
& (tr(A) £ 24/det(A) - 75)A = 0.

Koska A ei ole nollamatriisi, voidaan todeta, etta

T=tr(C) = i\/tr(A) + 2+v/det(A).

Sijoittamalla puolestaan tdmi yhtdloon (4.2), saadaan nelidjuurimatriisiksi

A+ A)l
Co s + +/det(A) '

Jir(A) £ 2/det(4)

Kirjoitetaan selkeyden vuoksi, ettd s = ++4/det(A), jolloin edellinen yhtél6 voidaan yksinkertaistaa
muotoon

C= %(A +s). 4.3)

Esityskaavasta huomataan, ettd nelidjuurelle voi olla kaksi tai nelji eri ratkaisua positiivisesti de-

finiitin 2 X 2-matriisin tapauksessa, joista yksi on positiivisesti definiitti Lauseen 4.2 mukaan.
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Esimerkki 4.5. Madritetdadn matriisin
A= “4.4)

nelidjuuret kiyttden edeltdvdd menetelmad, kun a € R. Aloitetaan laskemalla matriisin jélki ja
determinantti, joiden arvoiksi saadaan tr(A) = 2 ja det(A) = 1. T&lloin saataisiin s = %1 ja
7 = +V2 + 2, mutta huomataan, jos s = —1, niin 7 = 0, jolloin kaavaa 4.3 ei ole mééritelty. Téten

valitaan s = 1, jolloin T = +£2. Matriisin A nelidjuureksi saadaan

1+1 1 ¢
C=L . =+ 2 )
20 0 141 0 1
joista
C:1 z
0 1

on positiivisesti definiitti.
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5. MATRIISIYHTALO XAX =B

Reaalilukujen tapauksessa yhtalo

xax=b

on helppo ratkaista, mutta parametrien a ja b vaikutusta ratkaisuun ei aina tule ajateltua. Vaikka

yhtidlo on triviaali, se on mielenkiintoinen ja sen ratkaiseminen voidaan jakaa seuraaviin tapauksiin:

(a) Kuna =0jab # 0, yhtilolld ei ole ratkaisua.
(b) Kuna =0jab =0, jokainen x € R toteuttaa yhtalon.
(¢) Kun a # 0ja b = 0, yhtélolla on yksikisitteinen ratkaisu x = 0.

(d) Kun a # 0ja b # 0, ratkaisut riippuvat vakioiden merkeistd seuraavasti:
(i) Kun a ja b ovat samanmerkkiset, ratkaisu on x = i\/g .

(i) Kun a ja b ovat erimerkkiset, ratkaisu on x = +i \/g .

Matriisiyhtdlon ratkaisun ominaisuuksia voidaan piételld samaan tapaan, mutta nollasta poikkea-

vien matriisien A ja B tapauksessa ratkaisun miérittiminen on monimutkaisempaa.

5.1 Ratkaisun ominaisuuksia yleisessa tapauksessa
Perehdytiin tdssd alaluvussa, mitd matriisiyhtadlosté
XAX =B (5.1)

ja sen ratkaisujen ominaisuuksista tiedetddn yleisesti, kun A, B € C"™*". Tutkitaan aluksi determi-

nanttien arvoja soveltamalla Lausetta 2.6 yhtdloon ja saadaan
det(XAX) = det(X)det(A)det(X),

misti edelleen
det(X)%det(A) = det(B). (5.2)

Tadmaén perusteella voidaan piitelld, mihin matriisiavaruuteen matriisi X kuuluu.
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Lause 5.1. Olkoon XAX = B, jossa A, B € C"™",

(a) Jos det(A) ja det(B) ovat samanmerkkiset, det(X) € R. Tdmd ei kuitenkaan valttdamditti
tarkoita, ettd X € R'™™",

(b) Jos det(A) ja det(B) ovat erimerkkiset, det(X) € C, jolloin X € C™",
Todistus. Todistuksen triviaalisuuden vuoksi sitd ei tyOssi erikseen esitetd. O
Lauseen 2.9 avulla yhtilosti (5.2) voidaan paételld myos matriisin X kddntyvyys eri tilanteissa.

Lause 5.2. Olkoon XAX = B, jossa A, B € C"™",

(a) Jos A ja B ovat kddintyvid, on myos matriisin X oltava kdcintyvd.
(b) Jos A on kéidntyvd ja B ei ole, X ei ole kdintyvd.
(c) Jos A ei ole kddntyvd ja B on kdidntyvd, yhtdilolle ei ole ratkaisua.

(d) Jos A eikd B ole kddntyvid, matriisin X kddntyvyyttd ei voida pdditelld.
Todistus. Todistuksen triviaalisuuden vuoksi sitd ei tydssi erikseen esitetd. 0

Matriisin X kddntyvyyttd voidaan tutkia myds matriisien asteiden avulla Lausetta 2.23 kiyttden.

Esimerkki 5.3. Osoitetaan Lauseen 5.2 kohta (c) tutkimalla yhtélossd esiintyvien matriisien as-
teita. Olkoon matriisi A € C™™" singulaarinen ja B € C'™" kiéntyvd. Tehddin vastaoletus, ettd

yhtél6lld on ratkaisu, jolloin Lauseen 2.23 mukaan
rank(B) < min{rank(A), rank(X)}.
Koska matriisi A ei ole kddntyvé, rank(A) = k < n ja koska B on kédntyva rank(B) = n. Saadaan
rank(B) < min{k,rank(X)} < n.

Saadaan ristiriita, jonka perusteella voidaan todeta, ettei yhtdlolld ole ratkaisua, jos matriisi A ei

ole kddntyva matriisin B ollessa.

Eri matriisiavaruuksien liséksi yhtdlon X AX = B ratkaisut voivat saada eri muotoja. Usein saadut
ratkaisut ovat joko tdysin reaalisia tai imaginéérisia kuten skalaarien tapauksessa. Matriisiyhtélolle

on kuitenkin mahdollista, ettd yhtélolla on olemassa ratkaisu, joka on muotoa
X=Y+iZ,

kunY,Z € R™",
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Esimerkki 5.4. Olkoot

0 1 0 2
A= jaB= .
-1 0 -2 0

Talloin erés ratkaisu yhtidloon (5.1) on

5.2 Ratkaisu reaalisten definiittien n X n-matriisien A ja B
tapauksessa

Téssd alaluvussa yhtdloda X AX = B ratkaistaan reaalisten definiittien matriisien tapauksessa, jolloin
tilanne on laskujen kannalta monimutkaisempi, mutta analoginen edelld kiydyn erikoistapauksen
n = 1 kanssa. Aloitetaan yhtilosti

XAX =B, (5.3)

kun A, B € R™", Symmetriselld matriisilla on aina nelijuuri, joten voimme sijoittaa A = CC
yhtédloon 5.3 ja saadaan
XCCX =B.

Kertomalla tima puolittain nelidjuurimatriisilla C sekd vasemmalta ettd oikealta, saadaan
CXCCXC =CBC.
Huomataan, ettd yhtdlon vasemmalla puolella on matriisin CXC neli6 eli
(CXC)* = CBC.

Kuten skalaarien tapauksessa yhtdlon ratkaisu riippui vakioiden merkeisti, riippuu ratkaisu nyt
vakiomatriisien A ja B definiittisyyksisti. Oletetaan ensin matriisien A ja B olevan positiivisesti
definiittejd. Kun matriisi A positiivisesti definiitti, voidaan aina valita positiivisesti definiitti nelio-
juurimatriisi C Lauseen 4.2 perusteella. Lauseen 3.4 avulla huomataan puolestaan, etti matriisitulo

CBC on positiivisesti definiitti. Ndin ollen nelijuuri voidaan ottaa suoraan tulosta ja saadaan
CXC =+ (CBC)2.
Timi puolestaan voidaan kertoa puolittain vasemmalta ja oikealta matriisilla C~!, jolloin
X =+C(CBC):C,
jossa C = Az,

Tilanne on ldhes vastaava, jos vakiomatriisit A ja B ovat negatiivisesti definiittejd. TAlloin ker-
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tomalla yhtilo 5.3 puolittain luvulla —1, saadaan yhtdl6 muotoon
X(-A)X = -B,

jossa matriisit —A ja —B ovat positiivisesti definiittejd. Néin ollen saadaan lihes sama ratkaisukaava

matriisille X kuin positiivisesti definiittien matriisien tapauksessa eli
X =+CY(C(-B)C):C,
jossa C = (—A)%.

Kuten skalaarienkin tapauksessa, yhtdlon ratkaisu on kompleksinen, kun matriisit A ja B ovat
"erimerkkisid" eli toinen on positiivisesti ja toinen negatiivisesti definiitti. Oletetaan seuraavaksi,
ettd matriisi A on positiivisesti ja matriisi B negatiivisesti definiitti. Koska matriisi B on negatii-
visesti definiitti ja C on valittu positiivisesti definiitiksi, Lauseen 3.5 perusteella my0s tulomatriisi

CBC on negatiivisesti definiitti. Lauseen 4.3 mukaan sen nelidjuuri on kompleksinen
(CBC)? = (=C(=B)O)? =i(C(-B)C)?,

jossa C(—B)C on positiivisesti definiitti matriisi. Nain ollen ratkaisukaavaksi tdssd tapauksessa
saadaan
X = +iC(C(-B)C):C7,

jossa C = Az,
Jos matriisi A on negatiivisesti ja matriisi B positiivisesti definiitti, yhtdlo (5.1) voidaan ker-

toa puolittain luvulla —1, jolloin matriisi —A on positiivisesti definiitti. T4lldin matriisi —B on

negatiivisesti definiitti, jolloin tulomatriisi C(—B)C on negatiivisesti definiitti. Saadaan
(C(~B)C)? = (~CBC)? = i(CBC)?

ja ratkaisukaavaksi edelleen
X = +iC"Y(CBC):C,

jossa C = (—A)%.

Kootaan ratkaisukaavat yhteen lauseeseen.
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Lause 5.5. Olkoot A, B € R, Yhtilon XAX = B ratkaisuja ovat

(a)
X =+C ' (CBC):C, (5.4)

jossa C = Az, kun A ja B ovat positiivisesti definiittejd

(b)
X =+C Y (C(-B)C):C, (5.5)

jossa C = (—A)%, kun A ja B ovat negatiivisesti definiittejc

(c)
X = +iCY(C(-B)C):C7, (5.6)

jossa C = Az, kun A on positiivisesti definiitti ja B on negatiivisesti definiitti

(d)
X =+iC"'(CBC):C7, (5.7)

jossa C = (=A)2, jos A on negatiivisesti definiitti ja B on positiivisesti definiitti.

5.3 Esimerkkeja ratkaisukaavan kaytosta 2 x 2-matriiseilla

Esimerkki 5.6. Ratkaistaan yhtidlo XAX = B, kun

30 2 1
A= jaB=
0 3 1 1

eli molempien vakiomatriisien ollessa positiivisesti definiittejd. Madritetddn aluksi matriisin A ne-
liGjuuri. Aloitetaan laskemalla matriisin jdlki ja determinantti, joiden arvoiksi saadaan tr(A) = 6
jadet(A) = 9. Tilloin saadaan s = £3 ja T = £V6 + 6. Kéyttden kaavaa 4.3 saadaan

343 0

C = +| Vo6
0 343
V66

Nyt kuitenkin huomataan, ettd vakion s negatiivista arvoa ei voida kayttdd, joten saadaan

6
C=z+|V12 0 :i\/§ 0

N .
0 £ 0 V3

Matriisilla A on titen kaksi nelidjuurta, joista voidaan valita positiivisesti definiitti nelidjuuri eli

V3 0
C= .
0 V3
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Tadmén nelidjuurimatriisin kddnteismatriisiksi saadaan lauseen 2.11 avulla

C_1_1\/§ 0
3o 3

Lasketaan sitten positiivisesti definiitin matriisin C BC nelidjuuret Lauseen 4.3 avulla, josta saadaan

1 (9 3) . 1 V3 V3
=+t— ja (CBC)? =+ .

Vis\3 6 V3 0

=

(CBC)

Nyt sijoittamalla kaikki mahdolliset arvot ratkaisukaavaan 5.4 saadaan ratkaisuiksi

1 (31 L (11
v3\1 o

Yhtilolle on siis nelji eri ratkaisua, jotka kaikki toteuttavat alkuperdisen yhtilon.

Esimerkki 5.7. Ratkaistaan yhtdlo nyt, kun

-4 0 -1 0
A= jaB=
0 -1 0 -3

eli molemmat vakiomatriisit ovat negatiivisesti definiittejd. Saadaan siis yhtdlo

4 0 10
0 -1 0 -3/

Kerrotaan yhtdlo puolittain luvulla —1, jolloin matriisit —A ja —B ovat positiivisesti definiitteja.

Lasketaan matriisin —A nelidjuuri C ja saadaan positiivisesti definiitiksi ratkaisuksi

2 0
01

jonka kéédnteismatriisi on

1
210 2

Lasketaan seuraavaksi matriisitulon C(—B)C neliGjuuri, josta saadaan nelji ratkaisua
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D=

(C(=B)C)

+

1 4+2v3 0 .
= 4 — ja
7+4v3\ 0 3423

(C(—B)C)%=i;4_2\/§ °
7-43\ 0  3-2V3

Lopulta voidaan sijoittaa arvot ratkaisukaavaan (5.5) ja muuttujamatriisille X saadaan mahdolliset
arvot

1 4+2V3 0 _
X=t —— ja
WT+43\ 0 12+8V3

1 4-23 0
X=t —— .
47 - 4V3 0 12 - 8V3

Niama sievenevit vield muotoon

S D=

0
V3]

Sijoittamalla ndmi alkuperdiseen yhtdloon huomataan ndiden toteuttavan sen.

Esimerkki 5.8. Ratkaistaan yhtdlo XAX = B, kun

4 0\ . -2 -1
jaB =
01 -1 -1

A=

Huomataan, etti matriisi A on positiivisesti definiitti ja matriisi B on negatiivisesti definiitti.
Edellisen esimerkin perusteella matriisin A nelidjuuri

)

ja sen kédanteismatriisi on puolestaan

Nyt voidaan laskea tulon C(—B)C nelidjuuri, jolle saadaan neljd mahdollista arvoa
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[STE
H

cpoyt =" 7]
TVl 3 "

cpoyt -+ L[° 2
Vsl o)

Sijoitetaan saadut arvot ratkaisukaavaan (5.6) ja saadaan ratkaisuiksi

(8]

¥ 1 10 4\
=47 Jja
W13\ 4 12
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6. YHTEENVETO

Téssd tyossd tutkittiin yhtdlon XAX = B ratkaisemista. Tyon péétulokset olivat yhtdlon XAX = B
ratkaisukaavat tilanteessa, jossa matriisit A ja B ovat positiivisesti tai negatiivisesti definiitteja. Rat-
kaisu riippuu matriisien A ja B definiittisyyksistd, joten ratkaisukaavoja saatiin nelji ja ne esitettiin
Lauseessa 5.5. Ratkaisukaavojen kaytosta esitettiin myos konkreettisia esimerkkejé alaluvussa 5.3.
Yleisessd tapauksessa yhtilon ratkaisun kannalta tirkeitd tuloksia olivat myos Lauseet 5.2 ja 5.1,
joiden avulla voidaan paitelld onko ratkaisua olemassa ja ominaisuuksia yhtidlon ratkaisevista mat-

riiseista.

Ty0ssd esitettiin yhtdlon ratkaisemiseen tarvittavia tietoja matriisin perusominaisuuksista, kuten
kidnteismatriiseista ja ominaisarvoista. Oleellista tyon kannalta olivat kolmannessa luvussa esitetty
matriisien definiittisyyksien méadritelmit, joista tyon paituloksen kannalta erityisesti positiivisesti
ja negatiivisesti definiittien matriisien madritelmét olivat tirkeitd. Lisdksi alaluvussa 5.3 tarvittiin

2 X 2-matriisin neliGjuurta, jolle johdettiin esityskaava alaluvussa 4.3.

TyOssd saatua padtulosta ei voi yleistdd kaikille matriiseille, silld ratkaisukaavan johtamisessa
tutkittiin vain reaalisia positiivisesti ja negatiivisesti definiittejd n X n-matriiseja. Tima on mel-
ko rajattu tarkastelualue, joten tyon tarkastelundkokulmaa voisi seuraavaksi laajentaa koskemaan
myos semidefiniittejd tapauksia. Ratkaisukaavassa tutkittavat matriisit oletettiin reaalisiksi, joten

yhtélod voitaisiin tutkia enemmén myos kompleksisessa matriisiavaruudessa.

Suurin osa tyon todistuksista ja lauseista on tehty lahteeseen viitaten. Kuitenkin osa tyossi laadituis-
ta lauseista ja todistuksista ovat tydn ohjaajan kanssa itse laadittuja. Naissd lauseissa ja todistuksissa
ei titen ole lahdeviittauksia. Osaa lauseista ei tyossda myOskdin todistettu niiden triviaalisuuden tai

tyon laajuuden rajaamisen vuoksi.
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