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Tassd tutkielmassa kasitellddn reaalimatriisien ortogonaalista diagonalisointia ja
kompleksisten matriisien unitaarista diagonalisointia sekd vertaillaan niiden omi-
naisuuksia. Ennen unitaarisen diagonalisoinnin késittelyé tarkastellaan pohjatieto-
na kompleksisia vektoriavaruuksia, matriiseja ja sisdtuloavaruuksia. Tutkielmassa
osoitetaan, ettd matriisin on oltava symmetrinen ollakseen ortogonaalisesti diagona-
lisoituva ja normaali ollakseen unitaarisesti diagonalisoituva. Lisidksi tarkastellaan
normaalin matriisin spektraalihajotelmaa.

Tutkielman keskeisimmit tulokset ovat, ettd reaalimatriisi on ortogonaalisesti
diagonalisoituva, jos ja vain jos se on symmetrinen, ja kompleksinen matriisi on
unitaarisesti diagonalisoituva, jos ja vain jos se on normaali. Ortogonaaliseen diago-
nalisoituvuuteen liittyen esitelldén oleelliset méiéritelmét matriisin transpoosi, sym-
metrinen ja ortogonaalinen matriisi sekd unitaariseen diagonalisoituvuuteen liittyen
Hermiten konjugaatti, hermiittinen, unitaarinen ja normaali matriisi.

Lopuksi esitetidin normaalin matriisin spektraalihajotelma ja tarkastellaan spekt-
raalihajotelman matriisien ominaisuuksia. Tutkielma on kirjoitettu mukaillen Ant-
honyn ja Harveyn kirjaa Linear Algebra: Concepts and Methods sekd Antonin ja
Rorresin kirjaa Elementary Linear Algebra. Lisdksi ldhteind on kdytetty Hornin ja
Johnsonin kirjaa Matrix Analysis sekéd Prasolovin kirjaa Problems and Theorems in
Linear Algebra. Lukijan oletetaan tuntevan matriisien tavanomaisen diagonalisoin-

nin.
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1 Johdanto

Tassé tutkielmassa tarkastellaan kompleksisia matriiseja ja erityisesti unitaarista dia-
gonalisointia, mutta ortogonaalinen diagonalisointi esitelldin vertailun vuoksi. Li-
saksi tarkastellaan normaalin matriisin spektraalihajotelmaa.

Tamén tutkielman luvussa 3 tarkastellaan reaalimatriisien ortogonaalista diago-
nalisointia. Méadritelldin matriisin transpoosi ja symmetrinen matriisi, seké esitetdin
symmetrisen reaalimatriisin ominaisarvojen reaalisuutta koskeva lause. Ortogonaa-
linen matriisi médritellddn pykilidssa 3.2, jossa esitetdin myOs kolme ortogonaali-
seen matriisiin ja sen ominais- ja sarakevektoreihin liittyvad lausetta. Sen jidlkeen
todetaan, ettd ortogonaalisen matriisin midradma lineaarikuvaus sdilyttdd sisdatulon
tuloksen reaalisessa vektoriavaruudessa. Pykildssd 3.3 méadritelldén ortogonaalisesti
diagonalisoituva matriisi ja todetaan, ettd matriisi on sellainen, jos ja vain jos sen
ominaisvektorit muodostavat ortonormaalin kannan reaalisessa vektoriavaruudessa.
Lisidksi esitetddn luvun 3 péaidlause, spektraalilause, eli matriisi on ortogonaalisesti
diagonalisoituva, jos ja vain jos se on symmetrinen.

Luvussa 4 tarkastellaan kompleksisia vektoriavaruuksia, matriiseja ja sisdtulo-
varuuksia. Mairitelldidn kompleksinen vektoriavaruus, kompleksinen matriisi ja to-
distetaan reaalimatriisin kompleksisen ominaisarvon konjugaattiin liittyva lause. Lo-
puksi tarkastellaan kompleksisia sisdtuloavaruuksia ja niiden ominaisuuksia.

Luvussa 5 tarkastellaan kompleksisten matriisien unitaarista diagonalisointia ja
verrataan sitd reaalimatriisien ortogonaaliseen diagonalisointiin. Pykéldssd 5.1 méa-
ritellddn Hermiten konjugaatti ja hermiittinen matriisi, kompleksisten matriisien vas-
tineet transpoosille ja symmetriselle reaalimatriisille. Lisdksi osoitetaan, ettd hermiit-
tisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia ja sen erisuuria ominaisarvoja vastaavat
ominaisvektorit ovat ortogonaaliset. Pykéldssd 5.2 méadritelldéin unitaarinen matrii-
si, kompleksinen vastine ortogonaaliselle matriisille, ja todistetaan, ettd matriisi on
unitaarinen, jos ja vain jos sen sarakevektorit muodostavat kompleksisen vektoria-
varuuden ortonormaalin kannan ja sen midrddma lineaarikuvaus sidilyttid sisdtulon
tuloksen kompleksisessa vektoriavaruudessa. Pykéldssd 5.3 maédritelldén unitaari-
sesti diagonalisoituva matriisi ja todistetaan, ettd matriisi on sellainen, jos ja vain
jos sen ominaisvektorit muodostavat ortonormaalin kannan kompleksisessa vekto-
riavaruudessa. Sitten madritellddn normaali matriisi ja todistetaan, ettd matriisi on
unitaarisesti diagonalisoituva, jos ja vain jos se on normaali. Lisdksi osoitetaan, ettad

jos normaalin matriisin kaikki ominaisarvot ovat reaalisia, niin se on hermiittinen.



Luvussa 6 esitetdin normaalin matriisin spektraalihajotelma ja tarkastellaan
spektraalihajotelman matriisien ominaisuuksia sekd todetaan, ettd niiden idempo-
tenttisuus tarkoittaa sitd, ettd ne muodostavat ortogonaaliprojektion.

Luvussa 2 luetellaan aiheiden kisittelyssd tarvittavia médritelmid ja lauseita.
Ensin esitetddn vektoriavaruuksiin ja matriisin diagonalisoituvuuteen liittyvid méa-
ritelmid ja lauseita. Sitten esitetdédn sisdtuloavaruuksiin liittyvid madritelmia ja yksi
lause. Lopuksi esitetddn kompleksiluvun, kompleksisen konjugaatin ja kompleksilu-
vun modulin mééritelmait.

Lukijalta edellytetddn joidenkin lineaarialgebran perusasioiden tuntemista. Edel-
lytetddn muun muassa, ettad lukija tuntee matriisien tavalliset laskutoimitukset, omi-
naisarvojen ja -vektorien mééritelmat, lineaarikuvauksen ja kannan mééritelmit seka
matriisin tavanomaisen diagonalisoinnin. Lihdeteoksina kéytetidén Anthonyn ja Har-
veyn kirjaa Linear Algebra: Concepts and Methods, Antonin ja Rorresin kirjaa Ele-
mentary Linear Algebra, Hornin ja Johnsonin kirjaa Matrix Analysis ja Prasolovin

kirjaa Problems and Theorems in Linear Algebra.



2 Esitietoja

2.1 Vektoriavaruuksista ja matriiseista

Tassd pykilassi esitetddn vektoriavaruuksiin sekd similaarisiin ja diagonalisoituviin
matriiseihin liittyvid oleellisia esitietoja. Esitetddn ortogonaalisten vektorien méa-
ritelmé, ortonormaalin joukon mééritelmd, similaaristen matriisien ominaisarvoja
koskeva lause, diagonalisoituvan matriisin mééritelmé ja diagonalisoituvan matrii-

sin ominaisvektoreista muodostuvaa kantaa koskeva lause.

Mairitelmi 2.1 (Reaalinen vektoriavaruus). Reaalinen vektoriavaruus on epityhja
joukko V, jonka alkioita sanotaan vektoreiksi, varustettuna vektorien yhteenlaskulla
u +v €V jaskalaarilla kertomisella cu € V. Laskutoimitukset toteuttavat seuraavat
ehdot kaikilla u,v,w € V jakaikilla a, 8 € R:

. u+v=v+u (vaihdannaisuus)
2.u+(v+w)=(u+v)+w (liitinnéisyys)

3. On olemassa nollavektori 0 € V, jolle piatee u + 0 = u kaikillau € V. (nolla-
alkio)

4. kaikillau € V on olemassa vektori —u, jolle pitee u+(—u) = 0  (vasta-alkio)
5. a(u+v) =au+av (osittelulaki)

6. (¢ +pB)u =au+ Bu (osittelulaki)

7. a(Bu) = (aB)u  (liitdnndisyys)

8. lu =u (neutraalialkio).

Vektori 0 € V on nollavektori. Vektori —u € V on vektorin u vastavektori. Lukua

a € R sanotaan skalaariksi.

Vektoriavaruuden V vektoria
vy=avi+axyyp+---+a,v,

sanotaan vektorien v, v, ..., v, € V lineaarikombinaatioksi. Skalaareita

ai, ar, . ..,a, € R sanotaan kertoimiksi.



Maaritelma 2.2. Olkoot v{,v,,...,v, € V. Tilloin vektorit v{,v,,...,v, ovat

lineaarisesti riippumattomia, jos
avi+aywr+---+a,v, =0 = a=ay=---=a,=0.
Muutoin vektorit ovat lineaarisesti riippuvia.

Maaritelma 2.3 (Similaarisuus). Neliomatriisin A sanotaan olevan similaarinen

neliOmatriisin B kanssa, jos on olemassa sellainen kdintyvi matriisi P, ettd
P 'AP =B.

Miiritelmé 2.4 (Diagonalisoituva matriisi). Neliomatriisia A sanotaan diagonali-
soituvaksi, jos se on similaarinen jonkin diagonaalimatriisin D kanssa, eli on ole-

massa kddntyvi matriisi P siten, ettd
P 'AP=D.
Esimerkki 2.1. Olkoon
7 -15 . 53
A= ja P = .
2 4 2 1

Talloin

ja

Pl'AP=D =

1 0
0 2|
Lause 2.1. Olkoon A n X n -matriisi. Tdlloin A on diagonalisoituva, jos ja vain jos

vektoriavaruudella R" on olemassa kanta, joka muodostuu matriisin A ominaisvek-

toreista.
Todistus. Ks. [1, s. 257-258]. O
Lause 2.2. Similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot.

Todistus. Ks. [1, s. 262-263]. O



2.2 Sisatuloavaruuksista

Tassé pykildssi esitetddn sisdtuloavaruuksiin liittyvid oleellisia maaritelmié ja lausei-
ta. Reaalisen vektoriavaruuden R” kahden vektorin x ja y sisitulo on {(x,y) = x1y =
X1y1+x2y2+- - +x,Yy,. Tatd sanotaan euklidiseksi tai standardiksi sisdtuloksi. Sisa-
tuloja on erilaisia kuin edellinen ja missi tahansa vektoriavaruudessa. Madritelldin

seuraavaksi sisdtulo yleisesti.

Mairitelma 2.5 (Sisdtulo). Olkoon V vektoriavaruus. Talloin kuvausta (-, ) : V X

V — R sanotaan sisdtuloksi, jos
(1) (x,y) =(y,x) kaikillax,y €V,
(i) (ax +By,z) = alx,z) + B(y,z) kaikillax, y,z € V jakaikilla @, 8 € R,
(iii) (x,x) > O kaikillax € V,ja (x,x) =0, jos ja vain jos x = 0.
Jos vektoriavaruudessa on médritelty sisdtulo, sanotaan sité sisdtuloavaruudeksi.

Mairitelméa 2.6 (Normi). Oletetaan, ettd V on sisdtuloavaruus ja vektori x € V.

Tilloin vektorin x normi, tai pituus, jota merkitéin ||x||, on

llell = vV (x, x).

Sanotaan, ettd vektori x on yksikkovektori, jos sen normi on 1.

Mairitelmi 2.7 (Ortogonaaliset vektorit). Olkoon V sisdtuloavaruus. Talloin vek-
torien x,y € V sanotaan olevan ortogonaalisia, jos (x,y) = 0. Talloin merkitdin

xLly.

Mairitelma 2.8. Sisdtuloavaruuden V joukon S sanotaan olevan ortonormaali, jos
(x.y)=0ja [x[l=1

aina, kunx,y € Sjax #y.

Lause 2.3. Oletetaan, ettd V on sisdtuloavaruus, vektorit vi,va, ..., Vv, ovat pareit-
tain ortogonaalisia ((v;,v;) = 0, kun i # j) ja ettd yksikdn ei ole nollavektori.

Tilloin vektorijoukko {vy,v2, . ..,v,} on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Ks. [1, s. 318]. O



2.3 Kompleksiluvuista

Tassé pykélassda madritellddn kompleksiluku ja kompleksinen konjugaatti, joita kiy-

tetddn luvuissa 4, 5 ja 6.

Miaritelma 2.9 (Kompleksiluku). Kompleksiluku on muotoa z = a +ib, missd a ja

b ovat reaalilukuja ja i> = —1. Kompleksilukujen joukko on
C={a+ib | a,beR}

Miiéritelma 2.10 (Kompleksinen konjugaatti). Kompleksiluvun z = a +ib komplek-

sinen konjugaatti on kompleksilukuz = a — ib.

Tastd madritelmisté seuraa, ettd jos x on reaaliluku, niin x = X. Kompleksiluvun

z=a+ib € C moduli on
|z] = \/Z__Z V(a+ib)(a —ib) = Va2 + b2,

joka on epénegatiivinen reaaliluku.




3 Ortogonaalinen diagonalisointi

Tassé luvussa késitellddn reaalimatriisien ortogonaalista diagonalisointia. Pykélédssa
3.1 késitelladn matriisin transpoosia ja symmetrisyyttd. Pykilidssd 3.2 médritellaan
ortogonaalinen matriisi, tutkitaan sarakevektorien ja ominaisvektorien yhteytté orto-
gonaalisuuteen sekd osoitetaan, ettd ortogonaalisen matriisiin madrddma lineaariku-
vaus sdilyttaa sisdtulon tuloksen. Nididen tietojen ja ominaisuuksien esittelyn jilkeen
pykélédssa 3.3 mddritellddn ortogonaalisesti diagonalisoituva matriisi ja tutkitaan,

milloin matriisi on sellainen.

3.1 Transpoosi ja symmetriset matriisit

Jos vaihdetaan matriisin rivit ja sarakkeet toistensa paikalle saadaan sen transpoosi.

Madritelld4n se seuraavasti (vrt. [1, s. 21]):

Mairitelma 3.1 (Transpoosi). Transpoosi m X n -matriisista

ai apn - aln
A= (ay) = 61'21 ax -+ Ay
aAml am2 - dmn
on n X m -matriisi
aipr azr - Aaml
AT — (aﬁ) _ a.12 az - 4dm2
Aipn A2n -~ Amn

Siis kun matriisi A transponoidaan, niin sen rivisti 7 tulee matriisin AT sarake i.

EsimerkKki 3.1. Matriisin

1 35
A=
2 46
transpoosi on
1 2
AT=|3 4
56

Matriisin transpoosilla on seuraavat ominaisuudet
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« (ANT =4,
o (cA)T = cAT,
« (A+B)T = AT+ BT,
« (AB)T = BTAT.
Jos matriisi A on kédéntyva, silld on myOs seuraava ominaisuus
e (AT = (A-HT.
Seuraavaksi mairitelliin symmetrinen matriisi (vrt. [1, s. 22]).

Mairitelma 3.2 (Symmetrinen matriisi). Matriisin A sanotaan olevan symmetrinen,
jos
A=AT,

eli matriisi on itsensé transpoosi.

Vain neliomatriisit voivat olla symmetrisid. Jos A on symmetrinen, niin a;; = a;;.

Matriisi on siis symmetrinen diagonaalinsa suhteen.

Esimerkki 3.2. Matriisi

1 4 5
A=14 2 -7
5 -7 3

on symmetrinen.

Jos D on diagonaalinen matriisi, niin d;; = 0 = dj; kaikilla i # j. Téten kaikki
diagonaalimatriisit ovat symmetrisii.
Seuraavaksi esitetddn symmetrisid matriiseja ja niiden ominaisarvoja koskeva

lause, joka todistetaan vasta luvussa 5.
Lause 3.1. Jos reaalimatriisi A on symmetrinen, niin sen ominaisarvot ovat reaalisia.

Todistus. Ks. lauseen 5.1 seuraus. O

3.2 Ortogonaaliset matriisit

Seuraava lause osoittaa, ettd symmetrisen matriisin erisuuria ominaisarvoja vastaavat

ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.
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Lause 3.2. Jos matriisi A on symmetrinen, niin sen erisuuria ominaisarvoja vastaa-

vat ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.

Todistus Ks. [1, s. 332]. O
Esimerkki 3.3. Olkoon
4 0 4
A=|0 4 4
4 4 8

symmetrinen matriisi. Sen ominaisarvot ovat 4; = 4, 4, = 0, 43 = 12 ja vastaavat

ominaisvektorit esimerkiksi

1 1 1
x1=|-1]1, xo=|11, X3 =
0 -1 2
Nyt
x,x)=1-1+(-1)-1+0-(-1)=1+(-1)+0=0,
xpx3)=1-1+(-1)-1+0-2=1+4+(-1)+0=0,
ja

(x2,x3)=1-1+1-1+(-1)-2=1+1+(-2)=0.

Matriisilla voi olla erityisen kdytinnollinen ominaisuus, joka linkittyy vektorien

ortogonaalisuuteen. Tami madritellddn seuraavasti:

Miiritelmé 3.3 (Ortogonaalinen matriisi). Neliomatriisin P sanotaan olevan orto-

gonaalinen, jos PTP = PPT = ], eli matriisin P transpoosi on sen kiinteismatriisi.

EsimerkKki 3.4. Matriisi

~

1]
JE——
mlL wniw
wilw Lnis
S —

on ortogonaalinen, koska

3 4\ (3 4
Tp_ |5 5 5 5
PP=1y 5 {a
5 5 5 5
3 3, -4 -4 3 4,-4 3
_[5°5t5 7 §'§+?'§)
4 3,3 -4 4 4,3 3
5°5t5°35 5°5%t5°%
9 16 12 =12
_[5t2 ﬁ+7)
12 —12 16 9
T35 35t
10
= :I
01
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ja

3 4\ (3 4
T |5 5 5 5
PPE=14 5/l 3
5 5 5 5
3 3,4 4 3 -4,4 3
_[(55t5'5s 5 35*t5°%
-4 3,3 4 -4 -4,3 3
3 °5t5'5 535 %55
9 16 —12 12
_|3ts 3t
—12 12 16 9
235 +t5s 5t
10
= :I
01

Siis PTP = pPPT = |.

Tarkastellaan nyt ortogonaalisen matriisin ja ortogonaalisten vektorien yhteytta.
Seuraava lause osoittaa, ettd ortogonaalisen matriisin sarakevektorit ovat pareittain

ortogonaalisia yksikkovektoreita.

Lause 3.3. Matriisi P on ortogonaalinen, jos ja vain jos sen sarakevektorit ovat

pareittain ortogonaaliset ja jokaisen pituus on 1.
Todistus Ks. [1, s. 319]. O

Ortogonaalisen matriisin P sarakevektorit muodostavat siis ortonormaalin jou-
kon mééritelmin 2.8 mukaan. Seuraava lause osoittaa, ettid ortogonaalisen matriisin

sarakevektorit muodostavat vektoriavaruuden R” ortonormaalin kannan.

Lause 3.4. Olkoon P n x n -matriisi. Tdlloin P on ortogonaalinen, jos ja vain jos

sen sarakevektorit muodostavat vektoriavaruuden R" ortonormaalin kannan.
Todistus Ks. [2, s. 402]. O

Jos matriisi P on ortogonaalinen, niin my®s sen transpoosi PT on ortogonaalinen,
koska P = (PT)T. Siis (PT)TPT = PT(PTT = 1.

Tastd seuraa, ettd Lause 3.4 pétee myos rivivektoreilla, eli: matriisi P on ortogo-
naalinen, jos ja vain jos sen rivivektorit muodostavat vektoriavaruuden R" ortonor-
maalin kannan.

Ortogonaalisen matriisin P méddraama lineaarikuvaus siilyttii sisdtulon tuloksen
ja siten minka tahansa vektorin pituuden, eli (Px, Py) = (x,y). Tillaista lineaariku-

vausta kutsutaan isometriaksi.

Lause 3.5. Ortogonaalisen matriisin P mddrddmd lineaarikuvaus sdilyttdd sisdtulon

tuloksen vektoriavaruudessa R".

13



Todistus Ks. [1, s. 355]. O

Kahden vektorin vilinen sisdtulo on yhtidsuuri kuin niiden ortogonaalisen mat-

riisin P maardamien kuvien sisatulo.

3.3 Ortogonaalinen diagonalisointi

Neliomatriisi A diagonalisoidaan siten, ettd on olemassa sellainen kddntyvi matriisi
P,etti P"'AP = D, missi D on diagonaalimatriisi. Jos on olemassa ortogonaalinen
matriisi P, joka diagonalisoi matriisin A siten, ettid P 'AP = PTAP = D, niin
titd kutsutaan ortogonaaliseksi diagonalisoinniksi. Madritellddn nyt ortogonaalisesti

diagonalisoituva matriisi (vrt. [1, s. 329]).

Miiritelmi 3.4. Neliomatriisin A sanotaan olevan ortogonaalisesti diagonalisoitu-
va, jos on olemassa ortogonaalinen matriisi P siten, etti PTAP = D, missd D on

diagonaalimatriisi.

Koska P on ortogonaalinen, niin PT = P~ misti seuraa, etti PTAP = P~1AP =
D. Matriisi A on diagonalisoituva, joten lauseen 2.1 mukaan matriisin P sarakkeet
ovat matriisin A ominaisvektorit ja muodostavat vektoriavaruuden R" kannan. Koska
A on ortognaalisesti diagonalisoituva, niin matriisin P sarakkeet, jotka ovat matriisin
A ominaisvektorit, muodostavat vektoriavaruuden R” ortonormaalin kannan. Nama

tiedot yhdistamalld saadaan seuraava lause.

Lause 3.6. Matriisi A on ortogonaalisesti diagonalisoituva, jos ja vain jos vektoria-
varuudelle R" on olemassa matriisin A ominaisvektoreista muodostuva ortonormaali

kanta.
Todistus Ks. [2, s. 304, 410]. m]

Lauseessa 3.2 todettiin, ettd jos symmetriselld n X n -matriisilla on n erisuurta
ominaisarvoa, niin niitd vastaavat ominaisvektorit ovat ortogonaaliset. Téalldin sen
ominaisvektorit muodostavat vektoriavaruuden R" ortonormaalin kannan lauseiden
3.3 ja 3.4 perusteella. Lauseen 3.6 mukaan tillainen matriisi on siis ortogonaalisesti
diagonalisoituva. Seuraava lause osoittaa, ettd mikéd tahansa symmetrinen matriisi on

ortogonaalisesti diagonalisoituva.

Lause 3.7 (Spektraalilause). Matriisi A on ortogonaalisesti diagonalisoituva, jos ja

vain jos A on symmetrinen.

Spektraalilauseen todistus Ks. [1, s. 337]. O

14



Voidaan siis todeta, ettd matriisi on ortogonaalisesti diagonalisoituva, vain jos se

on symmetrinen.
Esimerkki 3.5. Tarkastellaan symmetristd matriisia
32 4
A=12 0 2].
4 2 3

Sen ominaisarvot ovat

W W= WIN
[S] (98]
R A

Tilloin PTP = I, joten P on ortogonaalinen matriisi. Nyt

2 1 2 2 4 1
R | R T N U
T N I e 1 2 2| _
P AP = 3\1/3 3\/25 3 2 0 2 gﬁiﬁ—o—l O,
L = 2 =N5 _
5V 0 /\4 2 3 : 320 0 0 1

diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot.
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4 Kompleksiset matriisit ja sisatuloavaruu-
det

4.1 Kompleksiset vektoriavaruudet

Vektoriavaruutta, jossa skalaarikertoimet ovat kompleksilukuja, kutsutaan komplek-
siseksi vektoriavaruudeksi. Seuraava miiritelmi on muuten sama kuin maaritelma

2.1, paitsi skalaarit ovat kompleksilukuja.

Miiéritelmi 4.1 (Kompleksinen vektoriavaruus). Kompleksinen vektoriavaruus on
epatyhjd joukko V, jonka alkioita sanotaan vektoreiksi, varustettuna vektorien yhteen-
laskulla # + v € V ja skalaarilla kertomisella au € V. Laskutoimitukset toteuttavat

seuraavat ehdot kaikilla u, v, w € V ja kaikilla o, 8 € C:
l. u+v =v+u (vaihdannaisuus)
2.u+(v+w)=(u+v)+w (liitinniisyys)

3. On olemassa nollavektori 0 € V, jolle pitee u + 0 = u kaikillau € V' (nolla-
alkio)

4. kaikillau € V on olemassa vektori —u, jolle pitee u+(—u) = 0  (vasta-alkio)
5. a(u+v)=au+av (osittelulaki)

6. (¢ +pB)u =au+ Bu (osittelulaki)

7. a(Bu) = (aB)u (liitdnniisyys)

8. lu =u (neutraalialkio).

Vektori 0 € V on nollavektori. Vektori —u € V on vektorin u vastavektori. Lukua

« € C sanotaan skalaariksi.

Vektoreiden lineaarikombinaatio on samankaltainen kuin reaalisessa vektoria-
varuudessa, paitsi sen kertoimet ovat kompleksilukuja. Téaten vektori v € V on

vektoreiden v, v,, ..., v, € V lineaarikombinaatio, jos

Vy=avy+aywr+---+a,v, a;€C.
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Monet reaalisen vektoriavaruuden R” kisitteista siirtyvit kompleksiseen vekto-
riavaruuteen C"”, samoin kuin lineaarikombinaation késite. Lineaarinen riippumatto-

muus on yksi niistd kisitteista.

Esimerkki 4.1. Oletetaan, ettd vektorin e; jokainen alkio on 0, paitsi i:s alkio, joka
onl,kuni =1,2,...,n. Tilloin vektorit ey, e, . .., e, muodostavat kompleksisen

vektoriavaruuden C" kannan. Jokaisella z = (z1, z2, - - . , 24) € C" voidaan Kkirjoittaa
Z=z1€1+20€r+---+27,€,.

Kantaa {ej, e, ..., e,} kutsutaan n-ulotteisen kompleksisen vektoriavaruuden C"

luonnolliseksi kannaksi.

4.2 Kompleksiset matriisit

Matriisia, jonka alkiot ovat kompleksilukuja, sanotaan kompleksiseksi matriisiksi,
vastaavasti kuten matriisia, jonka alkiot ovat reaalilukuja, sanotaan reaalimatriisiksi.
Jos A on kompleksinen m x n -matriisi, niin A on m X n -matriisi, jonka alkio (i, j) on
matriisin A alkion (i, j) kompleksinen konjugaatti. Toisin sanoen, jos A = (a;;), niin
A= (a;;). Matriisia A sanotaan matriisin A kompleksiseksi konjugaattimatriisiksi.
Ominaisarvon ja ominaisvektorin késitteet ovat samat kompleksisilla matriiseilla,
kuin reaalimatriiseilla, ja ne etsitdéin samalla tavalla. Erityisesti vektoriavaruudes-
sa C" voidaan diagonalisoida reaalimatriisi kompleksisilla ominaisarvoilla, kuten

seuraava esimerkki osoittaa.

EsimerkKki 4.2. Olkoon
0 1
A=

-1 0

Sen ominaisarvot ovat 1; =i ja A, = —i sekd vastaavat ominaisvektorit x; = (—i, 1)T
jax, = (i, 1)T. Tarkastellaan nyt, voidaanko matriisi A diagonalisoida samoin kuin
reaalimatriisit. Jos P on kddntyvd matriisi sarakevektoreinaan matriisin A ominais-
vektorit ja D diagonaalimatriisi diagonaalialkioinaan matriisin A ominaisarvot, niin

osoitetaan, etti P"'AP = D. Olkoon

- i i 0
= ] D =
1 1 0 —i
Nyt
1 (-1 1
Pl=—
20\ 1
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Talloin

1 (20

“2ilo 2
i 0

- =D.
b

Havaitaan tastd esimerkistd, ettd ominaisarvojen kompleksisia konjugaatteja,
Ay =ijady = 1, = —1, vastaavat ominaisvektorit ovat toistensa kompleksisia

konjugaattivektoreita, x, = x;. TAma on yleisesti tosi reaalimatriiseilla.

Lause 4.1. Jos A on n X n -reaalimatriisi, ja jos A on sen ominaisarvo vastaavalla
ominaisvektorilla x, niin myos A on matriisin A ominaisarvo vastaavalla ominais-

vektorilla x.

Todistus (vrt. [1, s. 401]). Koska A on reaalimatriisi, niin sen karakteristinen yhti-
16 on n. asteen polynomi reaalisilla kertoimilla, ja siten mitkd tahansa kompleksi-
set juuret esiintyvit konjugaattipareina. TAdma tarkoittaa, ettd jos A4 on matriisin A
ominaisarvo, niin on myos A. Jos A on ominaisarvo vastaavalla ominaisvektorilla
x, niin Ax = Ax. Otetaan molemmin puolin kompleksinen konjugaatti ja saadaan
Ax = Ix © Ax = AX, koska A on reaalimatriisi. Tdten X on ominaisvektori, joka

vastaa ominaisarvoa A. O

4.3 Kompleksiset sisatuloavaruudet

Kahden reaalisen vektoriavaruuden R vektorin x ja y sisédtulo on reaaliluku

(x,y) :xTy =X1Y1+X2V2+ o+ Xy Y.

Vektorin x normi on tdman sisdtulon midritelman mukaan ||x| = +/(x,x). Tama
sisdtulon madritelmi ei toimi kompleksisessa vektoriavaruudessa C". Esimerkiksi,

josx = (1,0,i)T € C3, niin selvisti x # 0, mutta
x> =xt+x3+x3=12+0+i*=1-1=0.

Tatd madritelmad on muutettava, jotta se toimisi kompleksisessa vektoriavaruu-

dessa. Tarkastellaan pykildssd 2.3 maddritettyd kompleksiluvun modulia. Jos z =

18



a + ib, niin |z|> = zZ = a* + b? on epinegatiivinen reaaliluku, ja |z| = 0, vain jos
z=0.

Miiéritelmi 4.2. Olkoot x,y € C". Tilloin standardi kompleksinen sisdtulo on

kompleksiluku

<x,y> :xlyl +x2y2+ T +xn§n'

Esimerkki 4.3. Josx = (1,4i,3+i)Tjay = (i,-3,1 = 2i)T, niin

(x,y) =1(=i) +4i(=3) + (3+0)(1 +20)
=—i—12i+ (1 +7i)
=1-6i.

Koska
(X,X) = X1X] + X200 + -+ + X% = |1 |+ a2+ |

on vektorin x alkioiden modulien nelioGsumma, kompleksisen vektorin sisdtulo itsen-
sd kanssa on epinegatiivinen reaaliluku. Téll6in vektorin x normi on ||x|| = /{x, x),

ja|lx|| = 0, jos ja vain jos x on nollavektori.
Lause 4.2. Tarkastellaan vektoriavaruutta C". Standardi kompleksinen siscitulo
(x,y) = X1yp+xoy, +-c- +xn§n

toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla x,y,z € C" ja kaikilla a, 8 € C:

@) (x,y)=.x)
(i) (ax +By.z) = a(x,z) + B(y.z)
(iii) (x,x) > 0ja (x,x) =0, jos ja vain jos x = 0.

Todistus (vrt. [1, s. 402]). Todistetaan kohta (i). Nyt

(£,3) = X1y + X275 + -+ + X0

:yIXI +y2.x2 + - +§nxn

=Y1X1 +Y2Xo + o+ YuXy

= Y1IX1 HY2X2 ++ YaXy

=(y,x),

joten kohta (i) on tosi.
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Todistetaan kohta (ii). Nyt

(ax + By, z) = (ax1 + By1)z1 + (axz2 + By2)z2 + -+ + (axy + BYyn)Zn
= a(x1Z1 + X222 + - - + XuZp) + B(V1Z1 + Y222 + -+ + YuZn)
= a(x,z) + By, 2),
joten kohta (ii) on tosi.
Todistetaan kohta (iii). Huomataan, ettd jos x; = a; +ib; on vektorin x j:s alkio,
niin
(e, x)y = g [P+ ol + -+ ]
=al+b+as+bi+--+ai+ b2

on reaalilukujen neliGsumma, joten (x,x) > 0 ja (x,x) = 0, jos ja vain jos jokainen

termi a ja b7 on 0, toisin sanoen, jos ja vain jos x = 0. O

Kuten reaalisilla vektoriavaruuksilla, myos kompleksisten vektoriavaruuksien si-

satulolle on yleinen médritelma.

Miiritelma 4.3 (Kompleksinen sisédtulo). Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus.

Talloin kuvausta (-, -) : V X V — C sanotaan kompleksiseksi siscituloksi, jos
(i) (x,y) = (y,x) kaikillax, y € V,
(i) (ax +By,z) = alx,z) + B(y, z) kaikillax, y,z € V ja kaikilla o, 8 € C,
(iii) (x,x) > Okaikillax € V,ja (x,x) = 0, jos ja vain jos x = 0.

Jos vektoriavaruudessa on médritelty kompleksinen sisitulo, sanotaan sitd komplek-
siseksi sisdtuloavaruudeksi. Mistd tahansa kompleksisesta sisdtulosta voidaan méa-

ritelld normi
[lx]| = v{x,x).

Mairitelmén 4.2 standardi kompleksinen sisdtulo on selvisti sisdtulo tamin yleisen
madritelmin perusteella.

Maaritelmasti 4.3 seuraa suoraan kaksi seuraavaa ominaisuutta:
* (x,ay) = a(x,y) kaikillax,y € V ja kaikilla @ € C,
o (x,y+2z)={(x,y)+(x,z) kaikillax,y,z € V.

Ortogonaalisten vektorien maédritelmd kompleksisessa sisdtuloavaruudessa on

tasmalleen sama kuin reaalisessa sisdtuloavaruudessa:
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Miairitelmi 4.4. Kompleksisen sisdtuloavaruuden vektoreiden x ja y sanotaan ole-

van ortogonaaliset, jOs
(x,y)=0.

Talloin merkitddn x L y.

Kompleksisen vektoriavaruuden V vektorijoukko {v, v, ..., v,} on ortogonaa-
linen, jos (v;,v;) = 0, kun i # j. Vektorijoukon sanotaan olevan ortonormaali, jos
jokainen sen vektori on myos yksikkodvektori.

Lauseen 2.3 mukaan reaalisen vektoriavaruuden R” ortogonaalinen vektorijouk-
ko, missd ei ole nollavektoreita, on lineaarisesti riippumaton. Sama pitee myos

kompleksisessa vektoriavaruudessa C".

Lause 4.3. Oletetaan, ettd V on kompleksinen sisdtuloavaruus ja vektorit
V1,V2,...,V, ovat pareittain ortogonaalisia ((v;,v;) = 0, kun i # j) ja yksikdcin ei

ole nollavektori. Tdlloin vektorijoukko {vy,va, ..., v,} on lineaarisesti riippumaton.

Todistus (vrt. [1, s. 405]). Taytyy osoittaa, ettd jos
avi+awvr+---+awv, =0, «a €C,

niin @; = a2 = --- = @, = 0. Olkoon i miki tahansa kokonaisluku lukujen 1 ja n

valissa. Talloin
(@vi+ava+--+apvy,vi) =(0,v;) =0,
mutta

(avi+ava+ -+ @uVp, Vi)
=a1(v1,v;) + -+ aim1(vi-1, Vi) + @i {vi, vi)

+ @i 1 (Viel, Vi) + o+ @V, Vi)
Koska (v;,v;) = 0, kuni # j, niin
(v + @y + -+ @, vi) = @; (v, v;) = a;||vi]|.

Koska v; # 0, niin ||v;||> # 0, joten a; = 0. Mutta koska i oli miki tahansa kokonais-

luku vélilla [1, k], niin tédstd seuraa, ettid
ar=ar=---=a, =0.

Vektorijoukko {v{,v,,...,v,} on siis lineaarisesti riippumaton. O
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EsimerkKki 4.4. Vektorit

muodostavat vektoriavaruuden C? ortonormaalin kannan. Vektorit ovat ortogonaali-

(1.v2) = 1< 1) , (;)> = L iy =0

2
ja kunkin vektorin normi on 1, koska

1/(1 1 1 o
<V1,v1>=§ gy 25(1(1)+z(—1)):1
N LA TN R | U
(Vz,vz>—§ 7y _E(l(_l)+ (1)) =1.

Vektorit v| ja v, muodostavat siis vektoriavaruuden C? kannan, koska ne ovat line-

sia, koska

ja

aarisesti riippumattomat ja vektoriavaruuden C? dimensio on 2.
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S Unitaarinen diagonalisointi

Tassé luvussa tarkastellaan kompleksisia matriiseja ja niiden unitaarista diagonali-
sointia ja verrataan niitd reaalimatriisien ortogonaaliseen diagonalisointiin. Pyka-
lassd 5.1 tarkastellaan Hermiten konjugaattia (konjugaattitranspoosi) ja hermiittisia
matriiseja, pykildssd 5.2 unitaarisia matriiseja, ja pykéldssa 5.3 unitaarista diagona-

lisointia ja normaaleja matriiseja.

5.1 Hermiten konjugaatti ja hermiittiset matriisit

Jos A on kompleksinen matriisi, niin sen Hermiten konjugaatti on matriisi ZT, jota
merkitddn notaatiolla A*. Huomataan, ettd reaalimatriisin transpoosilla on vastaavat
ominaisuudet kuin Hermiten konjugaatilla. Lisdksi, kuten reaalimatriisin transpoo-
silla on tidrked rooli ortogonaalisessa diagonalisoinnissa, niin Hermiten konjugaatilla

on vastaavasti kompleksimatriisin unitaarisessa diagonalisoinnissa.

Mairitelma 5.1 (Hermiten konjugaatti). Olkoon A m X n -matriisi kompleksialkioil-

la. Matriisin A Hermiten konjugaatti on
A"=A",
. —- — . T —
missd A = (a,-j), A= (a,-j) Jja AT=A = (Cljl').

Esimerkki 5.1. Kompleksimatriisin
i 5-3i 2+i
A=
3 142 4-9i

—i 3
A" =|5+3i 1-2if.
2—-i 4+9i

Hermiten konjugaatti on

Hermiten konjugaatilla on seuraavat ominaisuudet
¢ (A7) = A,
* (cA)" =CcA",

* (A+B)" = A"+ B,
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e (AB)* = B*A*.

Verrataan nditd ominaisuuksia pykildssd 3.1 esitettyihin reaalimatriisin trans-
poosin ominaisuuksiin ja huomataan, ettd ne ovat vastaavat. Huomataan myos, etta
jos A on reaalimatriisi, niin A* = ZT = AT,

Palautetaan mieleen, ettd reaalimatriisi A on symmetrinen, jos A = AT kuten
madriteltiin pykéldssa 3.1. Symmetrisen matriisin kompleksinen vastine on hermiit-

tinen matriisi.

Mairitelmi 5.2 (Hermiittinen matriisi). Olkoon A kompleksinen n X n -matriisi.

Matriisia A kutsutaan hermiittiseksi, jos
A=A

Reaalialkioinen hermiittinen matriisi on symmetrinen matriisi, koska A = A* =
AT. Miltid hermiittinen matriisi sitten niyttdd? Jos A = (a; ;) = A® = (a;;), niin
diagonaalialkioiden tulee olla reaalilukuja, koska silloin a;; = a;;. Lisiksi alkioiden

ajj ja aj; on oltava toistensa kompleksiset konjugaatit.

EsimerkKki 5.2. Matriisi

1 14+2i 4-1
A=|1-2i =3 i
4+ —i 2

on hermiittinen matriisi.

Symmetristen matriisien ortogonaalisessa diagonalisoinnissa todettiin lauseessa
3.1, ettd symmetrisen matriisin ominaisarvot ovat reaalilukuja. Nyt tima voidaan

todistaa. Tulos on seuraavan lauseen seuraus.

Lause 5.1. Jos matriisi A on hermiittinen matriisi, niin sen ominaisarvot ovat reaa-

lisia.

Todistus (vrt. [1, s. 409]). Oletetaan, etti A on matriisin A ominaisarvo, jota vastaava

ominaisvektori on x. Tilloin
Ax =Ax ja x #0.
Kerrotaan tami yhtdlo vasemmalta puolelta vektorin x Hermiten konjugaatilla. Nyt

x*Ax = x*Ax = Ix"x = A|x||%,

24



missd vektorin x normi on positiivinen reaaliluku. Kun otetaan kompleksinen kon-

jugaattitranspoosi yhtdlon Ax = Ax molemmilta puolilta saadaan
(Ax)" = (x)",

josta tulee

x*A* = Ax”.
Kerrotaan sitten yhtilo oikealta vektorilla x. Nyt
x*A%x = Ix*x = x|
Koska A on hermiittinen, niin x*Ax = x*A*x, mistd seuraa, etti
Allx|1> = Allx|1>.
Koska ||x]|?> # 0, niin A = A, joten A on reaalinen. O

Seuraus 5.1. Jos reaalimatriisi A on symmetrinen, niin sen ominaisarvot ovat reaa-

lisia.

Kuten symmetrisilld reaalimatriiseilla todettiin lauseessa 3.2, myos hermiittisen

matriisin erisuuria ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.

Lause 5.2. Jos matriisi A on hermiittinen, niin sen erisuuria ominaisarvoja vastaavat

ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.

Todistus (vrt. [1, s. 332]). Oletetaan, ettd A ja u ovat matriisin A mitkd tahansa kaksi
erisuurta ominaisarvoa, ja oletetaan, ettd x ja y ovat vastaavat ominaisvektorit. Tdlloin

Ax = Ax ja Ay = uy. Nyt
Yy Ax =y Ay = (Ax,y) = Ax,y).
Toisaalta, koska A = A", niin
Y Ax =y A’x = (Ay)'x = (uy)'x = uy*x = p(x, y).

Lauseen 5.1 mukaan hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia, joten g = y,

ja siten ndistd kahdesta muodosta saadaan

A(x,y)zu(x,y) A (/1_:“)<x’y>

Koska u ja A ovat erisuuria, niin u — A # 0, joten (x,y) = 0. Téaten x ja y ovat

ortogonaaliset. O
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5.2 Unitaariset matriisit

Ortogonaalinen matriisi madriteltiin (Maéritelma 3.3) pykélédssd 3.2. Sen komplek-

sinen vastine on unitaarinen matriisi.

Mairitelma 5.3 (Unitaarinen matriisi). Kompleksinen n X n -matriisi P on unitaa-

rinen, jos PP* = P*P = [. Toisin sanoen, matriisi P on unitaarinen, jos silld on

kddnteismatriisi P*.
Tastd madritelméstd seuraa, ettd jos P on unitaarinen matriisi, niin samoin on P*.

EsimerkKki 5.3. Olkoon

1
p=[¥V2 V2
i L
V2 V2
matriisi. Talloin
1 i\[fL =
PP*=|Y2 V2|[V2 V2
l —1
V2 V2)\v2 V2
—| V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
S U U A S AT E
V2 N2 OV2Z V2 N2 2 V2 V2
1, =2 =i, i
_(2t 72 72+z)
A 1
+7 A+
10
= :I
0 1
ja
1 i\ [fL L
pr-| T
—1 l
V2 V2)\v2 2
—| V2 V2 V2 V2 V2 V2 N2 V2
V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
- . i 2 1
2+t3 T t3

Siis PP* = P*P = I, joten P on unitaarinen matriisi.
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Unitaarinen matriisi P reaalialkioilla on ortogonaalinen matriisi, koska P* = PT.
Lauseessa 3.4 osoitettiin, ettd matriisi P on ortogonaalinen, jos ja vain jos sen
sarakevektorit muodostavat vektoriavaruuden R ortonormaalin kannan. Todistetaan

vastaava tulos unitaarisille matriiseille.

Lause 5.3. Olkoon P n X n -matriisi. Tdlloin P on unitaarinen, jos ja vain jos sen

sarakevektorit muodostavat vektoriavaruuden C" ortonormaalin kannan.

Todistus (vrt. [1, s. 410]). Oletetaan, ettd matriisi P on unitaarinen. Olkootx,x7, ..., X,
matriisin P sarakevektorit. Talloin matriisin P* rivivektorit ovat ndiden sarakevekto-
rien kompleksiset konjugaattitranspoosit.

Koska I = P*P, niin

10 ... 0\ [x
- |
= . xl x2 xn

00 ... 1] \x

Muodostamalla yhtélot ndiden matriisin alkioista saadaan x;x; = (x;,x;) = 0, kun
i # j,jax’x; = (x;,x;) = 1, kun i = j. Tdmi tarkoittaa tdsmélleen sitd, ettd
sarakevektorit {x, x5, ..., X, } muodostavat ortonormaalin vektorijoukon. Titen ne
ovat lineaarisesti riippumattomia, ja koska niitd on n kappaletta, muodostavat ne
vektoriavaruuden C" ortonormaalin kannan.

Oletetaan sitten, ettd matriisin P sarakevektorit muodostavat vektoriavaruuden
C" ortonormaalin kannan. Talloin matriisitulon P*P tulee olla identiteettimatriisi,

kuten ylli osoitettiin, joten P*P = I. Nyt P* = P~! joten myos PP* = I. O

Koska P* on unitaarinen, timé tulos pitee my0s matriisin P rivivektoreihin.

Kuten ortogonaalisilla matriiseilla todettiin lauseessa 3.5, myOs unitaarisen mat-
riisin P médrddma lineaarikuvaus on isometria, eli se siilyttdd sisdtulon tuloksen,
ja siten minké tahansa vektorin pituuden. Itse asiassa tdmd ominaisuus mairittaa

unitaarisen matriisin, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 5.4. Matriisi P on unitaarinen, jos ja vain jos sen mddrddmd lineaarikuvaus
sdilyttad kompleksisen sisdtulon tuloksen vektoriavaruudessa C", eli (Px,Py) =

(x,y) kaikillax,y € C".
Todistus (vrt. [1, s. 411]). Oletetaan ensin, ettd P on unitaarinen matriisi. Talloin

(Px,Py) = (Py)"(Px) =y"P'Px =y"Ix = y"x = (x,y),
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joten P sdilyttad sisdtulon tuloksen.

Oletetaan sitten, ettd on olemassa matriisi P, jolle

(Px,Py) ={(x,y)

kaikillax,y € C". Olkoon {ey, es, ..., e,} vektoriavaruuden C" luonnollinen kanta.

Talloin Pe; = v;, missd vy, vy, ..., v, ovat matriisin P sarakevektorit. Nyt
(vi,vj) =(Pe;,Pe;) = (e;, e;),

mistd voidaan padtelld, ettd matriisin P sarakevektorit muodostavat vektoriavaruuden

C" ortonormaalin kannan, ja P on tdten unitaarinen matriisi lauseen 5.3 mukaan. O

5.3 Unitaarinen diagonalisointi ja normaalit matriisit

Pykildssd 3.3 madriteltiin (Mairitelma 3.4) ortogonaalisesti diagonalisoituva mat-

riisi. Unitaarisesti diagonalisoituva matriisi médritellddn vastaavasti.

Mairitelmi 5.4. Neliomatriisin A sanotaan olevan unitaarisesti diagonalisoituva,
jos on olemassa sellainen unitaarinen matriisi P, ettd P*AP = D, missd D on

diagonaalimatriisi.

Lauseessa 3.6 osoitettiin, ettd reaalimatriisi on ortogonaalisesti diagonalisoituva,
jos ja vain jos vektoriavaruudelle R” on olemassa sen ominaisvektoreista muodostuva

ortonormaali kanta. Vastaava tulos pitee myos kompleksisille matriiseille.

Lause 5.5. Matriisi A on unitaarisesti diagonalisoituva, jos ja vain jos vektoriava-
ruudelle C" on olemassa matriisin A ominaisvektoreista muodostuva ortonormaali

kanta.

Todistus (vrt. [1, s. 412]). Oletetaan ensin, ettd matriisi A on unitaarisesti diagona-
lisoituva, eli P*AP = D. Koska matriisi P diagonalisoi matriisin A, niin matriisin P
sarakevektorit ovat matriisin A ominaisvektorit, ja ne muodostavat vektoriavaruuden
C" ortonormaalin kannan.

Oletetaan sitten, ettd matriisin A ominaisvektorit muodostavat vektoriavaruuden
C" ortonormaalin kannan. Talloin matriisi P, jonka sarakevektorit ovat ndméi kanta-
vektorit, on unitaarinen lauseen 5.3 mukaan. Koska matriisin P sarakevektorit ovat
matriisin A ominaisvektorit saadaan yhtilo AP = PD, missa D on diagonaalimatrii-
si diagonaalialkioinaan matriisin A ominaisarvot. Koska P on unitaarinen matriisi,
niin

AP=PD & P'AP=D,

joten A on unitaarisesti diagonalisoituva matriisi. O
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Spektraalilauseessa 3.7 todettiin, ettd vain symmetrinen matriisi on ortogonaali-
sesti diagonalisoituva. On kiinnostavaa, mikd on vastaava tulos kompleksisille mat-
riiseille. Hermiittiset matriisit ovat unitaarisesti diagonalisoituvia, mutta ne eivit ole
ainoita sellaisia matriiseja. On olemassa laajempi joukko kompleksisia matriiseja,

jotka ovat unitaarisesti diagonalisoituvia. Niitd kutsutaan normaaleiksi matriiseiksi.

Miiéritelméa 5.5 (Normaali matriisi). Kompleksisen n X n -matriisin A sanotaan

olevan normaali, jos
AA™ = A"A.

Jokainen hermiittinen matriisi on normaali, koska AA* = AA = A*A. Myés
jokainen unitaarinen matriisi on normaali, koska AA* = I = A*A, mutta kaikki

hermiittiset tai unitaariset matriisit eivat ole normaaleita.

Esimerkki 5.4. Olkoon

1 1+7 1
A=|-1+i 1 1
-1 -1 1
matriisi. Talloin
1 1+i 1 1 -1-i -1 4 1 —1-i
AA" =|-1+i 1 11— 1 -1]= 1 4 1-1i
-1 -1 1 1 1 1 —1+i 1+ 3
ja
1 -1-i -1 1 1+i 1 4 1 —1-i
A"A=|1-i 1 —1|l-1+ 1 1= 1 4 1-1i
1 1 1 -1 -1 1 -1+ 1+1i 3

Nyt AA* = A*A, joten matriisi on normaali. Huomataan, etti A # A* ja AA™ =

A*A # I, joten matriisi A ei ole hermiittinen eika unitaarinen.

Liséksi jokainen diagonaalimatriisi on normaali. Olkoon
D = diag(d,, d>, .. .,d,), missi d; on alkio paikassa (Z,7) ja muut alkiot ovat nollia.

Tillsin D* on diagonaalimatriisi diagonaalialkioin d;. Nyt
DD* = diag(|d1, |d2)?, ..., |d.)?) = D*D.

Téten diagonaalimatriisi D on normaali ja diagonaalimatriisin D D™ alkiot ovat re-

aalisia.

Huomautus. Diagonaalimatriisit eivit vélttimatta ole hermiittisid eika unitaarisia.
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Todistetaan seuraava tirkei lause, joka on kompleksisten matriisien vastine reaa-

limatriisien spektraalilauseelle (Lause 3.7).

Lause 5.6. Matriisi A on unitaarisesti diagonalisoituva, jos ja vain jos A on nor-

maali.

Madritellddn nyt unitaarisesti similaariset matriisit ja todistetaan kolme apu-

lausetta, joita kiytetddn lauseen 5.6 todistuksessa.

Mairitelma 5.6. Olkoot A ja B neliomatriiseja. Matriisin A sanotaan olevan unitaa-
risesti similaarinen matriisin B kanssa, jos on olemassa sellainen unitaarinen matriisi
P,etti A = PBP*.

Apulause 5.1 (Schurin hajotelma). Olkoot Ay, A, ...,4, kompleksisen n X n -

matriisin A ominaisarvot. Talloin on olemassa unitaarinen matriisi P siten, ettd
*
P°AP=T = [t,'j],

missd 7" on kompleksinen yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot #; = A;, kun

i=1,2,...,n.

Kompleksinen matriisi on siis unitaarisesti similaarinen sellaisen yldkolmiomat-

riisin kanssa, jonka diagonaalialkiot ovat sen ominaisarvot.

Todistus (vrt. [3, s. 101]). Olkoot A kompleksinen n X n -matriisi ja x sen ominaisar-

voa A; vastaava normeerattu ominaisvektori. Nyt siis x*x = 1 ja Ax = A;x. Olkoon

Pi=(x py --- pp) unitaarinen matriisi, jonka ensimmdiinen sarakevektori on
x. Talloin
PTAPlzP’f(Ax Apy -+ Ap,,)
:PT(/hx Apy -+ APn)
x*
p;
=1 . (ﬂlx Apy - Apn)
Pn
lix*x x*Ap, --- x*Ap,
B A1 psx
. A,
A p,x
_ A1 *x
0 Ay’
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koska matriisin P; sarakevektorit ovat ortonormaalit. Alimatriisin A; ominaisarvot
ovat Ay, A3, ..., 4,.

Jos n = 2, niin lause on todistettu. Jos n > 2, niin olkoon y € C"! alimatriisin
A1 ominaisarvoa A, vastaava normeerattu ominaisvektori.

Suoritetaan edellinen reduktio alimatriisille A;. Jos P, on unitaarinen (n — 1) X

(n — 1) -matriisi, jonka ensimmaiinen sarakevektori on y, niin

Ay %

PLALP, =
A

Olkoon Q; = [1] @ P», joka on matriisien [1] ja P, suora summa (ks. [3, s. 30]), ja

Al * %
(P1Q2)"AP1Q2 = Q5P{AP1Q2=| 0 A, *
0 0 A

Jatketaan tété reduktiota, joka tuottaa unitaarisia (n—i+1) X (n—i+1) -matriiseja P;,
missdi = 1,2,...,n—1, jaunitaarisia n X n -matriiseja Q;, missd j = 2,3,...,n-2.
Matriisi
P=P10203-Vh2
on unitaarinen ja P*AP on kompleksinen yldkolmiomatriisi. O

Huomautus. Jos kompleksisen matriisin A kaikki ominaisarvot ovat reaalisia, mat-

riisiksi P voidaan valita my0s ortogonaalinen reaalimatriisi.

Apulause 5.2. Olkoot A ja B unitaarisesti similaarisia matriiseja. Jos A on normaali

matriisi, niin myos matriisi B on normaali.

Todistus. Olkoot A normaali n X n -matriisi ja B n X n -matriisi. Koska A ja B ovat
unitaarisesti similaarisia, niin B = P*AP, missi P on unitaarinen matriisi. Talloin
B*B = (P*AP)"(P*AP)

= P*A*PP*AP

= P*AAP

= P*AA"P

= P*APP*A*P

= (P*AP)(P*A™P)

= (P*AP)(P*AP)”

= BB”,

joten B on normaali matriisi. O
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Apulause 5.3. Olkoon A normaali matriisi. Jos A on yldkolmiomatriisi, niin se on

diagonaalimatriisi.

Todistus (vrt. [4, s. 82]). Olkoon A normaali ylikolmiomatriisi. Talloin a;; = 0, kun

i > j,joten matriisien A*A ja AA™ diagonaalialkiot ovat
i n
(A"A)i= ) laul®  ja  (AA% =) lawl.
k=1 k=i

Kuni =1, niin
lan > = lan|® + lan® + - + |
mistd seuraa, etta
ap=ap=---=ay, =0,
eli matriisin A ensimmadiselld rivilld vain alkio a;; voi olla nollasta poikkeava.

Kuni = 2, niin

lan)? + laxn|* = laxn|* + |axn)* + - - - + |a|*.

Koska aj; = 0, niin matriisin A toisella rivilld vain alkio a;; voi olla nollasta poik-
keava. Kun titi toistetaan jokaiselle riville, huomataan, ettd A on diagonaalimatriisi.

Tédten miki tahansa normaali ylikolmiomatriisi on diagonaalimatriisi. O
Nyt voidaan todistaa Lause 5.6.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on unitaarisesti diagonalisoituva matriisi. Talloin
on olemassa unitaarinen matriisi P ja diagonaalimatriisi D siten, ettd P*AP = D.

Kirjoitetaan tdmi yhtdléo muodossa A = PD P*. Nyt

AA* = (PDP*)(PDP")*
= (PDP*)(PD*P")
= PD(P*P)D*P*
= P(DD*)P*

Samoin

A*A = (PDP*)*(PDP")
= (PD*P*)(PDPY)
= PD*(P*P)DP*
= P(D*D)P*
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Koska D on diagonaalimatriisi, niin se on normaali, joten P(DD*)P* = P(D*D)P*,
eli AA* = A*A. Matriisi A on siis normaali.

Oletetaan sitten, ettd A on normaali matriisi ja 7 on yldkolmiomatriisi siten,
ettd se on unitaarisesti similaarinen matriisin A kanssa, eli P*AP = T, missd P on
unitaarinen matriisi. Koska matriisit A ja T ovat unitaarisesti similaarisia Schurin
hajotelman (Apulause 5.1) mukaan, niin apulauseen 5.2 mukaan myos 7 on normaali
matriisi. Koska 7" on ylikolmiomatriisi ja normaali, niin apulauseen 5.3 mukaan se on

diagonaalimatriisi. Normaali matriisi A on téiten unitaarisesti diagonalisoituva. O

Normaali matriisi A diagonalisoidaan unitaarisesti siten, ettd ensin 10ydetdan
sen ominaisarvot. Jokaista ominaisarvoa vastaavalle ominaisavaruudelle 10ydetddn
sitten ortonormaali kanta. Talloin kaikkien téllaisten ominaisvektorien joukko muo-
dostaa vektoriavaruuden C" ortonormaalin kannan. Lauseen 5.6 sisdlto mahdollistaa
taméin aina. Muodostetaan matriisi P, jonka sarakevektorit ovat matriisin A omi-
naisvektorit. Talloin P on unitaarinen ja P*AP = D, missd D on diagonaalimatriisi
diagonaalialkioinaan matriisin A vastaavat ominaisarvot.

Ortogonaalinen diagonalisointi on unitaarisen diagonalisoinnin erikoistapaus,
missd A on symmetrinen reaalimatriisi. Annetaan nyt esimerkki kompleksisen mat-

riisin unitaarisesta diagonalisoinnista.

EsimerkKi 5.5. Tarkastellaan erdstd normaalia matriisia. Olkoon
1 2+1
A=
2—-i 5
Sen ominaisarvot ovat
/11 =0 ja /12 = 6,

ja vastaavista ominaisvektoreista muodostettu matriisi on

24 24
p_|V6 a0
S5
V6 Va0

Télloin P*P = I, joten P on unitaarinen matriisi. Nyt

2-i -1 N [2+ 2+

pap=| v |l 1 2V vo|_[ O
2= 5 |\~ 5 -1 5 0 6
V30 V30 V6 V30

on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot.

Tiedetdidn, ettd kaikki hermiittiset matriisit ovat normaaleja ja kuten lauseessa 5.1
todistettiin, niin hermiittiselld matriisilla on reaaliset ominaisarvot. Todistetaan nyt,

ettd jos normaalin matriisin kaikki ominaisarvot ovat reaalisia, niin se on hermiittinen.
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Lause 5.7. Olkoon A normaali matriisi. Jos matriisin A kaikki ominaisarvot ovat

reaalisia, niin se on hermiittinen.

Todistus (vrt. [1, s. 415]). Koska matriisi A on normaali, on se unitaarisesti diagona-
lisoituva. Olkoon P sellainen unitaarinen matriisi, ettd P*AP = D, missd D on diago-
naalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot. Koska oletuksen

mukaan matriisin A ominaisarvot ovat reaalisia, niin D* = D. Télléin A = PDP* ja
A®" = (PDP*)" = PD*P* = PDP* = A,

joten matriisi A on hermiittinen. O
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6 Spektraalihajotelma

Tarkastellaan nyt matriisin A unitaarista diagonalisointia eri tavalla. Olkoon P uni-
taarinen matriisi siten, ettd P*AP = D, missd D on diagonaalimatriisi diagonaalial-
kioinaan matriisin A ominaisarvot ja matriisin P sarakevektorit ovat vastaavat omi-
naisvektorit x1, X2, ..., x,. Koska matriisi P on unitaarinen, niin P*P = PP* = [.
Yhtdlod P*P = I kéytettiin lauseen 5.3 todistuksessa osoittamaan, ettd matriisin P

sarakevektorit muodostavat vektoriavaruuden C" ortonormaalin kannan. Siis

x] xXjxp xjx2 XX,
* * *
= pp= x2 (x x x ) _ x2x1 x2x2 xzxn
= =1 . 1 2 n| — . ?
* * * *
x; X, X1 X,X2 X, Xy

missd alkio x/x; = (x;,x;) on kompleksiluku (tdssd tapauksessa 1 tai 0). Mutta
miti tietoa voidaan johtaa toisesta matriisitulosta PP* = [ sarakevektorien suhteen.
Matriisien kertolaskulla saadaan
*
X
I=PP =|x; x2 - Xx,|| “|=%X1x; +x2%,+- - +X,X,,
X5
missd x;x; = E; on nXn -matriisi. Se on nX 1 -sarakevektorin x; ja 1 X n -rivivektorin

x: matriisitulo. Edellinen yhtilo voidaan siis kirjoittaa muodossa
I=E\+Ey+---+E,.

Tama patee kaikilla unitaarisilla matriiseilla P. Kiinnostavinta on erityisesti tapaus,

jossa matriisin P sarakevektorit ovat matriisin A ominaisvektorit.

Lause 6.1 (Spektraalihajotelma). Olkoot A normaali matriisi ja {x,Xx2,...,X,}
matriisin A ominaisvektoreista muodostuva ortonormaali joukko vastaavilla omi-

naisarvoilla Ay, Aa, . . ., A,. Tdlloin
A= A1x1X] + DX2X5 + -+ XX,

Todistus (vrt. [1, s. 415]). Olkoon P unitaarinen matriisi, jonka sarakevektorit ovat

normaalin matriisin A ominaisvektorit. Talloin

— 3k k k
I=x1x] +X2X5+ - +X,X,.
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Kerrotaan yhtdlon molemmat puolet vasemmalta matriisilla A. Nyt

A=Al = A(x 1 x] +x2x5+ - +X,X,)
= Axix] + Axox5 + - + Axpx,

k * k
= 1xX1X ] + ADoXoX, + -+ ApXpX,.

Normaalin matriisin A spektraalihajotelma on:

A=LE +LE,+ -+ ,E>,

_21+i
1—i 3]

Sen ominaisarvot ovat 41 = 1 ja A, = 4 ja vastaavat ominaisvektorit esimerkiksi

missd E; = x;x;.

Esimerkki 6.1. Olkoon

=

—1-i 1+
x| = ‘/F ja Xy = \/62
NG 3
Tillsin
—‘1/:‘ 2 ol
_ ® 3 =1+ 1) _ 3 3
R (\/5 ﬁ)‘ il
3 3 3
ja
% 1 1s
_ *_ 1-i 21 — 3 3
Ez = xyx; = \/E (Té 3)‘ =2
3 3 3

2 ol 1 14
— _ 3 3 3 3
A= 1E1 +4E2 = 14 | +4 1= >
3 3 3 3
2 —1-i 4 4+4i
— 3 3 3 3
T =1 1 + 4-4i 8
3 3 3 3
2 4 —1-i 4+4i
_| 3tz 3% T)
=1+ 4-4i 1 8
=3 t3  3t3
6 343
| 3 3
3-3i 9
3 3
2 1+i
1-i 3



Tarkastellaan 1ihemmin matriiseja E;. Kuten seuraava lause osoittaa, ne ovat
hermiittisid, idempotentteja ja ne toteuttavat yhtdlon E;E; = 0, kun i # j, missd 0

on nollamatriisi.

Lause 6.2. Jos {x1,x2,...,x,} on vektoriavaruuden C" ortonormaali kanta, niin

matriisilla E; = x;x; on seuraavat ominaisuudet:
(i) E; =E,;
(ii) E? = E,
(i) E;E; =0, kuni # j.
Todistus (vrt. [1, s. 418]). Todistetaan kohta (i). Matriisi E; on hermiittinen, koska
E = (xix])" = (x;)"x] =x;x; = E,.
Todistetaan kohta (ii). Matriisi E; on idempotentti, koska
E} = EiE; = (x;x]) (xix7) = x;(xx)x]

=x;{x;, x))x; =x; - 1-x;

= E..
Todistetaan kohta (iii). Kun i # j, niin
EiE; = (xixf)(xjx;) = x,-(xij)x;f
= x,~<xj,xi)x;f =x;-0- x;f
=0.
O

Koska jokainen matriisi E; on idempotentti, se indusoi projektion. Kun ortonor-
maalin kannan kantavektori kerrotaan matriisilla E;, saadaan
ES %

Eix; = (x;x;)x; = x;(x;x;) =x;{x;, x;) =x; - | =x;
ja

Eixj= (xix;)x; =x;(x;x;) =x;{(x;,x;) =x;-0=0.
Olkoon v € C". Vektori v voidaan nyt kirjoittaa yksikésitteisend lineaarikombinaa-
tiona muodossa v = a1x; + axx + - - - + a,x,. Talloin

Ev =Ei(aix|+axxr+---+a,xy,)
=a1Ex 1+ -+ai1Eixi—1+aExi+aqEixig +-- -+ agxy,

=da;X;.
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Siis E; on ortogonaaliprojektio vektoriavaruudelta C" vektorin x; virittdmaélle vekto-

rialiavaruudelle.
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