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Tamé pro gradu -tutkielma on kehittamistutkimus, jonka tavoitteena on kehittaa
loogisen ajattelun oppimateriaalia peruskoulun matematiikan opetukseen, ylakou-
lun seitseménnelle vuosiluokalle. Lisdksi tavoitteena on kerryttda pedagogista tietoa
materiaalin kehittdmisesta ja kayttamisestd osana matematiikan opetusta.

Looginen ajattelu on suuressa roolissa matematiikan oppiaineessa peruskoulun
opetussuunnitelman perusteiden mukaan. Matematiikan oppikirjoissa loogisen ajat-
telun kehittdmiseen liittyvia tehtdvida on kuitenkin melko vahén. Taman vuoksi ma-
teriaalin kehittamiselle on todellinen tarve.

Kehittamistutkimuksen luonteen mukaisesti tutkimus koostuu materiaalin kehit-
tamisen sykleista. Tutkimuksen alussa tehtiin teoreettinen ongelma-analyysi. Taméan
pohjalta kehitettiin ” Matka logiikkaan” -materiaalin ensimmainen versio. Materiaa-
lia kehitettiin sykleittdin kerdtyn aineiston pohjalta. Ensimméisen syklin aineisto
kerédttiin asiantuntija-arviolla. Korjailtua materiaalia testattiin toisessa syklissa nel-
jan oppitunnin ajan seitseménnelld luokalla. Toisen syklin aineisto kerattiin mate-
riaalin testaamisen aikana havainnoinnilla sekd sahkoisilla kyselyilld testaamiseen
osallistuneilta oppilailta.

Aineistoa lahestyttiin sisallonanalyysin keinoin. Tulosten perusteella ” Matka lo-
giikkaan” -materiaali soveltuu hyvin yldkoulun matematiikan opetukseen. Oppilaat
kokivat oppineensa uutta loogisesta ajattelusta jakson aikana ja olivat motivoitunei-
ta. Tehtéavat olivat vaikeustasoltaan suurimmaksi osaksi sopivia tai helppoja. Lisédksi
oppilaiden mielestd materiaali oli selkeéd ja materiaalia kuvailtiin useimmiten posi-
tiivisesti. Kehitetty oppimateriaali on vapaasti kaytettavissa opetukseen ja 16ytyy
liitteesta B.
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koulu
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1 Johdanto

Luokanopettajana ja tulevana matematiikan opettajana, olen aina ollut kiinnostu-
nut matematiikan oppimisesta ja opettamisesta. Erityisesti matemaattisen ajatte-
lun taitojen kehittdminen on ollut pitkdan mielenkiinnon kohteenani. Kuinka ma-
temaattinen ajattelu kehittyy? Miten matemaattista ajattelua voidaan kehittad?
Mité tarkoittaa opetussuunnitelman perusteissakin mainittu loogisen ajattelun ke-
hittaminen?

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa kuvaillaan matematiikan op-
piaineen tehtavaksi " oppilaiden loogisen, tdsmallisen ja luovan matemaattisen ajatte-
lun kehittaminen” (Opetushallitus 2014, 234). Ajattelun kehittdminen konstruktivis-
tisesta oppimisnakokulmasta on selvasti keskidssa opetussuunnitelman perusteiden
matematiikan oppiaineessa. Osataidoiksi mainitaan mm. paéttelyn ja perustelun ke-
hittdminen. Logiikan syntaksia ei viel& peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa
ole, mutta loogista ajattelua tulisi kehittéda jo peruskoulussa.

Ajattelun tiedetddan kehittyvin ajattelemalla. Hyvid apuvilineitd matemaatti-
sen ajattelun kehittdmiseen ovat esimerkiksi ongelmanratkaisu (Schoenfeld 1985)
ja kielentdminen (Joutsenlahti 2003). Lisdksi tiedetddn, ettd Suomen peruskouluis-
sa matematiikan opetus pohjaa vahvasti oppimateriaaleihin (Perkkild et al. 2018).
Tamén vuoksi olisi tarkeaéd kehittda matematiikan tunneille oppimateriaalia, joka
mahdollistaa oppilaan loogisen ajattelun taitojen kehittymisen. Looginen ajattelu
ajatellaan tassa tutkimuksessa olevan osa matemaattista ajattelua. Tarkemmin tut-
kimuksen teoreettista viitekehysté esitellaan luvuissa 2 ja 3.

Tutkimuksen tavoitteena on kehittda yldkoulun seitseménnelle luokalle soveltu-
va loogisen ajattelun oppimateriaali ja samalla kerryttda pedagogista tietoa siité,
miten loogista ajattelua kehittdvia materiaalia voidaan tuottaa. Lisaksi tutkimuk-
sen tavoitteena on selvittdd, miten luotu oppimateriaali soveltuu osaksi ylakoulun
matematiikan opetusta. Tutkimus on tehty kehittamistutkimuksena, silla sen luon-
teeseen kuuluu teoreettisen tiedon ja konkreettisen tuotoksen yhdistaminen (Pernaa
2013). Tutkimuskysymykset esitelldén luvussa 4 ja tutkimuksen menetelmiin ja to-

teutukseen tutustutaan tarkemmin luvussa 5.



2 Propositiologiikka

Tassa luvussa syvennytiaan matemaattiseen logiikkaan, erityisesti propositiologiik-
kaan. Taman luvun teorioita tai esimerkkeja ei ole kehittamistutkimuksen tuotokse-
na syntyvassa oppimateriaalissa, vaan luvun tarkoituksena on syventéa tutkimuksen
matemaattista teoriapohjaa.

Propositiologiikka (tai lauselogiikka) tutkii propositioiden, eli suljettujen lausei-
den totuutta. Propositioita voivat olla esimerkiksi viitteet "1 + 1 = 5” sekéd ”Julius
Ceasar oli ihminen”. Esimerkeistéd ensimmaéinen propositio on epétosi ja toinen to-
si. Konnektiivien avulla propositioista voidaan muodostaa erilaisia kaavoja. Lisdksi
voidaan tutkia ndiden kaavojen totuusarvoja erilaisissa tilanteissa.

Tassa luvussa esitelladn ensin propositiologiikan syntaksia ja semantiikkaa ja
kaydaan lapi tarkeita kasitteita seké todistuksia. Témaéan jalkeen kaydaédn lapi pro-
positiologiikan ilmaisuvoimatéydellisyys ja siihen pohjaten esitetdén loogisten on-
gelmien formalisointia propositiologiikan keinoin.

Luku yhdistelee van Dalenin (2008) ja Priestin (2008) ndkemyksia syntaksista ja
semantiikasta soveltuvin osin. Luvun lopussa esitetty loogisten ongelmien formali-

sointi ja ratkaisujen formaali selittdminen on lahteestd Jaakkola et al. (2022).
2.1 Propositiologiikan syntaksi

Propositiologiikan syntaksi koostuu formaaleista lauseista, jotka koostuvat merkeis-
ta. Esitelldan ensin lausemuuttujat ja konnektiivit, jotta voidaan tédsmaéllisesti esit-

tad merkiston maéaaritelma.

Maaritelma 2.1.1. Lausemuuttuja, eli propositiosymboli, on muuttuja jonka ar-
vona voidaan ajatella olevan mielivaltainen suljettu lause, eli propositio. Suljetul-
la lauseella tarkoitetaan tassa kontekstissa lausetta, jolla on aina sama totuusar-
vo. Lausemuuttujia merkitdan usein kirjaimella p sekd alaindeksilld (esimerkiksi

Do, P1, P2, - - - ) tai pelkilla kirjaimilla (esimerkiksi p, ¢, 7 ja s).

Maaritelma 2.1.2. Konnektiivi on formaalin kielen merkki, jolle on annettu tés-
méllinen semanttinen merkitys. Klassisessa propositiologiikassa konnektiiveja ovat

esimerkiksi:



nimitys merkki luonnollisen kielen vastine

el

negaatio -
konjunktio A ja
disjunktio V tai
implikaatio — jos ..., niin ...
ekvivalenssi jos ja vain jos
|

Shefferin viiva el molemmat

Maaritelma 2.1.3. Merkisté L(P, K) on merkkijoukko, joka sisaltaa
« epityhjin joukon P lausemuuttujia: P C {po, p1, pa, - - . }, eli aakkoston,
 joukon K konnektiiveja: K C {—, A, V, =, <>, | }.

Lausemuuttujia voi olla aakkostossa aarellinen tai ddreton maara ja konnektiiveista

voidaan valita vain osa.

Yhdistelemalld merkiston lausemuuttujia konnektiiveilla, voidaan muodostaa uusia,
monimutkaisempia vaitelauseita. Maéaritellian seuraavaksi kaavan késite ja sadannot

kaavojen yksikasitteiselle muodostamiselle.

Maaritelma 2.1.4. L-kaava on merkkijono, joka on muodostettu merkistoon L
kuuluvista merkeistd (lausemuuttujista ja konnektiiveista) seka sulkeista rekursiivi-

sesti seuraavilla kaavanmuodostussaannoilla.

Kaavanmuodostussaannot
Olkoon L(P, K), missd P C {po, p1,p2,.--} ja K C{=, A, V, =, <, | }.

1. Jos p; € P, niin p; on L-kaava. (Joukkoon P kuuluvat lausemuuttujat ovat

L-kaavoja.)
2. Jos A on L-kaava, niin —=A on L-kaava. (L-kaavan negaatio on L-kaava.)

3. Jos A ja B ovat L-kaavoja ja V € K \ {—}, niin (AVB) on L-kaava. (Kak-
si L-kaavaa voidaan yhdistdd merkistoon kuuluvalla konnektiivilla, ja tamé

vhdistetty kaava on L-kaava.)

4. Ei ole muita L-kaavoja, eli L-kaavojen joukko on pienin joukko, joka saadaan

ylla olevilla sdannoillé.

Huomionarvoista on kaavanmuodostuksen rekursiivinen luonne. Kaavoja muodoste-
taan kaavanmuodostussaannoilla kayttéden yhté saédntoa kerrallaan. Padkonnektiivik-

st kutsutaan konnektiivia, jota on kaytetty viimeisimpéana kaavaa muodostettaessa.



Esimerkki 2.1.5. Olkoon L(P, K), missi K = {—,A,V} ja olkoon A, B ja C' L-
kaavoja. Tarkastellaan, miten kaava ((—=A A B) V (') on muodostettu kaavanmuo-

dostussaannoilla.
((mA A B) Vv C) on muodostettu sdannolla 3 kaavoista (mA A B) ja C.
(mA A B) on muodostettu sdédnnolléd 3 kaavoista —A ja B.
—A on muodostettu sadnnolld 2 kaavasta A.

Kaava ((mA A B) V C) on muodostettu L-kaavoista rekursiivisesti kaavanmuodos-
tussaannoilld, joten kaava ((mA A B) V C') on L-kaava.

2.2 Propositiologiikan semantiikka

Tarkastellaan seuraavaksi propositiologiikan semantiikkaa, eli merkityksia. Propo-
sitiologikan vaitelauseet voidaan esittad myos luonnollisella kielella. Vaitteet, jotka
ovat joko totta tai ei-totta, voidaan laittaa lausemuuttujien tilalle propositiologiikan

kaavoihin.

Esimerkki 2.2.1. Olkoon kaava ((—p A q¢) — 7). Jos luonnollisella kielellda p =
"sataa”, ¢ = "aurinko paistaa” ja r = "menen huvipuistoon”, kaavan merkitys on

”Jos ei sada ja aurinko paistaa, niin menen huvipuistoon”.

Esimerkista selvasti nahdéan, ettd kaavojen tulkitseminen on mahdollista luon-
nollisella kielelld. Jotta totuutta voidaan tulkita formaalisti, tarvitaan eksakteja
madritelmia. Tarkastellaan seuraavaksi totuusjakaumia seka totuusfunktioita. Lause-
muuttujien totuusjakaumalla tarkoitetaan kuvausta lausemuuttujien joukolta jou-

kolle {0, 1}, jossa 1 tarkoittaa tosi ja 0 epétosi.

Maaritelma 2.2.2. Olkoon P C {py, p1, po, - - . } aakkosto. Totuusjakauma (valuaa-
tio) on kuvaus v : P — {1,0}, joka kuvaa jokaisen lausemuuttujan p; € P joukolle

{0,1}, jossa 1 tarkoittaa tosi ja 0 epétosi.

Konnektiivien totuusjakaumat voidaan esittaé totuustauluilla. Totuustaulu muo-
dostetaan listaamalla totuusjakaumat ja naistd muodostetaan yksikésitteisesti yh-
distetyn kaavan totuusarvo. Totuustaulussa esitetdan siis kaikki mahdolliset lause-
muuttujien totuusarvojen kombinaatiot. Seuraavaksi esitetddn muutamien konnek-

tiivien totuusjakaumat totuustauluina:



plalpAg| |pla|pVyg
p|—p 1]1] 1 1]1] 1
1] 0 10| 0 10| 1
0| 1 0l1] 0 0l1] 1

0l0| 0 0l0| 0
plalp—=ql| |pla|lpeal |pla|plg
1]1] 1 11 1 1/1] 0
10| o0 10| o0 10| 1
0|1 1 ol1] 0 0l1] 1
0ojlo| 1 0l0| 1 0l0| 1

Kaavan totuusarvo maardytyy siis yksikasitteisesti konnektiiveista ja kaavassa
esiintyvien lausemuuttujien totuusarvoista. Selvasti erilaisten totuusjakaumien lu-
kumaéra myo6s riippuu aakkostoon kuuluvien lausemuuttujien lukuméaréasté. Esite-

taan tama vield formaalisti.

Lause 2.2.3. Adrelliselli aakkostolla P = {py,p1,...,pn} on 2"t erilaista totuus-

jakaumaa v;.

Todistus. Jokainen aakkoston lausemuuttuja p;, 0 < ¢ < n, saa totuusjakaumassa

arvon 1 tai 0. Vaihtoehtoja yksittéiselle lausemuuttujalle on 2, joten jakaumia on

yhteensé 271, O
Olkoon P kiinnitetty dérellinen aakkosto {po, p1,. .., Pn} ja vo jokin sen totuusja-
kauma. Otetaan kiayttoon merkintd vo(po, p1,-..,pn) = (1,0,...,1), jossa sulkeissa

on n + 1 kappaletta joukon {0, 1} alkioita pilkuilla erotettuna. Merkinnéssa luetel-

laan lausemuuttujien saamat totuusarvot valuaatiossa vy jérjestyksessa.

Esimerkki 2.2.4. Olkoon £(P, K), missa P = {po, p1, p2}. Olkoon v kuvaus, jossa
v(po) = 1, v(p1) = 0 jav(py) = 1. Tall6in v on totuusjakauma, joka kuvaa muuttujat
Do ja po todeksi ja muuttujan p; epatodeksi. Kyseinen valuaatio voidaan merkita

lyhennettyna merkinnall& v(po, p1,p2) = (1,0, 1).

Esimerkki 2.2.5. Olkoon P = {pg, p1,p2} ja sen valuaatio vy siten etta vo(po) =

0, vo(p1) = 1 ja vg(pa) = 1. Valuaatio voidaan merkita lyhennettynd merkinnalla

Uo(p07p17p2) = (O, 1, 1)

Totuusjakauma on madritelty vain lausemuuttujille. Kuvausta voidaan kuitenkin
laajentaa koskemaan myos kaavoja, silld kaavat muodostetaan rekursiivisesti kon-
nektiiveilla. Konnektiivien totuusarvo méaaraytyy yksikasitteisesti lausemuuttujien

totuusarvoista seuraavalla tavalla.



Maaritelma 2.2.6. Olkoon £(P, K), missa P C {po, p1,pe,.-- } ja K C{—,A,V,—
, >, | }. Olkoon v : p; — {1, 0} totuusfunktio ja ¢ ja 1) L-kaavoja. Kaavan totuusarvo
saadaan seuraavasti:

v(p AY) = min(v(e), v(¥))

v(p V) = max(v(p), v(1))

v =) =1 <= v(p) =0taiv(y) =1

v oY) =1 < v(p) =v(¥)

v(e [ ¥) =1 < v(p) # v(y) tai v(p) = v(y) =0

Jos v(p) = 1, niin v(=p) = 0 ja jos v(p) = 0, niin v(—p) = 1

Kaavojen rekursiivisen luonteen vuoksi jokaiselle kaavalle saadaan laskettua to-

tuusarvo lausemuuttujien kautta.

Esimerkki 2.2.7. Olkoon L£(P, K), missi P = {po,p1,p2} ja K = {A, V}. Télloin
kaava ¢ = ((po A p2) V p1) on L-kaava. Olkoon v totuusjakauma v(po,p1,p2) =
(1,0, 1). Tarkastellaan nyt kaavan ¢ totuusarvoa.

v(p) = v(((po A p2) V p1))

= max(v((po A p2)),v(p1))

= max((min(v(po), v(p2))), v(p1))
= max((min(1,1)),0)

— max(1,0) = 1

Kun konjunktioilla liitetdan useampi lausemuuttuja yhteen, voidaan sulkeita jét-
tad merkitsematta, silla

v(((po A p1) Av(p2)))

= min(min(v(wo), v(¢1)), v(P2))
= min(v(go), v(¢1), v(2))

= min(v(¢g), (min(v(p1), v(p2))))
= v((o A (1 A 92)))

Konjunktio on siis liitdnnédinen, ja ((wo A ¢1) A @2) voidaan merkitd lyhyemmin
Yo NP1 A pa.



2.3 Ominaisuus propositiologiikassa

Asrellisen aakkoston yksittdinen totuusjakauma voidaan ajatella yksikésitteisend
tilannekuvauksena, jossa annetut viitteet (lausemuuttujat) saavat arvon tosi tai
epatosi. Jokainen totuusjakauma maéarittelee siis hieman erilaisen tilannekuvauk-
sen. Jotta voidaan tarkastella naiden tilannekuvausten eroja ja samankaltaisuuksia,

maaritelladn ominaisuuden kasite lauselogiikassa.

Maaritelma 2.3.1. Olkoon P éérellinen aakkosto ja V' = {vy,vq,...,v,} sen to-
tuusjakaumat. Ominaisuus on joukko U C V. Jos v; € U, niin totuusjakaumalla
v; on ominaisuus U. Tasmallisesti voidaan myos puhua ominaisuudesta U suhteessa

aakkostoon P, tai hieman epdmuodollisemmin, aakkoston P ominaisuudesta U.

Esimerkki 2.3.2. Olkoon £(P, K), missdé P = {p,q,r} ja
K = {_|7 /\7 \/7 %7 H’ ’}7

jossa p = "on pieni”, ¢ = "on punainen’ ja r = "on kolmio”. Maaritelladn omi-
naisuus U; joukkona {vg,v1} jossa wvo(p,q,7) = (0,1,1) ja vi(p,q,r) = (1,1,1)
ja ominaisuus Uy joukkona {vq,v9,vs,v4} jossa vi(p,q,7) = (1,1,1),v2(p,q,r) =
(1,0,1),v3(p,q,7) = (1,1,0), v4(p, q,7) = (1,0,0). T&ll6in ominaisuuden U; luonnol-
lisen kielen vastine voisi olla ”on punainen kolmio” ja ominaisuuden U, luonnollisen
kielen vastine voisi olla ”on pieni”. Talloin esimerkiksi totuusjakaumalla vy (p, ¢, ) =
(1,1,1) on ominasuudet U; ja Us, mutta totuusjakaumalla vs(p,q,7) = (0,1,0) ei

ole ominaisuutta Uy eikd Us.

Maaritelma 2.3.3. Olkoon L(P, K), missa P on aarellinen, K = {—, A, V, —,
.|}, v1,09,..., v, sen totuusjakaumat ja U = {v;,vj,..., v}, 0 < 4,7,k < n jokin
aakkoston ominaisuus. Mdadrittelevd kaava ominaisuudelle U on kaava ¢ siten, etta
totuusjakauma v,,, 1 < m < n, toteuttaa kaavan ¢ jos ja vain jos v,, € U. Toisin
sanoen,

Um(p) =1 <= v, € U.

Esimerkki 2.3.4. Olkoon P = {p,q} ja Uy = {vy,v4}, missd v; ja vy ovat kuten
alla olevassa taulukossa. Ominaisuuden U; maéaérittelevaksi kaavaksi voidaan valita
= (pAq)V (—pA q), silld kaava ¢ on totta totuusjakaumalla v; jos ja vain jos

v; € Uy, kuten taulukosta ndhdaan:

F N N AN e AT/ B 2
vy (11 1 0 1
va [110] O 0 0
v |O|1] O 0 0
v O[]0 O 1 1




Esimerkki 2.3.5. Olkoon £(P, K), missi P = {p,q,r}, K = {—, A, V} ja U; =
{v1,v5} aakkoston ominaisuus, jossa vi(p,q,r) = (1,1,1) ja vs(p,q,7) = (0,1,1).

Talloin ominaisuuden U; madaritteleva kaava ¢ voi olla esimerkiksi muotoa

p=((pAgAT)V((PAg) AT),

silld totuustaulun mukaan kaava ¢ on totta ainoastaan totuusjakaumilla v; ja vs.

pla|r|-p|(pAg) | (=pAgAT) | (pAg) | ((PAGAT) | @
vy |1|1]{1] 0 0 0 1 1 1
vp | 1|10 0O 0 0 1 0 0
v | 1[0|1] 0O 0 0 0 0 0
vy | 1100 0O 0 0 0 0 0
vs |O[1]1| 1 1 1 0 0 1
v |O[1]0| 1 1 0 0 0 0
vy |00 1| 1 0 0 0 0 0
vs |0[0]0| 1 0 0 0 0 0

Maaritelma 2.3.6. Olkoon P aarellinen aakkosto ja vy, ve, ..., v, sen totuusjakau-

mat. Karakteristinen kaava totuusjakaumalle v;, 1 < ¢ < n, on kaava ¢, joka on
madrittelevd kaava yhden totuusjakauman sisiltévélle joukolle {v;}. Kaava ¢ on
karakteristinen kaava totuusjakaumalle v; jos ja vain jos v;(¢) = 1 ja v;(¢) = 0,
kaikilla j, kun 1 < i,7 < n ja i # j.

Lause 2.3.7. Olkoon L(P,K), missi P = {p1,...,pn} ja K = {=, A}. Jokaisella
adrellisen aakkoston P totuusjakaumalla v;, jossa 1 < 1 < 2", on karakteristinen
kaava, joka on muotoa @; = q1 ANga A -+ A @, s.e. jos vi(p;) =1 niin ¢; = p; ja jos

vi(pj) = 0 niin q; = —p; kaikilla p;,1 < j < n.

Esimerkki 2.3.8. Olkoon L(P, K), missda P = {p,q}, K = {—, A} ja v1(p,q) =
(1,1), va(p,q) = (1,0), v3(p,q) = (0,1) ja va(p,q) = (0,0) sen totuusjakaumat.
Talloin kaava ¢; = (p A q) on karakteristinen kaava totuusjakaumalle v, kaava
2 = (p A\ —q) on karakteristinen kaava totuusjakaumalle vq, kaava ¢3 = (—pA¢q) on
karakteristinen kaava totuusjakaumalle v3 ja kaava 4 = (-pA—q) on karakteristinen

kaava totuusjakaumalle v4. Taulukkomuodossa seuraavasti:

Dlq|PL|P2]| P3| Pa
vp |11} 110070
v |10} 0] 1070
vs |01 00| 110
v |00 0] 0] 01




Selvasti jokainen aarellisen aakkoston ominaisuus voidaan ilmaista maérittelevian
kaavan avulla, jos kaytossd on riittavésti konnektiiveja. Tarkastellaan seuraavaksi,
onko jokaiselle ominaisuudelle loydettavissa méaritteleva kaava, jos konnektiivijouk-

koa rajataan.

Maaritelma 2.3.9. Konnektiivijoukon K ilmaisuvoimatdaydellisyydelld tarkoite-
taan, ettd konnektiivijoukon K avulla voidaan ilmaista minkéd tahansa &arellisen

aakkoston kaikki ominaisuudet.

Lause 2.3.10. Joukko K = {—, A, V} on ilmaisuvoimaltaan tiydellinen, eli jokaisen

adrellisen aakkoston jokaiselle ominaisuudelle U; on olemassa mddarittelevd kaava ;.

Todistus. Kiinnitetadn mielivaltainen aarellinen aakkosto P. Selvasti voidaan olet-

taa, ettd P = {p1,...,p,}. Kiinnitetddn aakkoston totuusjakaumat
VU1y...,Ugn.

Kasitellaan aluksi erikseen tapaus jossa ominaisuuden koko on 0, eli Uy = 0.
Talloin madritteleva kaava voi selvasti olla esimerkiksi pgA—py, silla selvésti jokaisella
aakkoston totuusjakaumalla v; patee v;(po A —pg) = 0.

Merkitadn totuusjakauman v; karakteristista kaavaa ;. Osoitetaan induktiolla
ominaisuuden alkioiden lukuméaran suhteen, etta jokaiselle aakkoston P epatyhjélle
ominaisuudelle U; on olemassa maéritteleva kaava ;.

Perusaskel n = 1:

Olkoon ominaisuus U; = {v;}. Tall6in ominaisuuden U; médritteleviksi kaavaksi ¢;
voidaan valita totuusjakauman v; karakteristinen kaava 1);.

Induktio-oletus:

Oletetaan, ettd ominaisuudelle U,, = {v;,...,v;,}, jossa 1 < m < n—1 ja
{j1,---dm} € {1,...,2™}, on olemassa sen maaritteleva kaava ¢,,.

Induktioaskel:

Osoitetaan, ettéd ominaisuudelle U,,41 = {vj,,...,j,., Vj,.., } on olemassa sen méada-

ritteleva kaava ¢p,41. Ensinnékin, Up,41 = Uy, U {v;,,., }. Lisdksi ¢, on joukon U,,
médritteleva kaava ja 1; ., on joukon {v; ., } méédrittelevd kaava, joten pn41 =

©m V1, .. Siispa vaite patee. n

Lauseessa 2.3.10 ilmaisuvoimaltaan tdydellinen konnektiivijoukko sisilsi negaa-
tion (—), konjunktion (A) sekd disjunktion (V). Voidaan osoittaa, ettd ilmaisuvoi-
man taydellisyys sailyy, vaikka konnektiivijoukko siséltéisi ainoastaan negaation ja
konjunktion. Osoitetaan seuraavaksi, miten disjunktio voidaan ilmaista negaation ja

konjunktion kautta.



Maaritelma 2.3.11. Olkoon L(P, K), jossa P ja K ovat kiinnitettyja ja darelli-
sid. L-kaavat ¢ ja ¢ ovat loogisesti ekvivalentteja, jos niiden totuusarvot ovat samat
jokaisella aakkoston P totuusjakaumalla v;. Jos kaavat ¢ ja 1 ovat loogisesti ekvi-
valentit, merkitadn ¢ =

Esimerkki 2.3.12. Olkoon L(P, K), jossa P = {p,q,r} ja K = {—=,A,V,—}. Ol-
koon ¢ ja 1 L-kaavoja s.e. ¢ = (pAq)Vrja = (rVp) A(rVgqg). Osoitetaan

totuustaulujen avulla, ettd kaavat ¢ ja 1) ovat loogisesti ekvivalentit.

plalr|(pAg) | pla|r|(rVp) | (rVag) | ¥
vy 111 1 1 e 11| 1 1 |1
wll|1]o| 1 |1 |w|1][1|0] 1 1 |1
vs 1101 0 |1 |ws|1]O|1] 1 1 |1
v 11010 0 0| |w|1]0]0O] 1 0 |0
vs O] 1]1] 0 1| |ws|Of1|1] 1 1|1
v | 0110 0 |0| |w|O|L]|O| O 1 |0
vy |0]0l1] 0 |1] v |OfO]1] 1 1 |1
vs | 0100 0 |0| |ws|O|lO]O| O 0 |0

Jos konnektiivijoukko {—, A, V} on ilmaisuvoimaltaan téydellinen ja disjunktio
voidaan ilmaista negaation ja konjunktion avulla, herda kysymys joukon {—, A}
ilmaisuvoimaisuudesta. Osoitetaan seuraavaksi, ettd konnektiivijoukko K = {—, A}

on ilmaisuvoimaltaan taydellinen.

Lemma 2.3.13. Olkoon L(P, K), jossa P on ddrellinen, ja K = {—,A\,V}. Jokai-
sella L-kaavalla ¢ on olemassa loogisesti ekvivalentti kaava 1 samalla aakkostolla
P siten ettd kaava ¢ ei sisdlld disjunktiota (V), eli K = {—, A}. Joukko K = {—, A}

on siis ilmaisuvoimaltaan tdaydellinen.

Todistus. Kiinnitetdan mielivaltainen darellinen aakkosto P = {po,...,pm}, m € N.

Kiinnitetdan aakkoston totuusjakaumat
Ul, e 7'U2m+1.

Olkoon ¢ = (aV ) ja p = =(—aA—p). Olkoon v; mielivaltainen totuusjakauma
aakkostolle P, siten ettd 1 < i < 2™*!. Tarkastellaan kaavojen ¢ ja 1) totuusarvoja
totuusjakaumalla v;.

Jos v;(a) = v;() = 1, niin
vi(p) = vilaV B) =1 =v;(=(-a A =p)) = v;(¢).
Jos v;(a) =1 ja v;() = 0, niin

vi(p) = vi(aV ) =1 = vi(=(—a A=f)) = vi(1).
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Jos v;(a) = 0 ja v;() = 1, niin

vi(p) = vi(aV B) =1 =vi(=(-a A -8)) = vi(¥).

Jos v;(a) = v;(B) = 0, niin

vi(p) = vi(aV B) = 0 =v;(=(-a A =8)) = vi(¥).

Kaavojen ¢ ja 1 totuusarvot ovat samat mielivaltaisella totuusjakaumalla v;, 1 <
i < 2™t joten totuusarvot ovat samat kaikilla aakkoston totuusjakaumilla. Maa-
ritelméan 2.3.11 mukaan kaavat ¢ ja ¢ ovat siis loogisesti ekvivalentit, joten K =

{=, A} on ilmaisuvoimaltaan téydellinen joukko. O

Huomataan, ettd myos joukko K = {—, V} on ilmaisuvoimaltaan taydellinen, sil-
la konjunktio voidaan ilmaista negaation ja disjunktion avulla. Tarkastellaan aérel-
lisen aakkoston P = {py...p,} kaavojen o = aA 8 ja b = =(—aV —f3) totuusarvoja

totuustaulujen avulla:

alsle=ang| [a]p]-a]-8]-av-8]v=-(-aVv-p)
111 1 111 0 0 0 1
110 0 110 0 1 1 0
011 0 011 1 0 1 0
010 0 010 1 1 1 0

Kaavojen ¢ ja 1 totuusarvot ovat samat jokaisella totuusjakaumalla, joten ne
ovat loogisesti ekvivalentit. Konnektiivijoukko K = {—=,V} on siis my6s ilmaisuvoi-
maltaan téydellinen joukko.

Ylla esitettyjen konnektiivijoukkojen lisaksi on muitakin ilmaisuvoimaltaan téay-
dellisié konnektiivijoukkoja. Yksi mielenkiintoinen konnektiivijoukko on K = { | },
eli joukko, joka sisdltad ainoastaan Shefferin viivan. Osoitetaan seuraavaksi, etta

my0s tdma konnektiivijoukko on ilmaisuvoimaltaan taydellinen.

Lause 2.3.14. Olkoon L(P,K), jossa P on darellinen, ja K = {—,\}. Jokaisella
L-kaavalla p on olemassa loogisesti ekvivalentti kaava 1 samalla aakkostolla P siten

ettd kaavan 1 jokainen konnektiivi on Shefferin viiva |, eli K ={ | }.

Todistus. Lemman 2.3.13 mukaan konnektiivijoukko {—, A} on ilmaisuvoimaltaan
taydellinen. Osoitetaan, etta sekd negaatio (—) etté konjunktio (A) voidaan korvata
Shefferin viivalla ( | ).

Kiinnitetdén &arellinen aakkosto P = {pg,...pn}, jossa n € N. Kiinnitetaan

aakkoston totuusjakaumat vy, ..., von+1.
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Tarkastellaan ensin negaation tapausta. Olkoon ¢y = -« ja 1y = « | a kaavoja.
Olkoon v; mielivaltainen aakkoston totuusjakauma, 1 < j < 27+l Tarkastellaan
kaavojen ¢g ja 1o, totuusarvoja mielivaltaisella totuusjakaumalla v;.

Jos v;(a) = 0, niin
vi(po) = vj(—a) = 1 =wj(a | a) = vj(o)
ja jos v;(a) =1, niin

vi(po) = vi(ma) = 0= vj(a | @) = v;().

Kaavojen g ja 1)y totuusarvot ovat samat jokaisella totuusjakaumalla, joten ne ovat
loogisesti ekvivalentit. Nain ollen negaation voi korvata Shefferin viivalla.

Tarkastellaan sitten konjunktion tapausta. Olkoon ¢ = (aAB) javy = (a| B)|(a | B)
kaavoja. Lisdksi olkoon v, mielivaltainen aakkoston totuusjakauma, jossa 1 < k <
271 Tarkastellaan kaavojen ¢, ja 1; totuusarvoja totuusjakaumalla vy.

Jos vi(a) = v() = 1, niin

V(1) = ve(a A B) =1 = ((a | B)|(a | B)) = vr(¥h1).

Jos taas v (a) = 1 ja v (F) = 0, niin

(1) = ve(a A ) = 0 = wi((a | B)l(e | B)) = vk(¥n).

Ja jos vi(a) = 0 ja vi(B) = 1, niin

(1) = ve(a A ) = 0 = wi((a | B)l(e | B)) = vk(¥n).

Ja jos vi(a) = vi(B) = 0, niin

(1) = ve(a A ) = 0 = wi((a | B)l(e [ B)) = vk(¥n).

Kaavojen ; ja 11 totuusarvot ovat samat jokaisella totuusjakaumalla, joten ne ovat

loogisesti ekvivalentit. Konjunktion voi siis korvata kaavoissa Shefferin viivalla.
Lemman 2.3.13 mukaan konnektiivijoukko {—, A} on ilmaisuvoimaltaan téydelli-

nen. Lisdksi kaikki kaavojen negaatiot ja konjunktiot voidaan esittdé Shefferin viivan

avulla, joten joukko K = { | } on myos ilmaisuvoimaltaan taydellinen. O

[lmaisuvoimatéydellisyydesté seuraa, etta propositiologiikan kielesta ei ns. puu-
tu mitddn. Jokainen tilanne (propositiologiikan kontekstissa ominaisuus) voidaan

esittad madrittelevana kaavana, jonka totuusarvoja tarkastelemalla saadaan tietaé,
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millaisissa tilanteissa kaava péatee. Tamén vuoksi kaikki tavanomaiset luonnollises-
sa kielessa ilmaistut loogiset ongelmat voidaan esittaéd propositiologiikan formaalilla
kielella. Esitetdan seuraavaksi esimerkkina n:n kuningattaren ongelman formalisoin-
ti.

2.4 N:n kuningattaren ongelma

Kuvaillaan seuraavaksi ensin luonnollisella kielelld n:n kuningattaren ongelma (n >
4). Kuningattarien ongelmassa on shakkilauta, jossa on n x n ruutua, sekd n kpl
kuningattaria, jotka voivat liikkua pelilaudalla samoin kuin shakissa. Sanotaan, ettéa
kuningatar on uhattuna, jos se on ruudussa, johon joku muu kuningattarista voi
liikkua yhdelld siirrolla. Tavoitteena on selvittda, onko annettujen kuningattarien
asetelma sellainen, ettei yksikddn kuningatar ole uhattuna. Osoitetaan tapa, jolla
n:n kuningattaren ongelma voidaan formalisoida.

Maaritellaén kaava ¢ siten, ettéd jokaiselle asetelman maééarittelemélle valuaa-
tiolle v pétee, ettd v(p) = 1 jos ja vain jos yksikddn kuningatar ei ole uhattuna.
Madritelladn kuitenkin ensin konfiguraatiokaava, joka esittdd kuningattarien paikat
pelilaudalla yksikésitteisesti.

Oletetaan, ettd kuningattaret on numeroitu yksikésitteisesti 1,...,n. Merkitadn
kuningattaren paikkaa pelilaudalla pzkl k) jossa i on kuningattaren numero ja (k;, k)

kuvastaa paikkaa pelilaudalla (1 < i, k;, k} < n). Télloin aakkostona on
P = {pl, x| (1< i ki, B < m)}

Kuningattarien paikat tulee kuvata yksikasitteisesti, joten tulee kuvata missa

kyseinen kuningatar on ja missé ei. Otetaan kayttoon joukko
A=A{(z,y) |1 <zy <n},

joka siséltaa kaikkien pelilaudan ruutujen koordinaatit. Nain ollen yhden kuningat-

taren eksakti sijainti voidaan kuvata kaavalla

X(ki k) = p(ki,k;)/\( /\ “D1m))-
(I,m)eA
() (kg 1)

Kaikkien kuningattarien eksaktien sjaintien konjunktiosta saadaan konfiguraa-

/\ X%ki,k;)'

1<i<n

tiokaava, joka on muotoa:

Tama on siis konfiguraatiokaava, jonka perusteella kaavan ¢ totuusarvoa tutkitaan.
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Kaavan ¢ tulee olla totta (totuusarvo 1) jos ja vain jos kuningattarien paikat anne-

tussa konfiguraatiokaavassa ovat sellaiset, ettei pelilaudalla ole kuningattaria uhat-

tuna. Jos yksikin kuningatar on uhattuna, tulee kaavan ¢ totuusarvona olla 0.
Kaavassa ¢ tulee tarkastaa, ettei kaksi kuningatarta ole samassa ruudussa. Tamé

vaatimus voidaan esittaa kaavalla:

vo= N\ N\ 0y Arl,)

1shisn (zy)eA
i#]

Lisaksi kaavassa tulee tarkastaa, ettei kaksi kuningatarta ole samalla rivilla (pysty,
vaaka tai diagonaali). Kuvataan kolme kaavaa, joilla tarkastetaan erikseen pystyri-

vit, vaakarivit seka diagonaalit. Méaritellaan joukko

By = {(z0,90) | w0 = x},

joka siséltdéd kaikki ne ruudut, jotka ovat samalla pystyrivilld kuin ruutu (z,y).

Pystyrivit tarkastava kaava on talloin:

o= N CAN CN C@ogo) NPlyy)

1sij<n (zg,yo)€A  (r1,91)
7 (z0,y0)

Tassa kaavassa sama pystyrivi tarkastetaan "useaan kertaan”. Kaava sisaltad myos
muita "paallekkaisyyksia”, mutta huomattakoon, ettéd kaavan pituuden optimointi
ei tdssd ole merkityksellistd. Kaavassa p; (kuten myos alla olevissa kaavoissa 9 ja
©3) estetddn myos kuningattarien paallekkaisyydet, joten kaavaa ¢q ei valttamétta
tarvittaisi.

Maaéritellaén samalla vaakarivilla olevien ruutujen joukko seuraavasti:

Ciewy = {(0,%0) | yo =y},

Talloin vaakarivit tarkastava kaava on:

p2= N C N CNAN 0oy NPy )

1<i,j<n (zg,y0)€A  (z1,91)
7 (z0,v0)

Diagonaalista tarkastusta varten mééritellaan joukko D, -

Dy = {(20,%0) | (x,y) ja (zo,yo) ovat samalla diagonaalisella rivilld}
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Diagonaalisen tarkastamisen kaava on muotoa:

es= N C N CN 0oy NPy yn))

Isij<n (mo,yo)€A _(#1.91)
7 (0.%0)
Néistd kaavoista saadaan yhdisteltya lopullinen kaava, joka tarkastaa, onko annettu

kuningattarien jarjestys pelilaudalla mahdollinen. Taméa kaava on:

Y =wo NP1 NP2 N\ ps.

Nain ollen olemme saaneet kuningatarongelman formalisoitua. Esitetadn seu-
raavaksi kuningatarongelmaan liittyva luonnollisen kielen ongelmanratkaisutehtavé.

Tamaé tehtavé voitaisiin helposti formalisoida myo6s ylla olevien kaavojen avulla.

Esimerkki 2.4.1. Tarkastellaan shakkilautaa, jossa on 4 x 4 ruutua, ja olkoon
siind yksi kuningatar asetettuna ruutuun (1,1). Kuinka monella kuningattarella
pelilautaa voidaan enintdan taydentéa siten, ettei yksikdan kuningatar ole uhattuna?

Esitetdadn tdma ongelma formaalimmin. Merkitddn mahdollisia kuningattaria
seuraavasti: p%m), p?x27y2), p?x37y3) ja p‘(lm47y4). Onko mahdollista, ettd v(¢) = 1, kun
konfiguraatiokaavaan taydennetaan kaikille neljalle kuningattarelle eksakti sijainti,
joista yksi on ruudussa (1,1)?

Olkoon joukot A, B(;y),Cay) ja Dy kuten edelld. Otetaan lisdksi kéyttoon
joukko U, ., joka sisaltad kaikki ne pelilaudan ruudut (zo, yo), jotka ovat uhattuna,

kun ruudussa (z,y) on kuningatar:
Uz y) = Biay) U Ca) U Diay)

(Huomattakoon, ettéd joukko U, ) sisdltdd myos ruudun (x,y).)
Etsitdén ensin toiselle kuningattarelle mahdolliset paikat pelilaudalta. Jotta toi-

nen kuningatar p?x%w) ei ole uhattuna, pitda seuraavien vaitteiden olla totta:
(z2,92) € A

(33'2, y2) ¢ u(l,l)?

silld jos (22,y2) € Un 1y, niin v(p) = 0. Toisen kuningattaren mahdolliset paikat

voidaan merkitd joukon U(; ;) komplementtina, jota merkitaan:

UGy = 1(2,3),(2,4),(3,4),(3,2), (4,2), (4,3)}.

Huomataan, etta toisen kuningattaren mahdolliset paikat ovat symmetrisié kes-

kenaan. Kaikki vaihtoehdot tulevat kaytya lapi, kun toinen kuningatar asetetaan
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seuraavasti:
2 2 2 2
Plas,yn) € {P(2,3)>P(2,4)>P(3,4)}-

Jaetaan lapikéynti kolmeen osaan toisen kuningattaren sijainnin mukaan.
Oletetaan ensin, ettéd toinen kuningatar asetetaan ruutuun (2, 3), eli pé 3)- Talloin

kolmannelle kuningattarelle p?% ’s) saadaan seuraavat ehdot:
(z3,y3) € A

(3, y3) & Un,1) Uld(2,3)

Nyt kolmannen kuningattaren mahdolliset paikat ovat joukossa:

(u(l,l) UU(Q,g))C = {(4, 2)}

Néin ollen kolmas kuningatar voidaan asettaa pelilaudalle ruutuun (4,2), mutta
tamén jélkeen pelilaudalla ei ole vapaita ruutuja, joita ei joku kuningatar uhkaisi.
Jos toinen kuningatar asetetaan ruutuun (2, 3), saadaan pelilaudalle enintdan kolme
kuningatarta.

Oletetaan sitten, ettd toinen kuningatar asetetaan ruutuun (2,4). Talloin p?z 1)

Kolmannen kuningattaren p‘z’:p&%) ehdot ovat siis:
(z3,y3) € A

(z3,93) & Uy Ul

Nyt kolmannen kuningattaren mahdolliset paikat ovat joukossa:
(u(l,l) U U(273))C = {(3, 2), (4, 3)}

Huomataan, etté (3,2) € D4,3) ja (4,3) € D3,2), joten kun kolmas kuningatar on ase-
tettu jompaan kumpaan ruutuun, ei pelilaudalle saada endé neljattd kuningatarta.
Tassédkin tilanteessa pelilaudalle voidaan siis asettaa enintdan kolme kuningatarta.
Kaydaan lapi kolmas mahdollinen tilanne, eli toinen kuningatar asetetaan ruu-
tuun (3,4) eli p%& 4 Téllsin kolmannelle kuningattarelle pf’m’yg) saadaan seuraavat
ehdot:
(3,y3) € A

(z3,y3) & U,y Ulsa

Nyt kolmannen kuningattaren mahdolliset paikat ovat joukossa:

Uay Ul = {(4,2)}.
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Kolmas kuningatar voidaan asettaa ruutuun (4, 2), mutta tamén jalkeen pelilaudal-
la ei ole enad vapaita uhkaamattomia ruutuja. Téssakin tilanteessa kuningattaria
saadaan laudalle enintaan kolme.

Jokaisessa mahdollisessa tilanteessa kuningattaria saatiin yhteensa laudalle kol-
me, joten lautaa voi tdaydentda alkutilanteesta enintddn kahdella kuningattarella

siten ettd v(p) = 1.
2.5 Luonnollisen kielen ongelmien formaali selittdminen

Edella esitetty n:n kuningattaren ongelma oli esimerkki luonnollisella kielella esite-
tyn ongelman formaalista muotoilusta. Samankaltaisesti voidaan formaalisti muo-
toilla kaytédnnollisesti katsoen lahes kaikki luonnollisella kielella esitetyt loogiset
ongelmat.

Formalisoinnin avulla ongelmia voidaan ratkaista tietokoneellisesti. Formalisoin-
nin ja ratkaisemisen lisaksi on térkedd myos selittad ongelmien ratkaisuja. Tas-
sé kappaleessa takastellaan luonnollisella kielella esitettyjen ongelmien selittamistéa
formaalisti. Léhteend on kiytetty tuoretta tutkimusartikkelia (Jaakkola et al. 2022).

Kéydéaan ensin ldpi muutamia hyodyllisia maéritelmia. Oletetaan téssa luvus-
sa (ellei toisin mainita), ettd L(P, K) on merkisto, jossa P on &dérellinen ja K =
{—, A, V}.

Maaritelma 2.5.1. Olkoot ¢ ja 1 L-kaavoja. Kaava 1 on kaavan ¢ looginen seu-
raus, merkitddn ¢ = 1, jos jokaisella totuusjakaumalla v pétee: jos v(y) = 1, niin

v(y) = 1. Kaava a on walidi, jos v(a) = 1 kaikilla v. Télléin voidaan merkitd = a.

Esimerkki 2.5.2. Olkoon P = {p, q}. Olkoot ¢ = p A ¢ ja 1 = p. Osoitetaan, etta

1 on kaavan ¢ looginen seuraus. Nyt

v(p) =1 <= (v(p) =1jav(q) =1)

Riittda tarkastaa kaavan ¢ totuusarvo, kun v(p) = 1 ja v(q) = 1. Koska v(p) =1 =

v(®) = 1 niin kaava ¢ on kaavan ¢ looginen seuraus, ¢ = 1.

Esimerkki 2.5.3. Olkoon P = {p,q} ja olkoon kaava ¢ = p V —p. Nyt selvisti
jokaisella totuusjakaumalla v patee v(p) = 1, joten = .

Maaritelma 2.5.4. Olkoot ¢, 1 ja x L-kaavoja. Jos ¢ = x ja x | 9, sanotaan,
ettd x on interpolantti kaavojen ¢ ja 1 valilla. Lisédksi vaaditaan, ettd kaavan y

propositiosymbolit esiintyvat sekéd kaavassa ¢ etta 1.

Esimerkki 2.5.5. Olkoon P = {p,q,r} ja

o=pANqgAT, Y)=pVqgVrjax=pAq
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L-kaavoja. Koska ¢ = x ja x | v, niin x on kaavojen ¢, 1 interpolantti. Myos

esimerkiksi kaava y; = p A r olisi kaavojen ¢, 1 interpolantti.

Maaritelma 2.5.6. Aakkoston P literaaleja ovat kaikki lausemuuttujat p € P, seké
niiden negaatiot —p jossa p € P. Positiivisiksi literaaleiksi sanotaan literaaleja, jotka
eivit sisilld negaatiota, ja negaation sisaltavia literaaleja kutsutaan negatiivisiksi

literaaleikss.

Esimerkki 2.5.7. Olkoon P = {p,q,r}. Aakkoston P kaikki literaalit ovat jou-
kossa {p, q,r, —p, =q, —r}. Aakkoston positiiviset literaalit ovat joukossa {p,q,7} ja

negatiiviset literaalit joukossa {—p, —q, —r}.

Maiaritelma 2.5.8. Maksimaalinen konjunktio aérellisessa aakkostossa P on jokin
kaava ¢, siten, ettd ¢ on konjunktio, joka sisdltda tasan yhden literaalin kustakin

lausemuuttujasta p € P.
Esimerkki 2.5.9. Olkoon P = {p,q,r,s,t}. Talloin esimerkiksi seuraavat kaavat
ovat maksimaalisia konjunktioita:

PAGATNANSANT

PAgGATANTSAT
“tA-gNANsSATAD,

mutta namaé eivat ole:
gqAT NSNAtT

PAgGATNSANLNE,

silla ensimmaisesta puuttuu lausemuuttujan p sisaltéava literaali, ja toisessa esiintyy

lausemuuttujan t literaali kahdesti.

Miké tahansa yhden alkion siséltdmé ominaisuus U = {v;} voidaan ilmaista
maksimaalisena konjunktiona. Olkoon P = {py,...p,} ja v; annetun aakkoston to-
tuusjakauma. Totuusjakauman v; maérittelevd maksimaalinen konjunktio on muo-

toa go A+ A qn, jossa ¢; = p; jos v(p;) = 1 ja ¢; = —p; muulloin.

Maaritelma 2.5.10. Kaava v on kaavan ¢ toistoton alikonjunktio jos kaava
sisaltad ainoastaan kaavan ¢ sisdltamia literaaleja ja on muodostettu konjunktioilla

naisté literaaleista. Lisdksi yhtaédn literaalia ei ole alikonjunktiossa toistettu.
Jatkossa alikonjunktiolla tarkoitetaan aina toistotonta alikonjunktiota.

Esimerkki 2.5.11. Olkoon P = {p,q,r,s,t} ja ¢ = =p A s A t. Kaavan ¢ alikon-
junktio voisi talloin olla esimerkiksi s A —=p, s At tai =p At. Kaava s Ar ei ole kaavan

¢ alikonjunktio, silld kaava siséltaéd lausemuuttujan r, vaikka se ei ole kaavassa .
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Maaritelma 2.5.12. Kaavan ¢ pituus [(p) on sen sisaltdmien merkkien esiintymien
lukumééréd. Merkeiksi lasketaan konnektiivit {—, A, V} seké lausemuuttujat p € P.

Muita symboleja (kuten sulkeita tai alaindeksejé) ei lasketa merkeiksi.

Esimerkki 2.5.13. Olkoon P = {p,q,7} ja
@ =—(pA-r),

Y ==(pA-gAr)ja
xX=@A-T)V(=pAT).

Talloin () =5, 1(v) =T jal(x) =9.

Léahes jokainen looginen ongelma voidaan esittdd formaalisti kaavana . Olkoon
P aakkosto, joka sisdltda tasmélleen kaikki kaavassa ¢ esiintyvét propositiosymbolit.

Ongelma voidaan esittda muodossa:
1. Syote: aakkoston P jonkin totuusjakauman v karakteristinen kaava ¢
2. Tulos: kylla, kun ¢ = 1, muulloin ei

Ongelman ratkaisu (kylla tai ei) voidaan selittid interpolanttien avulla (ks. Jaak-
kola et al. (2022)). Kun ¢ = 1, eli ongelman vastauksena on “kylla”, toimii selityk-
send minimaalisen pituinen interpolantti y kaavojen ¢ ja 1) valilla. Kyseessa on siis
minimaalinen interpolantti y siten ettd ¢ = x = . Toisin sanoen, tarkoituksena
on loytad mahdollisimman lyhyt kaava, josta ratkaisu seuraa.

Todistetaan seuraavaksi, ettd kun ongelmat formalisoidaan ylla esitetylla taval-
la, on lyhin interpolantti aina itse asiassa yksinkertaisesti kaavan ¢ alikonjunktio

(Jaakkola et al. 2022). Tata varten tarkastellaan vield De Morganin muunnoksia.

Maaritelma 2.5.14. Olkoon kaava ¢ konjunktio aakkoston P literaaleja. Olkoon
liséksi Pos(p) kaavan ¢ positiivisten literaalien joukko ja Neg(y) kaavan ¢ negatii-
visten literaalien joukko. Selvésti kaikki kaavan literaalit kuuluvat joko joukkooon

Pos(p) tai joukkoon Neg(y). Télloin kaavan ¢ De Morganin muunnos, DM (p), on

DM(p) := /\( )pAﬂ< \/( )q)

p€Pos ~g€Neg

muotoa:

Esimerkki 2.5.15. Olkoon P = {p,q,r, s} ja ¢ = pA—-gA—rAs. Talloin literaalien
joukot ovat Pos(p) = {p,s} ja Neg(p) = {—q,—r} ja kaavan ¢ De Morganin
muunnos on muotoa:

DM(p)=pAsA-(qgVr).
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Lause 2.5.16. Tarkastellaan propositiologiikan kielta L(P, K), jossa P on ddrelli-
nen ja K = {—=,A\,V}. Olkoon ¢ L-kaava jonka kaikkien propositiosymbolien joukko
on P. Olkoon ¢ maksimaalinen konjunktio aakkostossa P. Jos ¢ |= 1, niin on ole-
massa kaavan @ alikonjunktio x siten, ettd sen De Morganin transformaatio on lyhin

interpolantti kaavojen o ja 1 valilla.

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ = 1. On olemassa ainakin yksi interpolantti kaavojen ¢
ja 1 valilla, silld kaava ¢ itse on interpolantti, silla selvésti ¢ = ¢ ja ¢ | 1. Merki-
taan lyhintéd interpolanttia merkinnalla 6. Nyt siis ¢ = 0 | 1. Merkitaan, etta P(6)
on joukko, joka sisaltaa kaikki kaavan @ sisaltamét propositiosymbolit. Muunnetaan
0 ekvivalenttiin muotoon €', joka on disjunktiivinen normaalimuoto jossa jokainen
disjunkti on maksimaalinen konjunktio aakkostossa P(#). Téllainen muoto on ai-
na olemassa, silla ensin voidaan ottaa disjunktiivinen normaalimuoto kaavasta 6, ja
tdman jalkeen taydentad jokainen disjunkti o disjunktioksi o V -+ -V ay missa jo-
kainen «; on maksimaalinen konjunktio aakkostossa P(6), eli jokainen disjunkti «
on laajennettu kaikilla mahdollisilla tavoilla maksimaaliseksi konjunktioksi.

Koska ¢ on maksimaalinen konjunktio aakkostossa P, niin tédsmaélleen yksi dis-
junkti konjuktiossa €’ on kaavan ¢ alikonjunktio. Merkitadn tatd alikonjunktiota y.
Nyt siis p = x | ¢, silla alikonjunktio on aina alkuperaisen konjunktion looginen
seuraus, ja disjunktio on aina yhden disjunktinsa looginen seuraus.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd x on interpolantti kaavojen ¢ ja v vililla. Aiem-
min todettiin, ettd ¢ = y ja x = €. Lisdksi, koska kaavat 6 ja 6’ ovat loogisesti
ekvivalentteja ja 0 = 1, niin 6’ |= 1. Taten siis ¢ = x | .

Nyt jokainen propositio joukossa P() esiintyy tasan kerran kaavassa y ja siten
esiintyy myos kaavan De Morganin muunnoksessa DM (y) tédsmaélleen kerran. Lisék-
si kaksipaikkaisten konnektiivien lukumaéra maaraytyy aina propositioiden esiin-
tymien lukumé&érasté, joten kaksipaikkaisia konnektiiveja on kaavassa DM () kor-
keintaan yhtd monta kuin kaavassa 6.

Kaavassa DM (x) on siis sekd propositiosymbolien esiintymia ettd kaksipaikkai-
sia konnektiiveja enintdén sama madra kuin kaavassa 0. Liséksi kaavassa DM (x) on
enintdan yksi negaatio. Nyt siis todistuksen loppuunsaattamiseksi riittda osoittaa,
ettéd jos kaavassa 0 ei ole yhtdén negaatiota, ei niitd ole myoskaan kaavassa DM ().
Tama todistetaan seuraavalla tavalla.

Konjunktio y on kaavan ¢’ disjunkti ja kaava 6’ on ekvivalentti kaavan 6 kanssa,
joten y = 0. Téaten, koska konjunktio 6 ei sisalld negaatioita, on olemassa konjunktio
X' | 0 siten ettd se on muodostettu konjunktiosta x poistamalla kaikki negaation
sisaltavat literaalit. Osoitetaan sitten, ettd kaava x’ on interpolantti kaavojen ¢ ja
¢ vililla. Koska x’ on kaavan y alikonjunktio, niin x = x/, ja koska myos ¢ | x,
niin ¢ = y/. Lisdksi X' | ¢, koska X' = 0 ja 0 | 1. Téten siis ¢ = X' F 9,

eli X’ on interpolantti kaavojen ¢ ja 1 valilld. Kaavan # minimaalisuuden vuoksi
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X' = x, koska jos x’ olisi lyhyempi kuin y, niin kaavan x’ aakkosto olisi pienempi
kuin kaavan 6, ja talloin 6 ei olisi minimaalinen interpolantti. Koska x = x/, niin x
ja DM (x) eivat sisalla negaatioita. Nain ollen, [(DM(x)) < I(0), joten DM (x) on

minimaalinen interpolantti. O

Kaavojen interpolantti on siis annetun ongelman ratkaisun selitys. Néin ollen on
esitetty, etta lahes jokaiselle luonnollisella kielelld esitetylle loogiselle ongelmalle on

olemassa formaali muotoilu seka formaali selitys.
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3 Logiikan opetus peruskoulussa

Tassa luvussa tarkastellaan sitda, millainen rooli logiikalla ja loogisella ajattelulla
on perusopetuksen matematiikan oppiaineessa. Aihetta kasitellddn opetussuunnitel-
man perusteiden seka oppimateriaalien ndkokulmasta. Lisdksi tutustutaan loogisen

ajattelun kehittdmisen menetelmiin ja aiempaan tutkimusnayttoon aiheesta.
3.1 Logiikka opetussuunnitelman perusteissa

Suomessa perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet (Opetushallitus 2014) mééa-
rittavat peruskoulun opetuksen koko maan yhtenevat suuntaviivat. Perusopetuksen
opetussuunnitelman perusteet pohjaavat konstruktivistiseen oppimisnakemykseen,
jonka mukaan ymmaértdminen ja oppijan aktiivisuus ovat keskiossi (Perkkild et al.
2018). Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa kerrotaan matematiikan op-
piaineen tehtdvana olevan ”oppilaiden loogisen, tasmdllisen ja luovan matemaatti-
sen ajattelun kehittaminen” (Opetushallitus 2014, 234). Néin ollen matematiikan
opetuksen tulee keskittyd oppilaan matemaattisen ymmarryksen lisidmiseen, jolloin
pelkkéd mekaanisten laskutoimitusten toistaminen ei riité.

Matemaattisen logiikan syntaksia ei sisally viela peruskoulun puolella opetus-
suunnitelman perusteisiin. Syntaksiin tutustutaan ensimmaista kertaa konnektiivien
ja totuusarvojen kautta vasta lukion pitkdn matematiikan kurssilla 11 (Opetushal-
litus 2019, 229). Matematiikan oppiaineen tavoitteissa nousee kuitenkin esiin useita
matemaattiseen ja loogiseen ajatteluun liittyvia kasitteitd jo peruskoulun opetus-
suunnitelman perusteiden puolella. Vuosiluokkien 3-6 ja 7-9 kohdalla matematii-
kan oppiaineen tehtava maaritellaan melko samalla tavalla. Molemmilla vuosiluo-
killa matematiikan oppiaineen tehtdvana on mm.: ”...kehittdd oppilaiden loogista,
tasmdllistd ja luovaa matemaattista ajattelua. Opetus luo pohjan matemaattisten
kdsitteiden ja rakenteiden ymmdrtamiselle sekd kehittia oppilaiden kykyd kdasitelld
tietoa ja ratkaista ongelmia.” (Opetushallitus 2014, 234, 374).

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa vuosiluokilla 7-9 on yhteensé
kuusi sisdltoaluetta, joista yksi on ajattelun taidot ja menetelmét. Ajattelun taitoi-
hin ja menetelmiin sisaltyvat esimerkiksi loogista ajattelua vaativat toiminnot, ku-
ten sddntOjen ja riippuvuuksien etsiminen ja esittdminen. Sisdltoalue pitaé sisélladn
my0Os oppilaiden paattelykyvyn, seké perustelutaidon vahvistamisen ja vastausvaih-
toehtojen lukumédrien pohtimisen ja maarittdmisen. Lisdksi sisaltoalueeseen kuu-
luu véitelauseiden totuusarvon péaéttely seka todistamisen perusteet. (Opetushalli-
tus 2014, 375)

Omien ratkaisujen esittaminen seké matemaattisen ajattelun kehittdminen ovat
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siis selvésti tarked osa matematiikan opetusta perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteiden mukaan. Looginen ajattelu ja sen esittaminen ovat siis tarkeéssa roolis-
sa, vaikka logiikan syntaksia ei opeteta viela peruskoulussa.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa korostetaan matemaattisen ajat-
telun taitojen kehittdmista, sekd ongelmanratkaisutaitoja (Opetushallitus 2014, 234).
Matemaattiselle ajattelulle ei kuitenkaan ole kirjallisuudessa yksikéasitteistd maéri-
telméd (Joutsenlahti & Tossavainen 2018, 415). Matemaattinen ajattelu voidaan
ajatella koostuvan loogisesta ja luovasta ajattelusta. Néitda molempia ajattelun tai-
toja tarvitaan myos ongelmanratkaisussa. (Pehkonen & Rossi 2018, 59)

Tésséa tutkimuksessa matemaattinen ajattelu kuvataan luovan ja loogisen ajatte-
lun yhdistelméksi. Ongelmanratkaisuajattelu on osa matemaattista ajattelua ja hyo-
dyntaa seka luovaa etta loogista ajattelua. Loogisella ajattelulla tarkoitetaan mate-
maattiseen padttelyyn tarvittavaa ajattelua, jossa hyodynnetdan propositiologiikan
alkeita. Loogisessa ajattelussa hyodynnetddn paattelytaitoja ja pyritddn perustele-
maan ratkaisut. Luovaksi ajatteluksi voidaan kutsua kaikkea sita ajattelua, jossa
ennalta opittua asiaa kdytetddan (itselle) uudella tavalla tai uudessa kontekstissa.

Matemaattisen ajattelun voi ajatella muodostuvan erilaisista ajattelustrategiois-
ta. Pehkonen ja Rossi (2018, 60) tiivistavét eri ajattelustrategiat listaksi, johon kuu-
luvat ainakin luokittelu, lukujonotaidot, analogian muodostaminen, deduktiivinen
paattely ja ongelmanratkaisutaidot. Naihin jokaiseen liittyy seka luova etta loogi-

nen ajattelu.

3.2 Loogisen ajattelun kehittdminen

Matemaattinen osaaminen (mathematical proficiency) voidaan jakaa viiteen, osit-
tain limittaiseen, osa-alueeseen. Naité ovat konseptuaalinen ymmarrys, proseduraa-
linen sujuvuus, stateginen kompetenssi, mukautuva péattely ja produktiivinen tai-
pumus. Nama kaikki viisi osa-aluetta ovat tarkeitd matemaattisen osaamisen ke-
hittdmisen kannalta. Ongelmanratkaisutehtévat ja niiden ratkaisujen selostaminen
lukeutuvat strategisen kompetenssin ja mukautuvan péaéttelyn alle. (Kilpatrick et al.
2001)

Strateginen kompetenssi on kykya muotoilla, esittaéd ja ratkaista matemaattisia
ongelmia. (Kilpatrick et al. 2001, 124) Ei-rutiinitehtévien ratkaisemista helpottaa
lahestymistavan joustavuus. Kun tehtdvaa lahestytadn useista tulokulmista, 16yde-
taan todennékoisesti tilanteeseen sopiva ratkaisutapa. (Kilpatrick et al. 2001, 127)

Mukautuvalla paattelylla tarkoitetaan kykyéa ajatella loogisesti konseptien ja ti-
lanteiden vélisista suhteista. Mukautuva paattely on vaihtoehtojen harkitsemisen
tulosta ja sisaltdd myos ratkaisun perustelemisen. (Kilpatrick et al. 2001, 129)

Tutkimusten mukaan oppilaat osaavat esittaéd paattelykykyaédn, kun kolme edel-

lytystéd tayttyy: heilla on tarvittava ennakkotieto tehtavén ratkaisemiseen, tehtavé
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on ymmarrettdva ja motivoiva ja asiayhteys on tuttu ja turvallinen. (Kilpatrick et al.
2001, 130) Opettajan tulisi siis tietda oppilaiden lahtotaso ja tarjota heille selkeitd,
motivoivia ja turvalliselta tuntuvia tehtavid. Turvallisuuden tunteeseen vaikuttaa
tehtavien lisaksi suuresti luokan ilmapiiri, joten myo6s siihen tulee kiinnittda huo-
miota.

Jotta ajattelua voi kehittdd, pitaéd ajatella. Néin ollen oppilaan aktiivinen roo-
li ajattelijana on tarkeda, kun halutaan kehittad matemaattista ajattelua. Erityi-
sesti "Miksi?” -kysymykset ovat tarkeitd matemaattista ajattelua kehittdessa. Ky-
symysten kysymisen tiedetaén vaikuttavan positiivisesti myos motivaatioon, tark-
kaavaisuuden suuntaamiseen sekd ajattelun aktivointiin. (Leinonen 2018, 77-78).
Luokkahuoneen vuorovaikutukseen seké tehtavien muotoiluun kannattaa kiinnittaa
huomiota. Matemaattista ajattelua voi kehittda erityisesti ongelmanratkaisutehta-
vien sekd matematiikan kielentdmisen kautta (Pehkonen & Rossi 2018, 63) Kédydaan

seuraavaksi naita kasitteita lapi tarkemmin.

3.2.1 Ongelmanratkaisu

Téssé tutkielmassa kdytdmme Leppdahon (2018) mééritelméé ongelmanratkaisul-
le. Matemaattinen ongelmanratkaisu on ajatteluprosessi, jossa oppilas pyrkii ym-
martamaan tilannetta matemaattisen tiedon avulla ja yrittdad hankkia uutta tie-
toa, kunnes 16ytaa ratkaisun. Kuten aiemmin todettu, ajattelun taidot karttuvat
ajattelemalla. Ongelmanratkaisun tiedetaédnkin kehittavan matemaattista ajattelua
(Schoenfeld 1985).

Se, voidaanko tehtavéa luokitella ongelmanratkaisutehtéavéksi, on melko subjektii-
vista, silla se riippuu tehtavan ratkaisijan ennakkotiedoista, -taidoista ja kokemuk-
sista. Sama tehtéva voi siis hyvinkin yhdelle olla ongelmanratkaisutehtéva ja toiselle
rutiinitehtavé. Leppdahon mukaan (2018) ongelmanratkaisutehtavin voidaan ajatel-
la olevan hyvé, mikéli se on motivoiva ja sen ratkaiseminen vaatii ponnisteluja. Hy-
va tehtéva itsessaan ei viela kehitd matemaattista ajattelua, jos oppilas ei kiinnostu
tehtavasta. Myoskaéan liian helppo tai liian vaikea tehtava ei kehita ajattelua.

Ongelmanratkaisutehtavit jaotellaan usein avoimiin ja suljettuihin tehtaviiin.
Leppéaho (2018) Suljettu ongelmanratkaisutehtéva on sellainen, jossa on yksikésit-
teisesti madritelty alku- ja lopputilanne, eli ratkaisujakin on usein vain yksi. Avoi-
messa ongelmanratkaisutehtavassa vahintadn toinen tilanne on jatetty avoimeksi,
jolloin tehtavan ratkaisijan tulee itse tehda oletuksia ratkaistessaan tehtavaa. Tal-
16in tehtévassa on useita oikeita ratkaisuja, riippuen siita, millaisia oletuksia ratkai-

semisen aikana on tehty.
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3.2.2 Kielentaminen

Kielentaminen on oman ajattelun selostamista monipuolisesti eri tavoin, ikdan kuin
saman asian “kadntamistd eri kielille”. Usein kielentaminen nahdaén tapahtuvan
matematiikassa neljan "kielen” valilla, joita ovat luonnollinen kieli, kuviokieli, tak-
tiilinen toiminnan kieli sekd matematiikan symbolikieli. Luonnollinen kieli pitda si-
sialladn puhutun ja kirjoitetun kielen. Matematiikan tehtavan ratkaisun perustelu
suullisesti on esimerkki luonnollisen kielen kielentdmisesté. Kuviokielesta puhutaan,
kun tehtavéstéd tai sen ratkaisusta piirretdan kuva tai muutoin esitetadn se graafi-
sesti. Matematiikan symbolikieleksi kutsutaan "perinteistd” matematiikan kielté, eli
esimerkiksi laskulausekkeita tai niiden jonoja. Taktiilinen toiminnan kieli on kaikkea
kehollista, esimerkiksi vélineilld havainnointia. (Joutsenlahti & Réttya 2015)

Kun oppilas kielentda, saa han mahdollisuuden jésentda omaa matemaattista
ajatteluaan puheella ja kirjoitetulla kielelld (luonnollinen kieli), kuvin ja piirroksin
(kuviokieli), matematiikan symbolikielelld tai taktiilisella toiminnan kielella. (Perk-
kila & Joutsenlahti 2022) Matemaattinen kielentdminen siis kehittd4 matemaattista
ajattelua (Joutsenlahti 2003, Clarkson 2003, Pehkonen & Rossi 2018). Suullisen kie-
lentdmisen tiedetddn kehittavin myos tasmallistd argumentointia. Lisdksi suullinen
kielentaminen on kognitiivisesti hieman kevyempéa kuin kirjallinen kielentdminen,
jossa jokainen sana ja virke pohditaan hieman tarkemmin. Kirjallisellakin kielenta-
misella on oma paikkansa, silld se haastaa oppilasta pohtimaan omaa ajatteluaan
hieman tarkemmin sekd pohtimaan sanojaan. (Joutsenlahti & Tossavainen 2018,
419)

Sen liséksi, ettd ratkaisujen ja pédatelmien omin sanoin selittdminen selkeyttad
oppilaan mielikuvia, se mahdollistaa myo6s muille oppilaille ratkaisujen vertailun.
Suullinen kielentdminen luo mahdollisuuden harjoitella omien ratkaisujen kommu-
nikoimista muille sekd mahdollisuuden oppia muiden ratkaisuista kuuntelemalla hei-
dén perustelujaan. (Joutsenlahti & Tossavainen 2018, 415-418)

Yksi matematiikan opetuksen suurista haasteista on, miten matemaattinen ajat-
telu saadaan nékyvaksi. Jopa matematiikan paattoarvioinnin kriteereissa opettajan
pitdé arvioida oppilaan matemaattisen ajattelun kulkua (Opetushallitus 2014, 378).
Kuten muutakaan ajattelua, ei matemaattistakaan ajattelua voi nahda paéllepain.
Toisen ihmisen ajattelua voi havainnoida ainoastaan kommunikaation kautta. (Jout-
senlahti 2005, 50) Kielentdmisen avulla opettaja voi seurata ja kehittda oppilaan
ajatteluprosessia. Kun oppilas kielentdd matematiikkaa, paédsee opettaja paremmin
selville siitd, mita ja miten oppilas ajattelee. Opettaja saa kielentdmisen avulla ym-
marryksen siitd, miten oppilas on ymmartanyt tehtédvan ja sen reunaehdot. Tama on
erittain téarkedd opetuksen sekéd arvioinnin kannalta. Kirjallisen kielentdamisen tie-

detddn ilmentavan oppilaan ajattelua (Laine et al. 2014), joten opettajan on syyta

25



kiinnittda erityistd huomiota oppilaiden kirjallisiin vastauksiin.
3.3 Loogista ajattelua kehittiava oppimateriaali ylidkoulussa

Matematiikan oppimateriaalin rooli peruskoulussa Suomessa on melko suuri (Perk-
kila et al. 2018, 344). Suomessa monet opettajat uskovat tayttédvansa opetussuunni-
telman tavoitteet kiymaélla matematiikan oppikirjaa lapi (Perkkild et al. 2018, 345).
Tamén vuoksi on téarkeaa kehittad oppimateriaaleja vastaamaan nykyistéd oppimis-
kasitysté.

Perinteisissa alakoulun oppimateriaaleissa ongelmalédhtoiseen oppimiseen poh-
jautuvia tehtévid on hyvin vahén (Perkkild et al. 2018, 354). Liséksi naista ongel-
manratkaisutehtavista vain noin 10 prosenttia oli avoimia ongelmatehtévid (Perkkilé
et al. 2018, 358). Myos Joutsenlahti ja Vainionpdd matematiikan oppimateriaaleja
tutkittuaan toivoivat materiaaleihin enemman avoimia tehtéavié, jotka kehittavit op-
pilaan matemaattista ajattelua (Joutsenlahti & Vainionpéé 2007, 190-191). Avoimia
ongelmanratkaisutehtévia siséltavalle oppimateriaalille on siis tarvetta.

Vaikka mikaén oppimateriaali ei korvaa laadukasta opetusta ja opettajan am-
mattitaitoa, on tarkeda kiinnittdd huomiota siihen, miten oppimateriaali mahdollis-
taa ja tukee oppimista. Perehdytadn seuraavaksi hyvin, ajattelua kehittavén, oppi-
materiaalin ominaisuuksiin.

Suomalaisnuorten matematiikka-asenteet ovat heikentyneet viime vuosina ja suo-
malaiset nuoret pitavit matematiikasta verrattaen vihan (Kupari & Hiltunen 2018,
49). Motivaatio on kuitenkin yhteydessid matemaattisten taitojen, kuten esimerkiksi
loogisen ajattelun, taitojen kehitykseen (Aunola & Nurmi 2018, 61). Hyva oppima-
teriaali ei siis ainakaan latista oppilaiden motivaatiota, vaan pyrkii motivoimaan
oppilaita eteenpéin. (Aunola & Nurmi 2018, 65) Motivaatiota tulee tukea oppitun-
neilla kaikin mahdollisin keinoin (Kupari & Hiltunen 2018, 49). Tamé& on kuitenkin
haastava tehtavé, silla oppilaiden mielenkiinnonkohteet voivat olla hyvinkin erilaiset.
Hyva, ajattelua kehittava materiaali on kuitenkin sellainen, etta se on mahdollisim-
man monen oppilaan mielesté kiinnostava tai mielenkiintoinen.

Oppimisen kannalta ei kuitenkaan riité, ettd oppilas haluaa oppia. Motivaation
lisdksi oppimateriaalin tulee olla yhteensopiva oppijan aiemmin oppimien tietojen
kanssa. Jotta oppiminen sujuu jouhevasti, tulee oppimateriaalin olla ristiriidaton
oppilaan aiempien tietojen kanssa. (Leinonen 2018, 42) Tamé& on yldkoulussa kui-
tenkin haasteellista, silld oppilaiden taitotasoissa on suuria eroja. Lisdksi tasoerot
ovat viime vuosina vain kasvaneet matematiikan oppiaineessa (Metsdmuuronen &
Nousiainen 2021). Hyvéin oppimateriaalin pitéisi pyrkiéd haastamaan jokaista oppi-
lasta sopivasti, ei liikaa tai liian vahén.

Laine, Huhtala ja Kaasila (2018, 84) listaavat tarkeitd nakokulmia matematii-

kan (erityisesti jakolaskun) opettamiselle. Ymmérryksen kannalta tarkedksi nousi
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konkreettisten valineiden hyoédyntdminen opetuksessa. Vélineiden kayttdminen ke-
ventaéd oppilaan kognitiivista kuormaa ja voi edistaa asioiden ymmaértamista. Hyva
oppimateriaali mahdollistaa konkreettisten vélineiden kayttémisen.

Edella esitettyjen tarkastelujen perusteella Matka logitkkaan -materiaalille ase-
tettiin tavoitteeksi olla selkeé ja helppokéyttoinen materiaali, jota opettaja voi hyo-
dyntad useilla tavoilla opetuksessaan. Tehtéavit pyrittiin rakentamaan mielenkiin-
toisiksi ja osittain konkreettista materiaalia hyodyntéaviksi ongelmanratkaisutehta-
viksi, jotka ohjaisivat oppilaita seké suulliseen etta kirjalliseen kielentdamiseen. Pari-
tai ryhmétyoskentelyyn ohjaaminen korostaa erityisesti ratkaisun suulliseen kielen-
tdmiseen, silld omia ratkaisuehdotuksia pitdéd esitelld parille. Tehtavissa pyrittiin
ohjaamaan oppilasta myos perustelemaan oma ratkaisunsa ja etsimaédn useita sopi-
via vastausvaihtoehtoja tehtavaan. Perustelua pyydettiin useissa tehtavissa erikseen
vastauksen antamisen jalkeen. Jotta oppilaiden mahdolliset kielelliset haasteet ei-
vat estéisi tehtéavien tekemisté, tehtiin osa tehtavistd sanallisiksi ja osa kuvallisiksi.
Liséksi pyrittiin tarjoamaan kuvallista tukea myo6s sanallisiin tehtaviin, mikéli mah-
dollista.

Lopulta Matka logiikkaan -materiaaliin valikoitui monenlaisia tehtavityyppejé.
Materiaali sisaltad mm. jonojen tdydentéamistéa, virheiden etsimisté, useiden vastaus-
vaihtoehtojen etsimisté. Lisédksi sanalliset tehtévat siséltavit useita erilaisia tehtéavia,
joissa pitdd pohtia, mitka tilanteet ovat tehtdvidnannossa annettujen faktojen kans-
sa mahdollisia ja mitkd mahdottomia. Kokonaisuudessaan valmis oppimateriaali on
liitteessa B.
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4 Tutkimuskysymykset

Tamén tutkimuksen tavoitteena on kerryttad pedagogista tietoa siita, miten loogista
ajattelua kehittavia materiaalia voidaan tuottaa ja kayttaa. Tutkimuksella halutaan
selvittad, millainen on pedagogisesti perusteltu oppimateriaali loogisen ajattelun ke-
hittamisen tukemiseksi yldkoulussa. Lisdksi tavoitteena on selvittaéd, miten loogisen
ajattelun kehittdmisen tehtavat soveltuvat yldkoulun matematiikan oppitunneille.
Tutkimuskysymykset:

1. Millaisia pedagogisia perusteluja on loogisen ajattelun kehittdmiseen tarkoi-

tetulla ylakoulun materiaalilla?
1.1. Millaisia tehtavatyyppeja loogisen ajattelun kehittamiseen tarkoitettu
materiaali sisaltaa?

1.2. Millaisia haasteita materiaalin kehittdmiseen liittyy?
2. Miten laadittu materiaali soveltuu osaksi yldkoulun matematiikan opetusta?

2.1. Millaisena opiskelijoiden motivaatio nayttaytyy tunneilla?
2.2. Miten sopivia tehtéavit ovat vaikeustasoltaan seitsemasluokkalaisille?

2.3. Millaisia kokemuksia oppilailla on uuden oppimisesta materiaalia kayt-
taessadn?

2.4. Millaisia mielipiteita opiskelijoilla on materiaalista?
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5 Tutkimusmenetelmat ja tutkimuksen toteutus

Tamén tutkielman tavoitteena on pyrkia ymmartaméan oppilaiden ndkokulmaa loo-
gisen ajattelun kehittdmisen ilmioon seka kehittda ylakoululaisille soveltuvaa oppi-
materiaalia looogisen ajattelun kehittamiseen. Koska tutkielman tavoitteena on ym-
martaa ilmiota ja sen pohjalta kehittaa uutta, on laadullinen tutkimusote luonnolli-
nen valinta. Laadullista tutkimusta usein kutsutaankin ymmartavéiksi tutkimukseksi
(Tuomi & Sarajarvi 2018, 33).

Tassa luvussa kuvaillaan tarkemmin tutkimusmenetelmét seké niiden valinnan
taustalla olevat syyt. Taman jalkeen kuvaillaan tutkimuksen toteutus yksityiskoh-

taisesti.
5.1 Kehittamistutkimus

Tutkimus on luonteeltaan kehittdmistutkimus (design research tai design-based re-
search). Kehittdmistutkimusta voidaan kutsua myos design-tutkimukseksi. Kehitté-
mistutkimus on melko nuori tutkimusmenetelma, joka on noussut tiedeyhteison laa-
jempaan tietoisuuteen vasta 2000-luvulla (Pernaa 2013, 10). Kehittamistutkimuk-
selle ei ole tarkkaa yksikésitteistd madritelméé (Pernaa 2013, 12), ja sen vuoksi on
tarpeen kayda lapi, mita kehittamistutkimuksella tarkoitetaan tassa tutkimuksessa.

Vaikka kehittamistutkimukselle ei ole yhté tarkkaa ja yksikéasitteistd méaaritel-
maa, on erilaisissa maaritelmissa havaittavissa samankaltaisuuksia. Yhteisia piirteita
eri madritelmien vélilld ovat mm. prosessin syklisyys, seké teoreettisten ja kokeellis-
ten vaiheiden vaihtelu. Kehitystutkimuksessa hyodynnetdan tutkimuksen osallistu-
jia ilmién kehittamisprosessissa. (Pernaa 2013, 17) Kehittdmistutkimus aloitetaan
aina ongelma-analyysilla, joka on usein teoreettinen. Tata vaihetta kutsutaan toi-
sinaan myos tarveanalyysiksi, silla sen tavoitteena on kartoittaa todelliset tarpeet
kehittdmisen taustalle. Téméan jalkeen alkaa ensimmainen sykli, jossa ensin kehi-
tetddn materiaalin ensimméinen versio, jota sen jéilkeen arvioidaan ja kehitetaén
eteenpdin saatujen tietojen, eli empiirisen ongelma-analyysin avulla. (Pernaa 2013,
17-19) Toisessa syklisséd tehdddn uusi empiirinen ongelma-analyysi esimerkiksi ai-
neistoa testaamalla ja tdmén pohjalta materiaalia kehitetdén edelleen. Syklien lu-
kuméara riippuu tutkimuksen laajuudesta seka kaytettavissé olevista resursseista,
mutta pro gradu -tutkielmissa on useimmiten kaksi syklia. Syklien jalkeen koko pro-
jekti padtetdaan yksityiskohtaiseen raporttiin josta kay ilmi miten tutkimus on tehty
(Pernaa 2013, 17-19, 23).

Kehittamistutkimus on useimmiten monimenetelméllistd (Pernaa 2013, 21). T&-

mé tarkoittaa sita, ettd tutkimuksen aineistonkeruussa ja aineiston analysoinnissa
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kaytetadn useaa eri menetelméa. Usein ongelma-analyysin tekemisessa kaytetaan
useampia menetelmia, kuten esimerkiksi kyselyitéd, haastatteluja, havainnointia tai
asiantuntija-arviota.

Téssa tutkimuksessa kaytetaan Juutin ja Lavosen méaritelméa kehittdmistutki-
muksesta. Juuti ja Lavonen (2006, 65) listaavat opetus- ja kasvatusalan kehittdmis-

tutkimukselle kolme ominaispiirretta:
1. kehittaminen on iteratiivista ja syntyy aidosta muutoksen tarpeesta
2. kehittdminen johtaa kéaytettdvadn tuotokseen
3. kehittdminen tuottaa tietoa, joka edistda opetusta.

Listauksessa nostetaan esiin kehittamistutkimuksen hyoty seké tiedon etté valmiin
materiaalin tuottamisessa. Keskeista kehittdmistutkimuksessa on iteratiivinen luon-
ne seké aito tarve muutokselle. Aksela ja Pernaa (2013, 181) korostavat, ettd kehit-

tamistutkimuksen tulokset ovat luonteeltaan erilaisia:
1. konkreettinen tuotos (esimerkiksi oppimateriaali)
2. tietoa tuotoksen mahdollisuuksista ja haasteista
3. tietoa kehittamisprosessista.

Kaikki edellamainitut tutkimustulokset mahdollistavat omalla tavallaan koulutuk-
sen kehittymisen eteenpéin kaytannon tyossa.

Opetus- ja kasvatusalaan kohdistuvassa kehittdmistutkimuksessa tutkijan ja opet-
tajan vélistd kommunikaatiota ei tule unohtaa. Opettaja ei ole ainoastaan tuotteen
kayttoonottaja vaan kehittdja yhdessa tutkijan kanssa. Testauksen jélkeen on téarke-
aa reflektoida yhdessa, mita tilanteessa tapahtui ja mihin suuntaan kehitysta tulisi
jatkaa. (Aksela & Pernaa 2013, 195).

Kehittamistutkimus on luonnollinen valinta tdméan tutkimuksen ldhestymista-
vaksi, silla tavoitteena on kehittaad teoriatietoa sekéd konkreettista materiaalia ilmi-
o6n liittyen. Monimenetelmallisyys aineistonkeruussa on myos sopiva valinta, jotta
materiaalia voidaan tutkia eri ndkokulmista.

Lisaksi kehittamistutkimus on opiskelijalle mielekas ja motivoiva tapa toteuttaa
pro gradu -tutkielma, jolla on myos kdytdnnon hyotyé tulevassa ammatissa (Aksela
& Pernaa 2013, 181, 193). Pro graduksi kehittamistutkimus soveltuu erinomaisesti
myos siksi, ettd prosessista oppii tutkijan lisdksi sekd oppilaat ettd opettaja (Ak-
sela & Pernaa 2013, 195). Viime vuosina onkin kehitetty matematiikan oppiaineen
oppimateriaalia kehittamistutkimuksen keinoin useissa opinnéytteissa. Esimerkik-
si Léahteenmaki (2019) kehitti pro gradu -tutkielmaansa matematiikan hiihtoloma-

kurssin yhdeksésluokkalaisille ja Rosenberg (2019) kehitti kirjalliseen kielentédmiseen
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liittyvid murtolukutehtévia alakoululaisille. Nuutinen (2022) taas kehitti pakopeli-

pedagogiikkaa pro gradussaan kehittamistutkimuksen keinoin.
5.2 Aineiston hankintamenetelmat

Laadullisessa tutkimuksessa on yleista kerédta aineistoa haastatteluilla, kyselyilla tai
havainnoimalla. (Puusa & Juuti 2020, Tuomi & Sarajérvi 2018) Téssé tutkimuksessa
aineistoa kerattiin kyselyilld seké havainnoimalla. Lisdksi oppilaiden monisteet rat-
kaisuineen skannattiin heti tuntien jalkeen. Havainnointiaineiston tueksi videoitiin
yhden oppilasparin tyoskentelya oppituntien aikana.

Kyselylomakkeella pyrittiin selvittaméaan oppilaiden mielipiteita oppitunnista ja
sen tehtavista. Lomakkeella oli likert-asteikollisia mielipidekysymyksia, seka avoi-
mia ja suljettuja kysymyksid. Jokaisen oppitunnin jalkeinen kysely keskittyi ky-
seiseen oppituntiin. Oppituntien jélkeisissa kyselylomakkeissa oli keskenaén téysin
samat kysymykset oppituntien tehtdvien nimié ja numerointeja lukuunottamatta.
Oppituntikohtaisten kyselylomakkeiden kysymykset ovat liitteessa A (Liite A, kysy-
mykset 1-7). Alkukyselylla kartoitettiin oppilaiden ajatuksia loogisesta ajattelusta
ja sen tarpeellisuudesta. Loppukyselyn tarkoituksena oli selvittdéd, ovatko oppilai-
den ajatukset loogisesta ajattelusta tai sen tarpeellisuudesta muuttuneet ja miten
oppilaat ovat kokeneet Matka logiikkaan -tunnit. Loppukyselyn kysymykset ovat
liitteessd A (Liite A, kysymykset 8-19).

Oman tekemisen arviointi voi olla haastavaa yldkoululaisille, ja sen vuoksi myo6s
havainnointiaineiston kerdadaminen on tarkedd (Kananen 2012, 95). Tuomen ja Sa-
rajarven mukaan (2018) vuorovaikutuskéyttaytymisté tutkittaessa havainnointi on
toimiva menetelma. Témankin vuoksi havainnointi valikoitui yhdeksi aineistonke-
ruumenetelméaksi. Tutkija oli itse oppituntien opettajana seka havainnoijana, jolloin
havainnointi oli luonteeltaan osallistavaa (Tuomi & Sarajarvi 2018, 94-95). Havain-
noitaessa ei ollut mitdan tarkkaa listausta havainnoitavista asioista, joten havain-
nointi oli strukturoimatonta. Havainnoijan tehtavané oli kirjata ylos mahdollisim-
man paljon tilanteeseen liittyvié asioita. Havainnoinnin tueksi keréttiin videomateri-
aalia oppitunneilta, jotta tilanteisiin voitiin palata oppitunnin jalkeenkin. (Kananen
2012, 96-97)

Oppilaiden ratkaisut materiaalin tehtiaviin skannattiin, jotta tehtévien vaikeus-
tasoa voitiin arvioida myos ratkaisujen perusteella. Lisdksi ratkaisuista etsittiin tyy-
pillisia virheita, jotka voivat paljastaa esimerkiksi puutteellisia tehtavanantoja.

Aineistonkeruu ja -analysointi tehtiin hyvid tieteellisid kaytantoja noudattaen
(Tuomi & Sarajarvi 2018, 150-157). Tutkimukseen osallistuminen perustui téysin
vapaaehtoisuuteen, joten tutkimuslupa kysyttiin osallistujilta ennakkoon ja heidén

oli mahdollista perua suostumuksensa misséd tahansa vaiheessa tutkimusta. Liséksi,
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koska tutkimuksen osallistujat olivat alaikéisid, lupa kysyttiin myos heiddn huol-
tajiltaan. Ennen tutkimukseen suostumista huoltajia kehoitettiin lukemaan tutki-
muksen tiedote seké tietosuojaseloste ja huoltajia kehoitettiin myos keskustelemaan
néista oppilaan kanssa. Lupa tehdé tutkimusta peruskoulussa osana perusopetusta
kysyttiin koulun rehtorilta ennakkoon. Tutkimuslupaa kysyttiaessa toimitettiin tut-
kimuksen tietosuojaseloste myos rehtorille. Osallistujien vastaukset anonymisoitiin,
eika yksittaista vastaajaa voitu tunnistaa hénen vastauksistaan. Kaikki tutkimuk-
sen aineisto tuhottiin valittomasti, kun sita ei enda pro gradu -tutkielman kannalta

tarvittu.

5.3 Aineiston analysointimenetelmat

Tutkimuksen aikana kerattiin aineistoa useassa eri muodossa, joten myos analyy-
sivaiheessa oli kaytossa useita menetelmia. Analyysi oli kuitenkin aineistolahtoista,
miké voidaan jaotella kolmivaiheiseksi prosessiksi, jossa ensin aineisto pelkistetain,
tamén jélkeen ryhmitelldén ja viimeisend luodaan teoreettisia késitteitd. (Tuomi &
Sarajarvi 2018, 103-146) Seuraavaksi kidydédéan lapi, miten kerdttyé aineistoa analy-
soitiin tuloksia varten.

Kyselylomakkeen Likert-asteikollisissa monivalintatehtévissa laskettiin oppilai-
den saman- tai erimielisyyttd annettujen véitteiden kanssa. Samanmielisyyden si-
sélle luettiin vastausvaihtoehdot "samaa mielta” seka "osittain samaa mielta” ja eri-
mielisyytta edustivat vastausvaihtoehdot ”eri mielta” ja "osittain eri mielta”. Naiden
lisdksi yhtena vastausvaihtoehtona oli "en osaa sanoa”, ja nama vastaukset jatet-
tiin omaksi ryhmékseen. Vaittamét jaoteltiin niiden teemojen mukaan ja niiden
perusteella tehtiin paatelmia oppilaiden oppimisen kokemuksista, mielipiteisté seka
motivaatiosta Matka logitkkaan -jakson aikana.

Kyselylomakkeen avoimien kysymysten kohdalla tehtiin sisallonanalyysié. Ylei-
sesti sisallonanalyysin tavoitteena on tuottaa aineistosta tiivis ja selkeé kokonaisuus
siten, ettei informaatiota katoa. Sisdllonanalyysi on terminé kuitenkin niin laaja,
ettei sen tekemiselle 16ydy selkeité ohjeita. (Tuomi & Sarajarvi 2018) Tésséd tutki-
muksessa kyselylomakkeiden avointen tehtdvien vastaukset ensin pelkistettiin ja sen
jalkeen luokiteltiin. Eri aihealueisiin liittyvien mainintojen lukuméarat laskettiin.
Siséllonanalyysin tarkoituksena oli erityisesti kiinnittda huomiota oppilaiden mieli-
piteisiin sekéd oppimisen kokemukseen seka motivaatioon. Lisaksi avoimista vastauk-
sista etsittiin mainintoja siitd, miten oppilaiden mielesta materiaalia voisi kehittaa
paremmaksi.

Kyselylomakkeella olevasta arvosanatehtavasta (ks. liite A, tehtavé 6) laskettiin
oppituntien saamien arvosanojen keskiarvot seka -hajonnat oppitunneittain ja néita
verrattiin loppukyselyn jarjestamistehtévaén, jossa oppilaiden tuli asettaa oppitun-

nit mielenkiintoisimmasta tylsimpéaan.
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Havainnointiaineistoa kasiteltiin myos sisédllonanalyysin keinoin. Havainnointiai-
neistosta etsittiin ensin materiaaliin kohdistuvat maininnat, ja materiaalia korjailtiin
naiden perusteella. Lisdksi havainnointiaineistoa teemoiteltiin oppilaiden mielipitei-
den ja motivaatiota kuvaavien mainintojen osalta. Havainnointiaineistosta etsittiin
my0Os vahvistusta kyselylomakkeella esiin nousseista teemoista.

Skannatuista tehtavipapereista analysoitiin tehtdvien yrittdmisté, oikeellisuut-
ta seké yleisimpia virhetyyppejé tehtévissia. Analyysissa tehtavé laskettiin tehdyksi,
mikéli edes yksi oppilas oli kirjoittanut tehtavaan vastauksen. Oikeaksi vastaukseksi
ratkaisu luokiteltiin, mikali vastaus oli oikein. Vastauksen oikeellisuutta analysoi-
taessa perustelun oikeellisuus jatettiin huomiotta. Perustelun puuttumista ei kat-
sottu virheelliseksi vastaukseksi. Tehtavissa, joissa oli useampi vastausvaihtoehto ja
vastaukseen pyydettiin kaikki mahdolliset ratkaisut, luokiteltiin tehtéva virheelli-

seksi jos vastausvaihtoehtoja puuttui.

5.4 Tutkimuksen toteutuksen kuvaus

Tassa luvussa kuvaillaan tutkimuksen toteutus siten, etta lukija saa hyvan koko-
naiskuvan tutkimuksen kulusta. Pro gradu -tutkielma koostuu useimmiten kahdesta
syklisté, ja niin tassikin tapauksessa.

Koko tutkimuksen kulku voidaan jaotella kuuteen osaan: tarpeen kartoitukseen
eli ongelma-analyysiin, materiaalipaketin toteutukseen, asiantuntija-arvioon ja sen
jéalkeisiin muokkauksiin, materiaalipaketin testaamiseen, eli aineiston kerdamiseen
sekd materiaalipaketin kehittdmiseen testauksen aikana saadun aineiston pohjalta.

Nama osat jakautuvat kehittamistutkimuksen hengessa sykleihin, jotka on ku-
vattu kuvassa 5.1. Ongelma-analyysi tehtiin ennen ensimmaista syklia. Ensimmaéi-
nen sykli koostui materiaalipaketin toteutuksesta seké asiantuntija-arviosta ja sen
jéalkeisestd materiaalipaketin muokkauksesta. Toinen sykli sisélsi Matka logiikkaan
-materiaalin testaamisen eli aineistonkeruun seké materiaalin kehittdmisen saadun

aineiston analyysin pohjalta. Kuvaillaan seuraavaksi sykleja hieman tarkemmin.

5.4.1 Ongelma-analyysi

Ongelma-analyysi pohjaa tutkijan omiin kokemuksiin, seké kirjallisuuskatsaukseen,
jonka tuloksia on esitelty aiemmin luvussa 3. Peruskoulun matematiikan opetus poh-
jaa mekaanisen laskutaidon harjoittamiseen (Perkkild 2002). Erityisesti matematii-
kan oppimateriaalit korostavat mekaanisten taitojen opettamista ja samalla jattavit
ongelmanratkaisutehtévat joko huomiotta tai mekaanisten tehtédvien jalkeen tehté-
viksi pulmapaloiksi (Ahola 2014). Padttelemisen ja vastauksen perustelemisen tai-
dot nékyvét kuitenkin vahvasti opetussuunnitelman perusteissa (ks. luku 3.1), joten

loogista ajattelua kehittavéille materiaalille on perusteet opetussuunnitelmassa.
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ongelma-analyysi ‘

Asiantuntija-arvio
materiaalista

NMatka logiikkaan
materiaalin
kokoaminen

ensimmainen

sykli

Natka logiikkaan
materiaalin
muokiaaminen

materiaalin

Matka logiikkaan ‘
testaaminen

toinen

sykli

Matka logiikkaan
materiazlin
muokkaaminen keratyn

aineiston pohjalta I

Kuva 5.1 Tutkimuksen vaiheet sykleittdin.

Ymmarrettavéisti opettajat etsivit opetukseensa helposti kdayttoonotettavaa ja
selkedd materiaalia. Nain ollen tavoitteena on luoda materiaali, jota voi helposti
kayttaa osana opetusta. Suomessa opettajilla on vapaus itse valita opetusmetodin-
sa, ja tehtdvapaketista haluttiin luoda téta ajatusta kunnioittava siten, ettd mate-
riaalin tehtévia voi halutessaan teettda yksittain. Materiaalille annettiin kuitenkin
ohjeellinen pituus ns. jaksona toteutettaessa, jotta myos taman kaltainen kaytto
olisi mahdollista. Tarvetta on siis erityisesti paattelyyn ja oman péattelyketjun pe-

rustelemiseen ohjaavalla, helppokéyttoisella ja selkeéllda materiaalilla.

5.4.2 Ensimmainen sykli

Ensimmaisen sykli alkoi Matka logitkkaan -materiaalipaketin kokoamisella. Materi-
aalin ensimmainen versio tehtiin kesé- ja heindkuun aikana vuonna 2022.

Tehtavia etsittiin mm. oppikirjoista, seka erilaisista avoimista sahkoisista oppi-
materiaaleista. Lopulta kaikki materiaalipakettiin valikoituneet tehtévat pohjautu-
vat kahteen lahteeseen (Smullyan 2008, Jérvinen 2003) seké tutkijan kokemukseen

siitd, millaiset tehtavatyypit ovat toimineet matemaattisen ajattelun herattelijoi-
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nd muilla oppilasryhmilld luokanopettajana tyoskennellessa. Tehtédvia valitessa oli
tarkead, etta tehtava on muokattavissa ikatasoon sopivaksi ja on tarpeeksi selkeé.
Liséksi oli tarkeaa, etta tehtava ei ole taysin samanlainen, mita oppikirjoissa usein
kaytetyt pulmatehtéivat, jotta ongelmanratkaisutehtavit olisivat jokaiselle oppilaal-
le entuudestaan tuntemattomia. Tehtéavien vaikeustasoa sovitettiin ylakoululaisille
sopivaksi. Tama tarkoittaa sité, ettd osaa tehtavistd vaikeutettiin, esimerkiksi jét-
tamalla avoimeksi osa tehtdvanannosta, ja osaa tehtévista helpotettiin esimerkiksi
antamalla lisaéd vihjeitd tehtavinannossa.

Ensin tutkija kerasi eri lahteista useita mahdollisia ongelmanratkaisutehtéavia
yhteen. Tamén jélkeen tehtévat luokiteltiin loogisiksi kokonaisuuksiksi teemojen
mukaan. Lopulta tehtavat jakautuivat kahteen teemaan; loogiset palat ja sanalli-
nen ongelmanratkaisu. Opinnéytteen rajallisen laajuuden vuoksi Matka logiikkaan
-oppimateriaali rajattiin neljan oppitunnin mittaiseksi (4 x 45 min) kokonaisuu-
deksi. Kahdelle ensimmaéiselle tunnille valikoitui aiheeksi loogisten palojen tehtéavét,
silla tutkija ajatteli niiden olevan helpommin lahestyttavid kuin sanalliset tehta-
vat pitkine tehtavanantoineen. Kolmannella ja neljannelld tunnille jaivit sanalliset
ongelmanratkaisutehtévat.

Oppitunneittain tehtavat jarjestettiin tutkijan arvion mukaan vaikeusjarjestyk-
seen siten, ettd tunnin tehtavit alkavat helpoimmasta ja vaikeutuvat véahitellen.
Tehtavien vaikeustaso ei kuitenkaan ole objektiivista ongelmanratkaisutehtévissa,
joten tehtavien jarjestys voisi olla toinenkin. Vaikka alkuperaisissa tehtavissa olisi
pyydetty pelkka vastaus, lisdttiin materiaalissa lahes kaikkiin tehtédviin kohta, johon
oppilaan tulee perustella oma ratkaisunsa. Perustelun kirjoittaminen ohjaa oppilasta
kielentamaan omaa ratkaisuaan ja samalla jasentdméaan omaa ajatteluaan. Materi-
aalin tehtavit tehtiin paperille, jotta piirtdminen ja huolettomien muistiinpanojen
tekeminen tehtavia ratkaistaessa olisi oppilaille vaivatonta.

Kun materiaalin ensimmaéinen versio oli valmis, se kaytiin yhdessa lapi pro gra-
dun ohjaajan kanssa ja testikoulun matematiikan opettaja katsoi materiaalin lapi.
Asiantuntijoiden kommenttien perusteella materiaaliin lisattiin esimerkkeja muuta-
miin tehtaviin seka selvennettiin tehtavinantoja ja yhtenaistettiin vastauskéytantei-

ta.
5.4.3 Toinen sykli

Materiaalia testattiin yhdessa Pirkanmaalla sijaitsevassa koulussa yhdelld 7.-luokalla
(n=18) syksyllad 2022. Tutkimusluvat kysyttiin asianmukaisesti ennakkoon koulun
rehtorilta, seka oppilaiden vanhemmilta. Ennen ensimmaista tuntia oppilaat vasta-
sivat edelliselld tunnilla sahkoiseen alkukyselyyn, jonka tarkoituksena oli kartoittaa
oppilaiden ennakkoajatuksia loogisesta ajattelusta ja sen hyodyllisyydesta avoimien

kysymysten avulla.
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Varsinaisilla Matka logiikkaan -tunneilla luokan matematiikan opettaja oli muka-
na auttamassa oppilaita, mutta tuntien vetovastuu oli tutkijalla. Jokaiselta tunnilta
kuvattiin yksi video yhdesta oppilasparista heiddn tyoskentelynséd aikana. Tunnit
aloitettiin lyhyilla opettajajohtoisilla tuokioilla. Ensimmaisella tunnilla kaytiin l&api
ennakkokyselyn vastauksia ja esiteltiin mista Matka logitkkaan -kokonaisuus koos-
tuu. Muiden tuntien alussa kaytiin lipi edellisen tunnin tehtévié, joiden vastauksissa
oli eniten vaihtelua tai muita epéselvyyksii. Opettajajohtoisen tuokion jélkeen oppi-
laille jaettiin tunnin tehtavét, joita he tekivat yhdessa opettajan ennalta madraamén
parin kanssa. Kahdella ensimmaéiselld tunnilla tunnin tehtavit annettiin yhtena teh-
tavapakettina oppilaille. Kahden ensimmaisen tunnin aikana kuitenkin huomattiin
materiaalin sisdltavan liian paljon tehtavia, joten kahdella jalkimmaiselld tunnilla
(tunnit 3 ja 4) oppilaille jaettiin tunnin alussa vain osa tehtavista. Jos oppilaspari
sai ensimmaisen osan tehtavat valmiiksi, saivat he loput tehtavat ratkottaviksi.

Jokainen Matka logiikkaan -oppitunti paatettiin sdhkoiseen mielipidekyselyyn.
Kysely toteutettiin Forms-lomakkeella anonyymisti matematiikan opettajan oppi-
laille jakamien oppilastunnusten avulla. Oppilaita kannustettiin vastaamaan kyse-
lyyn rehellisesti ja heille korostettiin, ettei kyselyn vastaukset vaikuta heidan arvo-
sanoihinsa.

Tunnin jalkeen oppilaiden vastauspaperit, joissa oli tunnisteena myos kyselyssé
kéytetyt oppilastunnukset, skannattiin mychempééa analysointia varten. Oppitunnin
havainnot kirjattiin ylos paivakirjamuotoisesti heti oppituntien jalkeen.

Viimeisen oppitunnin lopussa oppilaat vastasivat mielipidekyselyyn, joka sisdlsi
kysymyksia koko Matka logiikkaan -jaksosta. Kyselyssa oli sekd avoimia etta sul-
jettuja kysymyksia seka likert-asteikollinen mielipiteita mittaava tehtava. Havain-
nointiaineistoon kirjattiin huomioita erityisesti siitd, mitka tehtavinannot vaativat
tunneilla tarkentamista ja mitka tehtavit aiheuttivat hammennysté. Liséksi havain-
noitiin oppilaiden motivaatiota oppitunnin aikana. Saatu aineisto analysoitiin ja sen
pohjalta materiaalia muokattiin eteenpain. Tehtavia ei kuitenkaan lisétty, poistettu
tai siirretty tunnilta toiselle, vaan tehtavinantoja ainoastaan muokattiin ylakoulu-

laisille soveltuvammaksi.
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6 Tutkimustulokset

Tasséa luvussa kaydadn lapi tutkimustulokset. Aineisto on keratty ja analysoitu lu-
vussa b kuvatulla tavalla, ja tassé luvussa tiivistetaan tutkimuskysymysten kannalta
tarkeimmét tutkimustulokset alalukujen alle. Tulokset on jaoteltu alalukuihin tee-

moittain.
6.1 Tehtavien maira ja niiden vaikeustaso

Jokaisella oppitunnilla oli liikaa tehtévid, silla kukaan oppilaista ei saanut tehtyé
kaikkia tehtavia. Tehtava merkattiin tehdyksi, mikéli yksikin oppilas oli ehtinyt
tunnin aikana vastata tehtavaéan, riippumatta vastauksen oikeellisuudesta. Jokaisella
oppitunnilla jai 1-4 tehtévaé téysin ilman vastauksia (ks. taulukot 6.1, 6.2, 6.3 ja
6.4). Ensimmaéiselld oppitunnilla tehtévit 3b ja 4 ja toisella tunnilla tehtavat 2, 3, 4
ja b jaivat ilman vastauksia. Kolmannella oppitunnilla ilman vastauksia jai tehtava
5 ja neljannella tunnilla tehtavat 4, 5 ja 6.

Ensimméiselld tunnilla tehtavit koettiin enimmékseen helpoiksi tai sopiviksi (ks.
taulukko 6.1). Suurin osa oppilaista koki ensimmaéisen tehtavin helpoksi (10 vas-
tausta) ja tehtévan 2a sopivaksi (10 vastausta). Tehtavé 2b jakoi eniten mielipiteita
ensimmaisella tunnilla, silla 6 oppilasta koki tehtavin helpoksi, 10 oppilasta koki
tehtavan sopivaksi ja kahden mielesta tehtava oli vaikea. Tehtavaa 3b arvioitiin hel-
poksi (4 vastausta) sekd sopivaksi (4 vastausta) ja tehtédvad 4 arvioitiin helpoksi
(2 vastausta) seka sopivaksi (3 vastausta), vaikka kumpaankaan tehtiavaéan ei oltu

vastattu kertaakaan.

Taulukko 6.1 Ensimmdisen oppitunnin tehdyt tehtdvdt ja niiden vaikeustaso oppilaiden
mielestd (n=16).

tehtava | tehtavaa yritetty | helppo | sopiva | vaikea

1 16 10 6 0

2a 16 6 10 0
2b 16 6 8 2
3a 8 6 6 0
3b 0 4 4 0

4 0 2 4 0
kaikki 56 34 38 2

Toisella tunnilla tehtavéit koettiin my6s enimmékseen sopiviksi (ks. taulukko
6.2). Tehtévan la arvioitiin olevan enimmékseen sopiva (8 vastausta), mutta myos

helppo (5 vastausta) ja yhden oppilaan mielestd tehtéva oli vaikea. Tehtavadn 1b

37



oli vastannut 7 oppilasta, muttta sen vaikeustasoa oli arvioitu 12 kertaa. 6 oppilasta
koki kyseisen tehtavan sopivaksi, 5 arvioi tehtavin helpoksi ja yhden oppilaan mie-
lesta tehtavé oli vaikea. Tehtavaan lc oli vastannut yhteensa 2 oppilasta, mutta sen
vaikeustasoa oli arvioinut 10 oppilasta. Taman tehtévan ajateltiin olevan tasoltaan
sopiva (6 vastausta), helppo (3 vastausta) tai vaikea (1 vastaus). Loput oppitunnin
tehtavat jaivét ilman vastauksia, mutta niiden vaikeustasoa oli silti arvioitu keski-

maarin sopivaksi.

Taulukko 6.2 Toisen oppitunnin tehdyt tehtdvdt jo nitden vaikeustaso oppilaiden mie-
lesti (n=14).

tehtava | tehtavaa yritetty | helppo | sopiva | vaikea

la 14 5 8 1
1b 7 5 6 1

lc 2 3 6 1

2 0 1 5 0

3 0 0 4 1

4 0 0 6 0

5 0 0 5 0
kaikki 23 14 40 4

Kolmannen tunnin tehtavia ehdittiin lahes kaikkia yrittdd tunnin aikana (ks.
taulukko 6.3). Tehtdvan 1 koki sopivaksi 9 oppilasta, helpoksi 6 oppilasta ja vai-
keaksi 1 oppilas. Toinen tehtavé koettiin hieman helpommaksi. Sen arvioi helpoksi
9 oppilasta, sopivaksi 7 oppilasta ja vaikeaksi 1 oppilas. Kolmas tehtava oli suuren
osan mielestd sopiva (11 oppilasta), mutta se koettiin myds helpoksi (3 oppilasta)
sekéd vaikeaksi (1 oppilas). Tehtéva 4 ei ollut yhdenkdén oppilaan mielesta helppo.
Sopivaksi neljannen tehtavan koki 7 oppilasta ja vaikeaksi sen arvioi 4 oppilasta.
Tehtavéédn 5 ei vastannut yksikédén oppilas, mutta se arvioitiin sopivaksi (5 oppilas-

ta) tai vaikeaksi (1 oppilas).

Taulukko 6.3 Kolmannen oppitunnin tehdyt tehtdvdat ja niiden vaikeustaso oppilaiden
mielestd (n=16).

tehtava | tehtdvaa yritetty | helppo | sopiva | vaikea
1 16 6 9 1
2 16 9 7 0
3 16 3 11 1
4 8 0 7 4
) 0 0 5 1
kaikki 56 18 39 7

Neljannelld tunnilla puolet tehtavista, tehtavat 4, 5 ja 6, jaivéit ilman vastauksia

38



(ks. taulukko 6.4). Ensimmaiseen tehtévdadn ehti tunnin aikana jokainen (16) oppi-
las vastata. Tehtévan vaikeustaso jakoi kuitenkin mielipiteité, silld 8 oppilasta koki
tehtavan sopivaksi, 5 vaikeaksi ja 3 helpoksi. Toiseen tehtavian vastasi 12 oppilasta,
joista 5 koki tehtévan sopivaksi, 5 helpoksi ja 1 vaikeaksi. Tehtédavaén 3 vastasi yh-
teenséd 7 oppilasta. Tehtavin vaikeustasoa arvioi 8 oppilasta, joista 4 koki tehtavin
helpoksi, 3 sopivaksi ja yksi vaikeaksi. Loput tehtavét jaivat ilman vastauksia, mut-
ta jokaisen vaikeustasoa oli arvioitu 2 oppilaan toimesta. Yhden oppilaan mielesta

tehtavat oli helppoja ja yhden mielesta vaikeita.

Taulukko 6.4 Neljinnen oppitunnin tehdyt tehtivdt ja niiden vaikeustaso oppilaiden
mielestd (n=16).

tehtava | tehtavaa yritetty | helppo | sopiva | vaikea
1 16 3 8 5
2 12 5 5 1
3 7 4 3 1
4 0 1 1 0
5 0 1 1 0
6 0 1 1 0
kaikki 35 15 19 7

Kaikilla neljallé tunnilla suurin osa tehtévista oli oppilaiden mielesta vaikeusta-

soltaan joko helppoja tai sopivia.
6.2 Virhetyypit tehtavissa

Tunneilla tehtyjen tehtévien oikeellisuus tarkastettiin jokaisen tehtédvan jokaisesta
alakohdasta. Jos tehtédvassa oli jokin merkinta, katsottiin oppilaan yrittaneen sité.
Epaselvat vastaukset luokiteltiin vdariksi vastauksiksi. Tehtévissé, joihin on usei-
ta oikeita vastauksia, mikéa tahansa naista kelpasi oikeaksi vastaukseksi. Perustelun
puuttumista tai niukkuutta ei luokiteltu virheeksi, mikali vastaus samassa tehtavas-
sé oli oikein.

Yhteensa vastauksia kaikkien tehtéavien alakohtiin oli 697 kpl. Virheellisia naista
oli 165 kpl (24 %). Oppituntikohtaiset virheiden lukumaérat virhetyyppeihin luoki-
teltuna on koottu taulukkoon 6.5. Ensimmaisella tunnilla oli yhteensa 88 virhetta
ja eniten virheitd oli termien sekoittamisen kanssa (41 kpl). Kaikki ensimmaéisen
tunnin termivirheet liittyiviat sanojen ja seka tai merkityksiin tehtavissé 2a ja 2b.
Ensimmaisen oppitunnin vastausvaihtoehtojen puuttumisen virheet olivat padosin
(15 virhetta kuudestatoista) tehtavéssé 2b. Myos tehtavinannon vaarinymmartami-
nen oli yleisintd (18 virhetta yhdekséastatoista) tehtévassa 2b.

Toisella oppitunnilla oli selvésti vihemmaén virheita (16 kpl) ensimmaéiseen tun-

tiin verrattuna. Suurin osa virheisté (13 kpl kuudestatoista) oli tehtévéissa 1b. Lahes
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kaikki puutteelliset vastaukset (9 kpl kymmenestd) ja ylimaaraiset vastaukset (4 kpl
viidestd) olivat tehtéavéssa 1b.

Kolmannella ja neljannella tunnilla virheita oli ldhes yhta paljon, tunnilla 3 oli
yhteensa 31 virhetta ja tunnilla 4 oli yhteensd 30 virhettd. Kolmannella tunnilla
kaikki 6 kpl termien sekoittamisen virhetta liittyivat tehtavaan 2. Erityisesti sanat
vanhempi ja nuorempi aiheuttivat kyseisessd tehtévéssd haasteita oppilaille. Kol-
mannella tunnilla epéselvid vastauksia oli enemmén kuin aiemmilla tunneilla (yh-
teensd 5 kpl) ja loogisia ristiriitoja tehtavinannon kanssa 16ytyi tehtavista 2, 3 ja 4
yhteensa 8 kpl. Vaarinymmarrettyjen tehtéavien joukkoon luokiteltuja virheita kol-
mannella tunnilla oli 2 kpl.

Neljannelld tunnilla eniten tehtdvanannon ymmértédmisen virheitd tuli eniten
tehtévissa 2 (6 kpl yhdeksésté). Neljainnen tunnin loogisia ristiriitavirheitéd oli eni-
ten tehtavassd 1 (6 kpl seitseméstd). VAdrinymmaéretyn tehtavan virheet (9 kpl)
esiintyivit kaikki tehtavéssa 2 ja puuttuvia vastausvaihtoehtoja (yhteensa 10 kpl)

oli tehtavissa 1 ja 2.

Taulukko 6.5 Tehtyjen tehtdvien virhetyyppien mddrdt oppitunneittain

oppitunti 1 | oppitunti 2 | oppitunti 3 | oppitunti 4
termien sekoittaminen 41 0 6 0
puuttuu vastausvaihtoehtoja 16 10 1 10
lilkaa vastausvaihtoehtoja 12 5 9 0
looginen ristiriita 0 0 8 7
tehtava ymmérretty vaarin 19 1 2 9
epaselva vastaus 0 1 5) 4

yhteensa virheita 83 (27 %) | 16 (14 %) | 31 (19 %) | 30 (31 %)
yhteensa yritettyja tehtavia 328 111 161 97

Prosentuaalisesti eniten virheité oli neljannella oppitunnilla (31 %). Seuraavaksi
suurin virheprosentti oli ensimmaéisella oppitunnilla (27 %). Toiseksi pienin virhe-
prosentti oli kolmannella oppitunnilla (19 %) ja prosentuaalisesti vahiten virheité

oli toisella oppitunnilla (14 %).
6.3 Perusteleminen

Oppitunneilla oppilaat perustelivat vastauksiaan suullisesti hyvin seké parilleen, ettéi
opettajalle. Vastauspapereissa tdma ei kuitenkaan nakynyt, silla suuri osa kirjallisis-
ta perusteluista oli joko puutteellisia tai puuttuivat taysin, vaikka tehtdvanannossa
pyydettiin erikseen perustelemaan vastaus. Esimerkiksi kolmannen oppitunnin en-
simmaéiseen tehtavaian puutteellisia perusteluja tuli useita, ja kuvassa 6.1 on yksi

esimerkki puutteelliseksi luokitellusta perustelusta.
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Tehtidva 1: Montako sukkaa? ‘ , u

a. Pilkkopimedn huoneen laatikossa on 14 punaista ja 14 sinistd sukkaa.
Kuinka monta sukkaa sinun on otettava, jotta voit olla varma, ettd saat vahintadn
kaksi saman véristd sukkaa?

Vastaus: __?_? sukkaa

R

Perustelu:

JI00 0 6406 povo

0000 dov0a0 00

“\

Kuva 6.1 Esimerkki vastauksesta, jossa perustelu on puutteellinen.

Kuvaan 6.2 on koottu kaikkien oppituntien jéalkeisten kyselyiden vastaukset yh-
teen perustelemista koskevien véitteiden osalta. Suurin osa oppilaista oli sitd mielté,
ettd ratkaisun perustelu oli helppo keksia. Suurin osa oppilaista ajatteli myo6s, etta
omien ratkaisujen selostaminen omalle parille oli helppoa (ks. kuva 6.2), ja vain
kahdesti oppilas oli eri mieltd véittdméan ” Omien ratkaisujen selittaminen parille
oli helppoa” kanssa. Muiden oppilaiden ratkaisuja oli oppilaiden mielestéd helppo
ymmartaa.

Perusteluun liittyvien vaittdmien vastaukset (n=62)

Omien ratkaisujen selittaminen parille oli helppoa _

M Samaa mieltd MEn osaasanoa M Erimielta

Kuva 6.2 Kaikkien neljin oppitunnin vastaukset perusteluun liittyviin vdittamiin (n=62).

Ratkaisujen perusteleminen kehittyi jakson aikana myos havainnointiaineiston

mukaan. Ensimmaéiselld tunnilla oli paljon ”en osaa selittdd” -tyylisia vastauksia,
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kun oppilaalta kysyttiin perustelua ratkaisulleen. Jo toisella tunnilla oppilaat yrit-
tivit enemmén perustella ratkaisujaan seka tutkijalle ettda opettajalle kysyttéaessa.
Kolmannella ja neljannelld tunnilla oppilaat perustelivat ratkaisujaan jopa omalle

parilleen omasta aloitteestaan.

6.4 Mielipiteitd materiaalista

Kaikki oppitunnit saivat hyvéin arvosanan oppilailta, kun heita pyydettiin antamaan
oppitunnille arvosana asteikolla 1-5 (5 on paras ja 1 on huonoin). Taulukossa 6.6
esitetddn oppilaiden antamien arvosanojen keskiarvot seké -hajonnat. Kolmannella
tunnilla arvosanojen keskiarvo oli 4,6 ja keskihajonta 0,47. Neljannen tunnin arvo-
sanojen keskiarvo oli toiseksi korkein, 4,2 ja keskihajonta oli 0,61. Ensimmaisen ja
toisen tunnin keskiarvot olivat lahes yhta korkeat kuin neljannen tunnin keskiar-
vo, ensimmaisen tunnin arvosanojen keskiarvo oli 4,1 ja keskihajonta 0,55 ja toisen
tunnin arvosanojen keskiarvo oli 3,9 ja keskihajonta 0,76.

Havainnointiaineiston tulokset ovat samansuuntaisia oppituntien arvosanojen
kanssa, silld suurin osa oppilaista vaikutti tunneilla siltd, ettd he tekivit tehta-
via mielellaén ja olivat kiinnostuneita tehtéavista. Lisaksi osa oppilaista tuli tunnin
jalkeen sanomaan, kuinka tietty tehtdvé oli heidan mielestdan mielenkiintoinen tai
halusi kiittda mielenkiintoisesta tunnista ja tehtavista.

Myo6s loppukyselyssé kartoitettiin oppilaiden mielipiteitd materiaalista. Oppi-
tuntien saamat arvosanat oppituntikohtaisissa kyselyissa olivat myos linjassa sen
kanssa, miten oppilaat jarjestivit oppitunnit loppukyselyssa mielenkiintoisimmasta
tylsimpéaén. Oppitunnit 3 ja 4 koettiin loppukyselyssé mielenkiintoisimmiksi (moodi
1) ja oppitunti 2 koettiin kolmanneksi mielenkiintoisimmaksi (moodi 3) ja ensimmaéi-
nen tunti koettiin tylsimméksi (moodi 4). Lisédksi loppukyselyssa oppilaat kokivat
tehtévien tekemisen mieluisaksi (13 oppilasta kuudestatoista) ja yhdessa tekeminen
koettiin myos kivaksi (14 oppilasta kuudestatoista.)

Oppilaiden palaute tunneista avointen kysymysten kohdalla oli my6s péadosin
positiivista seké tuntikohtaisissa kyselyissé etté loppukyselyssa. Kyselyihin vastat-

tiin yhteensa 62 kertaa. Naista 24 oli tyhji&d avoimen palautekysymyksen kohdalta.

Taulukko 6.6 Oppituntien arvosanojen (asteikko 1-5) keskiarvot ja -hajonnat oppitun-
nesttain.

oppitunti | arvosanojen keskiarvo | arvosanojen keskihajonta
1 4,1 0,55
2 3,9 0,76
3 4,6 0,47
4 4,2 0,61

42



Lisdksi avoin palaute kerési 16 irrelevanttia vastausta, johon laskettiin mm. vastauk-
set "Moikka” ja "hyvad joulua”. Kun tyhjat ja irrelevantit vastaukset oli poistettu,
aineistoon jai jaljelle 22 kpl. Palautteissa oli seka positiivisia, ettd negatiivisia pa-
lautteita. Positiivisia mainintoja oli 19 kpl ja negatiivisia 6 kpl. Osa negatiivisista
palautteista sisdlsi myos positiivisen osan, esimerkiksi: ”"No kaikki oli hauskoja ja
aika helppoja mutta silti olisin halunnut vhdin enemmdn tekemistd.”. Sama palaute
saatettiin siis analysoida seka positiiviseksi etta negatiiviseksi. Positiivisissa palaut-
teissa mainittiin laksyttomyys (4 mainintaa), hyvé, hauska, kiva tai rento tunti (11
mainintaa), helpot tehtavit (2 mainintaa), hyva opettaja (1 maininta) sekd mie-
lenkiintoiset tehtévét (1 maininta). Negatiivisissa palautteissa mainittiin tylsyys (2
mainintaa), tehtévien liiallinen vaikeus (3 mainintaa) seké tehtédvanannon epaselvyys

(1 maininta).
6.5 Motivaatio

Havainnointiaineiston perusteella oppilaiden motivaatio yleisesti tunneilla oli hyva.
Suurin osa oppilaista vaikutti tehtdvaorientoituneilta, mutta jokaisella tunnilla oli
myo6s keskustelua tehtévien ulkopuolelta. Sanallisten tehtévien tunneilla (oppitunnit
3 ja 4) keskustelua tehtéavistd oli hieman enemmaén kuin loogisten palojen tunneilla
(oppitunnit 1 ja 2). Erityisesti sanallisten tehtavien tunneilla kuului, kuinka oppilaat
selittivit omaa ratkaisuehdotusta parilleen.

Havainnoinnissa huomattiin myos, etté yksi oppilaan mielesta ratkaistu tehtava
motivoi yrittdmaan seuraaviakin tehtavia. Oppilaiden motivaatio tehtavia kohtaan
laski heti, kun vastaus oli paperilla. Tarkemman vastauksen tai useampien vastauk-
sien etsiminen ei nayttanyt motivoivan oppilaita. Esimerkiksi kun kolmannen tunnin
ensimmaisessa tehtavissa erds oppilas keksi, ettd kaikkien sukkien nostaminen on
tae sille, ettd saat vahintdan yhden parin, ei hédnta kiinnostanut endé etsid pieninté
mahdollista nostettujen sukkien méarda. Tehtdvinannon selkeys vaikutti havain-
nointiaineiston perusteella olevan tarkeaa motivaation sailymisen kannalta. Muuta-
malla oppilaalla kynnys kysyd apua oli suuri tai motivaatio tehtavien tekemiseen
meni jo ennen avun pyytamista, mikali tehtavinanto ei ollut selkea.

Loppukyselyssa kerattiin oppilaiden mielipiteita véittdmien avulla. Osa vaitta-
misté liittyy motivaatioon, ja néiden vaittamien vastaukset nakyvat kuvassa 6.3.
Yhteensa 12 oppilasta koki, ettd tehtavait olivat heille motivoivia ja loput nelja ei-
vat osanneet sanoa. Yksikadn oppilas ei ollut eri mielta vaittdmén “tehtavat olivat
motivoivia minulle” kanssa. 13 oppilasta teki tehtavia mielellaén, ja yksi koki teh-
tavien tekemisen epamieluisaksi. Yhteenséd 15 oppilasta oli samaa mielta siita, etta
tehtavanannot olivat selkeita ja yksi oppilas ei osannut sanoa. 14 oppilasta koki pari-

tyoskentelyn olevan kivaa ja kaksi ei osannut sanoa. Loogisen ajattelun kehittaminen
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Motivaatioon liittyvien vaittdmien vastaukset loppukyselyssad (n=16)

Loogista ajattelua on tédrkea kehittaa

Minusta oli kiva tehda tehtavia yhdessa
luokkakaverin kanssa

Tehtdvanannot olivat selkeita

Loogisen ajattelun tehtévia tulisi olla enemman
matematiikan oppikirjoissa

Tehtavat olivat motivoivia minulle

8 10 12 14 16

o
N
~
o))

W Samanmielisyys M En osaasanoa M Erimielisyys

Kuva 6.3 Oppilaiden vastaukset loppukyselyn motivaatioon liittyviin vdittaimiin (n=16).

koettiin térkedksi (11 oppilasta oli samaa mieltd) ja 12 oppilasta toivoisi, etté op-
pikirjat sisaltaisivit enemman loogisen ajattelun tehtavia. Kaksi oppilasta oli sita
mielté, ettei loogisen ajattelun tehtavia tarvita enempéad matematiikan oppikirjoi-
hin.

6.6 Oppiminen

Suurin osa oppilaista oli oppituntikohtaisissa kyselyissa samaa mieltd véittaman
" Opin uutta loogisesta ajattelusta” kanssa (ks. taulukko 6.7). Ensimmaéiselld tunnilla
samaa mieltéd oli 10 oppilasta, eri mieltd 4 oppilasta ja 2 ei osannut sanoa. Toisella
tunnilla véitteen kanssa samaa mielta oli 10 oppilasta ja eri mieltda vain 1 ja 3 ei
osannut sanoa. Kolmannella tunnilla 11 ja neljannelld 12 oppilasta oli samaa mielta
uuden oppimisen vaitteen kanssa. Eri mielté olevia oppilaita ei kolmannella tunnilla

ollut lainkaan ja neljannella tunnilla vain yksi.

Taulukko 6.7 Opin uutta loogisesta ajattelusta -vdittdmdan vastaukset oppitunneittain.

oppitunti | samaa mieltd | en osaa sanoa | eri mieltd | n
1 10 2 4 16
2 10 3 1 14
3 11 5 0 16
4 12 3 1 16
yhteensa 43 13 6 62
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Loppukyselyssé 15 oppilasta kuudestatoista kertoi, ettd on omasta mielestadn
oppinut jotain uutta loogisesta ajattelusta Matka logiikkaan -tunneilla. Vain yksi
oppilas koki, ettei ole oppinut mitdan uutta. Oppilaat saivat myos tarkentaa, mité
kaikkea uutta ovat oppineet jakson aikana. Oppilaat saivat valita annetuista vait-
teista kaikki ne, jotka olivat heiddan kohdallaan totta. Vastaukset naihin vaitteisiin
on koottu kuvaan 6.4. Lihes kaikki vastaajat (12 vastaajaa kuudestatoista) kokivat
oppineensa, etta oikeita ratkaisuja voi olla useita ja etta padttelemistd voi harjoi-
tella. 11 oppilasta kuudestatoista koki oppineensa ratkaisun perustelemista. Omien
ratkaisujen selostamista muille koki oppineensa 10 oppilasta. Yhta monta oppilasta
koki oppineensa myo0s, ettei tehtavissa aina ole olemassa "parasta’” ratkaisua ja etté
loogisesta ajattelusta on hyotya arjessa. Oppilaat kokivat oppineensa myos muiden

ratkaisujen kuuntelemista (9 oppilasta) ja yhteistyotaitoja (7 oppilasta).

Mita uutta opit? (n=16)
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Kuva 6.4 Oppimiseen liittyvien vdittamien vastaukset loppukyselyssd (n=16).

Loppukyselyssé oli myos mielipidevéittdmié, joiden teemana oli oppiminen. Na-
méa vaitteet vastauksineen on koottu kuvaan 6.5 12 oppilasta kuudestatoista koki
loogisen ajattelunsa kehittyneen jakson aikana, ja loput nelja eivit osanneet sanoa.
Yksikaédn ei ollut sitd mielta, ettd looginen ajattelu ei olisi kehittynyt jakson aika-

na. Liséksi suurin osa oppilaista (14 oppilasta kuudestatoista) koki oppineensa, etta
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samaan tehtavidan voi olla useita oikeita ratkaisuja. Kukaan ei ollut eri mielta ta-
mankaan vaittdman kanssa. Lisdksi 11 oppilasta kuudestatoista vastasi, ettd oppi
jakson aikana perustelemaan omia ratkaisujaan entista paremmin. Loput viisi eivéit

osanneet sanoa.

Oppimiseen liittyvien vaittamien vastaukset loppukyselyssa (n=16)

Opin, etta oikeita ratkaisuja samaan tehtdvaan voi 7 P

olla useita

Opin perustelemaan omia ratkaisujani entista s

paremmin
Looginen ajatteluni kehittyi jakson aikana |

0 2 4 6 8 10 12 14 16

M Samanmielisyys M En osaa sanoa M Erimielisyys

Kuva 6.5 Oppilaiden vastaukset loppukyselyn oppimiseen liittyviin vdittamiin.
Yksikédan oppilas ei ollut eri mielta véittamien ”opin, ettd oikeita ratkaisuja sa-

maan tehtdvdadan voi olla useita”, ”opin perustelemaan omia ratkaisujani entistd pa-

remmin’” ja "looginen ajatteluni kehittyi jakson aikana” kanssa loppukyselyssa.
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7 Pohdinta

Tassa luvussa kaydaédn lapi tutkimuksen tuloksia teoreettiseen viitekehykseen ja ai-
empiin tutkimuksiin verraten. Tarkastellaan, miten tutkimus onnistui vastaamaan
tutkimuskysymyksiin sekd millaisia mahdollisuuksia ja haasteita tutkimukseen liit-
tyy. Luvun lopulla kdydaan lapi tutkimuksen luotettavuutta seké jatkotutkimusai-
heita.

7.1 Materiaalin kehittamisen pedagogiset perustelut

Tassa luvussa tarkastellaan, millaisia valintoja tehtiin oppimateriaalia kehitettaessa
ja millaisia pedagogisia perusteluja ndiden takaa 16ytyy. Materiaalilla tarkoitetaan
liitteesta B loytyvaa Matka logiikkaan -materiaalia. Ensimmaéisessa alaluvussa tar-
kastellaan materiaalin tehtévid ja yleiselld tasolla materiaalin koostamisen aikana
nousseita havaintoja ja ajatuksia. Toisessa alaluvussa keskitytaan materiaalin kehit-

tamisen haasteisiin.
7.1.1 DMateriaalin tehtavat

Kuten luvussa 3.2.1 esiteltiin, ovat ongelmanratkaisutehtéavat hyva tapa kehittaa loo-
gista ajattelua. Materiaali sisaltda seké suljettuja etta avoimia ongelmanratkaisu-
tehtavia. Suljetut ongelmanratkaisutehtéavat ovat helpompia niille oppilaille, joiden
on hankala hahmottaa tilannetta tai ottaa itse vapauksia tehtavin ratkaisemisessa.
Avoimet ongelmanratkaisutehtévit taas mahdollistavat monet erilaiset ratkaisut,
riippuen ratkaisun aikana tehdyista lisdoletuksista.

Koko materiaali on jaettu kahteen osaan, loogisten palojen osuuteen (tunnit 1
ja 2) seka sanallisten tehtévien osuuteen (tunnit 3 ja 4). Molemmissa osissa on sekéa
avoimia etta suljettuja ongelmanratkaisutehtavia. Ensimmaéinen, loogisten palojen
osa, sisdltad mm. sadnnon etsimista, virheen etsimistd ja korjaamista, jonon jatka-
mista, oman jonon seka sdannon keksimista seka tehtévia, joissa pitaa etsid kaikki
mahdolliset ratkaisut. Toinen, sanallisten tehtédvien osuus, koostuu sanallisista teh-
tavistd, joihin annetaan sanallinen vastaus seké sanallisista tehtavisté, joihin anne-
taan kuvallinen vastaus. Lisdksi monet sanalliset tehtavit sisaltavit tehtédvanantoa
havainnollistavan kuvan.

Kielentdmisen tiedetddn jasentévan ja kehittavan ajattelua (ks. luku 3.2.2). Kie-
lentdminen nakyy tehtédvissa kahdella tavalla. Parityoskentely ohjaa oppilaita suul-

liseen kielentdmiseen ja perustelun pyytaminen osana vastausta ohjaa kirjalliseen
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kielentdmiseen. Miksi -kysymyksia esitettiin tutkijan toimesta tunneilla, mikali op-
pilaan oli hankala kirjoittaa vastaukselleen perustelua. Kysymyksen kysyminen aut-
toi oppilasta jasentdméan omaa ajatteluaan ja monesti perustelu loytyi, kun sita
kysyi.

Matka logiikkaan -materiaaliin haluttiin kielentdmisen lisaksi mukaan konkreti-
aa, joka luvun 3.3 mukaan helpottaa kognitiivista kuormaa ongelmanratkaisuteh-
tavia ratkoessa. Kahdella ensimméiselld tunnilla oppilailla oli kaytettéavissdan kon-
kreettiset vélineet, loogiset palat. Kolmannella ja neljannella tunnilla konkreettisia
valineitd ei ollut, mutta useissa tehtéavissi oli tehtdvanantoa havainnollistava kuva
ja oppilaita kannustettiin myos itse piirtdméaédn kuvia tilanteen hahmottamiseksi tai
jopa osana ratkaisun perustelua.

Tehtavapaketti paadyttiin koostamaan fyysiseksi, paperille tulostettavaksi pa-
ketiksi monesta eri syysta. Ensinédkin, fyysinen moniste mahdollistaa helpot, tutki-
jalle ndkyvat apumerkinnét, joita oppilaat tekevéit tehtavin ratkaisemisen aikana.
Toiseksi fyysinen paperi on viela télla hetkella oppilaille tutumpaa kuin tietokone-
tyoskentely, ja esimerkiksi apukuvien tai ratkaisun piirtaminen tietokoneella voi olla
oppilaille liian hankalaa. Materiaalin tarkoituksena on keskittyé tehtavien ratkaise-
miseen, eika tietoteknisten haasteiden seldttdmiseen. Tehtévéit voisivat silti toimia
paremmin sahkoisend, mikali oppilaat olisivat tottuneet kayttdméan tietotekniik-
kaa matematiikan tunneilla ja kaytettava alusta mahdollistaisi kuvien piirtamisen
helposti seka eri muodoissa ratkaisun antamisen.

Tehtavatyypit muotoutuivat luvussa 3.1 esiteltyjen, opetussuunnitelmassa mai-
nittujen tavoitteiden mukaisiksi. Tehtavatyypit sisdltavat paattelya ja perustelua,
saantojen ja riippuvuuksien etsimista ja esittdmisté, vastausvaihtoehtojen lukumaéa-
ran pohtimista, vaitelauseiden totuusarvojen paattelya sekéd todistamisen perustei-
ta vapaamuotoisen perustelun keinoin. Tehtavatyypit vaikuttivat herattavan hyvaa
pohdintaa ja keskustelua tunneilla seké parin kanssa, ettd tutkijalle tai opettajalle

omaa ratkaisuehdotusta perusteltaessa.

7.1.2 Haasteet materiaalin kehittamisessa

Kuten missa tahansa padtoksenteossa, ei materiaalin kehittdmisessakaan véltytty
haasteilta. Ensimmaisena haasteena oli tehtavien vaikeustason sovittaminen ylakou-
lulaisille sopivaksi. Ongelmanratkaisutehtavien tiedetédén olevan subjektiivisia (ks.
luku 3.2.1), eikd tutkija voinut olla varma, mitka tehtévit olisivat ongelmanrat-
kaisutehtéavia oppilaille. Tutkija paatyi sisallyttaméan jokaiselle oppitunnille monen
tasoisia ja keskenaén erilaisia tehtavia. Nain on todennakoista, ettd jokaiselle oppi-
laalle 16ytyy materiaalista oman tasoisia ja itselle uusia ongelmanratkaisutehtavia.

Tehtéavien vaikeustason arviointiin liittyy vahvasti tehtavinanto. Tehtdvanannon
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kirjoittaminen yksinkertaiseksi, mutta selkedksi ja lyhyeksi oli toinen haaste materi-
aalia kootessa. Tutkijan kokemuksen mukaan pitkat tehtdvanannot voivat vaikuttaa
negatiivisesti oppilaan motivaatioon, joten tehtavananto yritettiin pitd& lyhyena.
Tehtdavanannon pituuden minimointia ei kuitenkaan tehty selkeyden kustannuksel-
la, vaan tehtavinannosta pyrittiin muodostamaan seka selked ettd lyhyt kokonai-
suus. Tehtavinannot padosin onnistuttiin muodostamaan oppilaiden nédkokulmasta
selkeiksi, mutta muutamia tehtavianantoja muokattiin viela aineistonkeruun jalkeen.

Kolmantena haasteena materiaalia kehitettaessa oli se, ettei tutkija tuntenut
oppilaita, eika nain ollen tiennyt heiddn mahdollisista erityistarpeistaan. Kielelliset
vaikeudet nakyvat varsinkin sanallisten tehtavien ymmartaméttomyytena ja hah-
mottamisen vaikeudet voivat myos hankaloittaa tehtavien tekemista. Materiaalista
péaatettiin tehdd mahdollisimman selkeé siten, etta opettaja voisi kdyttad materiaa-
lia omassa opetuksessaan oman harkinnan ja muokkausten jalkeen.

Neljantenéd haasteena oli muotoilla kysymykset siten, ettéd kirjalliset perustelut
saadaan mukaan ratkaisuun. Ongelmanratkaisutehtéaviin on usein keskenééan erilai-
sia ratkaisun perusteluja samaan tehtavadan. Materiaalista haluttiin luoda sellainen,
ettd se mahdollistaa kaikenlaiset perustelut. Oppilaalle pitéa olla siis mahdollista pe-
rustella ratkaisunsa esimerkiksi tekstind tai kuvana. Tutkijan kokemuksen mukaan
kuitenkin perustelut jadvat usein uupumaan, mikéli perustelua pyydetadn ainoas-
taan heti ongelman jéalkeen ilman erillistd vastaustilaa. Téméan vuoksi paadyttiin
sithen, etta perusteluille on oma erillinen tilansa vastauspaperissa. Tama ei lopulta
kuitenkaan ratkaissut perustelemisen puuttumisen ongelmaa, silla kirjallisia perus-

teluja puuttui tehtavapapereista paljon.
7.2 Materiaalin soveltuminen ylikouluun

Tassa luvussa pohditaan Matka logiikkaan -materiaalin soveltumista yldkoulun ma-
tematiikan oppitunneille tutkimustulosten perusteella. Soveltumista matematiikan
opetukseen lahestytadn oppilaiden motivaation, tehtavien vaikeustason, uuden op-
pimisen seké oppilaiden mielipiteiden nakokulmista.

Matka logiikkaan -oppimateriaali soveltuu ylakoulun matematiikan oppitunneil-
le pddosin hyvin. Materiaalissa on kuitenkin kehitettédvadkin. Materiaalia testates-
sa huomattiin, etta jokaisella oppitunnilla oli liikaa tehtavia. Témén vuoksi jokai-
sen oppitunnin tehtaviin kannattaisi varata kaksi 45 minuutin oppituntia. Yhteenséa
Matka logiikkaan -jaksoon kannattaa kayttaa siis kahdeksan 45 minuutin mittaista
oppituntia.

Havainnointiaineiston pohjalta materiaalin tehtavanantoja muokattiin yksikésit-
teisempdaan ja yksinkertaisempaan suuntaan. Esimerkiksi sukkatehtavéssa etsittiin
pieninta sukkien nostamisen maéraa. Motivaation kannalta tehtdvanannon ymmar-

taminen oli tarkead, silld osa oppilaista kadotti motivaationsa, kun joutui kysymaén
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apua epéaselvdian tehtdvanantoon. Tehtédvanantojen selkeyttdmisen tarpeet nakyivét
myo0s virhetyypeissa. Osa tehtavinannoista oli ymmaérretty vaédrin useasti ja téallaisia
tehtavinantoja muokattiin selkeammiksi testaamisen jalkeen.

Oppilaiden motivaatio vaikutti seka havainnointiaineiston ettd kyselyiden pe-
rusteella hyvaltd, materiaali sai hyvid arvosanoja ja oppilaat kokivat myos oppi-
neensa uutta loogisesta ajattelusta. Kuten mikdan materiaali, ei Matka logiikkaan
-materiaalikaan ole taydellinen. Osa oppilaista oli motivoituneempia kuin toiset, ja
osalla vastausten kirjalliset perustelut jaivat vaillinaisiksi tai puuttuivat jopa ko-
konaan. Matka logitkkaan -tunneilla oli kuitenkin paljon ratkaisujen suullista kie-
lentamista, joten on erittdin mahdollista, etta oppilaiden looginen ajattelu kehittyi
jakson aikana.

Havainnoinnissa huomattiin, ettd yksi oppilaan mielesta ratkaistu tehtava moti-
voi yrittdméaan seuraaviakin tehtavia. Tamén vuoksi on térkedd, ettd ensimmaiset
tehtavat olisivat tarpeeksi selkeité ja etta oppilailla olisi mahdollisuus saada ratkais-
tua ainakin pari ensimmaista tehtavaa.

Tutkimuksessa huomattiin, ettéd oppilailta puuttui vastauksen perusteluja vas-
tauspapereista, vaikka suullisia perusteluja kuului tunneilla melko paljon. Tama ei
silti ole yllattavaa, silla kuten luvussa 3 mainittiin, on kirjallinen kielentdminen hie-

man suullista kielentdmistd haastavampaa.

7.2.1 Motivaatio

Kuten luvussa 3.3 esiteltiin, on motivaatio ja kiinnostus suuressa roolissa ajattelun
kehittymisessd. On siis téarkedd tietda, millaisena oppilaiden motivaatio nayttaytyi
oppituntien aikana. Keskiméérin oppilaat olivat tuntien aikana motivoituneita. Op-
pilaat arvioivat myos itse olleensa motivoituneita tuntien aikana. Tunnit saivat myos
hyvat arvosanat, jotka heijastavat oppilaiden tyytyvéisyytté ja sitd myotd myos mo-
tivaatiota.

Opeteltavan asian tiarkeys vaikuttaa positiivisesti motivaatioon. Alku- ja loppu-
kyselyn valilla esimerkit siitd, mihin loogista ajattelua tarvitaan arjessa, olivat mel-
ko samoja. Jakson aikana oppilaiden ajatus siitd, mihin loogista ajattelua tarvitaan
arjessa, ei selkeytynyt. Oppilaat kuitenkin kokivat loogisen ajattelun kehittamisen
tarkeaksi, vaikka eivat valttamatta osanneet alku- tai loppukyselyssa sanoa, mihin
loogista ajattelua tarvitaan arjessa.

Motivaatioon vaikuttaa myos tehtévien selkeys (ks. 3.2). Jos tehtavénanto on
epaselvé, ei oppilas tiedd mitd hanelta odotetaan ja se vaikuttaa negatiivisesti mo-
tivaatioon. Tehtavanannot koettiin riittavan selkeiksi ja parin kanssa tyoskentelemi-
nen mielekkéaksi. Parityoskentelyn mielekkyyteen voi vaikuttaa myos se, etté usein
matematiikan tunnit kouluissa sisaltédvat paljon itsendista tekemista. Parin kanssa

tehtavistd keskusteleminen ruokkii oppilaan sosiaalisuutta ja tehtdvien tekeminen
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yhdessa ei valttamatta tunnu yhta raskaalta.

7.2.2 Tehtavien vaikeustaso

Oman paattelykyvyn esittdminen vaatii, etta oppilailla on tarvittava ennakkotieto
tehtavan ratkaisemiseen ja asiayhteys on jokseenkin tuttu ja turvallinen (ks. luku
3.2). Tehtévien tulee olla siis vaikeusasteeltaan sopivia, eli sellaisia, ettéd oppilas
joutuu ajattelemaan, mutta saa kuitenkin tehtévadn jonkinlaisen ratkaisun. Tehta-
vat olivat suurimmaksi osaksi oppilaiden mielesta sopivia tai helppoja. Ensimmaéisen
tunnin tehtédvat olivat oppilaiden mielesta helpoimpia, ja kolmannen tunnin tehtéavat
sopivimpia. Virheellisten vastausten lukuméaran perusteella voidaan myos arvioida
tehtavien olleen sopivan haastavia oppilaille. Materiaaliin jai myos useita tehtévia,
joiden vaikeustasoa ei testattu, silld kukaan oppilas ei ehtinyt tehda niité.

Tehtéavien vaikeustasoon vaikuttaa useat tekijat, esimerkiksi oppilaiden tausta.
Oppilasryhménsd hyvin tunteva opettaja voisi eriyttdd oppilaita antamalla heille
eri tasoisia tehtavia. Tahéan ei ollut kuitenkaan mahdollisuutta taméan tutkimuksen
aikana, silla oppilasryhmé ei ollut entuudestaan tuttu tutkijalle.

Oppilaiden mielestéd omia ratkaisuja oli helppo selittéa parille ja parin selittamié
ratkaisuja oli helppo ymmartaa. Tama kertoo myos siita, etta tehtévien vaikeustaso
ei ollut liian haastava. Jos tehtavat olisivat olleet aivan liian haastavia, ei ratkaisun
selittaminen olisi tuntunut helpolta.

Ratkaisujen kirjalliset perustelut jéivat monella kuitenkin uupumaan, vaikka
suullinen perustelu koettiin helpoksi. Tamaé ei kuitenkaan ole yllattavaa, silld kirjal-
lisen kielentdmisen tiedetdan olevan hieman haastavampaa kuin suullinen kielenté-
minen. Liséksi useat oppilaat kokivat, ettd monisteeseen pitéisi perustelu kirjoittaa
"tietyssa muodossa”, eivatké ehka kokeneet suullisen selityksen olevan riittavan ”oi-
keeellinen” perustelu. Oppilaiden kanssa olisi hyvd kédydéa lapi monenlaisia tapoja
ratkaisun perusteluun. Perustelun tarkeyttd matematiikassa pitaisi myos vahvistaa,
silla oppilailla oli selvésti ajatus siité, ettd perustelu ei ole yhta tarkea kuin vastaus,
silla vastauksen kirjoittamisen jalkeen perusteluosuus jatettiin huomiotta. Voi myos
olla, ettd perustelu koetaan "vapaachtoiseksi lisatehtaviksi”, jos perustelemista ei
olla ajateltu térkedna osana ratkaisua.

Tehtavien vaikeustason voidaan ajatella olleen sopiva myos virheellisten vastaus-
ten lukumédarien perusteella. Virheellisten vastausten prosentuaalinen osuus vas-
tauksista vaihteli tunneilla 14 prosentista 31 prosenttiin. Prosentuaalisesti eniten
virheita tuli neljannelld oppitunnilla. Prosenttiosuuden korkeaan lukemaan vaikut-
taa se, etta neljannen tunnin tehtavat olivat tutkijan arvion mukaan kognitiivisesti
haastavampia kuin aiempien tuntien tehtavat. Lisdksi neljannen tunnin tehtévisséa
oli vihemmaén alakohtia kuin muilla oppitunneilla, joten yksittdinen vaara vastaus

vaikutti prosenttiosuuteen suhteellisesti enemmén kuin muilla oppitunneilla. Saman
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syyn vuoksi neljannella tunnilla oli vahiten yritettyja tehtavia. Virheellisten vastaus-
ten kohtuullinen maéra kertoo siita, etté tehtévat olivat sopivan tasoisia oppilasryh-
mélle. Liian helppojen tehtévien kohdalla virheita ei olisi tullut ja liilan vaikeiden

tehtavien kohdalla virheprosentti olisi merkittdvan korkea.

7.2.3 Uuden oppiminen

Oppimateriaalin tarkoituksena on luoda tilanteita, joissa oppiminen on mahdollista
(ks. luku 3.3). Tutkimustulosten perusteella voidaan péaatelld, ettd Matka logiikkaan
-materiaali mahdollistaa uuden oppimisen.

Lahes kaikki oppilaat kokivat oppineensa uutta loogisesta ajattelusta. Uuden op-
piminen nékyi myos oppilaiden suullisissa perusteluissa, silla ne kehittyivat tutkijan
mielesta melko paljon jakson aikana. Jakson aikana oppilaat kokivat oppineensa,
ettd paattelemistd voi harjoitella. Tama on positiivinen tutkimustulos, silla usko
omaan suoriutumiseen on tarkead yrittdmisen ja motivaation kannalta.

Moni oppilaista uskoi oppineensa myos ratkaisun perustelemista. Tama nakyi
selvasti myos tutkijan kerdamassa havainnointiaineistossa, silla suulliset perustelut
kehittyivit jakson aikana. Vaikka kirjalliset perustelut uupuivat monelta oppilaalta
viela viimeiselldkin oppitunnilla, on havainnoinnin pohjalta perusteltua uskoa, etté
ratkaisun perustelemisen taito kehittyi monella oppilaalla. Parityoskentelyn taidot,
omien ratkaisujen selostaminen muille sekd muiden ratkaisujen kuunteleminen ke-
hittyivat myos suuren osan mielesta. Opetussuunnitelmassa perustelemisen ja kom-
munikaation taidot ovat térkeitd, ja edelld mainintut opitut asiat lukeutuvat kom-
munikaatioon.

Loogisen ajattelun oppimateriaalin tarkoituksena oli kehittad loogiseen ajatte-
luun kuuluvia osataitoja, kuten paéttelemisté, perustelemista ja kommunikaatiota,
silla logiikan sisaltoja ei yldkoulussa vield opeteta. Tutkimustuloksiin nojaten on

perusteltua olettaa, ettd materiaali saavutti tdmén tavoitteen ainakin osittain.
7.2.4 Oppilaiden mielipiteet

Seké havainnointiaineiston etta kyselyiden vastausten perusteella oppilaat kokivat
materiaalin hyvéksi. Materiaalin arvosanat olivat keskiméaérin kiitettavia, ja oppilaat
vaikuttivat tunneilla motivoituneilta tehtdvien ratkaisemiseen. Oppilaiden mielesté
mielenkiintoisin tunti oli kolmas tunti. Vahvistusta talle padtelmalle antaa myos
kyseisella tunnilla yritettyjen tehtdvien lukumaééaré, joka on toisiksi korkein kaikista
tunneista.

Suurin osa oppilaista koki materiaalin tehtévien tekemisen mieluisaksi ja myos
yvhdessa tekeminen koettiin miellyttavana. Myos tuntien laksyttomyys oli muuta-

mien oppilaiden mielesta kivaa. Negatiivisia kommentteja materiaalista tai oppitun-
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neista tuli vdhan. On kuitenkin hyva muistaa, etta kriittisen palautteen antaminen
voi tuntua vaikealta, kun oppilaan tulisi vieraalle, hinta vanhemmalle tutkijalle an-
taa palautetta. Muutamia kehitysehdotuksia kuitenkin tuli, vaikka osa niistdkin oli
verhottu oman osaamisen tai omien mielipiteiden taakse.

Yleisesti materiaalia seka tunteja kuvailtiin kuitenkin todella positiivisesti "ki-
vaksi”, "hyviksi”, "hauskaksi” ja "rennoksi”. Oppilaat tiesivit tutkijan koonneen
materiaalin itse, ja tamaéakin voi vaikuttaa oppilaiden kohteliaaseen palautteenan-
toon. Téallaisten kommenttien perusteella voidaan silti perustellusti paatella, etta

oppilaiden mielestd materiaali oli keskimaérin hyva.

7.3 Tutkimustulosten luotettavuus, tutkimuksen rajoitteet

ja jatkotutkimusaiheet

Laadullisen tutkimuksen luotettavuutta voidaan tarkastella validiuden seké reliaa-
beliuden kautta. Validius tarkoittaa sitéd, ettd tutkimuksen kohteena oleva ilmi6 on
madritelty eheésti siten, etta tutkimuksen menetelméat tukevat méaritelméa. Reliaa-
belius tarkoittaa sita, etta eri mittaukset tuottavat samansuuntaisia tuloksia. Lisaksi
tutkimusetiikka vaikuttaa tutkimuksen luotettavuuteen. (Puusa & Juuti 2020)

Tamén tutkimuksen luotettavuutta tarkasteltaessa validiuden arviointi liittyy
tutkittavan ilmion, loogisen ajattelun kehittamisen ylakoulun oppimateriaalin, méaa-
rittelyyn. Loogisen ajattelun kehittdminen on maéritelty luvussa 3. Samassa luvus-
sa on esitelty, miten loogisen ajattelun kehittaminen esiintyy yldkoulun opetussuun-
nitelmissa seka ylakoulun oppikirjoissa. Tutkimuksen kohteena oleva ilmi¢ on siis
kuvailtu selkedsti jo teoreettisessa viitekehyksessa.

Reliaabeliuden tarkastelu on haasteellista kehittamistutkimuksellisen tutkimusot-
teen vuoksi. Vaikka kehittdmistutkimuksella pyritdan myos tieteellisen tiedon luo-
miseen, on itse kehitettava materiaali suuressa roolissa. Kehittdmistutkimuksia op-
pimateriaaleihin on saatavilla useita (ks. luku 5), mutta spesifisti ylakoulun loogisen
ajattelun kehittamisen oppimateriaaliin kehittdmistutkimusta ei olla tehty. Téysin
vertailukelpoisia tutkimustuloksia ei siis ole saatavilla. Kehittdamistutkimuksen tut-
kimustulokset ovat kuitenkin samansuuntaisia teoreettisessa viitekehyksessé (ks. lu-
ku 3) esitettyjen ajattelun kehittdmisen ja oppimateriaalin tutkimusten tutkimus-
tulosten kanssa.

Tutkimusetiikka otettiin huomioon koko tutkimuksen tekemisen aikana. Tutki-
musluvat kysyttiin asianmukaisesti kunnalta seka oppilailta ja heidan vanhemmil-
taan. Tutkimuksen osallistujat anonymisoitiin, eika tutkimustuloksista voida yksiloi-
da osallistujia. Osallistujilla oli my6s mahdollisuus kieltaytyéa tutkimukseen osallis-
tumisesta missa tahansa vaiheessa tutkimusta. Tutkimusaineistoa késiteltiin GDPR-

asetuksen mukaisesti ja se poistettiin heti, kun sité ei tutkimukseen endé tarvittu.
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Kuten kaikkiin tutkimuksiin, liittyy tdhankin rajoitteita. Havainnointiaineistoa
kerési vain yksi henkil6 (tutkija itse) ja havainnointi tapahtui tunnin pitdmisen ohel-
la. Havainnoinnista pyrittiin silti saamaan mahdollisimman objektiivista. Oppilaiden
mielipidekyselyt toteutettiin oppituntien lopulla. Tamé saatta vaikuttaa oppilaiden
vastauksiin, silla usein oppilailla on kiire pois tunnilta. Tata pyrittiin estdméaan kui-
tenkin siten, ettei luokasta saanut poistua heti kyselyyn vastattuaan. Kyselyjen vas-
tauksissa on myos hyvd huomioida vastaajien ikd. Osa kyselyjen vastauksista olivat
sellaisia, jotka eivat liittyneet kysymykseen mitenkéaan, esimerkiksi vastaukset "Hy-
vaa joulua” tai "Moikka”. Téllaisia irrelevantteja vastauksia oli kuitenkin verrattaen
pieni maara vastauksista.

Tutkimuksen teon aikana nousi useita jatkotutkimusaiheita. Ensinnakin, mate-
riaaliin jai tehtavia, joita ei ehditty tunneilla testata. Materiaalia olisi hyva kehittaa
eteenpéin kokeilemalla sitda useamman luokan kanssa siten, etta koko jaksoon kayte-
tdan kahdeksan 45 minuutin oppituntia. Materiaalin vaikuttavuutta olisi myo6s mie-
lenkiintoista tutkia. Tassa tutkimuksessa keskityttiin oppilaiden mielipiteisiin seka
heidén kokemuksiinsa esimerkiksi uuden oppimisesta. Loogisen ajattelun tasoa voisi
mitata ennen ja jélkeen jakson, jotta saataisiin objektiivista nayttod uuden oppi-
misesta jakson aikana. Lisdksi materiaalia voisi kehittda soveltuvammaksi erilaisille
oppilaille siten, ettd materiaali huomioisi mm. kielelliset, hahmottamisen seké toi-

minnanohjauksen haasteet.
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LIITE A. Neljannen tunnin kyselylomake

Matka logiikkaan - Oppitunti 4 ja
loppukysely s

Vastaathan alla oleviin kysymyksiin rehellisesti. Vastauksia kdytetddn nimettémana materiaalin
kehittamiseen.

* Pakollinen

Oppitunti 4

1. Oppilastunnus (I6ytyy monisteen ylareunasta) *

2. Mitka tehtavat sait ratkaistua (yhdessa tai parin kanssa) tunnin aikana? *

D Tehtdva 1: Liisa unohduksien metsdssa
D Tehtdva 2: Kuningattaret laudalle
Tehtéva 3: Kuninkaan aarre

Tehtéva 4: Rikostutkija Rimpula
Tehtava 5: Myontyvdinen kuningas

Tehtava 6: Keta katselen?

O 000

29



3. Kuinka helppoja tai vaikeita tehtavat olivat sinulle?

Aivan liilan  Vahan liian Véhan liian  Aivan liian  En yrittanyt
helppo helppo Sopiva vaikea vaikea tehtavaa

Tehtava 1:

tirilsoahduksien O Q Q O Q Q

metsassa

Tehtava 2:

Kuningattaret O O O O O O

laudalle

Tehtava 3:

Kuninkaan O O O O O O

aarre

Tehtava 4:

Rikostutkija O O O O O O

Rimpula

Tehtava 5:

Myontyvadine O Q Q O Q Q

n kuningas

Tehtava 6:

Ket O O O O O O

katselen?

4. Jarjesta tunnin tehtdvat mielenkiintoisimmasta tylsimpaan.
Raahaa mielenkiintoisin tehtava ylimmaksi. *

Tehtava 1: Liisa unohduksien metséssa
Tehtava 2: Kuningattaret laudalle
Tehtéva 3: Kuninkaan aarre

Tehtéva 4: Rikostutkija Rimpula
Tehtava 5: Myontyvainen kuningas

Tehtava 6: Keta katselen?



5. Lue vaittamat ja merkitse, oletko samaa vai eri

Samaa
mielta

Omien

ratkaisujen

selittdminen O
parille oli

helppoa

Ratkaisun

perustelu oli Q
helppo keksia

Muiden

oppilaiden

ratkaisuja oli O
helppo

ymmartaa

Opin uutta

loogisesta O

ajattelusta

Osittain
samaa
mielta

O

mieltad niiden kanssa. *

En osaa
sanoa

O

Osittain eri
mielta

O

Eri mielta

O

6. Kuinka monta tahtea antaisit oppitunnin tehtaville? (1 on huonoin ja 5 on paras)

*

7. Vapaa sana

esim.

Oliko materiaalissa jokin erityisen mielenkiintoinen tehtava?

Millaisia tehtavia olisit halunnut lisaa?



Loppukysely

8. Mita looginen ajattelu mielestasi tarkoittaa? *

9. Missa arkieldman tilanteissa tarvitaan loogista ajattelua? Anna vdhintaan yksi
esimerkki. *

10. Mille tunneille osallistuit? Valitse kaikki, joiden aikana olit tunnilla. *

D Loogisten palojen ominaisuudet ja totuus (Oppitunti 1, perjantai)
D Jonoja ja ryhmié loogisilla paloilla (Oppitunti 2, maanantai)
D Sanallisten tehtavien paattelya (Oppitunti 3, torstai)

D Paattelya sanoista ja kuvista (Oppitunti 4, perjantai)

11. Jarjesta tunnit mielenkiintoisimmasta tylsimpaan. *
Loogisten palojen ominaisuudet ja totuus (Oppitunti 1)
Jonoja ja ryhmid loogisilla paloilla (Oppitunti 2)
Sanallisten tehtavien paattelya (Oppitunti 3)

Paattelya sanoista ja kuvista (Oppitunti 4)



12. Opin Matka logiikkaan -tunneilla jotain uutta loogisesta ajattelusta. *

O Kyl
O En

13. Mitd uutta opit? Valitse kaikki sopivat vaitteet. *

D Ratkaisun perustelemista

D Ratkaisuni selostamista muille

[:] Oikeita ratkaisuja voi olla useita

D Ei ole olemassa "parasta” ratkaisua

D Kuuntelemaan muiden ratkaisuja

D Yhteisty6taitoja

D Paattelemista voi harjoitella

D Looginen ajattelu on hyddyllista arjessa

D Jotain muuta



14. Mika esti sinua oppimasta? Valitse kaikki sopivat vaitteet. *

D Tehtavat olivat liian vaikeita

Tehtavat olivat liian helppoja
Paritydskentely ei onnistunut

Minua ei kiinnostanut

Olin vasynyt

Olen matematiikassa huono

Tehtavat olivat epaselvia

Luokassa oli lilkaa halinaa

Tehtavat tuntuivat turhilta

En ymmartanyt tehtavia, vaikka sain apua

Jokin muu syy/en tiedd

I N O I A I R O O 0 A N R A

15. Mikd muu esti oppimistasi? *

16. Mitd muuta opit loogisesta ajattelusta? *

17. Lue vaittamat. Valitse, oletko vaittaman kanssa samaa vai eri mielta. *

8sittain o
$3maa EMEE ER 8533 Beittain & o
miglig mislta $3n83 mislta EFl miglta



Tehtavat
olivat
motivoivia
minulle

Looginen
ajatteluni
kehittyi
jakson aikana

Loogisen
ajattelun
tehtavia tulisi
olla
enemman
matematiikan
oppikirjoissa

Tarvitsin
paljon apua

Tehtdvananno
t olivat
selkeita

Opin, etta
oikeita
ratkaisuja
samaan
tehtavaan voi
olla useita

Tein tehtavia
mielellani

Minusta oli
kiva tehda
tehtavia
yhdessa
luokkakaverin
kanssa

Opin
perustelemaa
n omia
ratkaisujani
entista
paremmin

Loogista
ajattelua on
tarked
kehittaa



18. Kuinka monta téhtea antaisit Matka logiikkaan -tunneille yhteensa? (1 on
huonoin ja 5 on paras) *

19. Vapaa sana

Terveisia tai palautetta materiaalista tai oppitunneista.

Tama ei ole Microsoftin luomaa tai suosittelemaa siséltoa. Lahettamasi tiedot lahetetadn lomakkeen omistajalle.

Microsoft Forms



LIITE B. Matka logiikkaan -oppimateriaali

Matka logiikkaan
Oppitunti 1 Oppilastunnus:

Loogisten palojen ominaisuudet ja totuus

Tehddidn yhdessa: Tutustutaan loogisten palojen ominaisuuksiin

Tdydenna taulukko ohjeiden perusteella.

ominaisuus vaihtoehdot

Tehtava 1: Arvaa pala!
Pelissa on kysyjdn ja vastaajan roolit.

Vastaaja valitsee pelin aluksi yhden loogisen palan ja painaa sen mieleensa.
Kysyjan tehtdvana on yrittda pddtelld, minka palan vastaaja on valinnut.
Paattelyn apuna kysyja saa kayttad kysymyksid, joihin vastaaja vastaa
ainoastaan "kylld” tai "ei”. Vaarat arvaukset lasketaan kysymyksiksi. Ympyroi
taulukosta oma roolisi pelissd. Laskekaa, kuinka monta kysymysta kaytettiin
ennen oikeaa vastausta ja merkatkaa ne taulukkoon. Vaihtakaa taman
jalkeen rooleja. Pelatkaa pelia yhteensa 6 kertaa.

peli 1 peli 2 peli 3 peli 4 peli 5 peli 6

lini kysyja kysyja kysyjd kysyjd kysyjd kysyjad
roolini

vastaaja vastaaja vastaaja vastaaja vastaaja vastaaja
kysymysten
lukumaara

Pohtikaa pelien jdlkeen yhdessd, millaisia kysymyksia pelissa kannattaa
kysya. Miksi?

© Niina Ahola, 2022
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Matka logiikkaan

Oppitunti 1

Tehtdva 2a: Onko vaite tosi?

Arvioi, onko annettu vaite annetulle palalle tosi vai epadtosi. Merkitse vastaus

rastilla oikeaan sarakkeeseen. Ympyroi vditteesta epatodet kohdat.

Esimerkki:
pala vdite tosi | epdtosi
A |Palaon ja pieni. X
pala vdite tosi | epatosi

Pala on punainen.

Pala on iso ja nelio.

Pala on reidtdn ja ympyra.

Pala on pieni tai vihrea.

Pala ei ole keltainen ja se ei ole reidllinen, ja
se on ympyra tai kolmio.

Pala on pieni ja vihred, tai se on iso ja kolmio.

Pala ei ole sininen tai punainen, ja siind ei ole
reikaa.

Pala on pieni ja reidllinen, tai se on punainen
ympyra.

Oe>o

Pala on iso tai punainen, ja se on reidton tai
ympyra.

Pala on iso ja pieni.

Pala on iso tai pieni.

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan

Oppitunti 1

Tehtava 2b: Totuuden etsintaa - montako vaihtoehtoa loydat?

Vdite voi olla tosi useammalle erilaiselle palalle. Etsi kaikki ne palat, joille
annettu vaite on tosi. Merkitse vditteen toteuttavat palat rastilla.

vaite

palat, joille viite on tosi

Pala on punainen.

Pala on iso ja nelio.

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 1

Pala on reidtdn ja
ympyra.

Pala on pieni tai vihrea.

Pala ei ole keltainen ja
se ei ole reidllinen, ja se
on ympyra tai kolmio.

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 1

Pala on pieni ja vihred,
tai se on iso ja kolmio.

Pala ei ole sininen tai
punainen, ja siina ei ole
reikaa.

Pala on pieni ja
reidllinen, tai se on
punainen ympyra.

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan

Oppitunti 1
LB L L
LN L Bo
JP:Laeoonniigi;?(;r??:iainen’ ‘. . ® ‘ ®
ympyra. ‘o ‘o °°
Ar A Aa
As Aa A a
LB L =
LN L B
Pala on iso ja pieni. ‘. .. ‘.
C- N - X Qo
Ar A Aa
As Aa A a
LB L =
Bco Bo B
Pala on iso tai pieni. ‘. .. ‘.
©°0o° Qo
Ar A Aa
As Aa A a

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 1

Tehtava 3a: Keksi tosi ja epatosi viite

Keksi jokaiselle palalle kaksi vditetta siten, ettd toinen vaite on tosi ja toinen
epdtosi. Jokaisen vditteen pitda sisaltda ainakin yksi seuraavista sanoista:

»on ;Mo _m

"ja’, "tal’, "el’.
T

Tosi vaite:

Epatosi vaite:

A

Tosi vaite:

Epatosi vaite:

Tosi vaite:

Epatosi vaite:

. @~ B

Tosi vdite (molemmille paloille):

Epatosi vdite (molemmille paloille):

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan

Oppitunti 1

Tehtava 3b: Keksi tosi ja epatosi vaite kahdelle palalle

Valitkaa yhdessa kaksi erilaista loogista palaa. Keksikaa valituille paloille
yhteensd kolme vditettd. Ensimmadisen vditteen pitdd olla tosi molemmille
paloille, toisen vditteen tosi toiselle ja epdtosi toiselle valitulle palalle ja

kolmannen vditteen pitaa olla epatosi molemmille paloille.

Piirtdkaa valitut palat taulukkoon ja merkatkaa myds niiden ominaisuudet.
Kirjoittakaa vditteet taulukon alapuolelle.

Esimerkki:
piirros vari koko muoto reidllisyys
pala 1: punainen -
mpyra
sininen iso reika
nelié
. keltainen ( pieni ) Kolmi
olmio
( vihrea )
pala 2: punainen "
mpyra
keltainen pieni oo ei reikaa
olmio
Tosi vdite molemmille paloille: Pala on vihred, ja se ei ole kolmio.
Tosi vdite vain toiselle palalle: Pala on pieni ja reidton.
Epdtosi vdite molemmille paloille: Pala on iso ja ympyra.
da.
piirros vari koko muoto reidllisyys
pala 1: punainen
- . ympyra s
sininen iso reika
keltainen pieni ] ei reikdi
kolmio
vihrea
pala 2: punainen
L . ympyra -
sininen iso reika
: . nelio -
keltainen pieni ] ei reikaa
kolmio
vihrea

Tosi vaite molemmille paloille:

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 1

Tosi vaite vain toiselle palalle:

Epatosi vdite molemmille paloille:

b.
piirros vari koko muoto reidllisyys
pala 1: punainen
L mpyra
sininen iso Y r:y reikd
nelio
keltainen pieni ] ei reikaa
kolmio
vihred
pala 2: punainen
L mpyra
sininen iso Y ;:y reikd
nelié
keltainen pieni ] ei reikaa
kolmio
vihrea

Tosi vaite molemmille paloille:

Tosi vdite vain toiselle palalle:

Epatosi vdite molemmille paloille:

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 1

BONUS: Osaatteko valita kaksi palaa niin, ettd on mahdotonta muodostaa

vdite, joka on tosi molemmille?

Jos vastasitte kylld, anna esimerkki:

Jos vastasitte ei, miten perustelette vastauksenne?

Osaatteko valita kaksi palaa niin, ettd on mahdotonta muodostaa vaite, joka

on epdtosi molemmille?

Jos vastasitte kylld, anna esimerkki:

Jos vastasitte ei, miten perustelette vastauksenne?

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 1

Tehtdva 4: Padttele saanto

Annetut palat on jaettu kahteen eri ryhmaan saannoén avulla. Toisessa
ryhmassa saanto on tosi jokaiselle ryhman palalle ja toisessa ryhmassa
sdanto on epatosi jokaiselle ryhman palalle.

Padttele parin kanssa saantd, jonka mukaan palat on jaettu ryhmiin. Kirjoita

sdanto taulukon yldapuolelle.

Esimerkki:

Saanto: Pala on neli6.

sdantd voimassa

saanto ei voimassa

s ° A

a. Saanto:

sdaantd voimassa

sddnto ei voimassa

A
B o

* A " A

b. Sdanto:

saanto voimassa

sadnto ei voimassa

®'0 °pg

c. Saanto:

sdaanto voimassa

sdadnto ei voimassa

A
ao,

A.AQ.
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Matka logiikkaan
Oppitunti 1

d. Saanto:

sdantd voimassa sadnto ei voimassa

oHo Agh o

BONUS: Tdydenna itse alla olevat taulukot piirtamalla sinne paloja, ja
anna parisi keksiad saannot!

Sdanto:

sddntd voimassa sddnto ei voimassa

Saanto:

sdantd voimassa sadnto ei voimassa

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 2 Oppilastunnus:

Jonoja ja ryhmia loogisilla paloilla

Tehtava 1a: Jatka jonoa

Havainnoi parin kanssa annettua loogisten palojen jonoa. Padtelkad, mika pala
sopii jonoon seuraavaksi.

Piirrd pala ja ympyroi sen ominaisuudet taulukosta.

Keksikda yhdessa saantd (tai sadnnot), jota jono noudattaa. Kirjoita saanto
taulukon alle.

a.
vari koko muoto reidllisyys
. L mpyra
punainen sininen iso ympy reika
. _ - nelio o
keltainen vihred pieni ] ei reikad
kolmio
Jonon sdaanto:
b.

Ho@-° A

vari koko muoto reiallisyys
. L ympyra
punainen sininen iso reika
keltainen vihred pieni . ei reikad
kolmio

Jonon sdaanto:

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 2

s B

vari koko muoto reidllisyys
. L mpyra
punainen sininen iso ympy reika
) o o nelio o
keltainen vihred pieni ] ei reikad
kolmio
Jonon saanto:
vari koko muoto reidllisyys
. L mpyra
punainen sininen iso ymey reika
) _— - nelio R
keltainen vihrea pieni ] ei reikdi
kolmio

Jonon saanto:

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 2

o ® A

vari koko muoto reidllisyys
. L mpyra
punainen sininen iso ympy reikd
. _— - nelio o
keltainen vihred pieni ] ei reikad
kolmio
Jonon saanto:
f.
vari koko muoto reiallisyys
. - ) ympyra .
punainen sininen iso reika
. _— - nelio o
keltainen vihred pieni ] ei reikaa
kolmio

Jonon sdaanto:

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 2

Tehtava 1b: Vaihtoehdot
seuraavaksi palaksi

Sinulla on kaytossasi vieressa
olevat palat. Muodosta edellisen

tehtdvan jonot annetuista paloista.

Huomaa, ettad keskenaan
samanlaisia paloja ei ole.

Kuinka monta erilaista palaa sopii
jonoon seuraavaksi?

Mitkd palat sopivat sarjaan
seuraavaksi? Piirrd tai kirjoita.

a.

Vaihtoehtoja seuraavaksi palaksi on ____ kpl.
Sopivia paloja ovat:

b.
Vaihtoehtoja seuraavaksi palaksi on ____ kpl.

Sopivia paloja ovat:

- I

A

Vaihtoehtoja seuraavaksi palaksi on

Sopivia paloja ovat:

© Niina Ahola, 2022
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Matka logiikkaan
Oppitunti 2

d.
Vaihtoehtoja seuraavaksi palaksi on ____ kpl.
Sopivia paloja ovat:

e.
Vaihtoehtoja seuraavaksi palaksi on ____ kpl.
Sopivia paloja ovat:

f.

A

Vaihtoehtoja seuraavaksi palaksi on ____ kpl.

Sopivia paloja ovat:

© Niina Ahola, 2022




Matka logiikkaan
Oppitunti 2

Tehtava 1c: Taydenna jono

Sinulla on kaytossdsi vieressa olevat
palat. Muodosta niista ensin
annettu jono.

Mika pala sopii tyhjaan ruutuun?
Piirrd tai kirjoita.

Selvitd jonon sdanto ja kirjoita.

A @ a AQ » @

Tyhjaan ruutuun sopii:

Jonon sdanto:

AAAGOO -

Tyhjaan ruutuun sopii:

Jonon sdanto:

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 2

H:+sAO

Tyhjaan ruutuun sopii:

Jonon saanto:

Tyhjaan ruutuun sopii:

Jonon sdanto:

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 2

Tehtava 2: Puuttuva palanen

Paattele parin kanssa, mika pala sopii tyhjdaan ruutuun. Piirrd pala ruudukkoon ja
kirjoita sen ominaisuudet ruudukon viereen. Perustele valintasi.

a.
Palan ominaisuudet:
. ‘ Perustelu:
b.
Palan ominaisuudet:
| o A
Perustelu:
B o A
| o
C.

Palan ominaisuudet:

Perustelu:

]
>
H e
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Matka logiikkaan
Oppitunti 2

Palan ominaisuudet:

d.

. Perustelu:

Tehtava 3: Muodosta oma jono

Muodosta loogisista paloista jono, ja anna parisi ratkaista siihen seuraava pala.
Kaytettavissa on yksi sarja loogisia paloja, eli jokainen pala on erilainen.

a. Tee jono, jonka jatkoksi sopii tasan yksi pala. Piirrd palat ruutuihin.

Saiko parisi ratkaistua seuraavan palan ilman vinkkeja?

Oliko ratkaisu sama, jota sind ajattelit jonoa rakentaessa?

b. Tee jono, jonka jatkoksi sopii enemman kuin yksi pala. Piirra palat ruutuihin.

Saiko parisi ratkaistua seuraavan palan ilman vinkkeja?

Oliko ratkaisu sama, jota sind ajattelit jonoa rakentaessa?

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 2

Tehtava 4: Virheellinen jono!

Voi eil Jonoja muodostaessa kavi moka ja nyt jokaisessa jonossa on yksi vaara
pala.

Mika pala ei kuulu jonoon? Mika pala sopisi virheellisen palan tilalle?

Merkitse virheellinen pala rastilla ja kirjoita jonon alle, mika pala sen tilalle sopii.
Perustele vastauksesi.

a.

Palan tilalle sopii:

Perustelu:

o |© o llo ©: A

Palan tilalle sopii:

Perustelu:

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan

Oppitu

C.

nti 2

A

Palan tilalle sopii:

Perustelu:

d.

Palan tilalle sopii:

Perustelu:

s @

A

Palan tilalle sopii:

Perustelu:

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 2

Tehtava 5: Palojen luokittelua

Keksikaa parin kanssa sdaantojd, joiden avulla annetut palat voidaan luokitella
laatikoihin ohjeiden mukaisesti. Kirjoita sdannot laatikoihin

a. Annetut palat jaetaan kahteen laatikkoon siten, ettd kummassakin
laatikossa on yhtda monta palaa.

A s

b. Annetut palat jaetaan kolmeen laatikkoon siten, etta jokaisessa laatikossa
on yhtd monta palaa.

c. Annetut palat jaetaan kolmeen laatikkoon siten, ettd jokaisessa laatikossa
on vdhintdan yksi pala.

HA OA:
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Matka logiikkaan
Oppitunti 2

d. Annetut palat jaetaan neljdan laatikkoon siten, ettd jokaisessa laatikossa on
vahintaan kaksi palaa.

® B -AAAA

BONUS: Keksitké muita tapoja jakaa samat palat ryhmiin? Kirjoita vaihtoehtoiset
sddnnot alle.

a.

© Niina Ahola, 2022



Matka logiikkaan
Oppitunti 3 Oppilastunnus:

Sanallisten tehtdvien paattelya

Tehtdva 1: Montako sukkaa? ‘ , U

a. Pilkkopimedn huoneen laatikossa on 14 punaista ja 14 sinista sukkaa.
Mika on pienin maara sukkia, joiden nostamisen jdlkeen voit olla varma, etta
kadessasi on vdhintdan kaksi saman varista sukkaa?

Vastaus: sukkaa

Perustelu:

b. Entd jos laatikossa on 12 punaista, 12 sinista ja 12 keltaista sukkaa?
Montako sukkaa tdlldin pitdd vdhintddn nostaa, jotta sinulla
on varmasti ainakin kaksi samanvaristd sukkaa? 7

Vastaus: sukkaa

Perustelu:

c. Talla kertaa laatikossa on nelja punaista ja kuusi keltaista sukkaa.
Kuinka monta sukkaa sinun pitda vahintaan ottaa, jotta sinulla on
varmasti kaksi punaista sukkaa?

Vastaus: sukkaa

Perustelu:
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Matka logiikkaan
Oppitunti 3

Tehtdva 2: Paadttele iat

lhmisten idt ovat menneet sekaisin. Padttele vihjeiden avulla ihmisten idt ja
merkitse ne taulukkoon.

a. Miisa on kaksi vuotta nuorempi kuin Linda. Miisa
Linda on viisi vuotta nuorempi kuin Siiri.
Siiri on vuotta nuorempi kuin Joanna. Linda
Jenni on kolme vuotta vanhempi kuin Miisa.
Joanna on 15-vuotias. Siiri
Jenni
Joanna

b. Maria on viisi vuotta nuorempi kuin Sonja. Maria
Joonas on kolme vuotta vanhempi kuin Maria. .
. N . . Sonja
Maria on yhtd vanha kuin Sami.
Sami on 12-vuotias. Joonas
Sami
c. Pekka on kaksi kertaa vanhempi kuin Paavo. Tero
Paavo on kaksi vuotta nuorempi kuin Laura.
Laura on kolme vuotta vanhempi kuin Tero. Laura
Tero on 13-vuotias.
Paavo
Pekka
d. Kaksi lapsista ovat saman ikaisia. Pinja
Lasten yhteenlaskettu ikd on 50 vuotta.
Pinja on nelja vuotta vanhempi kuin Pasi. Pasi
Serina on 11 vuotta nuorempi kuin Pinja.
Saara on 5 vuotta vanhempi kuin Serina. Serina

Pasi on 11-vuotias.

Tarmo ei ole saman ikdinen kuin Pinja tai Saara. | Saara

Tarmo
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Tehtava 3: Eldimet jarjestykseen

Eldintarhan eldimet ovat sikin sokin. Jarjesta eldimet taulukkoon ohjeiden
mukaisesti.

Kirjoita vastaukset taulukkoon.

@) \
( .
seepra kilpikonna pollo kadrme panda rapu

a. Kilpikonna on péllén
ylapuolella.
Panda on kddrmeen ja
kilpikonnan valissa.

P6ll6 on ravun vasemmalla
puolella.

Seepra on pandan
alapuolella.

b. Kdairme on alarivilla.
Poll6 ei ole kddrmeen
yldapuolella.
Panda on seepran ja p6llén

valissa.
Kilpikonna ei ole pandan
alapuolella.

Rapu ei ole pollon
alapuolella.

¢. Rapu, panda ja p6ll6 ovat
samalla rivilla.
Kilpikonna ei ole seepran
vieressa.

Kadrme on po6llén
alapuolella.
Panda on kilpikonnan

ylapuolella.
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Tehtava 4: Murhamysteereja

Rouva Ruusuniemi on kutsunut kesdhuvilallensa vieraita juhlimaan. Kesdhuvila

sijaitsee saarella, jonne ei padase muita kuin rouva Ruusuniemen kutsuvieraat. Juhlat

jatkuvat pitkalle yohon, ja vieraat siirtyvat vahitellen juhlien jalkeen omiin
huoneisiinsa nukkumaan.

Aamulla Rouva Ruusuniemi loytyy kuolleena ja sind saat johtaa murhatutkintaa.
Tehtavanasi on tunnistaa, kuka tai ketka murhasivat Rouva Ruusuniemen.

Muista, ettd syyttomat puhuvat aina totta. Murhaaja valehtelee aina ainakin
kerran. Murhaajia voi olla enintdaan kaksi. Jos murhaajia on kaksi, molemmat
valehtelevat vahintaan kerran. Poliisikonstaapeli Rinne ei voi olla murhaaja, paitsi
jos muita mahdollisuuksia ei ole.

a. Kuulusteltavana on kolme henkilda: Julia, Pirjo ja Eemeli.

Pirjo ja Eemeli eivdt
pidd toisistaan. He
eivdt ole

rikoskumppaneita.

Myonnan! Murhasin
Ruusuniemen. Mutta
Julia auttoi minua!

Julia Pirjo

Olen syyton!
Joku muu on
murhaaja.

Eemeli

Kuka tai ketka murhasivat Ruusuniemen?

Perustelu:
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b. Kuulusteltavana on kolme henkil64, Suvi, Dennis ja Tuomas.

Ndin kun Tuomas
puukotti Ruusuniemea ja

juoksi
sitten metsadn.

Tuomas on murhaaja!
Nédin sen omin silmin, kun
han ampui Ruusuniemed
ja piiloutui sitten
huoneeseensa.

Dennis

Mind en ole tappanut
ketddn! Sain tietdaa

Ruusuniemen kuolleen
vasta aamulla.

Tuomas

Kuka tai ketka murhasivat Ruusuniemen?

Perustelu:
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c. Kuulusteltavana on nelja henkil6a, Suvi, Pirjo, Tuomas ja Dennis.

Tieddn, etta
Tuomas on
syyton.

Dennis on murhaaja.
Ndin murhan omin
silmin.

Murhaaja on joko
Suvi tai Tuomas.

En tiedd, murhasiko
Dennis Ruusuniemen,
mutta jos murhasi,
niin Pirjo auttoi

varmasti.

Tuomas Dennis

Kuka tai ketka murhasivat Ruusuniemen?

Perustelu:
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d. Kuulusteltavana on viisi henkilod, Eemeli, Pirjo, Julia, Anneli ja poliisikonstaapeli

Rinne.
Tiedan, etta Julia ei Julialla on
ole murhaaja. Olin huoneessaan veitsi,
hanen kanssaan koko olen nahnyt sen!
illan.
/
Eemeli Pirjo

Omistan pienen
veitsen, mutta vannon
etten ole murhaaja.
Juttelin Eemelin kanssa,
kun murha tapahtui.

Tytto valehtelee!
Julia on murhaaja.

Julia Anneli

Tiedan varmasti, etta
murhaajia oli vain yksi.

poliisikonstaapeli Rinne

Kuka tai ketka murhasivat Ruusuniemen?

Perustelu:
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e. Kuulusteltavana on kuusi henkil6a, Julia, poliisikonstaapeli Rinne, Dennis, Suvi,
Eemeli ja Pirjo.

Olin sisalla Suvin
takana poydan
daressd, kun
kuulimme yldkerrasta
laukauksia.

Murhan aikaan olin
puutarhassa
Denniksen kanssa.

Julia poliisikonstaapeli
Rinne

Olin juuri
puhumassa

Pirjolle, kun murha
tapahtui.

Olin Julian kanssa
ulkona, kun
Ruusuniemi
murhattiin.

Dennis Suvi

Poliisikonstaapeli
Rinne istui Suvin
takana poydan

ddressa murhan
hetkella.

My6s mina olin
puutarhassa murhan
tapahtuessa ja nain
Denniksen ja Julian.

Eemeli Pirjo

Kuka tai ketka murhasivat Ruusuniemen?

Perustelu:
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Tehtava 5: Rehti vai retku?

Olet pddtynyt saarelle, jossa asuu vain joko rehtejd ja retkuja.
Rehdit puhuvat aina totta, ja retkut valehtelevat aina. Saatko
selville, kuka on rehti ja kuka retku? Merkitse vastauksesi
taulukkoon.

Huomaa, ettd jokaisessa tehtdvdssa pystyy paattelemaan
vahintaan yhden henkilon!

a. Kysyt ensin Artolta, onko han rehti vai retku. Arto puhuu niin hiljaa, ettet kuule
hdnen vastaustaan. Et kehtaa toistaa kysymystdsi Artolle, joten kysyt Beritilta:
"Mitd Arto vastasi?’. Berit vastaa sinulle: "Arto sanoi olevansa retku’. Voitko
paatella, onko Arto rehti vai retku? Enta Berit?

Arto: Berit:

b. Tapaat Alinan ja Benin. Alina kertoo sinulle, ettd "ainakin toinen meistd on
retku’. Onko Alina rehti vai retku? Enta Ben?

Alina: Ben:

c. Tapaat Antonin, Benjaminin ja Celinen. He kertovat sinulle seuraavat asiat:
Anton: Me olemme kaikki retkuja!
Benjamin: Tasan yksi meistd on rehti.
Onko Anton rehti vai retku? Entd Benjamin ja Celine?

Benjamin: Celine:_______________
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Paattelya sanoista ja kuvista

Tehtava 1: Liisa unohduksien metsassa

Liisa ei millaan muista, mika viikonpaiva on. Hanelld on kaksi ystavaa,
Leijona ja Yksisarvinen, jotka vierailevat usein unohduksien metsassa.

Ystavilla tosin on yksi mielenkiintoinen piirre. He valehtelevat tiettyina
viikonpdivind, ja muina puhuvat totta. Leijona valehtelee maanantaisin,
tiistaisin ja keskiviikkoisin. Yksisarvisen valehtelupdivat ovat torstaisin,
perjantaisin ja lauantaisin. Totuuspdivdt on merkattu taulukkoon vihreallad ja
valehtelupdivat punaisella.

maanantai tiistai keskiviikko torstai perjantai lauantai sunnuntai

o 4

o o o

a. Eradna pdivana Liisa tapasi Leijonan ja Yksisarvisen lepdilemastd puun
alta. Ystdvat kertoivat:
Leijona: Eilen oli valehtelupdivdni.
Yksisarvinen: Eilen oli minunkin valehtelupdiivdini!
Hetken pohdinnan jdlkeen Liisa hihkaisi: Tiedan mika viikonpdiva nyt on!

Mika viikonpadiva oli?

Miten Liisa paatteli vilkkonpdivan?
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b. Liisa tapasi vain Leijonan. Han kertoi kaksi asiaa:
1. Valehtelin eilen.
2. Valehtelin myés sitd edeltdviind pdiviénd.

Liisa ei valitettavasti saanut padateltya varmaa viikonpdivaa, mutta han
onnistui paattelemaan jotain Leijonan vaitteista.

Mitd Liisa sai selville ja miten?

Mitd Liisan kannattaisi kysyd Leijonalta, jotta hdn saisi tietdd, mika

viikonpdiva oikeasti on?

c. Liisa naki Leijonan ja Yksisarvisen.
Leijona: Mind valehtelen huomenna.
Yksisarvinen: Mind valehtelin eilen.
Taas Liisa sai selville viikonpdivan.

Mika viikonpaiva oli?

Miten Liisa paatteli vilkonpdivan?
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d. Liisa tormasi Yksisarviseen metsdssa. Yksisarvinen sanoi: " Tdnddn sinun
ei kannata luottaa Leijonaan, silld hdn valehtelee”. Liisa kiitti vinkistd,
mutta suhtautui siihen hieman epdillen. Myéhemmin han térmasi
Leijonaan, joka sanoi: "Ei tdndcdn ole minun valehtelupdivini, vaan
Yksisarvisen! Mind valehtelen vasta huomenna!’.

Mika viikonpaiva oli?

Miten Liisa sai sen paateltya?
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Tehtava 2: Kuningattaret laudalle

Shakissa sanotaan, ettd kuningatar uhkaa toista kuningatarta, jos ‘*'

ne ovat samalla rivilla (vaakaan, pystyyn tai diagonaalisesti). —
a. Kuinka monta kuningatarta voit lisata
viereiselle shakkilaudalle siten, etta 4
yksikaan kuningatar ei ole uhattuna?
. 3
______________ kuningatarta.
2
Mille paikoille (esim. (b,4)) voit laittaa
uudet kuningattaret? 1

b. Kuinka monta kuningatarta voit ottaa
laudalta pois siten, ettd joku jaljelle
jadvista kuningattarista on poistojen
jalkeenkin uhattuna?

______________ kuningatarta.

Milta paikoilta voit poistaa
kuningattaret?

c. Kuinka monta kuningatarta voit 5
enintaan laittaa laudalle siten, etta

yksikadn kuningatar ei ole 4
uhattuna?

______________ kuningatarta. 3
Merkitse kuningattarien paikat 2

ruudukkoon.
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Tehtdva 3: Kuninkaan aarre

Kuninkaan kalleimmat aarteet ovat turvassa yhden oven takana.
Hamaykseksi kuningas on rakennuttanut oikean oven viereen kaksi
samanndkoistda hamaysovea. Jokaista ovea vartioi vartija. Viekkaiden
vierailijoiden varalta kuningas on kdskenyt vartijoiden valilla hamata
vierailijoita valehdellen.

Kuningas on palkannut sinut tutkimaan, voiko vierailija saada aarteiden
olinpaikan selville. Tehtdavanasi on paatelld, minka oven takana aarteet
sijaitsevat.

a. Sinulle on kerrottu, ettd enintdan yksi vartija puhuu totta vierailijoille.
Jututat vartijoita.

Ensimmadisen oven vartija sanoo sinulle: "Aarre on tddilld’.
Toisen oven vartija sanoo: "Aarre ei ole tddlld’.

Kolmatta ovea vartioiva henkild kertoo sinulle etta: "Aarre ei ole
ensimmdisen oven takana’.

Minka oven takana aarre on? Perustele vastauksesi.
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b. Kuningas kuvitteli hamaadvansa varmasti kaikkia edellisen pdivan
taktiikallaan. Onnistuit kuitenkin pdattelemdan aarteen sijainnin. Taman
vuoksi kuningas antoi uusia kaskyjd. Nyt ainakin yksi vartija valehtelee
ja ainakin yksi vartija puhuu totta. Jututat vartijoita uudelleen.

Ensimmadinen vartija: "Aarre ei ole toisen oven takana.”
Toinen vartija: "Aarre ei ole tddlld.”

Kolmas vartija: "Aarre on tddlld.”

Minka oven takana aarre on? Perustele vastauksesi.

¢. Kuningas ei ollut tyytyvdinen, kun kuuli sinun ratkaisseen aarteen
olinpaikan jo toistamiseen! Han mdardsi vartijoille uudet saannot.
Jokaisen vartijan tulee kertoa kaksi vaitettd aarteen olinpaikasta. Joku
vartijoista puhuu ainoastaan totta, joku valehtelee molemmat
vditteensa ja joku kertoo yhden totuuden ja yhden valheen. Jututat
taas vartijoita.

Ensimmadinen vartija: "Aarre ei ole tddlld.”
Ensimmainen vartija: "Aarre on toisen oven takana.”
Toinen vartija: "Aarre ei ole ensimmdiisen oven takana.”
Toinen vartija: "Aarre on kolmannen oven takana.”
Kolmas vartija: "Aarre ei ole tddlld.”

Kolmas vartija: "Aarre on ensimmdiisen oven takana.”

Mistd aarteen loytda? Perustele vastauksesi.
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Tehtava 4: Rikostutkija Rimpula

Rikostutkija Rimpula on koko valtakunnan paras tutkija.
Vakavissa rikoksissa hanet kutsutaan aina paikalle, silla
hanelld on ilmiomadiset paattelytaidot.

Olisiko sinusta Rimpulan haastajaksi?

A

a. Jalokiviliikkeesta on edellisena iltana varastettu valtava maara
ddrimmadisen arvokkaita jalokivid. Tiedetddn, ettd ry6stoon osallistuneet
ovat poistuneet rikospaikalta autolla. Rikollisten tarkkaa lukumaaraa ei
tiedetd. Kolme tunnettua rikollista, Riku, Riina ja Risto, on tuotu
poliisiasemalle kuulusteltaviksi. Kuulusteluissa on kaynyt ilmi kolme
vedenpitdvaad totuutta:

1. Ainoastaan Riku, Riina ja Risto ovat sotkeentuneet ryostoon.
Ulkopuolisia ei ole.

2. Risto ei koskaan tee keikkaa ilman, ettd hanelld on apurinaan
ainakin Riina.

3. Riku ei osaa ajaa autoa.

Onko Riina syyllinen vai syyton? Perustele vastauksesi.
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b. Seuraavana pdivdana rydston kohteeksi joutui antiikkikauppa.
Kuulusteltavaksi tuotiin kolme tunnettua rikollista, Raimo, Raisa ja Rami.
Kuulusteluissa saatiin selville kolme asiaa:

Juttuun ei ole sekaantunut muita kuin Raimo, Raisa ja Rami.
Raimo ei koskaan tee keikkaa yksin.
Rami on syyton.

Onko Raisa syyllinen vai syyton? Perustele vastauksesi.

¢. Kolmas rydsto tapahtui taidemuseossa. Useita mittaamattoman arvokkaita
taideteoksia oli viety. Kuulusteltavaksi tuotiin kolme rikollista, Ronja,
Romeo ja Rosa. Kuulusteluissa saatiin selville seuraavat asiat.

1.

>

Ryostopdivand taidemuseossa olivat vierailleet ainoastaan Ronja,

Romeo ja Rosa.

Ronja tekee keikkoja vain kahdestaan, eli jos Ronja on syyllinen,
niin hanella on tasan yksi rikostoveri.

Jos Romeo on syytén niin Rosakin on syyton.

Jos syyllisida on tasan kaksi, niin Ronja on toinen heista.

Jos Rosa on syytdn niin Romeokin on syyton.

Kuka kolmikosta tulisi pidattda? Perustele vastauksesi.
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Tehtava 5: Myontyvainen kuningas

aaa Olet saarella, jonka kieltd et ymmarra. Saaren asukkaat
o ymmadrtdvat sinun kieltdsi, mutta kieltaytyvat jyrkasti itse
' ] puhumasta sitd sanaakaan. Olet saanut selville, etta "bal” ja "da”
A tarkoittavat "kylld” ja "ei”, mutta et tieda kumpi tarkoittaa
kumpaa.

Ainut tapa pddsta saarelta ehjin nahoin pois, on saada kuningas vastaamaan
kysymykseen “bal”. Tilannetta hankaloittaa se, ettd kuningas voi
yksinvaltiaana joko valehdella tai puhua totta, eikd kukaan tiedd kumpaan
han talla kertaa kallistuu.

Sinulla on mahdollisuus kysya tasan yksi kysymys kuninkaalta, ja tama
kysymys maarittaa koko tulevaisuutesi.

Mitd sinun kannattaa kysyd? Perustele vastauksesi.

Tehtdva 6: Keta katselen?

Mies katseli muotokuvaa, kun joku kysyi hdnelta: "Kenen kuvaa sind
katselet?”. Mies vastasi "Minulla ei ole sisaria eikd veljid, mutta tdmdn
miehen isd on isdni poika.”

Kenen kuvaa mies katselee? Perustele vastauksesi.

Matka logiikkaan -materiaali paattyy tahan.

Toivottavasti ajattelet loogisesti jatkossakin!
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