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Poikittaisisotrooppinen lineaarikimmoinen materiaalimalli

Kari Kolari ja Reijo Kouhia1

Tiivistelmä. Artikkelissa johdetaan lineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen materiaa-
limallin konstitutiivinen yhtälö invarianttiteorian avulla koordinaatistoriippumattomassa muo-
dossa. Poikittaisisotrooppisen kimmoisan aineen jännitysenergia tai vastaavasti muodonmuu-
tosenergia riippuu viidestä invariantista, kolmesta jännitystensorin invariantista ja kahdesta
jännityksen ja rakennetensorin tulon invariantista, tai muodonmuutosenergian tapauksessa kol-
mesta venymätensorin invariantista ja kahdesta venymän ja rakennetensorin tulon invariantista.
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Johdanto

Materiaalin symmetriaominaisuudella tarkoitetaan materiaalin tietyn pisteen ominaisuuk-
sien vaihtelua suunnan suhteen [5, Sivu 75]. Mikäli ominaisuudet ovat suunnasta riip-
pumattomia kutsutaan materiaalia isotrooppiseksi, muussa tapauksessa anisotrooppisek-
si. Lineaarisesti kimmoisalla materiaalilla on kahdeksan mahdollista symmetriaryhmää
[4, 5, 6, 8]. Yksi näistä ryhmistä on poikittaisisotrooppinen eli transversaali-isotrooppinen,
jossa ominaisuudet ovat isotrooppisia vain yhden tason suhteen. Isotropiataso voidaan
määrittää, kun tunnetaan sen yksikkönormaalivektori m . Poikittaisisotrooppisia aineita
ovat esimerkiksi yhteen suuntaan kuituvahvistetut komposiittimateriaalit, kerrokselliset
maalajit, jää [10], kuva 1. Taottujen metallien väsymisominaisuudet ovat poikittaisisot-
rooppisia vaikka kimmoiset ominaisuudet olisivatkin lähes isotrooppisia [7].

Tässä artikkelissa johdetaan lineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen aineen
sekä joustomuotoinen, että jäykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtälö yleisessä koordi-
naatistoriippumattomassa muodossa käyttäen tensoriarvoisten skalaarifunktioiden inva-
rianttiteoriaa [2, 12, 16, 17, 18, 19], katso myös [13, Luku 4].

Poikittaisisotrooppinen lineaarikimmoinen materiaalimalli

Materiaali on poikittaisisotrooppista, eli transversaali isotrooppista, mikäli sen ominai-
suudet ovat isotrooppisia tietyssä tasossa ja poikkeavat niistä tätä tasoa vastaan kohti-
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Kuva 1. Esimerkkejä poikittaisisotrooppisista aineista: yhteen suuntaan kuituvahvistettu ja kerroksellinen
rakenne.

suorassa suunnassa. Poikittaisisotrooppisella aineella on siten symmetriaominaisuus, joka
kuvataan symmetriaryhmän[13]

G1 = {Q ∈ O(V ), Qm = m} , (1)

avulla, jossaO(V ) on kolmidimensioisen euklidisen vektoriavaruuden V ortogonaaliryhmä.
Poikittaisisotrooppinen ryhmä G1 sisältää siten kierrot Q , jotka säilyttävät kuvauksessa
suunnan m .

Materiaalia, jolla on olemassa kimmoinen potentiaali, sanotaan Greenin kimmoisaksi
tai hyperkimmoisaksi materiaaliksi. Tarkastellaan ensin hyperkimmoisen konstitutiivisen
yhteyden muodostamista lähtien komplementaarisesta muodonmuutosenergiatiheydestä,
eli jännitysenergiatiheydestä W c:

W c = W c(σ,M ) = W c(QσQT,QMQT), (2)

jossa M = m⊗m on rakennetensori, m on isotropiatason yksikkövektori ja Q on poikit-
taisisotrooppiseen symmetriaryhmään G1 kuuluva ortogonaalinen tensori. Poikittaisisot-
rooppisen kimmoisan aineen esityslause ilmaisee jännitysenergian riippuvuuden viidestä
jännityksen σ ja rakennetensorin M invariantista [2, 13, 14]

W c = W c(I1, I2, I3, I4, I5), (3)

jossa invariantit Ii ovat

I1 = trσ, I2 =
1

2
tr(σ2), I3 =

1

3
tr(σ3), I4 = tr(σM ), I5 = tr(σ2M ). (4)

Invariantit I4 ja I5 voidaan kirjoittaa myös muodossa

I4 = tr(σM ) = m·σm , I5 = tr(σ2M ) = m·σ
2m . (5)

Yleisin mahdollinen kimmoinen poikittaisisotrooppinen joustomuotoinen konstitutii-
vinen yhtälö venymälle ε saadaan derivoimalla jännitysenergia (3) jännityksen suhteen

ε =
∂W c

∂σ
=

∂W c

∂I1
I +

∂W c

∂I2
σ +

∂W c

∂I3
σ

2 +
∂W c

∂I4
M +

∂W c

∂I5
(σM +Mσ). (6)
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Rajoituttaessa lineaariseen malliin, on derivaattojen ∂W c/∂Ii toteutettava

∂W c

∂I1
= b1I1 + bI4, (7)

∂W c

∂I2
= b2, (8)

∂W c

∂I3
= 0, (9)

∂W c

∂I4
= b3I1 + b4I4, (10)

∂W c

∂I5
= b5, (11)

koska kaikkien termien on yhtälössä (6) oltava jännityksen σ suhteen lineaarisia. Identi-
teetistä

∂2W c

∂Ii∂Ij
=

∂2W c

∂Ij∂Ii
, (12)

saadaan
∂

∂I4

(

∂W

∂I1

)

=
∂

∂I1

(

∂W

∂I4

)

, joten b = b3. (13)

Lineaarikimmoisalla poikittaisisotrooppisella materiaalilla on siten viisi materiaalipara-
metria ja sen konstitutiivinen yhtälö voidaan kirjoittaa yleisessä koordinaatistosta riip-
pumattomassa muodossa

ε = (b1 trσ + b3 tr(σM ))I + b2σ + (b3 trσ + b4 tr(σM ))M + b5(σM +Mσ). (14)

Epälineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen aineen hyperelastisia malleja on
esitetty mm. lähteissä [9, 15].

Materiaaliparametrit

Johdetaan seuraavaksi materiaaliparametrien b1, . . . , b5 lausekkeet ilmaistuna fysikaali-
sesti mielekkäiden kimmovakioiden avulla [11]. Tätä varten tarkastellaan erikoistapausta,
jossa isotropiataso yhtyy x2, x3-tasoon, eli pitkittäissuunnan yksikkövektori m on x1-
akselin suuntainen, eli m = e1. Fysikaalisesti järkevät materiaaliparametrit ovat isotro-
piatason kimmokerroin ET ja Poissonin vakio νT sekä pitkittäissuunnan x1 kimmokerroin
EL, Poissonin vakio x1, x3- ja x1, x2 tasoissa, νL sekä leikkauskerroin GL = G12 = G13.
Pitkittäissuuntaan liittyvät parametrit EL, GL ja νL ovat toisistaan riippumattomia.

Lausutaan kertoimet b1, . . . , b5 fysikaalisesti mielekkäiden materiaalivakioiden EL, GL,
νL, ET ja νT avulla. Kirjoitetaan nyt yleinen yhtälö (14) Voigtin merkintätavalla. Voigtin
merkintätavassa jännitys- ja venymätensorit kirjoitetaan pystymatriiseina ja käytetään
seuraavaa järjestystä jännitys- ja venymäkomponenteille

σ̂ = (σ11, σ22, σ33, τ23, τ13, τ12)
T, ja ε̂ = (ε11, ε22, ε33, γ23, γ13, γ12)

T. (15)

Koska pitkittäissuunan yksikkövektori on nyt pystymatriisina m = (1, 0, 0)T, saadaan
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matriisiesitykset2

M = m ⊗m =





1 0 0
0 0 0
0 0 0



 , ja σM +Mσ =





2σ11 τ12 τ13
τ12 0 0
τ13 0 0



 , (16)

sekä
I1 = trσ = σ11 + σ22 + σ33, I4 = tr(σM ) = σ11. (17)

Täten





ε11 ε12 ε13
ε12 ε22 ε23
ε13 ε23 ε33



 = [b1(σ11+σ22+σ33)+b3σ11]





1 0 0
0 1 0
0 0 1



+b2





σ11 τ12 τ13
τ12 σ22 τ23
τ13 ε23 σ33



+

+ [b3(σ11 + σ22 + σ33) + b4σ11]





1 0 0
0 0 0
0 0 0



+ b5





2σ11 τ12 τ13
τ12 0 0
τ13 0 0



 . (18)

Kootaan tulokset yhteen ja otetaan huomioon että Voigtin merkintätavasa leikkausmuo-
donmuutokset esitetään liukukulman γij = 2εij avulla, saadaan viimein joustomuotoinen
konstitutiivinen yhtälö

ε̂ = Dσ̂, (19)

jossa materiaalin komplianssi- eli joustomatriisi on

D =

















b1 + b2 + b4 + 2(b3 + b5) b1 + b3 b1 + b3 0 0 0
b1 + b3 b1 + b2 b1 0 0 0
b1 + b3 b1 b1 + b2 0 0 0

0 0 0 2b2 0 0
0 0 0 0 2(b2 + b5) 0
0 0 0 0 0 2(b2 + b5)

















(20)

Edellä esitetystä muodosta havaitaan heti, että isotropiatason leikkauskertoimen GT =
G23 ja b2:n relaatio on

τ23 = GT γ23, joten b2 =
1

2GT

=
1 + νT
ET

. (21)

Poissonin vakio isotropiatasossa νT on venymien ε22 ja ε33 välinen suhde yksiakselisen
normaalijännityksen vaikuttaessa x3-akselin suunnassa, joten

ε22 = −νT ε33. (22)

Tästä seuraa
ε22 = b1σ33 = b1ET ε33 = −b1ET ε22/νT , (23)

josta saadaan

b1 = −
νT
ET

. (24)

2Koska operoimme karteesisessa koordinaatistojärjestelmässä, selkeyden vuoksi emme tee eroa tensori-
ja matriisiesityksen merkintätapojen välillä.
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Tarkistuksena on hyvä havaita, että

ε22 = (b1 + b2)σ22 =
1

ET

σ22. (25)

Kerroin b5 saadaan ratkaistua tason (x1, x2) tai (x1, x3) leikkauskertoimen avulla:

b2 + b5 =
1

2GL

, josta saadaan b5 =
1

2

(

1

GL

−
1

GT

)

. (26)

Vakio b3 voidaan määrittää laskemalla venymä x2-akselin suunnassa kun normaa-
lijännitys vaikuttaa pitkittäissuuntaan x1. Poissonin vakio νL määritellään seuraavasti,
kun ainoastaan σ11 6= 0 on nollasta poikkeava

ε22 = −νT ε11, tai ε33 = −νT ε11. (27)

Koska σ11 = ELε11 saadaan

ε22 = (b1 + b3)σ11 = (b1 + b3)ELε11 (28)

josta seuraa
ε22
ε11

= −νL = (b1 + b3)EL, (29)

ja viimein saadaan b3:n lausekkeeksi

b3 = −
νL
EL

− b1 =
νT
ET

−
νL
EL

. (30)

Viimeinen kerroin b4 voidaan ratkaista yhtälöstä

ε11 = (b1 + b2 + b4 + 2(b3 + b5))σ11 =
1

EL

σ11 (31)

josta saadaan

b4 =
1

EL

− b1 − b2 − 2(b3 + b5) =
1 + 2νL
EL

+
1

ET

−
1

GL

. (32)

Yhteenvetona yleisen lineaarikimmoisen poikittaisisotroopisen materiaalimallin (14)
kertoimet bi ovat:

b1 = −
νT
ET

, (33)

b2 =
1 + νT
ET

, (34)

b3 =
νT
ET

−
νL
EL

, (35)

b4 =
1 + 2νL
EL

+
1

ET

−
1

GL

, (36)

b5 =
1

2

(

1

GL

−
1

GT

)

. (37)
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Joustomatriisi D voidaan kirjoittaa erikoistapauksessa, jossa isotropiataso on (x2, x3)-
taso, muodossa

D =

















1/EL −νL/EL −νL/EL 0 0 0
−νL/EL 1/ET −νT/ET 0 0 0
−νL/EL −νT/ET 1/ET 0 0 0

0 0 0 1/GT 0 0
0 0 0 0 1/GL 0
0 0 0 0 0 1/GL

















. (38)

Edellä olevasta muodosta nähdään, että joustomatriisi redusoituu lineaarikimmoisan isot-
rooppisen mallin joustomatriisiin, kun ν = νT = νL, E = ET = EL ja G = GL = GT =
E/2(1 + ν). Tämä voidaan myös todeta kaavoista (33)-(37), jotka redusoituvat isotroop-
pisessa tapauksessa muotoon b1 = −ν/E, b2 = 1/2G, b3 = b4 = b5 = 0.

Joustomatriisi (38) voidaan kirjoittaa myös muodossa

D =

















D11 D12 D12 0 0 0
D12 D22 D23 0 0 0
D12 D23 D22 0 0 0
0 0 0 2(D22 −D23) 0 0
0 0 0 0 D44 0
0 0 0 D44

















, (39)

jossa

D11 =
1

EL

, D22 =
1

ET

, D12 = −
νL
EL

, D23 = −
νT
ET

, D44 =
1

GL

, (40)

ja

2(D22 −D23) =
2(1 + νT )

ET

=
1

GT

. (41)

Materiaaliparametrien määritys

Lineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen aineen materiaaliparametrit voidaan mää-
rittää seuraavien kolmen/neljän kokeen perusteella, jossa pitkittäisakselin on oletettu ole-
van x1-akselin suuntainen.

1. Kuormitetaan koekappaletta yksiakselisella jännityksellä pitkittäissuunnassa 1, eli
σ11 6= 0, ja mitataan venymät ε11, ε22 = ε33, tällöin E1 = EL = σ11/ε11 ja νL =
−ε22/ε11.

2. Kuormitetaan koekappaletta 1-akselisella jännityksellä isotropiatasossa, esim. σ22,
ja mitataan venymät kolmessa kohtisuorassa suunnassa ε11, ε22 ja ε33, tällöin E2 =
ET = σ22/ε22, νT = −ε33/ε22.

3. Leikkauskerroin GL voidaan määrittää leikkauskokeella 1-2 tasossa, tällöin GL =
τ12/γ12.

4. Isotropiatason leikkauskerroin GT voidaan määrittää leikkauskokeella 2-3 tasossa
GT = τ23/γ23. Tämä saadaan myös kokeen 2 tuloksena, joten tämä testi ei ole
välttämätön.
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Thermodynaamiset rajoitteet

Jotta venymä- tai jännitysenergia olisi positiivinen kaikilla venymien arvoilla, on materiaa-
lin kimmoisen komplianssimatrisin, ja siten myös materiaalin kimmoisen jäykkyysmatriisin
oltava positiivsesti definiitti. Välttämätön ja riittävä ehto matriisin positiividefiniittiydel-
le on, että kaikki sen pääalideterminantit ovat positiivisia, josta seuraa ehdot:

D11 > 0 ⇒ EL > 0, D22 > 0 ⇒ ET > 0,

2(D22 −D23) > 0 ⇒ GT > 0, D44 > 0 ⇒ GL > 0, (42)
∣

∣

∣

∣

D11 D12

D12 D22

∣

∣

∣

∣

> 0 ⇒ D11D22 −D2

12
> 0 ⇒ 1−

ET

EL

ν2

L > 0

⇒ −
√

EL/ET < νL <
√

EL/ET , (43)
∣

∣

∣

∣

D22 D23

D23 D22

∣

∣

∣

∣

> 0 ⇒ D2

22
−D2

23
> 0 ⇒

1

E2

T

−
ν2

T

E2

T

> 0

⇒ 1− ν2

T > 0 ⇒ −1 < νT < 1, (44)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

D11 D12 D12

D12 D22 D23

D12 D23 D22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0 ⇒ (1− ν2

T )EL − 2ETν
2

L(1 + νT ) > 0

⇒ −

√

EL(1− νT )

2ET

< νL <

√

EL(1− νT )

2ET

. (45)

Havaitaan, että rajoitteesta (44) johtuen epäyhtälö (45) on rajoittavampi kuin (43). Line-
aarisen poikittaisisotrooppisen materiaalimallin parametrien termodynaamiset rajoitteet
ovat siten

EL > 0, ET > 0, GL > 0, (46)

− 1 < νT < 1, (47)

−

√

EL(1− νT )

2ET

< νL <

√

EL(1− νT )

2ET

. (48)

Monotonisuusehdot

Termodynaamiset rajoitteet ovat pakottavia. Mikäli oletetaan että kimmokertoimen ääri-
arvot saavutetaan pitkittäissuunnassa ja isotropiatasossa seuraa siitä lisärajoitteita. Toi-
sin sanoen kimmokerroin mielivaltaisessa suunnassa pitkittäissuuntaan nähden vaihtelee
monotonisesti siirryttäessä pitkittäissuunnasta isotropiatasolle3, katso esim. [1, 3, 11].
Tarkastellaan tätä ajatellen, että yksiakselinen jännitys vaikuttaa x1-akselin suunnassa ja
että pitkittäissuunnan yksikkövektori m muodostaa kulman α x1-akselin kanssa. Tällöin
m = (cosα, sinα, 0)T ja käytetään nyt lyhennysmerkintöjä c = cosα ja s = sinα, jolloin
saadaan

M = m ⊗m =





c2 sc 0
sc s2 0
0 0 0



 , ja σM +Mσ =





2c2σ11 scσ11 0
scσ11 0 0
0 0 0



 , (49)

3Tämä on helppo kuvitella esimerkiksi yhteen suuntaan kuituvahvistetulle materiaalille, jossa kuidun
suunta edustaa maksimijäykkyyttä ja sitä vastaan kohtisuora suunta minimijäykkyyttä.
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ja
I1 = trσ = σ11 I4 = tr(σM ) = c2σ11. (50)

Venymätensori on nyt

ε = (b1σ11 + b3c
2σ11)I + b2σ + (b3σ11 + b4c

2σ11)M + b5(σM +Mσ), (51)

ja venymä x1-akselin suunnassa on

ε11 = (b1 + b2 + 2(b3 + b5)c
2 + b4c

4)σ11, (52)

joka jäykkyysmuodossa kirjoitettuna on

σ11 =
1

b1 + b2 + 2(b3 + b5)c2 + b4c4
ε11. (53)

Kimmokerroin α-suunnassa on siten

E(α) =
1

b1 + b2 + 2(b3 + b5) cos2 α + b4 cos4 α
. (54)

Tarkastellaan nyt onko nimittäjällä f(x) = b1+b2+2(b3+b5)x+b4x
2 ääriarvoja välillä

0 < x < 1. Funktiolla f on derivaatan nollakohta arvolla x = ξ2 = −(b3 + b5)/b4. Jotta f
olisi monotoninen välillä 0 ≤ x ≤ 1, lausekkeiden b3 + b5 ja b4 on oltava samanmerkkisiä
jolloin f :llä ei ole ääriarvoja kyseisellä välillä.

Yhtälöissä (33)-(37) vakiot b1, . . . , b5 on annettu kimmovakioiden EL, ET , GL, νL ja νT
avulla. Oletetaan nyt EL > ET . Tarkastellaan yhtälöä

ξ2 = −
b3 + b5

b4
, (55)

jotta ξ:lle ei olisi reaalista ratkaisua välillä [0, 1], on oltava

−
b3 + b5

b4
> 1, tai −

b3 + b5
b4

< 0. (56)

Tarkastellaan ensin ehtoa −(b3 + b5)/b4 > 1, josta olettaen että b4 > 0, saadaan ehto

− (b3 + b5) > b4 ⇒ −
νT
ET

+
νL
EL

+
1

2GT

−
1

2GL

>
1 + 2νL
EL

+
1

ET

−
1

GL

, (57)

joka muutaman välivaiheen jälkeen voidaan kirjoittaa muodossa

GL <
EL

2(1 + νL)
. (58)

Tapaus b3 + b5 < 0 puolestaan johtaa ehtoon

GL >
EL

2(νL + EL/ET )
. (59)

Tarkastellaan esimerkinomaisesti tapausta ET/EL = 2/5 = 0,4 ja νL = νT = 1/4 =
0,25. Nämä arvot johtavat seuraaviin ehtoihin pitkittäissuunnan liukukertoimelle GL:

GL

EL

<
1

2(1 + νL)
=

2

5
= 0,4 ja

GL

EL

>
1

2(νL + EL/ET )
=

2

11
≈ 0,182. (60)

Kuvassa 2 on esittety tapaukset GL/EL = 0,5 (ylin viiva), GL/EL = 0,3 (keskimmäinen)
ja GL/EL = 0,15 (alin).
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α

E
(α

)/
E

L

π/23π/8π/4π/80

1.1

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Kuva 2. Kimmokerroin eri suunnissa suhteessa pitkittäissuuntaan, ylin punainen viiva GL/EL = 0,5,
keskimmäinen sininen viiva GL/EL = 0,3 ja alin vihreä viiva GL/EL= 0,15, νL = νT = 0,25, ET /EL =
0,4.

Jäykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtälö

Aivan vastaavasti kuin joustomuotoinen yhtälö (14) voidaan muodonmuutosenergiasta
lähtien johtaa jäykkyysmuotoinen konstitutivinen yhtälö

σ = (a1 tr ε+ a3 tr(εM ))I + a2ε+ (a3 tr ε+ a4 tr(εM ))M + a5(εM +M ε), (61)

joka Voigtin esitystavalla voidaan kirjoittaa muodossa

σ̂ = Cε̂. (62)

Kuten joustomuotoisen esityksen tapauksessa, oletetaan nyt pitkittäissuunnan olevan x1-
akselin suuntainen, jolloin materiaalin jäykkyysmatriisi C on

C =

















a1 + a2 + a4 + 2(a3 + a5) a1 + a3 a1 + a3 0 0 0
a1 + a3 a1 + a2 a1 0 0 0
a1 + a3 a1 a1 + a2 0 0 0

0 0 0 1

2
a2 0 0

0 0 0 0 1

2
(a2 + a5) 0

0 0 0 0 0 1

2
(a2 + a5)

















, (63)

jossa jännitys ja venymäkomponenttien järjestys on kuten kaavoissa (15). Materiaaliva-
kioiden ai ratkaisu on taas helpointa aloittaa isotropiatason leikkaustermistä

τ23 = GTγ23 ⇒ a2 = 2GT . (64)

Tarkastellaan seuraavaksi leikkausta tasossa, joka sisältää pitkittäissuunnan, eli esimer-
kiksi taso x1, x2 tai x1, x3:

τ12 = GLγ12, τ31 = GLγ31 ⇒
1

2
(a2 + a5) = GL, (65)
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täten

GT +
1

2
a5 = GL ⇒ a5 = 2(GL −GT ). (66)

Isotropiatasossa pätevät yhteydet

a1 = λT =
GT (ET − 2GT )

3GT − ET

=
νTET

(1 + νT )(1− 2νT )
, GT =

ET

2(1 + νT )
. (67)

Jännitys x1-akselin suunnassa aiheuttaa venymätilan ε22 = −νLε11, ε33 = −νLε11, joten

σ11 = ELε11 =(a1 + a2 + a4 + 2(a3 + a5))ε11 + (a1 + a3)ε22 + (a1 + a3)ε33

=(a1 + a2 + a4 + 2(a3 + a5))ε11 − 2νL(a1 + a3)ε11

= [(1− 2νL)λT + 2GT + 2(1− νL)a3 + a4 + 4(GL −GT )] ε11, (68)

josta seuraa
EL = 2(1− νL)a3 + a4 + (1− 2νL)λT + 4GL − 2GT . (69)

Ehdot σ22 = σ33 = 0 johtavat samaan yhtälöön, joka on

σ22 = (λT + a3)ε11 + (λT + 2GT )ε22 + λT ε33 = [λT + a3 − 2νL(λT +GT )]ε11 = 0, (70)

josta saadaan a3 ratkaistua

a3 = 2νL(λT +GT )− λT = (2νL − 1)λT + 2νLGT . (71)

Viimeiseksi saadaan vakiolle a4 arvo

α4 = EL + 2GT − 4GL + (2νL − 1)λT − 2(1− νL) [(2νL − 1)λT + 2νLGT ]

= EL − 4GL +GT + (1− 2νL)
2(GT + λT ). (72)

Poikittaisisotrooppisen lineaarisesti kimmoisan aineen jäykkyysmatriisi erikoistapaukses-
sa, jossa pitkittäissuunta on x1-akselin suuntainen, on muotoa

C =

















EL + 4ν2

L(λT +GT ) 2νL(λT +GT ) 2νL(λT +GT ) 0 0 0
2νL(λT +GT ) λT + 2GT λT 0 0 0
2νL(λT +GT ) λT λT + 2GT 0 0 0

0 0 0 GT 0 0
0 0 0 0 GL 0
0 0 0 0 0 GL

















, (73)

jossa

λT =
νTET

(1 + νT )(1− 2νT )
, GT =

ET

2(1 + νT )
. (74)

Kuten joustomuotoisessa esityksessäkin, kertoimet (64)-(72) redusoituvat isotrooppisen
aineen tapauksessa tuttuihin Lamén vakioiden arvoihin a1 = λ = νE/[(1+ν)(1−2ν)], a2 =
2µ = 2G, ja a3 = a4 = a5 = 0.

Materiaalin jäykkyystensori

Lineaarinen yhtälö (61) voidaan kirjoittaa myös muodossa

σij = Cijklεkl, (75)

jossa jäykkyystensori Cijkl on

Cijkl = a1δijδkl +
1

2
a2(δikδjl + δilδjk) + a3(δijMkl +Mijδkl)+

+ a4MijMlk + a5(δikMlj +Mikδlj). (76)

Vastaavanlainen muoto voidaan johtaa myös joustotensorille Dijkl.
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Yhteenveto

Tässä artikkelissa johdettiin invarianttiteorian avulla lineaarisesti kimmoisan poikittaisi-
sotrooppisen aineen joustomuotoinen ja jäykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtälö ylei-
sessä koordinaatistosta riippumattomassa muodossa, yhtälöt (14) ja (61). Yhtälöissä tar-
vittavat viisi toisistaan riippumatonta materiaalivakiota johdettiin fysikaalisesti mielek-
käiden suureiden, kahden kimmokertoimen EL, ET , kahden Poissonin vakion νL, νT ja
yhden leikkauskertoimen GL avulla. Joustomuotoinen konstitutiivinen yhtälö on

ε = (b1 trσ + b3 tr(σM ))I + b2σ + (b3 trσ + b4 tr(σM ))M + b5(σM +Mσ), (14)

jossa materiaalivakiot b1, . . . , b5 ovat

b1 = −
νT
ET

, b2 =
1 + νT
ET

, b3 =
νT
ET

−
νL
EL

,

b4 =
1 + 2νL
EL

+
1

ET

−
1

GL

, b5 =
1

2

(

1

GL

−
1

GT

)

.

Vastaavasti jäykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtälö on

σ = (a1 tr ε+ a3 tr(εM ))I + a2ε+ (a3 tr ε+ a4 tr(εM ))M + a5(εM +M ε), (61)

jossa materiaalivakiot a1, . . . , a5 ovat

a1 =λT =
νTET

(1 + νT )(1− 2νT )
=

GT (ET − 2GT )

3GT − ET

,

a2 =
ET

1 + νT
= 2GT ,

a3 =(2νL − 1)λT + 2νLGT ,

a4 =EL − 4GL +GT + (1− 2νL)
2(GT + λT ),

a5 =2(GL −GT ).
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