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Tassd tutkielmassa osoitetaan pédtuloksena, ettd kun aksioomasysteemiin ZFC li-
sdtddn Martinin aksiooma sekd kontinuumihypoteesin negaatio, niin Whiteheadin
ongelmaan “Onko jokainen Whiteheadin ryhmé vapaa?”’ saadaan kielteinen vas-
taus tdssd systeemissd. Whiteheadin ryhmit ovat sellaisia Abelin ryhmid A, ettad
Ext(A,Z)=0, missd O on triviaali ryhma.

Tutkielman alussa esitellddn joukko-opillisia perustietoja Martinin aksiooman
myotd sekd vapaiden ja torsiottomien Abelin ryhmien ominaisuuksia. Tamén jéalkeen
esitellddn homologisen algebran keinoin Whiteheadin ryhmien ominaisuuksia seka
todistetaan myontdva vastaus Whiteheadin ongelmaan numeroituville Whiteheadin
ryhmille systeemissda ZFC. Lopuksi osoitetaan, ettd lisadamalld Martinin aksiooma
ja kontinuumihypoteesin negaatio systeemiin ZFC saadaan kieltdva vastaus White-
headin ongelmaan eli on olemassa epdvapaa Whiteheadin ryhmé. Loppupohdinnois-
sa mainitaan esimerkiksi, ettd tutkielman péétulosta voidaan vahvistaa. Pidtuloksen
vahvistuksessa osoitetaan, ettd jokaisella ylinumeroituvalla kardinaalilla on olemassa
epdvapaa W-ryhmd, jonka mahtavuus vastaa titd ylinumeroituvaa kardinaalia.

Avainsanat: Vapaa Abelin ryhmi, Abelin ryhmé, Whiteheadin ongelma, Martinin
aksiooma, ZFC
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1 Johdanto

Bertrand Russell osoitti 1900-luvun alussa, ettéd naiivi joukko-oppi tdysine joukkoab-
straktioineen johtaa ristiriitaan. My6s Ernst Zermelo oli osoittanut timén riippumatta
Russellista jo vuonna 1899. Ristiriidan kiihdyttamina kehitettiin joukko-oppia, joka
olisi ristiriidaton. Tama johti Zermelon aksiomatisoimaan joukko-opin. Lopulta ke-
hitys johti aksiomaattiseen Zermelon ja Fraenkelin joukko-oppiin ZF. Muista joukko-
opin ZF aksioomista riippumaton valinta-aksiooma lisittyni ZF-joukko-oppiin tuotti
modernin matematiikan suosituimman perustan matematiikalle: aksioomasysteemin
ZFC [2]. Tassa pro gradussa tarkastellaan myos systeemid ZFC + MA + — CH, mis-
sd tavanomaisiin systeemin ZFC aksioomiin on lisidtty Martinin aksiooma MA seki
kielteinen vastaus kontinuumihypoteesiin — CH.

Kurt Godel murskasi toiveen varmasti ristiriidattomasta perustasta matematii-
kalle, sillda Godelin toisen epdtdydellisyyslauseen nojalla systeemissd ZFC ei voida
todistaa systeemin ZFC ristiriidattomuutta. Timén pro gradu -tutkielman kannalta
Godelin ensimmaéinen epitidydellisyyslause on kuitenkin tdhdellisempi. Sen nojalla
systeemissd ZFC voidaan esittdd viittamid, joita ei kuitenkaan voida todistaa oi-
keaksi eikd vadrdksi eli ne ovat riippumattomia systeemistd ZFC. Kenties kuuluisin
systeemistd ZFC riippumattomaksi todistettu vdite on kontinuumihypoteesi CH.

Matematiikan perusteiden parissa myos tyoskennelleen Alfred North Whitehea-
din veljenpoika John Henry Constantine Whitehead esitti 1950-luvulla Abelin ryh-
miin liittyvin nimikko-ongelmansa Whiteheadin ongelman homologisen algebran
termein: “Jos A on sellainen Abelin ryhma, ettd Ext(A, Z) = 0, niin onko A va-
paa?”. Karl Stein osoitti vuonna 1951 ongelmaan my0Ontivin vastauksen numeroi-
tuvien Abelin ryhmien tapauksessa. Ylinumeroituvien Abelin ryhmien tapauksessa
tapahtui myos edistystd, mutta ongelmaa ei kuitenkaan saatu ratkaistua. Vuonna
1974 Saharon Shelah osoitti, ettd Whiteheadin ongelma on riippumaton systeemista
ZFC [7].

Shelah osoitti, ettd lisddamailld systeemistd ZFC riippumattoman konstruktioak-
siooman V = L systeemiin ZFC voidaan osoittaa, ettd jos Ext(A, Z) = 0, niin A on
vapaa. Toisaalta Shelah osoitti myos, ettd systeemissd ZFC + MA + = CH on epiva-
paita Abelin ryhmii, joille Ext(A, Z) = 0. Tassé pro gradussa esitetdédn paiatuloksena
tami systeemid ZFC + MA + — CH kéyttavid osuus Shelahin todistuksesta, tosin esitys
perustuu helpommin ldhestyttdvidn Paul Eklofin artikkeliin Shelahin tuloksesta [1].

Luvussa 2 esitelldidn Martinin aksiooman esittimiseen tarvittavia esitietoja seki
valinta-aksiooman kanssa yhtépitavi lause, joka tunnetaan Zornin lemmana. Luvus-
sa 3 esitellddn Martinin aksiooma sekd tutkitaan sen ominaisuuksia kahden lauseen
myotd. Lisdksi esitetddn kiyttden Martinin aksioomaa erds Martinin aksiooman seu-
raus, jota kdytetdan tutkielman paituloksen esittdmisessd. Luvussa 4 siirrytaédn tut-
kielman algebran osuuteen kdaymalli 1dpi seuraavissa luvuissa tarvittavia vapaiden ja
torsiottomien Abelin ryhmien ominaisuuksia.

Luvussa 5 aletaan kisitteleméddn tarkemmin Whiteheadin ongelmaa ja luvus-
sa tarkastellaankin Whitehead-ryhmié sekd niiden ominaisuuksia homologisen al-



gebran menetelmin. Erityisesti annetaan tismillinen madritelma Whitehead-ryhmille
ja osoitetaan se yhtdpitidviksi sen kanssa, ettd A on Whiteheadin ryhmai, kun-
han Ext(A,Z) = 0. Luvussa 6 osoitetaan pédtuloksena, ettd jokainen numeroitu-
va Whitehead-ryhmé on vapaa. Luvussa 7 alustetaan ensin pro gradun padtulosta
muotoilemalla Chasen kriteeri. Lopuksi osoitetaan aputulosten my6td, ettd Martinin
aksiooman ja kontinuumihypoteesin negaation alla on olemassa sellainen ylinume-
roituva Whitehead-ryhmd, joka ei ole vapaa. Viimeisessa luvussa esitetddn vield ly-
hyesti loppupohdintoja sekd mainitaan mahdollisia yleistyksid kahdelle tutkielmassa
todistetulle viitteelle.

Pédldhteend tutkielman joukko-opin osuudessa on [4], algebran osuudessa [6] se-
kd Whitehead-ryhmien osuuksissa [1]. Lukijalta oletetaan perustiedot joukko-opista
sekd ryhmiteoriasta. Esimerkiksi Tampereen yliopiston kurssit Joukko-oppi ja Al-
gebra antavat vaadittavat perustiedot.



2 Joukko-oppia

Téssd luvussa alustetaan Martinin aksiooman maédrittelyssé kaytettdavid joukko-opin
kisitteitd. Kasitteet liittyvit osittainjdrjestettyihin joukkoihin, joiden maadrittelysta
aloitetaankin. Lopuksi esitetdén myos vapaita Abelin ryhmii késiteltdessa tarvittava
Zornin lemma todistushahmotelmineen. Maéritelmét ja Zornin lemman muotoilu
ovat lahteestd [4, s. 17, 49 ja 201-202].

Madritellddn ensin jirjestysrelaatiot tiukka osittainjirjestys, osittainjérjestys ja
Zornin lemman muotoilussa kiytettiva lineaarijirjestys. Seuraavassa luvussa muo-
toiltava Martinin aksiooma koskee osittainjdrjestettyji joukkoja, jotka maaritelldin
my0s seuraavaksi.

Mairitelmi 2.1. Olkoon P epityhja joukko. Kaksipaikkainen joukon P relaatio <
on tiukka osittainjdrjestys, mikali

(i) p £ pjokaisellap € P ja
(ii) jos p < g sekd g < r, niin p < r aina, kun p, q,r € P.

Lisiksi relaatio <, jolla pétee p < g jos ja vain jos p < g tai p = g, kun p,q € P, on
joukon P osittainjdrjestys. Pari (P, <) on osittainjdrjestetty joukko, mikili relaatio
< on joukon P osittainjdrjestys. Jos joukon P tiukalle osittainjarjestykselle < pitee
lisdksi

(iii) p < g tai p = g tai g < p jokaisella p,q € P,
niin < on joukon P lineaarijcdrjestys.

Huomataan, ettd joukon P osittainjirjestyksestd < saadaan joukon P tiukka osit-
tainjirjestys < poistamalla relaatiosta < parit (p, p), missd p € P. Samoin tiukasta
osittainjirjestyksestd < voidaan muodostaa osittainjirjestys < lisaamall parit (p, p),
missd p € P, relaatioon <.

Havainnollistetaan osittainjarjestettyd joukkoa yksinkertaisella esimerkilla.

Esimerkki 2.2. Kun n, m € N, niin méaritellddn n < m, jos ja vain jos n | m eli on
olemassa sellainen k € N, ettd m = k - n. Talloin (N, <) on osittainjérjestetty joukko.
Nimittdin nythidn n < n vastaa vain tapausta k = 1, ja jos n < m sekd m < [ eli on

olemassa sellaiset kj, ko € N, ky # ljaky, # 1, etti m = k; - n jal = ky - m, niin
[ =ko-ki-nsekd k;-ky #1lelin <.

Martinin aksiooman muotoilussa rajoitutaan osittainjarjestettyihin joukkoihin,
jotka toteuttavat numeroituvien antiketjujen ehdon, mikd mééritelladn seuraavaksi.
Lisidksi havainnollistetaan mééritelmai yksinkertaisilla esimerkeilla.

Miaritelmé 2.3. Olkoon (P, <) osittainjérjestetty joukko ja p,g € P. Jos on ole-
massa sellainen » € P, ettd r < p jar < g, niin p ja g ovat yhteensopivia. Muuten
p ja q ovat yhteensopimattomia. Liséksi, jos osajoukon W C P alkiot ovat pareittain
yhteensopimattomia, niin W on antiketju. Edelleen (P, <) toteuttaa numeroituvien
antiketjujen ehdon, mikili sen jokainen antiketju on numeroituva.



Tarkastellaan joukkoa N := N\ {0,1} ja kiyttien esimerkin 2.2 jirjestysti <
saadaan osittainjirjestetty joukko (N, <). Téll6in nihdén, ettd esimerkiksi osajoukko
M = {p € N | p on alkuluku} on tdmén joukon antiketju. Jos M ei olisi antiketju,
niin olisi olemassa sellainen n € N, ettd p1 = ki-njapy = ky-njoillakin py, po € M,
p1 # p2 ja ki, ko € N. Télloin p; = p» = n, miké on ristiriitaista.

Mika tahansa numeroituva osittainjérjestetty joukko toteuttaa triviaalisti nume-
roituvien antiketjujen ehdon. Tutkielman edetessd tarkastellaan kuitenkin myos yli-
numeroituvia joukkoja, jolloin numeroituvien antiketjujen ehdon toteutuminen on
epdtriviaalia.

Mairitelmi 2.4. Olkoon (P, <) osittainjdrjestetty joukko. Joukko D C P on tihed
joukossa P, mikili jokaisella p € P on olemassa sellainen g € D, ettd g < p.

Tarkastellaan reaalilukujen R tavanomaista osittainjérjestystd <. Talloinhédn Z ja
Q ovat tiheitd joukossa R, mutta N ei ole.

Martinin aksiooma takaa numeroituvien antiketjujen ehdon toteuttavalle osit-
tainjdrjestetylle joukolle P ja kokoelmalle O P:ssi tiheitd osajoukkoja 9-geneerisen
suodattimen olemassaolon. Médritellddn tima suodatin tdsmaillisesti.

Miaritelma 2.5. Olkoot (P, <) osittainjérjestetty joukko, p,q € P ja D kokoelma
joukkoja. Joukko F' C P on joukon P suodatin, mikili seuraavat ehdot pitevit:

i F+0.
(ii) Josp < gjap € F,niing € F.
(iii) Jos p, g € F, niin on olemassa sellainen r € F,ettir < pjar < q.

Joukko G C P on joukon P D-geneerinen suodatin, jos G on P:n suodatin ja
jokaisella sellaisella P:ssd tihedlld D C P, ettdi D € D piatee G N D # 0.

Erittdin yksinkertaiseksi esimerkiksi huomataan, ettéd jokaisella osittainjirjeste-
tylld joukolla, jolla on osittainjirjestyksen suhteen yksikésitteinen pienin alkio, on
suodatin. Nimittdin osittainjarjestyksen suhteen pienimmin alkion yksio.

Martinin aksiooman esittimiseen vaadittavat madritelmit on nyt esitetty. Tut-
kielman Abelin ryhmid késittelevdssad osiossa tarvitaan kuitenkin vield seuraavaa
joukko-opillista lausetta.

Algebrassa ja joukko-opillisessa topologiassa kiytetddn usein alla esitettdvii
valinta-aksiooman kanssa yhtépitiavad Zornin lemmaa [4]. Ndin tehdddn my0s timén
tutkielman vapaita Abelin ryhmii kisittelevissd osiossa. Méadritelldin ensin Zornin
lemmassa kaytettivia kisitteita.

Mairitelmi 2.6. Olkoon (P, <) osittainjérjestetty joukko. Sanotaan, ettd a € P on
maksimaalinen joukossa P, mikdli ei ole olemassa sellaista x € P, ettd a < x. Jos
X C P on epityhjd, niin ¢ € P on osajoukon X yldraja, mikili x < c jokaisella

x € X. Epityhjdad K C P sanotaan joukon P ketjuksi, jos (K, <), missd < on joukon
P osittainjdrjestyksen alijdrjestys, on lineaarijirjestetty.



Nyt voidaan esittdd Zornin lemma, jota kdytetdin myohemmin osoittamaan mer-
kittiva tulos, ettd vapaiden Abelin ryhmien aliryhmit ovat vapaita.

Lause 2.7. (Zornin lemma) Jos (P, <) on sellainen osittainjdrjestetty joukko, ettd
Jokaisella P:n ketjulla on yldraja, niin joukossa P on maksimaalinen alkio.

Todistus. (Vrt. [4, s. 49]) Hahmotellaan todistus lyhyesti.

Madritellddn transfiniittisella induktiolla ja kayttiméalld valinta-aksiooman takaa-
maa valintafunktiota F' joukon P epityhjille osajoukoille ketju, joka johtaa maksi-
maaliseen alkioon P:ssé.

Olkoon ag € P. Jos ap on maksimaalinen, niin viite on todistettu. Muuten
Py:={p e P|ag < p} #0,jolloin valitaan F(Py) = aj.

Oletetaan, ettd a, on madritelty. Jos a, on maksimaalinen, niin viite on todistettu.
Muuten P, :={p € P | ay, < p} # 0, jolloin valitaan F(P,) = ay+i.

Jos @ > 0 on rajaordinaali ja jokaisella 8 < a on valittu ag, niin Cy, = {ag | B <
a} on P:n ketju, joten silld on oletuksen nojalla yléraja. Siis (g, Pg # 0 jolloin
valitaan F((\g<o Pp) = da-

Jatkamalla méiriteltyd induktiota paddytiddn sellaiseen ordinaaliin vy, ettd ei ole
olemassa sellaista a,4; € P, ettd a,+ > ay, joten a, on maksimaalinen P:ssi.
Jos ei paadyttiisi tdhdn maksimaaliseen alkioon, niin saataisiin injektio kaikkien
ordinaalien aidolta luokalta joukolle P, mikd on mahdotonta. O



3 Martinin aksiooma

Oletetaan, ettid systeemi ZFC on ristiriidaton. Tilloin tiedetddn tunnettuna faktana,
ettd myos ZFC + MA + — CH on ristiriidaton. Ainakin tdssd mielessd Martinin ak-
siooma on mielekds lisd aksiomaattisen joukko-opin ZFC aksioomiin. Kuten edelli-
sessd luvussa mainittiin, Martinin aksiooma takaa numeroituvien antiketjujen ehdon
toteuttavalle osittainjirjestetylle joukolle ja kokoelmalle sen tiheitd osajoukkoja ge-
neerisen suodattimen. Muotoillaan tima tissd luvussa tdsmallisesti. Ensin esitetdin
Martinin aksioomassa kidytettavi vdite MA (k) jokaiselle ddrettomalle kardinaalille «.
Viitteen MA (k) myotd saadaan muotoiltua Martinin aksiooma jokaiselle kontinuu-
mia pienemmaille ddrettomalle kardinaalille. Martinin aksiooman esittelyn jidlkeen
osoitetaan, etti MA(Ny) pitee systeemissid ZFC ja etti MA(280) voidaan todis-
taa viddraksi. Titen siis perustellaan Martinin aksiooman rajoittuminen kontinuumia
pienempiin dédrettdmiin kardinaaleihin.

Tutkielman piilidhteessi [1] ei kdytetd suoraan Martinin aksioomaa, kun osoite-
taan, ettd systeemissd ZFC + MA + - CH on epivapaita Whiteheadin ryhmia. Mar-
tinin aksiooman sijaan kiytetdan Martinin aksioomasta johdettavaa seurausta. Tédten
luvun lopuksi sovelletaan seuraavaksi esiteltdvdd Martinin aksioomaa, kun todiste-
taan tdmai tutkielman pééldhteessa [1] kdytettdvd Martinin aksiooman seuraus. Mar-
tinin aksiooma on muotoiltu ldhteen [4, Luku 16] mukaan.

Olkoon « ddreton kardinaali. Muotoillaan siis ensin viite MA(«):

Jos (P, <) on osittainjérjestetty joukko, joka toteuttaa nume-
roituvien antiketjujen ehdon ja jos 9 on sellainen kokoelma
joukossa P tiheitd osajoukkoja, ettd |D| < k, niin on olemassa
D-geneerinen suodatin joukolle P.

MA (k)

Martinin aksiooma MA saadaan nyt muotoiltua vditteen MA («) avulla.

Olkoon « sellainen kardinaali, ettd x < 2™, Tilloin MA(k)
patee.

MA

Martinin aksioomassa rajoitutaan siis kontinuumia pienempiin dédrettomiin kar-
dinaaleihin. Perustellaan timi kisittelemlld kardinaaleja 8o ja 28 viitteen MA (k)
valossa. Seuraavan lauseen myoté viite MA(Ng) voidaan todistaa systeemissd ZFC
ja tama tulos tunnetaan myos Rasiowa-Sikorskin lemmana.

Lause 3.1. MA(Ry) pdtee.

Todistus. (Vrt.[4,s.203]) Oletetaan, ettd | D| = Ny. Luetellaan D:njoukot Dy, D>, - - -.
Mairitellddn p,, € P induktiolla luvun n suhteen: Nyt P # (), joten valitaan pgy € P.
Nyt, kun n > 0, niin joukon D, tiheyden nojalla voidaan valita p,, < p,_1ja p, € D.
Osoitetaan, ettd

G={q€P|qg=>=p,jollakinn € w}

on D-geneerinen suodatin joukolle P.



(i) Koska P # 0 ja po € P seki esimerkiksi pg > pg, niin pg € G eli G # 0.

(ii) Olkoot p,q € P, p < g jap € G. Tilloin p > p, jollakin n € w, joten myOs
q=>preligedG.

(iii) Olkoot p, g € G. Suoraan G:n méadritelmastd seuraa, ettd p, < pjap, < ¢q
joillakinn,m € wja p,, pm € G.Siis px < pjapr < g, missd k = max{n,m}
japk €G.

G on siis suodatin P:lle. Selvisti jokaisella n € w pitee, ettd p, € G ja koska
Pn € Dy jokaisella n € w, niin G N D, # 0 jokaisellan € w eli G on D-geneerinen
suodatin joukolle P. O

Koska lause 3.1 saatiin todistettua systeemissd ZFC, niin intuitiivisesti Martinin
aksiooman voidaan nihdi asettavan kardinaalia 280 pienemmit kardinaalit toteut-
tamaan samoja ominaisuuksia kuin kardinaali N toteuttaa. Osoitetaan vield, miksi
Martinin aksiooman muotoilussa rajoitutaan kontinuumia pienempiin kardinaaleihin.
Poiketen muista tutkielman joukko-opin tuloksista, tdssd lauseessa lahteend on [5].

Osoitetaan siis, ettd viite MA(2™) voidaan todistaa védriksi.

Lause 3.2. MA(2%) ¢i piide.

Todistus. (Vrt. [5, s. 54]) Tehdédén vastaoletus, ettd MA(ZN") patee. Tarkastellaan
joukkoa
P:={p Cwx{0,1} | |p| < 8o ja p on kuvaus}

ja sen osittainjarjestystd p < ¢ jos ja vain jos ¢ € p, kun p,q € P. Jos p ja
q ovat yhteensopivia, niin on olemassa sellainen r € P,ettdi r < pjar < g eli
p C rjag C r.Merkitidn d := dom(p) N dom(q). Jos pld # qd, niin on
olemassa sellainen n € d, ettd p(n) = r(n) # r(n) = g(n), mikd on mahdotonta,
joten pld = gld. Kun p[d = gld, niin p U ¢ on kuvaus ja p:n ja g:n yhteinen
laajennus, joten p ja g ovat yhteensopivia. Kokonaisuutena saadaan siis, ettd p ja g
ovat yhteensopivia, jos ja vain jos p[d = g [d. Jos G on joukon P suodatin, niin sen
alkiot ovat pareittain yhteensopivia, joten | J G on kuvaus. Koska joukon P alkiot
ovat kuvauksia ja mahtavuudeltaan pienempid kuin N, niin

Ro < |P| < |w x {0,130 = RN = R

eli |P| = No, joten P toteuttaa triviaalisti numeroituvien antiketjujen ehdon.
Asetetaan
D, = {p € P | n e dom(p)},

kun n € w. Koska jokainen g € P voidaan laajentaa sellaiseksi kuvaukseksi r, ettd
n € dom(r), niin D, on tihed joukossa P. Olkoon G joukon P suodatin. Suodattimen
G alkiot ovat tilloin pareittain yhteensopivia, joten kun merkitidin f; := [ G, niin
fc on sellainen kuvaus, ettd dom( fg) C w ja edelleen, jos G N D, # 0 jokaisella
n € w, niin dom( fg) = w.

Olkoon h: w — {0,1} ja asetetaan

Ep,={p € P| p(n) # h(n) jollakin n € w}.
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Osajoukko E}, on tihed joukossa P, silld jokainen g € P voidaan laajentaa sellaiseksi
kuvaukseksir, ettin € dom(r) jar(n) # h(n) jollakinn € w. Lisédksi, jos GNE}, # 0,
niin fg # h. Asetetaan vielad

D :={D, | newyU{E,|he“{0,1}}.

Tillin |D| = 280, joten vastaoletuksen nojalla on olemassa 9-geneerinen suodatin
G’ joukolle P eli G’ N D # 0 jokaisella D € D. Tilloin edelld kdytetyin merkinndin
fc’ on kuvaus w — {0, 1}, joka on eri, kuin jokainen joukon “{0, 1} kuvaus, mika
on ristiriitaista. i

Kuten on jo todettu, lauseet 3.1 ja 3.2 edustavat Martinin aksiooman kardinaali-
rajojen ddripditi. Esitetddn kuitenkin lause, joka todistetaan kdyttamallda Martinin ak-
sioomaa ja jota kdytetidin edelleen, kun osoitetaan, ettd systeemistd ZFC + MA +- CH
on todistettavissa, ettd on olemassa Whiteheadin ryhmia, jotka eivit ole vapaita. Ta-
min tuloksen, joka osoitetaan tutkielmassa, lisdksi Martinin aksioomalla on seurauk-
sia muun muassa mittateoriassa, kombinatoriikassa ja topologiassa.

Lause 3.3. (Vrt. [1, s. 784]) Oletetaan Martinin aksiooma. Olkoot A ja B sellaisia
joukkoja, ettd |A|, |B| < 280, Olkoon lisiiksi P epdtyhji perhe sellaisia kuvauksia,
etta:

(i) Jokainen f € P on kuvaus C — B, missd C C A.

(ii) Jokaisella a € A ja jokaisella f € P on olemassa sellainen g € P, ettd f C g
ja a € dom(g).

(iii) Jokaisella ylinumeroituvalla P’ C P on olemassa sellaiset fi, f> € P’ ja f3 € P,
ettd fi # f>» sekd fi C fzja fr C fa.

Télloin on olemassa sellainen kuvaus g: A — B, ettd jokaisella ddrelliselld F C A
on olemassa sellainen f € P, ettd F C dom(f) ja g|'F = f|F.

Todistus. Osittainjirjestetiddn P siten, ettd f < g,josjavainjosg C f,kun f,g € P.
Joukon P miiritelméin kohdasta (iii) seuraa, ettd P toteuttaa numeroituvien antiket-
jujen ehdon. Olkoon F' C A &arellinen ja asetetaan

Dp:={feP|F Cdom(f)}.

Olkoon f € P. Osoitetaan induktiolla luvun |F'| suhteen, ettd D r on tihed joukossa P.
Jos F = 0, niin F C dom( f), joten f € Dgja f C f eli Dp on tihed. Oletetaan, ettid
kun |F| = n jollakin n > 1, niin D ¢ on tihed. Olkoon |F’| = n+1jaa’ € F’. Induktio-
oletuksen nojalla D (4} on tihed, joten on olemassa sellainen i € D\ 4y, ettd
f C h. Edelleen P:n miiritelmén kohdan (ii) nojalla on olemassa sellainen 4’ € P,
etti a’ € dom(h’) jah C h'. Tdlloin h’ € Dpr ja f C h C I', joten D on tihed.
Merkitdin
D :={Dp | F C A on direllinen}.
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Nyt

D] < {F C A||F] <Ro} < D IA"= )" |A] =No - |A] = |A] < 2%,

new new

mikili A on ddreton joukko. Jos A on dérellinen, niin
DI < |{F C A||F| <8} <214l < 280,

Nyt Martinin aksiooman nojalla on olemassa 9-geneerinen suodatin G € P
joukolle P. Asetetaan g := |J G ja olkoot (a, b)), (a, b) € g. Télloin on olemassa
sellaiset g1, g2 € G, ettd (a, by) € g1 ja (a,by) € g>. Koska G on suodatin, niin on
olemassa sellainen g3 € G, ettd g; C g3 ja g2 C g3, joten koska g3 on kuvaus, niin
by = by eli g on kuvaus g: C — B, missd C C A. Osoitetaan vield, ettd C = A.
Olkoon a € A. Koska G on D-geneerinen, niin GN D,y # 0. Olkoon h € GN D gy.
Nyth € Gelih C gjah € Dy, eli a € dom(h) joten a € dom(g). Olkoon
sitten F C A ddrellinen ja f € G N Dp. Tilloin f C g ja F € dom(f), joten
grF =fIF. |
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4 Vapaista Abelin ryhmista

Whiteheadin ongelmaan liittyvdt myohemmin méériteltavat W-ryhmit ovat Abelin
ryhmid. Koska Whiteheadin ongelma kysyy W-ryhmien vapaudesta, tidssd luvus-
sa esitellddn vapaita Abelin ryhmii siltd osalta, kuin loppututkielman kannalta on
tahdellistd. Erityisen tdrked tulos on, ettd vapaiden Abelin ryhmien aliryhmit ovat
my0s vapaita. Lisdksi torsiottomien Abelin ryhmien méaaritelméa seké jatkon kannal-
ta tarvittavia tuloksia liittyen torsiottomiin Abelin ryhmiin esitetdin. Luvun lopussa
alustetaan Whiteheadin ongelmaa sekd W-ryhmii. Seuraavat médritelmit ja lauseet
todistuksineen seuraavat lahdetta [6].

Aloitetaan esittelemilld ja midrittelemélld merkintdtapoja. Abelin ryhmille kay-
tetddn additiivista merkintdtapaa. Lisdksi Abelin ryhmien neutraalialkiota merkitidin
symbolilla O tai 04, mikéli 04 on Abelin ryhméin A neutraalialkio, jos on merki-
tyksellistd erotella eri Abelin ryhmien neutraalialkiot toisistaan. Triviaalia ryhmaa
merkitdan 0 tai {0}.

Maaritelméa 4.1. Olkoot A ja I joukkoja. Perhe joukon A alkioita indeksodityna
indeksijoukolla I on kuvaus f: I — A. Tatd merkitdan (f(i))es tai (a;)ies, kun

a; = f(i).

Olkoon (a;)c; jokin perhe indeksditynid joukolla /. Téllgin, jos on olemassa
adrellinen osajoukko Iy C I jolla pitee, ettd a; = 0 aina, kuni € I \ I, niin voidaan
sanoa, ettd a; = 0 melkein jokaisellai € I.

Abelin ryhmien suorat summat ovat tarkeédssa roolissa ldpi tutkielman. Aloitetaan
suoran summan méérittely madrittelemélld ryhmien suora tulo.

Mairitelmi 4.2. Olkoon [ indeksijoukko, (G;);e; perhe ryhmid ja G = [];¢; G;
ryhmid vastaavien joukkojen G; karteesinen tulo. Joukko G koostuu siis alkioista
muotoa (x;);cs, missda x; € G;. Olkoot (x;)ies, (vi)ier € G. Kun médritellddn alkioiden
tulo komponenteittain eli (x;);c;(v;)ier = (x;V;)ier, niin G on ryhmi, jota kutsutaan
perheen (G;);c; suoraksi tuloksi.

Maiiritelmén 4.2 ryhmin alkioiden vasta-alkiot ovat sellaisia, ettd alkion (x;);e;
vasta-alkio on (xl.‘l)iE 7 ja neutraalialkio on (e;);cs, kun x; € G; ja e; € G; on ryhmin
G, neutraalialkio.

Mairitelmi 4.3. Olkoon (A;);e; perhe Abelin ryhmii, [ [;c; A; sen suora tuloja A C
[1;c; Ai niiden alkioiden (a;);e; € [1;c; Ai 0sajoukko, ettd a; = 0 melkein jokaisella
i € I. Osajoukkoa A sanotaan perheen (A;)c; suoraksi summaksi ja merkitddn

A= @Al

Mairitelmi 4.4. Olkoon A Abelin ryhmé ja By, ..., B, sen aliryhmii. Jos Bj+- - -+
B, = A, eli A:n alkiot ovat muotoa by +---+ b, =a, missi b; € B; (i =1,...,n) ja
a€Ajajos BiyN(By+---+B;) ={0} kaikillai =1, ..., n, niin A on aliryhmien
By, ..., B, suora summa ja merkitidn A = B1 ® - - - @ B,,.
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Havainnollistetaan midritelmén 4.4 suoraa summaa esimerkein. Olkoon z € Z.
Jos z on parillinen, niin jollakin k € Z pitee z = 2k € 27 +37Z. Jos z on pariton, niin
jollakin k € Z pitee z =2k +1=2-(k+2)+3-(-1) € 2Z+3Z.Siis Z =27 +3Z.
Toisaalta timi summa ei ole suora, silld esimerkiksi 0 # 6 € 2Z N 3Z.

Tekijaryhmi Z/67 = {5, 1,2,3,4, 5} voidaan esittdd aliryhmiensa {6, §} ja
{0, 2,4} suorana summana. Nythin {0, 3} N {0,2,4} = {0} ja {0,3} + {0,2,4} =
{(0+0,0+2,0+4,3+0,3+2,3+4} ={0,2,4,3,5,1} = Z/6Z. Siis Z/6Z =
0,3} @ {0,2,4}.

Seuraavaa tekijaryhmid koskevaa kolmatta isomorfialausetta kdytetddn useasti
tutkielmassa.

Lause 4.5. (Kolmas isomorfialause) Olkoon A Abelin ryhmd, B ja C sen aliryhmid
sekd C C B. Tidlloin (A/C)/(B/C) = A/B.

Todistus. Asetetaan h: A/C — A/B, h(a + C) = a + B. Tami on mielekasti, silld
kuna;+C =a+C,niina; —ay € Celi a; —a, € Bjatiten a; + B = a; + B jolloin
h(a;+C) = h(ap + C). Lisdksi h(a;+C+ar+C) = h(aj+a+C) =aj+a+ B =
ai+B+ay+ B = h(a;+C) + h(ay +C) eli h on homomorfismi. Vield, koska C C B,
niin 4 on surjektio eli Im(k) = A/B ja koska Ker(h) = {a+C € A/C | h(a+C) =
a+B=B}={a+C € A/C | a € B} = B/C, niin ensimmdisen isomorfialauseen
nojalla (A/C)/(B/C) = A/B. O

Seuraavaksi esitellddn vapaat Abelin ryhmit sekéd niiden yhteys jonkin joukon
virittdimaan Abelin ryhméin.

Mairitelmi 4.6. Olkoon A Abelin ryhmd ja (e;);e; perhe sen alkioita. Mikali jokai-
nen a € A voidaan kirjoittaa yksikisitteisesti muodossa a = ;c; a;e;, missd a; € Z
ja melkein jokainen a; = 0, kun i € I, niin perhe (e;);c; on Abelin ryhmin A kanta.
Jos Abelin ryhmilld on kanta, niin sitd sanotaan vapaaksi. Jos Abelin ryhma ei ole
vapaa, sitd kutsutaan epdvapaaksi.

Kun toimitaan niin kuin on tavanomaisesti sovittu, ettid );.; a;e; = 0, kun kanta
on tyhji, niin @ on triviaalin ryhmin 0 kanta. Nyt huomattavaa on, ettid darellinen
epitriviaali Abelin ryhmi ei voi olla vapaa. Airellisen Abelin ryhmiin alkioilla on
aarellinen kertaluku, joten esimerkiksi neutraalialkiolla ei olisi yksikésitteista esitystd
kannan alkioiden suhteen.

Esimerkiksi dédreton syklinen ryhméd Z on vapaa ja sen kanta on {1}. Esitetdan
vield hieman monimutkaisempi esimerkki. Poiketen muusta tutkielmasta, tidssi esi-
merkissa ei kdytetd additiivista merkintdtapaa Abelin ryhmaille.

Esimerkki 4.7. Positiivisten rationaalilukujen joukko Q. varustettuna tavanomaisel-
la kertolaskulla on vapaa Abelin ryhmé. Kun ;- € Q4, niin aritmetiikan peruslauseen
nojallaa = pi" ---pi* jab = p/" --- pi’*, missd p; < --- < p; ovat alkulukuja sekd

ni,m; > 0,kuni =1,..., k. Taten jalleen aritmetiikan peruslauseen nojalla saadaan
yksikasitteisesti & = pi"~"" - - - p/*7"* eli alkulukujen joukko on till6in kanta Abelin

ryhmille Q; varustettuna kertolaskulla.
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Miiritelma 4.8. Olkoon S joukko ja merkitién
Z{S) ={f: S —> Z| f(x) = 0 melkein jokaisella x € S}.

Kaytetdan merkintdd k-x, missd k € Zjax € S, sellaiselle kuvaukselle f € Z(S), etta
f(x) =kja f(y) =0, kun y # x. Nythdn, kun g € Z(S), niin se voidaan kirjoittaa
muodossa g = ky-x1+: - -+k,-x, joillakin ky, . . ., k, € Zjaerialkioillaxy,...,x, € S.
Lisdksi tdmd muoto on yksikisitteinen, silld jos f = 3 cgkx - X = X eg k% - X, niin
0= es(ky — k%) -xeli ky = k. jokaisellax € S.

Télloin Z(S) on Abelin ryhmi varustettuna tavanomaisella kuvauksien yhteen-
laskulla ja sitd kutsutaan joukon S virittamdksi vapaaksi Abelin ryhmdiksi. Lisdksi
joukon § alkioita kutsutaan Abelin ryhmin Z(S) vapaiksi virittdjiksi.

Osoitetaan sitten vapaiden Abelin ryhmien ja edelld miériteltyjen jonkin joukon
virittimin vapaan Abelin ryhmin vilinen yhteys.

Lause 4.9. Abelin ryhmd A on vapaa, jos ja vain jos A = Z{S) jollakin joukolla S.

Todistus. (Vrt. [6, ss. 38-39]) Kun A on vapaa ja S sen kanta, niin asettamalla
h: A — Z(S), h(}Y kix;) = X k; - x;, missd ) k;x; € A on esitetty kannan S avulla ja
> ki - x; € Z({S) kuten méadritelmassa 4.8. Talldin & on isomorfismi eli A = Z(S).
Jos taas A = Z(S) jollakin joukolla S, niin joukko S voidaan voidaan liittdd
joukkoon (S) injektiolla fg(x) = 1-x, kun x € §. Talloin fg(S) virittdd Abelin
ryhmin Z(S) ja madritelmissa 4.8 esitetyn perusteella se on myds Abelin ryhmin
Z(S) kantaeli A = Z(S) on vapaa. O

Jos A on Abelinryhmé jaT C A, niin merkitdédn (7):114 sitd A:n aliryhmii, jonka
T virittdd eli pienintd sellaista aliryhméa, joka siséltdd joukon 7.

Esitetddn sitten merkittdva tulos vapaille Abelin ryhmille, jota kdytetddn myos
useiden tutkielmassa vieli esitettavien lauseiden todistuksissa.

Lause 4.10. Olkoon A vapaa Abelin ryhmd ja B sen aliryhmd. Tidlloin B on vapaa
Abelin ryhmd.

Todistus. (Vrt. [6, s. 41 ja ss. 880-881]) Olkoon X vapaan Abelin ryhmin A kanta.
Todistetaan ensin tapaus, kun X on dérellinen. Edetdén induktiolla luvun | X| suhteen.
Jos B = {0}, niin viite pitee, joten olkoon B # {0} ja titen X # 0. Kun |X| = 1, niin
A = Z,joten B = Z eli B on vapaa Abelin ryhmai. Oletetaan, ettd jos vapaan Abelin
ryhmén kannan mahtavuus on korkeintaan n, niin sen aliryhmét ovat vapaita Abelin
ryhmia.

Merkitdan X := {ej,...,e,1}. Abelin ryhmd A voidaan nyt esittdd suorana
summana A = Ze; ® -+ ® Zey,y4. Olkoon p: A — Ze; projektio eli sellainen
homomorfismi, ettd p(aje;+- - - +an+1€,41) = are;, kuna; € Z jokaisellai =1,...,n.
Jos p[B] = {0}, niin B C (e, ..., ey+1) ja induktio-oletuksen nojalla B on tilloin
vapaa. Oletetaan siis, ettd p[ B] # {0} jaolkoon a > 0 pienin sellainen kokonaisluku,
ettdae; € p[B]jax € Bsellainen,ettd (p [B)(x) = aej.Josx € Ker(p[B),niinae; =
Oeli p[B] = {0} vastoin oletusta. Tdten x ¢ Ker(pB).Josy € B,niin p(y) = bp(x)
jollakin b € Z. Taten p(y — bx) = 0eli y = bx + c joillakin b € Z ja c € Ker(p|B).
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Siis B = (x) @ Ker(p [ B). Nyt B on vapaa, silld induktio-oletuksen nojalla Ker(p [ B)
ja {x) ovat vapaita, koska Ker(p [ B) = C jollakin C C (es, ..., en1) ja (x) = Z.

Todistetaan sitten tapaus, kun kanta on mielivaltainen. Merkitddn X := {e; | i €
I'}. Merkitéan lisdksi Ay := ({e; | i € J}) jokaisella J C I ja vield By := Ay N B.
Olkoon sitten S sellaisten parien (J, w) muodostama joukko, etti J C I jaw: J' —
By on By:n kanta eli w on injektio, J* C J ja By = (w[J’]). Merkitdin lisdksi
w; = w(j), kun j € J'. Nyt § # 0, silld kun x € B, niin x = aje; +--- + aye;,,
joten x € Ay, missd J = {e;,...,e; } elix € Ay N B, mikd on vapaa dérellisesti
viritetyn A;:n aliryhméni edelld todistetun nojalla. Nyt kun (J, w), (K, u) € S, niin
midritellddn (J,w) < (K,u) jos ja vain jos J C K, J’ € K’ jaulJ = w. Olkoon
S":={(J;,w;) | i € L} C S. missd L on lineaarijirjestetty, ketju joukossa S. Tilloin
(Ujer Ji Ujer wi) € S on sen yliraja, silld jos (K,u) € §’, niin K C ;e Ji ja
u C UJ;er wi joista yldrajuus seuraa suoraan.

Nyt voidaan kéyttdd Zornin lemmaa, joten olkoon (J,w) € S maksimaalinen.
Osoitetaan, ettd J = I. Oletetaan vastoin viitettd, ettd k € I \ J ja asetetaan K =
JU{k}.Jos By = AxkNB = By,niin (J,w) < (K,w)muttaJ # Keli (J,w) # (K,w),
mik on ristiriidassa alkion (J/, w) maksimaalisuuden kanssa. Jos By = AxNB # By,
niin on olemassa sellainen alkio ney +y € Bg,ettin € Z\ {0} jay € By C Aj.
Tilloin ne n € Z joilla on olemassa sellainen y € By, ettd ney + y € B muodostavat
Z:n aliryhmin. Olkoon ng timén aliryhmén virittdja ja wi = ngex +y € B. Nyt, jos
7 € Bk, niin jollakin m € Z pitee, ettd z = z — mwy + mwy, missd z — mwy € By,
sillda z € B ja —mwy € B. Lisdksi By N Zwy = {0} joten Bx = B; & Zwy ja
w’ = w U {(k,wg)} on Bg:n kanta, jolloin (J,w) < (K,w’), silld w’'[J # w, mika
on ristiriidassa alkion (J, w) maksimaalisuuden kanssa. |

Maaritelmé 4.11. Olkoon A Abelin ryhmaé. Alkion a € A sanotaan olevan forsio-
alkio, mikili sen kertaluku on ddrellinen. Lisdksi A:n sanotaan olevan torsioton, jos
sen ainoa torsioalkio on neutraalialkio.

Jokainen adrellisen Abelin ryhmén alkio on torsioalkio. Tamin nojalla torsiotto-
malla Abelin ryhmillé ei voi olla epitriviaaleja dérellisid aliryhmid. Kuten vapaan
Abelin ryhmin tapauksessa, torsiottomuuden tyyppiesimerkki on myds Z. Esimerkki
ddrettomastd Abelin ryhmadsti, joka ei ole torsioton, on @/Z. Olkoon % +7Z €Q/Z.
Télloin b(§ + Z) = a+Z = Z,silli a € Z. Titen § + Z € Q/Z on torsioalkio
eli on itse asiassa osoitettu, ettd jokainen ddrettomin Abelin ryhmidn Q/Z alkio on
torsioalkio.

Kuten edelld mainittiin, Abelin ryhmé Z on torsioton. Lisdksi Z on isomorfiaa
vaille ainoa dédreton syklinen ryhma ja tdten aarellisesti viritetty. Vapaiden Abelin
ryhmien yhteydessd on my0s mainittu, ettd Z on vapaa. Yleistetddn nididen ominai-
suuksien yhteys mielivaltaisille Abelin ryhmille seuraavalla lauseella.

Lause 4.12. Olkoon A didrellisesti viritetty torsioton Abelin ryhmd. Tdlloin A on
vapaa.

Todistus. (Vrt. [6, ss. 45-46]) Oletetaan, ettd A # {0} ja olkoon S joukon A dérellinen
virittdjdjoukko. Olkoon liséksi {xy, ..., x,} C S sellainen maksimaalinen osajoukko,
ettd kun ay, . . .a, € Z ovat sellaisia, ettd ajx; +- - - + a,x, = 0, niin a; = 0 jokaisella
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j=1,...,n. Olkoon B = {(x,...,x,) C A, joten B on vapaa. Kun y € S, niin joukon
{x1,...,x,} maksimaalisuuden nojalla on olemassa sellaiset by,...,b,,b, € Z,
joista kaikki eivit ole nollia, ettd byy + bix; + - - - + b,x, = 0. Lisdksi b # 0, silld
muuten by, ...,b, = 0. Titen b,y € B ja tima pitee jokaiselle S:n alkiolle y, jolle
on olemassa sellainen b, # 0, ettd kun b := HyeS by, niin bA C B.

Nyt h: A — A, h(x) = bx on homomorfismi ja Ker(f) = {0}, silldi A on
torsioton. Taten & on isomorfismi h: A — C, missda C C B on B:n aliryhmai. Siis
lauseen 4.10 nojalla bA on vapaa, joten A on vapaa. O

Seuraavaa torsiottomaan tekijaryhméén seki aliryhméén liittyvad aputulosta kéy-
tetddn myohemmin todistettaessa tutkielman péaitulosta.

Lause 4.13. Olkoon A Abelin ryhmd ja B C A sen aliryhmd. Jos A/B ja B ovat
torsiottomia, niin A on torsioton.

Todistus. Oletetaan, ettd A/B ja B ovat torsiottomia. Tehdédidn vastaoletus, ettd on
olemassa sellainen 0 # x € A, ettd nx = 0 jollakin n € Z,. Téalléin x + B # B, silli B
on torsioton, joten n(x + B) =nx+ B =0+ B = Belix+ B € A/B on kertaluvultaan
adrellinen, mika on ristiriidassa A /B:n torsiottomuuden kanssa. O

Seuraavaksi esiteltdvid homomorfismien ominaisuutta kiytetdin seuraavassa lu-
vussa W-ryhmien méérittelyyn. Seuraavat mééritelmit ja lauseet ovat ldhteesta [1].

Maiiritelmi 4.14. Olkoot A ja B Abelinryhmidsekd h: A — Bjag: B — A homo-
morfismeja. Jos g on liséksi surjektio, niin sanotaan, ettd homomorfismi g halkeaa,
mikéli on olemassa sellainen homomorfismi f: A — B, ettd g o f = id. Lisdksi
kutsutaan homomorfismia % halkaisevaksi homomorfismiksi homomorfismille g, jos
goh=idy.

Huomataan, ettd edellisessd mééritelmissi halkaiseva homomorfismi % on injek-
tio, silld jos a € A ja h(a) =0, niin a = (g o h)(a) = g(h(a)) = g(0) = 0.

Osoitetaan seuraavaksi riittdvd ja vélttimaton ehto Abelin ryhmén vapaudelle
halkeavien homomorfismien suhteen.

Lause 4.15. Abelin ryhmd A on vapaa, jos ja vain jos jokainen surjektiivinen homo-
morfismi A:lle halkeaa.

Todistus. (Vrt. [1, Lause 2.3]) Olkoon B Abelin ryhmi ja X := {x; | i € I} vapaan
Abelin ryhmin A kanta. Oletetaan, ettd 4: B — A on surjektiivinen homomorfismi.
Valitaan jokaisella i € I sellainen b; € B, ettd h(b;) = x;. Koska X on A:n kanta,
niin on olemassa sellainen yksikisitteinen homomorfismi f: A — B, ettd f(x;) =
b; jokaisella i € I. Yksikésitteisyys seuraa siitd, ettd jos f': A — B on toinen
homomorfismi, jolla patee f’(x;) = b; jokaisellai € I, ja kun a € A, niin voidaan
kirjoittaa a = ;c; n;x; ja saadaan

f(a)=f (Z nixi) = Znif/(xi) = Z nib; = Z nif(x;)=f (Z nixi) = f(a).

iel iel iel iel iel
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Edelleen

(ho f)(a)=h (f (Z nix,-)) =h (Z n,-f(x,-))

iel iel

=h (Z I’l,'b,') = Z l’l,'h(b,‘) = Z nix; =da.
i€l i€l i€l
Siis & halkeaa.

Oletetaan sitten, ettd jokainen surjektiivinen homomorfismi A:lle halkeaa. Ol-
koon F' vapaa Abelin ryhmi, jonka kanta on X := {x, | a € A}. Olkoon lisdksi
h: F — A se yksikésitteinen homomorfismi, ettd h(x,) = a jokaisella a € A.
Oletuksen nojalla & halkeaa, joten olkoon g: A — F homomorfismin /:n halkai-
seva homomorfismi. Kuten mééritelméassd 4.14 todettiin, g on injektio. Siis A on
isomorfinen jonkin F:n aliryhmin kanssa eli A on vapaa. O

Edellisen lauseen seurauksena saadaan torsiottomien Abelin ryhmien lausetta
4.13 vastaava tulos vapaille Abelin ryhmille.

Seuraus 4.16. Olkoon A Abelin ryhmd ja B C A sen aliryhmd. Jos A/B ja B
ovat vapaita, niin A on vapaa. Lisdksi jokainen B:n kanta voidaan laajentaa A:n
kannaksi.

Todistus. (Vrt. [1, Seuraus 2.5]) Olkoon p: A — A/B kanoninen surjektio. Koska
A/B on vapaa, niin lauseen 4.15 nojalla on olemassa p:n halkaiseva homomorfismi
h: A/B — A.

Olkoon sitten b € h[A/B] N B. Koska & on injektio, niin on olemassa sellainen
yksikasitteinen ¢ + B € A/B, ettd h(c + B) = b. Talloin p(h(c + B)) = p(b) ja
koska & on halkaiseva homomorfismi p:lle, niin p(b) = ¢ + B. Téten ¢ € B ja koska
¢ + B € A/B oli yksikisitteinen, niin » = 0. Siis h[A/B] N B = {0}.

Lisdksi nyt (ho p)(a) € h[A/B]ljaa— (ho p)(a) =c € A. Tilléin p(a) — (p o
(hop))(a) =p(c)elip(c) =p(a)—p(a) =0+B, joten c =a - (hop)(a) € B.
Tiéten, kun a € A, niin a voidaan esittdd yksikésitteisesti #[A/B]:n ja B:n summana
muodossaa = (ho p)(a)+ (a— (ho p)(a)) jaerityisesti A = h[A/B] & Beli A on
vapaa.

Edelleen h:n injektiivisyyden nojalla, jos ¥ on A/B:n kanta, niin i[Y] on
h[A/B]:nkanta. Talloin, mikili X on B:n jokin kanta, niin 2[Y]UX on A:nkanta. O

Tutkielman useassa todistuksessa tarkastellaan nousevia ketjuja Abelin ryhmia,
joille asetetaan erilaisia ehtoja, kun halutaan esimerkiksi muodostaa Abelin ryhma
tallaisen nousevan ketjun yhdisteend. Mééritellddn seuraavaksi Abelin ryhmien ketjut
seka sileit ketjut.

Maaritelma 4.17. Olkoon
AogAlg"'gAﬁg---, B <a

nouseva ketju joukkoja indeksoityna ordinaalilla a. Ketju on siled, mikili jokaisella
rajaordinaalilla 2 < « pitee, ettd Ay = Uy Ag. Ketju on aidosti kasvava, mikili
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jokaisella B < « pitee, ettd Ag # Ag,yy. Lisiksi ketju on Abelin ryhmien ketju, jos
jokaisella 8 < a pitee, ettd Ag on Abelin ryhmad ja Agyy:n aliryhma.

Osoitetaan vield yhden mééritelmén jilkeen erds vapaita ryhmia koskeva lause,
jota tarvitaan myohemmin W-ryhmien ominaisuuksien tarkastelussa.

Kuten seuraavassa lauseessa, monissa seuraavissa todistuksissa muodostetaan
uusi Abelin ryhmaé yhdisteena siledsti ketjusta Abelin ryhmia.

Lause 4.18. (Vrt. [1, Seuraus 2.5]) Olkoon A sellainen siledin Abelin ryhmien ketjun
{Ag | B < a} yhdiste, ettii Ay on vapaa ja jokaisella B < « piitee, etti Ag1/Ag on
vapaa. Tdlloin A on vapaa ja jokaisella B < « pditee, ettii A/ Ag on vapaa.

Todistus. Olkoon Xy Abelin ryhmén Ag kanta. Muodostetaan transfiniittisella induk-
tiolla sellainen siled ketju joukkoja

Xogxlg...gxﬁg...’ ﬂ<a,,

ettd Xz on Ag:nkanta. Oletetaan, ettd tillainen ketju on muodostettu jollekin ordinaa-
lille y < a. Jos y on rajaordinaali, niin asetetaan X,, = U, X Télloin médritel-
mén 4.17 nojalla A, = {J,., A, joten X, on Ay:n kanta. Jos y on seuraajaordinaali
v =6 +1, niin Ag41/As on oletuksen nojalla vapaa, joten seurauksen 4.16 nojalla X
voidaan laajentaa kannaksi Xs4; Abelin ryhmille As,y. Titen X = | p<a Xp ON An
kanta ja {x + Ag | x € X \ Xg} on A/Ag:n kanta. O
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S Whiteheadin ongelma ja W-ryhmat

Téssd luvussa esitellddan Whitehead-ryhmait eli W-ryhmit sekd Whiteheadin ongel-
ma. Lisiksi sovelletaan homologisen algebran menetelmiid Abelin ryhmien teoriaan.
Léahteita [6], [3] ja [1] kdytetdén tdssd luvussa vaihtelevasti. Esitys Abelin ryhmien
teoriasta homologisen algebran menetelmin on tdssd luvussa suppea. Esitietoihin
Abelin ryhmien algebran kannalta voi tutustua tarkemmin esimerkiksi ldhteesti [3,
s. 6-14,75-79].

Whiteheadin ongelma voidaan nyt esittidd tismaéllisesti W-ryhmien tdsmaéllisen
maiiritelmén jilkeen.

Mairitelma 5.1. Abelin ryhmidid A kutsutaan Whitehead-ryhmdksi (W-ryhmdiksi),
mikéli jokainen surjektiivinen homomorfismi # Abelin ryhmille A, jolle pitee
Ker(h) = Z, halkeaa.

Whiteheadin ongelma voidaan nyt muotoilla tdsmaéllisesti:
Onko jokainen W-ryhmai vapaa?

Lauseen 4.15 seurauksena nidhdéén heti, ettd jokainen vapaa Abelin ryhma on W-
ryhma. Lahdetiin alustamaan seuraavan luvun péatulosta, ettd jokainen numeroituva
W-ryhmé on vapaa. W-ryhmien ominaisuuksien osoittamiseen madritelldéin ensin
homologisen algebran kasitteita.

Mairitelma 5.2. (Vrt. [6, ss. ix—x]) Olkoot A, B, C ja D Abelin ryhmia seka f, g,
¢ jayy homomorfismeja. Sanotaan, etti kaavio

i

12

o
ool

oq

N

a
S

kommutoi, mikéli g o f = o ¢. Monimutkaisemman kaavion sanotaan kommutoi-
van, mikali eri reittejd pitkin samaan pddméaéraan kuljettaessa vastaavat yhdistetyt
kuvaukset ovat samat. Siis, jos kaaviossa on reitit

AL ay Ly g,
ja
Al 81 > B2 82 > L. gm—l> Bm:An’

Abelin ryhmistd Ay Abelin ryhméin A, niin f,—j0---0 fi=gn-10---0g.
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Kun A ja C ovat Abelin ryhmii, niin merkitdin Hom(A, C):114 kaikkien homo-
morfismien #: A — C joukkoa. Joukko Hom(A, C) on myos Abelin ryhmi va-
rustettuna tavanomaisella kuvausten yhteenlaskulla. Liséksi Abelin ryhmien vilinen
homomorfismi #: Ay — A, indusoi jokaiselle Abelin ryhmélle C homomorfismin
h’: Hom(A;,C) — Hom(Aj, C),jonkamadrdd h’(f) = foh,kun f € Hom(A,, C).

Madritellddn seuraavaksi tarkat jonot Abelin ryhmid ja homomorfismeja, jotka
ovat tarkedssi roolissa loppuluvun ajan.

Mairitelma 5.3. Sanotaan, ettd jono Abelin ryhmid ja homomorfismeja

his

h.
> Aivl > A —— A —— -

on farkka eli eksakti, mikili Ker(/;) = Im(h;4;) jokaisella i.
Tarkastellaan tarkkaa jonoa, jonka alku ja loppu on triviaali ryhma. Nyt, jos

A

0 A h)B f2

> C > 0

on tarkka jono Abelin ryhmid ja homomorfismeja, niin homomorfismit fi: 0 —
A sekd f: C — 0 jitetdan yleensd merkitsemadttd, silld molempiin on vain yksi
vaihtoehto, nimittdin f(0) = 0 ja f>(x) = 0 jokaisella x € C. Seuraavat tulokset
saadaan, silld jono on tarkka. Ensinnédkin Im( f;) = Ker(k) eli Ker(k#) = {0}, joten
h on injektio. Lisdksi, koska Im(g) = Ker(f;) ja Ker(f2) = C, niin g on surjektio.
Vield jonon tarkkuuden nojalla Ker(g) = Im(#), joten ensimmaéisen isomorfialauseen
nojalla Im(g) = C = B/Ker(g) = B/Im(h).

Madritellddn sitten tarkka jono, jossa esiintyy vapaita Abelin ryhmid. Lisédksi
madritellddn tekijairyhma Ext(A, C) Abelin ryhmille A ja C.

Mairitelmai 5.4. Tarkkaa jonoa

h

0 > I y Fy —— A > 0,

missd Fy ja tdten myOs Fj ovat vapaita Abelin ryhmid, kutsutaan Abelin ryhméin A
vapaaksi resoluutioksi. Edelld esitetyn vapaan resoluution avulla mééritellaan vield

Ext(A, C) := Hom(F,, C)/Im(h),

kun C on Abelin ryhmé ja A': Hom(Fy,C) — Hom(Fj, C) homomorfismin 4
indusoima homomorfismi.

Mairitelmén 5.4 Abelin ryhméa F; on vélttimaittd vapaa, kun Fj on vapaa, silld
médritelmad edeltdvien kommenttien nojalla # on injektio eli F; on isomorfinen
vapaan Abelin ryhmén Fy vapaan aliryhmén kanssa.

Madritellddn vield projektiiviset Abelin ryhmiit ja todistetaan, ettd Abelin ryhméan
projektiivisuus on yhtépitivid Abelin ryhmén vapauden kanssa.

Mairitelma 5.5. (Vrt. [3, s. 78]) Abelin ryhméaa P kutsutaan projektiiviseksi, mikali
jokainen kaavio Abelin ryhmié ja homomorfismeja
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"o

Q

0 v Ay B S

a

> 0,

missd alarivi on tarkka, voidaan tiydentda kommutoivaksi kaavioksi

P
s
h)B 8>C

homomorfismilla f: P — B eli g o f = g. Tilloin sanotaan, etti g nostetaan
homomorfismiksi f.

0 > A > 0

Maiiritelmén 5.5 kaaviossa osuuden

0 v A"y B

merkitys on rakenteen kiinnittiminen Abelin ryhmalle B ja osuus jéitetdénkin impli-
siittiseksi seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause 5.6. Abelin ryhmd on projektiivinen, jos ja vain jos se on vapaa.

Todistus. (Vrt. [3, s. 78]) Olkoon F vapaa Abelin ryhmi, B ja C Abelin ryhmii ja
g: B — C surjektio. Olkoon lisdksi g: F — C homomorfismi sekd X = {x; | i € I}
vapaan Abelin ryhmén F kanta. Valitaan g:n surjektiivisuuden nojalla sellainen
b; € B, ettd g(b;) = q(x;). Kuten lauseen 4.15 todistuksessa osoitettiin, kannasta
madrdytyy yksikasitteinen homomorfismi f: F — B, jolle f(x;) = b;. Nyt, koska
go fIX =¢glX jaXon F:nkanta, niin g o f = ¢g. Siis F on projektiivinen.

Olkoon P projektiivinen Abelin ryhmi ja F sellainen vapaa Abelin ryhmi, ettid
g: F — P on surjektiivinen homomorfismi. Identtinen kuvaus idp: P — P voidaan
nostaa homomorfismiksi f: P — F eli g o f = idp kaavion

P
id
ol
F—— P
mukaisesti. Téalldin f on injektio eli P on isomorfinen jonkin vapaan Abelin ryhmén
F aliryhmén kanssa, joka on lauseen 4.10 nojalla vapaa eli P on vapaa. O

Lauseen 5.6 nojalla voidaan siis puhua yhtépitavisti vapaista ja projektiivisista
Abelin ryhmista.

Esitetddn ja todistetaan seuraavaksi kddrmelemma liittyen isompaan kaavioon
Abelin ryhmid ja homomorfismeja. Kddarmelemman avulla hahmotellaan myds ly-
hyesti todistus lauseelle, jolla taataan pitkdn tarkan jonon Abelin ryhmié ja homo-
morfismeja

h! h!
0 > Hom(A3, C) & Hom(A», C) + Hom(A,, C) > Ext(As, C) + Ext(A,, C) > Ext(A;,C) > 0
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olemassaolo. Tamin pitkédn tarkan jonon avulla saadaan luvun lopussa todistettua
esimerkiksi, ettd vapaiden Abelin ryhmien tapaan W-ryhmien aliryhmit ovat myos
W-ryhmia.

Kun #: A — B on Abelin ryhmien vilinen homomorfismi, niin mééritelldin
tekijaryhmia Coker(h) = B/Im(h).

Apulause 5.7. (Kdadrmelemma) Olkoon

~ » ~ q ~
0 > A > B > C > 0
f 8 h
~ , ~ , ~
p q
0 > A’ > B > C’ > 0
~ ~ ~

——% Coker(f) ERELEN Coker(g) BLERN Coker(h) —— 0

~ v ~

0 0 0

kommutoiva kaavio Abelin ryhmid ja homomorfismeja, missd kaksi keskimmadista
rivid ja kaikki sarakkeet ovat tarkkoja. Tdlloin on olemassa homomorfismit, jotka
tekevit ylimmastd ja alimmasta rivistd tarkat sekd homomorfismi r: Ker(h) —
Coker( f), jota kutsutaan yhdistdviksi homomorfismiksi, joka tekee jonosta

0 — Ker(f) — Ker(g) — Ker(h) — Coker( f) — Coker(g) —> Coker(h) — 0

tarkan. Merkitsemadtti jatetyt sarakkeiden homomorfismit Ker(f) — A, Ker(g) —
B ja Ker(h) — C ovat inkluusioita sekd my0s merkitsemattid jatetyt sarakkeiden
homomorfismit A” — Coker(f), B — Coker(g) ja C’ — Coker(h) ovat kanonisia
surjektioita.

Todistus. (Vrt. [3, s. 12]) Madritelldéan ensin yhdistivd homomorfismi r: Ker(h) —
Coker(f). Olkoon ¢ € Ker(h). Talloin, koska toinen rivi on tarkka, niin g on
surjektio, joten on olemassa sellainen b € B, ettd g(b) = c. Koska h(c) = 0, niin
kaavion kommutoidessa my0s ¢’ (g(b)) = 0. Téten, koska kolmas rivi on tarkka, niin
jollakin a’” € A’ pitee, ettd p’(a’) = g(b). Asetetaan r(c) = a’ + Im(f) € Coker(f).
Tama on mielekéstd, silld jos b* = b + p(x) € B (x € A), niin paadytddan alkioon
a*=ad + f(x)jaa*+Im(f) = (a’ + f(x)) +Im(f) = a’ + Im(f).

Koska kaavio kommutoi, niin p ja g kdyttaytyvit kuin p jag eli p; = p | Ker(f)
jaq=q | Ker(g) sekd p; ja g, kayttaytyvit kuin p’ ja ¢’. Titen kaavion osat

0 — Ker(f) —25 Ker(g) —*3 Ker(h)
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ja
Coker( f) EEEEN Coker(g) LR Coker(h) —— 0

ovat tarkkoja. Osoitetaan siis vield tarkkuus kohdassa

Ker(h) —— Coker( f)

Nyt, koska r(c¢) = a’ +Im( f), kuten edelld midriteltiin, niin r(c) = 0, jos ja vain
jos a’ = f(a) jollakin a € A. Tilloin g(b) = p’(a’) = g(p(a)) elig(b — p(a)) =0,
joten b — p(a) € Ker(g). Lisdksi, koska ¢ = ¢q(b) = g(b — p(a)), niin Im(q;) =
Ker(r).

Vastaavasti, kun a’ +Im( f) € Ker(p»), niin p’(a’) € Im(g). Talloin on olemassa
sellainen b € B, ettd p’(a’) = g(b), joten g(b) = ¢ € Ker(h) ja titen r(c) =
r(q(b)) = a’ +Im(f) eli Im(r) = Ker(p»). O

Lause 5.8. Jokaiselle tarkalle jonolle

h h
0 S A —— Ay — A3 >0

Jja jokaiselle Abelin ryhmdille C on olemassa tarkka jono

h! h!
0 > Hom(A3, C) ¥ Hom(A», C) ¥ Hom(A;, C) > Ext(As3, C) + Ext(A,, C) > Ext(A;,C) 5> 0
Todistus. Ks. [3, ss. 263-264] (Hahmotelma) Olkoot
0 > Hy > I > A >0

ja

0 > Hy r B> > Az >0

vapaita resoluutioita. Talloin on olemassa vapaa resoluutio

00— H®oH, — Fio K > Aj > 0.

Naditd vapaita resoluutioita kiytetdin kaaviossa

0 0 0

~ v ~

0 — Hom(A3,C) —2—% Hom(A,,C) —=—% Hom(A,,C)

~ v ~

0 — Hom(F, C) —2— Hom(F, ® F»,C) —~ Hom(F;,C) — 0

i 8 h

~ ~ ~

0 —— Hom(H,, C) —— Hom(H, & Hy, C) —'— Hom(H,,C) — 0

~ ~ ~

Ext(As,C) —22—% Ext(A,,C) —2—% Ext(A;,C) —> 0

Z
N
Vi
N
Z
N
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missd keskimmadiset rivit ovat tarkkoja, koska Fj, F», Hj, Hy ovat vapaita Abelin
ryhmid. Lisdksi sarakkeet ovat tarkkoja, joten apulauseen 5.7 nojalla lause saadaan
todistettua. |

Nyt voidaan osoittaa médritelmén 5.4 avulla riittdva ja vilttdméaton ehto sille, etti
Abelin ryhmé on W-ryhma.

Lause 5.9. Abelin ryhmd A on W-ryhmd, jos ja vain jos Ext(A, Z) = 0.

Todistus. (Vrt. [1, Lauseen 3.5 todistus]) Olkoon A W-ryhma ja tarkastellaan mii-
ritelmén 5.4 mukaista vapaata resoluutiota A:lle:

0 S F — s Fy —23 A S 0.
Osoitetaan, ettd Im(#4") = Hom(Fy, Z), missa h’: Hom(Fy, Z) — Hom(Fi, Z) on
homomorfismin 4 indusoima homomorfismi. Toisin sanoen osoitetaan, ettd homo-
morfismi 4’ on surjektio, jolloin Ext(A, Z) = Hom(F}, Z) /Hom(Fi, Z) = {0}. Nyt
mééritelmassid 5.4 esiintyvd Abelin ryhmi C on siis kokonaislukujen ryhmé Z.
Olkoon f: F; — Z. Merkitddn B := (Z & Fy)/I, missa I := {(f(y),—h(y)) |
y € Fi}. Muodostetaan kommutoiva kaavio

h 8

0 > F > Fo > A 5 0
Ll
0 v 7 1 s Bp_TyQp S0

Kaaviossa homomorfismit p, g ja r ovat p(x) = (0,x) + I, g(n) = (n,0) + I ja
r((n,x)+1) = g(x). Osoitetaan, ettd kaavion alemman rivin jono on tarkka. Olkoon
n € Ker(g). Talloin (n,0) € I joten on olemassa sellainen y € Fi, ettd f(y) = n ja
h(y) = 0. Koska /& on injektio, niin y = 0 eli n = 0 ja titen ¢ on injektio. Olkoon
sitten a € A. Koska g on surjektio, niin on olemassa sellainen y € Fy, ettd g(y) = a.
Koska kaavio kommutoi, niin »(p(y)) = a eli r on surjektio. Osoitetaan vield, ettd
Im(q) = Ker(r). Olkoon (n,x) + I € Im(g). Télloin on olemassa sellainen m € Z,
ettda g(m) = (m,0)+1 = (n,x) + 1. Siis r((n,x) +I) =r((m,0) + 1) = g(0) =0 eli
(n,x)+1 € Ker(r). Olkoon vield (n,x)+1 € Ker(r). Talloin r((n,x)+1) = g(x) =0
eli x € Ker(g) = Im(h) joten h:n injektiivisyyden nojalla on olemassa sellainen
yksikisitteinen y € Fy, ettd h(y) = x. Talloin (n,x) + I = (n,h(y)) +1 = (n +
f(),0)+joten g(n+ f(y)) = (n,x)+1eli (n,x)+1 € Im(q).

Koska g on injektio, niin Z = Im(q) = Ker(r). Téten, koska A on W-ryhmd, niin
on olemassa sellainen s: A — B, ettiros = id4. Asetetaant: B — B, t =idg —sor.
Nytrot=roidg—rosor=r—idgor=r—r =0, jotent((n,x) + 1) € Ker(r) =
Im(q) jokaisella (n,x) + 1 € B eli Im(¢) € Im(q). Nyt, koska g on injektio, niin
g~': Im(g) — Z on homomorfismi ja voidaan asettaa u = ¢! o ¢. On siis olemassa
sellainenu: B — Z,ettdagou =t. Talldingouog=tog =idgog—soroq =gq,
silla (r o g)(n) = 0 jokaisella n € Z. Nythén, kun n € Z, niin g(n) = g(u(g(n))) ja
g:n injektiivisyyden nojalla n = u(g(n)) eli u o g = idz.

Asetetaan vield w = uop. Talloin A’ (w) = woh = uopoh = uoqgof =idzof = f
eliIm(#’) = Hom(Fy, Z).
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Oletetaan sitten, ettd Ext(A, Z) = {0} ja tarkastellaan tarkkaa jonoa

q

0 s 7 s B —3 A s 0,

joka vastaa W-ryhmén miaritelman 5.1 tilannetta, silld nyt Z = Im(q) = Ker(r)
ja r on surjektiivinen homomorfismi A:lle. Osoitetaan, ettd r halkeaa.
Olkoon

0 s F f°>F0 My g s 0.

A:n méadritelmén 5.4 mukainen vapaa resoluutio ja olkoon p: Fy — B sellainen Fy:n
vapauden eli projektiivisuuden takaama surjektiivinen homomorfismi, ettarop = fj.
Olkoon f: F; — Z, jolloin voidaan muodostaa kommutoiva kaavio

0 S F f0>F0 fl)A S 0

bl

0 v 7 2 s p_T yQp S 0

Nyt, koska Ext(A, Z) = {0}, niin on olemassa sellainen g: Fy — Z,etti go fy = f.
Kun x € Ker(p), niin fi(x) = (r o p)(x) = 0 joten koska A:n vapaa resoluutio
on tarkka, niin x = fp(y) jollakin y € Fj. Téten g(x) = (g o fo)(y) = f(y) =0,
silld ¢ on injektio ja (g o f)(y) = (p o fo)(y) = p(x) = 0. Tilloin g indusoi
kuvauksen u: B — Z. Kun n € Z, niin (u o g)(n) = g(x), missa p(x) = g(n). Nyt
g(x) = (rop)(x) = (rog)(n) = 0, joten jilleen koska jono on tarkka, niin x = fy(y)
jollakin y € Fy. Siis g(x) = (g o fo)(y) = f(y). Lisdksi (g o f)(y) = (p o fo)(¥) =
p(x) = g(n). Koska g on injektio, niinn = f(y) = (u o g)(n) eliuo g =idz.

Kun b € B,niin b = (b — (q cu)(b)) + (q ou)(b). Nyt (g ou)(b) € Im(q) ja
b—(qgou)(b) € Ker(u), silla

u(b = (qou)(b)) =u(b) - (uoq)(u(b)) =u(d) - ub) =0.

Lisédksi Im(g) N Ker(u) = {0}, silld jos g(n) = b jollakin n € Z ja u(b) = 0, niin
0= (uogq)(n)=n,joten b =0. Taten B = Im(g) & Ker(u).

Olkoon a € A. Koska r on surjektio, niin on olemassa sellainen b = g(n)+k € B,
missdn € Z jak € Ker(u), ettd a = r(g(n) + k) = 0+r(k) = r(k). Téten jokaisella
a € A on olemassa sellainen k € Ker(u), ettd a = r(k). Edelleen r[Ker(u)] = A ja
jos r(k) =0, niin k € Im(q) joten tilldin k = 0. Siis Ker(u) = A. Viel4, koska g on
injektio, niin Z = Im(q) jatiten B = Z @ A.

On siis 16ydetty isomorfismit 1: B— Z @& Ajah™': Z® A — B. Nyt jonon

q/

0 N VZeA -3 A s 0,

tarkkuuden nojalla ainoa vaihtoehto homomorfismille ' : Z&A — Aonr’(n,a) = a.
Talloin r = r” o h, joten asettamalla s': A - Z @ A, s'(a) = (0,a) jas: A — B,
s(a) = (h™" o 8')(a) saadaan

(ros)(a)=(roh™ os)(a)=(r"ohoh™ os')(a)=(ros')(a) =a,

kun a € A joten r o s = idy. Siis r halkeaa eli A on W-ryhmi. O
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Yhtapitdvisti voidaan siis madritellda W-ryhmait sellaisiksi Abelin ryhmiksi A, ettd
Ext(A, Z) = 0. Till6in saadaan vaihtoehtoinen muotoilu Whiteheadin ongelmalle:
Onko jokainen Abelin ryhmé A, jolla pitee Ext(A, Z) = 0, vapaa?

Vapaille Abelin ryhmille saatiin osoitettua merkittivana tuloksena, ettd jokainen
vapaan Abelin ryhmén aliryhmé on vapaa. Osoitetaan edellisten lauseiden avulla,
ettd sama patee myos W-ryhmille. Lisdksi osoitetaan, ettd jokainen W-ryhmé on
torsioton.

Lause 5.10. W-ryhmien aliryhmdt ovat W-ryhmidi.

Todistus. (Vrt. [1, Lauseen 3.1 todistus]) Olkoon A, W-ryhmi ja Ay € A sen
aliryhmad. Téll6in jono

0 S Al —— Ay —% AyJA —> 0,

missid i on inkluusio ja 4 kanoninen surjektio, on tarkka. Lauseen 5.8 nojalla on
olemassa tarkka jono

Ext(As, Z) — Ext(A;,Z) — 0.

Koska A; on W-ryhmé, niin lauseen 5.9 nojalla Ext(A;, Z) = 0 ja titen on oltava
Ext(Aj, Z) = 0. Siis lauseen 5.9 nojalla A} on W-ryhma. O

Lause 5.11. Jokainen W-ryhmd on torsioton.

Todistus. (Vrt. [1, Lauseen 3.2 todistus]) Olkoon A W-ryhma ja oletetaan, etti A ei
ole torsioton. Talloin on olemassa sellainen a € A, ettd (a) on epétriviaali dédrellinen
syklinen ryhmai. Tarkastellaan kanonista surjektiota p: Z — Z/nZ. Nyt Ker(p) =
nZ = 7Z mutta p ei halkea, silld Z on torsioton. Jos p halkeaisi, niin olisi olemassa
sen halkaiseva homomorfismi h: Z/nZ — Z, jolloin aliryhmi h[Z/nZ] C Z ei
olisi torsioton, mika olisi ristiriitaista.

Siis Z /nZ ei ole W-ryhma milldin n. Nyt kuitenkin (@) = Z/nZ jollakin n, mika
on ristiriita lauseen 5.10 nojalla. O

Seuraavaa tulosta tarvitaan, kun osoitetaan, ettd jokainen numeroituva W-ryhma
on vapaa.

Lause 5.12. Olkoon By W-ryhmd ja Bo C By sellainen aliryhmd, ettd B/ By ei ole
W-ryhmd. Tidlloin on olemassa homomorfismi h: By — Z, jota ei voida laajentaa
homomorfismiksi By — Z.

Todistus. (Vrt. [1, Lauseen 3.3 todistus]) Tarkastellaan tarkkaa jonoa

0 y By —— B,  Bi/By — 0,

missi 7 on inkluusio. Lauseen 5.8 nojalla on olemassa tarkka jono

Hom(B), Z) ——% Hom(By, Z) —> Ext(Bi/Boy, Z) — Ext(B, Z).

Lauseen 5.9 nojalla Ext(B;,Z) = 0 ja koska B;/Bg ei ole W-ryhmi, niin
Ext(B1/Bo,Z) # 0. Titen i’ ei ole surjektio eli on olemassa » € Hom(By, Z),
jota ei voida laajentaa homomorfismiksi By — Z. O
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6 Numeroituvat W-ryhmat

Tédssd luvussa osoitetaan, ettd jokainen numeroituva W-ryhmé on vapaa. White-
headin ongelmaan saadaan siis myOnteinen vastaus, kun rajoitutaan numeroituviin
W-ryhmiin. Aloitetaan tuloksen alustaminen maédritteleméalld torsiottoman Abelin
ryhmin puhdas aliryhmé sekd Abelin ryhmién aliryhmén puhdas sulkeuma. Luvun
paéldhteend on [1].

Mairitelmi 6.1. Olkoon A torsioton Abelin ryhmi ja B C A sen aliryhma. Aliryh-
mad B kutsutaan A:n puhtaaksi aliryhmdksi, mikili A/B on torsioton.

Kuten luvussa 4 mainittiin, Z on torsioton Abelin ryhma. Toisaalta tilloin esi-
merkiksi Z/27Z ei ole direllisend torsioton, eli 2Z ei ole Abelin ryhmin Z puhdas
aliryhma. Lisdksi, kuten luvussa 4 myds mainittiin, niin tekijaryhmin Q/Z jokainen
alkio on torsioalkio. Erityisesti @Q/Z on tekijaryhmidn R/Z aliryhmi, joka sisaltaa
sen kaikki torsioalkiot eli torsioaliryhmd. Nyt kolmannen isomorfialauseen nojalla
(R/Z)/(Q/7) = R/Q eli R/Q on torsioton. Siis @ on torsiottoman Abelin ryhmin
R puhdas aliryhma.

Maaritelméa 6.2. Olkoon A Abelin ryhméd ja B C A sen aliryhmi. Aliryhmén B
puhdas sulkeuma A:ssa on aliryhmid B’ := {a € A | na € B jollakin n # 0}.

On helposti todettavissa, ettd miéritelmén 6.2 aliryhmé B’ on pienin A:n puhdas
aliryhmd, joka siséltdd B:n. Osoitetaan sitten vapaille Abelin ryhmille ominaisuus
kiyttden puhtaan aliryhmin madritelmaa.

Lause 6.3. Olkoon A Abelin ryhmd. Jos A on vapaa, niin jokainen ddrellisesti
viritetty A:n aliryhmd sisdltyy ddrellisesti viritettyyn A:n puhtaaseen aliryhmddn.

Todistus. Olkoon A vapaa ja B C A dérellisesti viritetty. Nyt B:n puhdas sulkeuma
B’ on lauseen 4.10 nojalla vapaa. Olkoon nyt X aliryhmin B kanta ja Y puhtaan
sulkeuman B’ kanta. Nyt B = (X), B’ = (Y) ja X on ddrellinen. Tehd&én vastaoletus,
ettd |[Y| = |X| + 1. Kun y € Y, niin on olemassa sellainen n, € Z,, ettd n,y € B.
Merkitdén n := [ ey ny. Talldin ny = 3 cx my yx. Lisdksi (my y)rex € XZ c*Qja
XQ on funktioavaruus. Titen, kun Zyey Aymy , = 0 skalaareilla A, € Q, niin saadaan

Z Ayny = Z Ay Z My X = Z Ayniy Z x=0.
yey yey xeX yey xeX

Télloinhén n 3 ey Ayy, mutta 3,y Ayy # 0, miké on ristiriita.
Siis | X| = |Y|, kun X on B:n kanta ja Y on B":n kanta, niin B:n ollessa ddrellisesti
viritetty on my0s B’:n oltava ddrellisesti viritetty. O

Osoitetaan, ettd edellinen lause patee kddntaen numeroituville torsiottomille Abe-
lin ryhmille. Tama lause tunnetaan myos Pontryaginin kriteerind.

Lause 6.4. (Pontryaginin kriteeri) Olkoon A sellainen numeroituva torsioton Abelin
ryhmdi, ettd jokainen A:n ddrellisesti viritetty aliryhmdi sisdltyy ddrellisesti viritettyyn
A:n puhtaaseen aliryhmddn. Tdlloin A on vapaa.
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Todistus. Listataan numeroituvan A:n alkiot siten, ettd A = {a, | n < w}, ja mairi-
telldan induktiolla luvun n < w suhteen siled ketju {B,, | n < w} ddrellisesti viritet-
tyjd A:n puhtaita aliryhmii. Asetetaan By = {0} ja jos B,, on médritelty, niin olkoon
B, sellainen darellisesti viritetty A:n puhdas aliryhmd, ettd B, U {a, } C B,. Tal-
16in U, Bn = A. Nyt B,41/B, on torsioton, silld B, on A:n puhdas aliryhmi, ja
adrellisesti viritetty, koska B, on ddrellisesti viritetty. Téiten lauseen 4.12 nojalla
B,.+1/ B, on vapaa ja lauseen 4.18 nojalla A on vapaa. |

Mairitellddan seuraavaksi luvun pédtuloksen todistuksessa kaytettivit (B, Z)-
ryhmiit, joissa Abelin ryhmén perusjoukko on muotoa B X Z, missda B on Abelin
ryhma.

Miaritelmi 6.5. Olkoon B Abelin ryhma. Kutsutaan (B, Z)-ryhmdiksi sellaista Abe-
linryhmii C, jonka perusjoukko on muotoa BXZ japrojektiop: C — B, p(b,n) = b
on homomorfismi seki (0, n) + (0, m) = (0,n + m) jokaisellan,m € Z.

Esimerkki (B, Z)-ryhmistd on B @ Z. Erityisen hyodyllisen (B, Z)-ryhmén k-
sitteestd tekee se, ettd Ker(p) = {0} x Z = Z. Tilloinhdn W-ryhmien méaritelmasta
seuraa suoraan, ettd jos projektio p: C — B ei halkea, niin B ei ole W-ryhma.

Apulause 6.6. Olkoon B; Abelin ryhmi ja By € By sen sellainen aliryhmad, etta
B; on W-ryhmi mutta B;/By ei ole W-ryhma. Olkoon liséksi Cy (Bg, Z)-ryhmai ja
h projektion pg: Cop — By halkaiseva homomorfismi.Télloin on olemassa sellai-
nen Abelin ryhméi Cy laajentava (By, Z)-ryhmi Cy, ettd homomorfismille /4 ei ole
laajennusta projektion p;: C; — Bj halkaisevaksi homomorfismiksi.

Todistus. W-ryhman aliryhmédnd Bp on W-ryhmd, joten lausetta edeltdvian kom-
mentin nojalla pg: Co — By halkeaa. Titen on olemassa sellainen homomorfismi
h: By — Cy, ettd pgo h = idp, joten jokaisella b € By on olemassa sellainenm € Z,
ettd 4 on muotoa h(b) = (b,m). Talldin g: By ® Z — Cy, g(b,n) = h(b) + (0,n)
on isomorfismi. Voidaan siis olettaa, etti Co = By @ Z ja h(b) = (b, 0) jokaisella
b € By. Merkitiin C, := By ® Z jaolkoon f: By — Z lauseen 5.12 takaama homo-
morfismi. Méiritelldin g: Cy — C, ¢(b,n) = (b, n+ f(b)). Koska homomorfismia
f ei voida laajentaa homomorfismiksi By — Z, niin ei ole olemassa homomorfis-
mia A B — C, joka on halkaiseva homomorfismi projektiolle p;: ¢, —» B ja
A IBg = g o h. Jos tdllainen f; olisi olemassa, niin asettamalla r := p1o h:B —>7Z
saadaan jokaisella b € By, ettd r(b) = pi(hi(b)) = pi(q(h(b))) = f(b) eli r laa-
jentaa ristiriitaisesti lauseen 5.12 takaamaa homomorfismia. Asetetaan joukkojen
vilinen bijektiivinen kuvaus s Ci —» B x Z,

(b.n) = (b,n) jos b ¢ By
PN bon— £(b)) jos b € By

Nyt, kun (b,n) € By ® Z, niin s(g(b,n)) = s(b,n+ f(b)) = (b,n) eli s o g on
inkluusio Bg ® Z — B; X Z. Olkoon sitten C; joukon B; X Z Abelin ryhméa missa
laskutoimitus u + v = s(s™'(u) + s71(v)), kun u,v € B; X Z tekee kuvauksesta s
ryhméisomorfismin. Tdlloinhdn C; laajentaa Abelin ryhmaid Cp, mutta kuten ylla
osoitettiin, niin ei ole olemassa laajennusta homomorfismille % projektion p;: C; —
By halkaisevaksi homomorfismiksi. O
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Nyt voidaan todistaa luvun pditulos ja samalla saadaan myontédva vastaus Whi-
teheadin ongelmaan, kun rajoitutaan numeroituviin W-ryhmiin.

Lause 6.7. Jokainen numeroituva W-ryhmd on vapaa.

Todistus. Olkoon A numeroituva W-ryhma. Lauseen 5.11 nojalla A on torsioton.
Osoitetaan, ettd A toteuttaa Pontryaginin kriteerin 6.4 oletuksen. Talloinhdn A olisi
vapaa. Tehdéén vastaoletus, ettd A ei toteuta kriteerin oletusta eli on olemassa sellai-
nen direllisesti viritetty A:n aliryhma By, ettd se ei sisdlly ddrellisesti viritettyyn A:n
puhtaaseen aliryhméén. Olkoon B aliryhmin B puhdas sulkeuma A:ssa. Vastaole-
tuksen nojalla B ei ole darellisesti viritetty. Taten numeroituvana B voidaan kirjoittaa
yhdisteend aidosti kasvavasta ketjusta ddrellisesti viritettyja Abelin ryhmia

BocB & CB, &+, n<w.
Madritelldin induktiolla luvun n suhteen sellainen ketju Abelin ryhmia
CGhcGc---¢C,C+, n<o,

ettd C,, on torsioton (B,,, Z)-ryhmi jokaisella n < w. Ennen tdmén maédrittelyn
aloittamista huomataan, ettd jos S on By:n virittdjdjoukko ja C on torsioton Abelin
ryhmi, niin jokainen homomorfismi #: B — C méirittyy tdysin joukosta S € By C
B.Kun b € B,niinnb € By jollakin n # 0. Koska § médrittdd homomorfismin % ja C
on torsioton, niin yhtalolld nx = h(nb) on yksikésitteinen ratkaisu Abelin ryhmaissa
C:x = h(b).

Olkoon {g, | n < w} sellainen lista joukkojen vilisid kuvauksia g,,: S — S X Z,
ettd p o g, = idg, missd p on projektio p: § X Z — §. Koska § on direllinen ja Z
numeroituva, niin listakin on numeroituva. Olkoon sitten Cy = By @ Z ja oletetaan,
ettd C,, on mddritelty. Jos g, voidaan laajentaa halkaisevaksi homomorfismiksi &
projektiolle p,,: C, — B,, niin asetetaan, ettd C,4 on Abelin ryhmin C, sellainen
laajennus, ettd homomorfismille /4 ei ole laajennusta halkaisevaksi homomorfismiksi
projektiolle p,41: Cpi1 — By Nyt B4/ By, ei ole torsioton, silld kun b € B4, niin
mb € By C B, jollakin m # 0 eli mb + B,, = B,,. Titen lauseen 5.11 nojalla B,/ B,
ei ole W-ryhma, joten apulauseen 6.6 nojalla tillainen C,,,; on olemassa. Jos kuvausta
gn €i voida laajentaa halkaisevaksi homomorfismiksi 4 projektiolle p,: C, — By,
niin asetetaan, ettd 4 on jokin halkaiseva homomorfismi projektiolle p,: C, — B,
ja miiritellddn C, . kuten edelld. Koska B,, on ddrellisesti viritetty ja torsioton, niin
lauseen 4.12 nojalla se on my0s vapaa, joten lauseen 4.15 nojalla tillainen jokin A
on olemassa.

Olkoon nyt C := {J,«,, C,. Miéritelmin nojalla C on torsioton (B, Z)-ryhma.
Oletetaan, ettd projektio p: C — B halkeaa ja olkoon #: B — C halkaiseva homo-
morfismi p:lle. Talloin A [S = g, jollakin n < w, joten k[ B, on halkaiseva homomor-
fismi projektiolle p, : C,, — B, jatiten laajennus kuvaukselle g, ja voidaan edelleen
laajentaa halkaisevaksi homomorfismiksi projektiolle p,4+1: Cpy1 — Bj41 mutta tima
on ristiriidassa juuri méairitellyn C,41:n kanssa. Taten projektio p: C — B ei hal-
kea. Madritelmin 6.5 jilkeisissd kommenteissa mainittiin, ettd Ker(p) = Z ja koska
B on W-ryhmin aliryhmédnd W-ryhmai, niin paadytdéan ristiriitaan eli A toteuttaa
Pontryaginin kriteerin 6.4 oletuksen ja on titen vapaa. O
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7 Epavapaat W-ryhmat

Téssd luvussa osoitetaan padtuloksena, ettd systeemissd ZFC+MA + - CH ldyde-
tddn epdvapaita W-ryhmii eli esitetdédn kieltidvi vastaus Whiteheadin ongelmaan toi-
sin kuin edellisessé luvussa numeroituvien W-ryhmien tapauksessa. Tétéd varten kay-
tetddn Martinin aksiooman nojalla todistettua lausetta 3.3. Pdilidhteena tdssd luvussa
on [1].

Ensimmadiseksi méiritelldédn sellaiset Abelin ryhmiit, joiden jokainen numeroitu-
va aliryhmd on vapaa.

Miiéritelmé 7.1. Abelin ryhmdid A sanotaan Ni-vapaaksi, mikili sen jokainen ali-
ryhmi B C A, jolle pitee, ettd |B| < Nj, on vapaa.

Madritelméstd 7.1 ja lauseesta 6.7 seuraa nyt suoraan, ettd jokainen W-ryhmai
on Nj-vapaa. Kun Abelin ryhmd A on torsioton, niin aliryhmidn B C A ollessa
adrellisesti viritetty on sen oltava aliryhmédnid myos torsioton ja tdten lauseen 4.12
nojalla vapaa. Jos taas Abelin ryhmén A jokainen addrellisesti viritetty aliryhmé on
vapaa, niin A:n on oltava torsioton. Mikili A ei olisi torsioton, niin olisi olemassa
sellainen a € A, ettd na = 0 jollakin n # 0O jolloin (a) € A olisi direllisesti
viritetty, mutta ddrellisend se ei ole vapaa. Tdten torsiottomuus on yhtépitidvad sen
kanssa, ettd jokainen ddrellisesti viritetty aliryhmi on vapaa. Talloin médéritelmii 7.1
voidaan pitdd vahvistuksena torsiottomuudelle ja seuraten titi esitetdén seuraavaksi
vahvistus puhtauden médritelmaille.

Miaritelmi 7.2. Jos Abelin ryhmi A on Nj-vapaa, niin aliryhmid B C A kutsutaan
Ni-puhtaaksi aliryhmdksi, mikdli A/B on Nj-vapaa.

Maiiritelméit 7.2 ja 6.1 ovat siis eri muotoa, silld N;-puhtauden mairitelmassa teki-
jaryhmaltd edellytetdan Nj-vapautta, kun taas puhtauden méaaritelmaissa edellytetidin
vain torsiottomuutta.

Stephen Chase todisti vuonna 1963 ilmestyneessa julkaisussa, ettd olettaen kon-
tinuumihypoteesin, jokainen W-ryhma A toteuttaa seuraavan Chasen kriteeriksi kut-
sutun ehdon:

A on sellainen Nj-vapaa Abelin ryhmi, ettd jokainen A:n nu-
meroituva aliryhmad sisdltyy numeroituvaan Nj-puhtaaseen A:n
aliryhméin.

Chasen kriteeri on merkittavassi roolissa ldpi loppututkielman, sillé tullaan osoit-
tamaan, ettd Martinin aksiooman ja kontinuumihypoteesin negaation pitiessa jokai-
nen Abelin ryhmi, jonka mahtavuus on Nj, ja joka toteuttaa Chasen kriteerin on
W-ryhmai. Lisdksi systeemissd ZFC voidaan todistaa, ettd on olemassa epdvapaa
Abelin ryhmd, jonka mahtavuus on N; ja joka toteuttaa Chasen kriteerin. Talloinhén
Whiteheadin ongelmaan saadaan kieltdva vastaus systeemissid ZFC + MA + — CH.
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Osoitetaan nyt riittdvd ja vélttimaton ehto Abelin ryhmén vapaudelle Chasen
kriteerin suhteen. Tatd varten esitetddn ja todistetaan ensin apulause, jonka avul-
la saadaan muodostettua Chasen kriteerin toteuttavia Abelin ryhmii siledn ketjun
yhdisteend. Tistd ldhtien w; on pienin ylinumeroituva ordinaali eli ensimméiinen
sellainen ordinaali, ettd |w;| = Nj.

Apulause 7.3. Olkoon A sellainen Abelin ryhmd, ettd |A| = N;. Télloin A toteuttaa
Chasen kriteerin, jos ja vain jos A on sellainen yhdiste siledsté ketjusta numeroituvia
vapaita Abelin ryhmii

AgC - CA, C - ,a <w,

ettd Ag = {0} ja jokaisella ordinaalilla @ < w; Abelin ryhmid A,4; on N;-puhdas
A:ssa.

Todistus. Oletetaan, ettd A toetuttaa Chasen kriteerin. Koska |A| = Nj, niin A:n
alkiot voidaan listata siten, etta

A={ay | @ <wi}.

Madritellddan A, transfiniittisella induktiolla ordinaaleille @ < w;. Asetetaan Ay =
{0} ja oletetaan, ettd Ag on médritelty jokaiselle 8 < . Jos « on raja, niin asetetaan
Ay = Up<q Ap- Tilloin ketju on siled ja A, on numeroituvien Abelin ryhmien
numeroituvana yhdisteend numeroituva joten se on vapaa, silli A on Nj-vapaa. Jos
@ on seuraaja & = S + 1, niin asetetaan Ag U {ag} € A, ja A, on numeroituva ja
Ni-puhdas A:ssa. Chasen kriteeri, jonka A toteuttaa, takaa A,:n olemassaolon.
Olkoon sitten A yhdiste lauseessa muotoillusta siledstd ketjusta ja B € A nu-
meroituva. Koska A = [ J{A, | @ < w;}, niin on olemassa sellainen 8 < w;, ettid
B C Ag,1. Koska Agy; on vapaa, niin B on vapaa eli A on Nj-vapaa. Lisiksi ole-
tuksen nojalla Ag,; on Nj-puhdas A:ssa ja numeroituva, joten A toteuttaa Chasen
kriteerin. O

Olkoon A sellainen Abelin ryhm, ettd |A| = N ja A toteuttaa Chasen kriteerin.
Talloin apulauseen 7.3 nojalla A on sellainen yhdiste siledstd ketjusta numeroituvia
vapaita Abelin ryhmii

ApgC -+ CA, C-,a<w,

ettd Ag = {0} ja jokaisella ordinaalilla @ < w; Abelin ryhmd A,;; on N;-puhdas
A:ssa. Tdmién jonon nojalla méiritelladn A:lle sellainen kaikkien rajaordinaalien
A < wy joukko E 4, ettd A, ei ole Nj-puhdas A:ssa. Osoitetaan riittava ja valttiméaton
ehto E4:n suhteen Abelin ryhmin vapaudelle. Miiritelldéin titd varten vield uusia
kasitteita.

Mairitelma 7.4. Kuvausta f : w; — w kutsutaan aidosti kasvavaksi, mikili jos
a < B, niin f(a) < f(B), kun a, B € w,. Lisdksi kuvausta f sanotaan jatkuvaksi,
mikili jokaisella rajaordinaalilla A € w; pitee, ettd f(1) = sup{f(a) | @ < A}.
Edelleen f on normaali, mikili se on aidosti kasvava ja jatkuva.
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Kun A on rajaordinaali, niin osajoukko X C A on rajoittamaton, mikéli sup X = A.
Huomataan, etti kun f: w; — w; on normaali kuvaus, niin f[w;] € w; on normaalin
kuvauksen kuvana rajoittamaton joukossa w;.

Miiéritelmé 7.5. Joukon w; osajoukkoa S sanotaan kiintedksi eli stationaariseksi,
mikéli flwi] NS # 0 jokaisella normaalilla kuvauksella f: w; — w;.

Nythén, kun f: w; — w; on normaali kuvaus, niin kuvauksena tietenkin f[w;] #
0, joten flwi] Nw; # 0 eli wy itse on w;:n kiinted osajoukko. Esitetdédn vield toinen
esimerkki w;:n kiintedstd osajoukosta.

Esimerkki 7.6. Olkoon f: w; — wj normaali kuvaus ja A € w; rajaordinaali. Koska
f on normaali, niin f(1) = sup{f(B) | B < A4}. Oletetaan, ettd tima f (A1) ei ole
rajaordinaali. Koska f on normaalina aidosti kasvava, niin f(1) # 0. Taten, koska
f(A) # 0ja f(Q) eiole rajaordinaali, niin f (1) = @+1jollakin ordinaalilla . Tall6in
sup{f(B) | B< A} =a+1

Jos olisi, ettd f(B) < a jokaisella B8 < A, niin sup{f(B) | B < A4} < a eli on
oltava olemassa sellainen y < A, ettd f(y) = a + 1. Nyt A on rajaordinaali, joten
v+1 < Adjay < Ajolloin saadaan, koska f on normaalina aidosti kasvava, etta

a+l=f(y) < fly+1D) <sup{f(B) | B<A}=a+],

miké on ristiriitaista. Siis f(A) on rajaordinaali eli on osoitettu, ettid jokaisen rajaor-
dinaalin kuva normaalissa kuvauksessa f: w; — w; on rajaordinaali.

Erityisesti tdlloin saadaan, ettd S := {1 € w; | 4 on rajaordinaali} C w; on w;:n
kiinted osajoukko.

Esimerkkeji joukon wy kiinteistd osajoukoista ovat siis kaikkien numeroituvien
rajaordinaalien osajoukko ja w; itse.

Osoitetaan sitten, ettd Abelin ryhmén A vapaus on yhtédpitdvdd sen kanssa, ettd
E 4 ei ole wy;n kiinted osajoukko. Tosin rajoitutaan Abelin ryhmaiin, jonka mahtavuus
on N;. Kéytetiin seuraavan lauseen esittdmisessi ja todistamisessa lauseen 7.3 ja sen
jéalkeisten kommenttien merkintojd joukolle E 4.

Lause 7.7. Olkoon A sellainen Abelin ryhmd, ettd |A| = N;. Tdlloin A on vapaa jos
Ja vain jos E 4 ei ole joukon w kiinted osajoukko.

Todistus. Oletetaan, ettid E 4 ei ole kiinted w;:n osajoukko, joten olkoon f: w; — w;
sellainen normaali kuvaus, ettd f[w;] N E4 = 0. Merkitddn lisdksi A, = A Fla)-
Koska f[wi] on rajoittamaton ja f on jatkuva, niin {A, | @ < w;} on sellainen silei
ketju Abelin ryhmii, ettd A = [,y A,. Oletuksen nojalla f[w;] N E4 = 0, joten
A, on Nj-puhdas A:ssa jokaisella @ < wy ja titen Nj-puhtauden mééritelmin nojalla
Aqs1/ A, on vapaa jokaisella @ < wi. Tilloin lauseen 4.18 nojalla A on vapaa.
Oletetaan sitten, ettd A on vapaa. Olkoon X A:n kanta. Miiritellddn transfi-
niittisella induktiolla sellainen siled ketju {X, | @ < w;} kannan X osajoukkoja
ja sellainen normaali kuvaus f: w; — wy, ettd X, on Abelin ryhmin Ay, kan-
ta jokaisella @ < w;. Olkoon Xp = 0 ja f(0) = 0. Oletetaan, ettd Xz ja f(B)
on jo madritelty jokaisella B < a. Jos @ on raja, niin asetetaan X, = Up<, Xp
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ja f(a) = sup{f(B) | B < a}. Nyt X, on Abelin ryhmin Ay, kanta, silld
Af(a) = Upgcq Ar(B). Jos a on seuragja @ = B + 1, niin asetetaan, ettd ¥y on
sellainen numeroituva osajoukko Yy C X, ettd Xg C Yy. Tdmi Yy on mahdollista
loytad, sillda X on ylinumeroituva. Olkoon yq sellainen ordinaali, ettd Yy C A, ja
olkoon Y; sellainen numeroituva osajoukko ¥; C X, ettd A, C (7). Jatkamalla titd
induktiolla luvun n suhteen saadaan sellainen ketju

XgCYyhc---CY,C---, n<aw
numeroituvia kannan X osajoukkoja seké sellainen jono

fB) <y < <y <-on n<w

ordinaaleja, ettd jokaisella n < w pitee ¥, € A,, C (¥,q). Télloin asettamalla
Xy = Upew Yn ja f(a) = sup{y, | n < w} saadaan, ettd X, on Abelin ryhmin
Aj(q) kanta. Tdten on konstruoitu sellainen siled ketju {X, | @ < w;} kannan X
osajoukkoja ja sellainen normaali kuvaus f: w; — wy, ettd X, on Abelin ryhmén
At kanta jokaisella @ < w;. Nyt E4 ei ole joukon w) kiinted osajoukko, silld
jokaisella @ < w pitee, ettd f(a) ¢ Es, koska A/Ay(,) on isomorfinen joukon
X \ X, virittimin vapaan joukon kanssa ja titen A r(,) on Nj-puhdas A:ssa. |

Luvussa 6 osoitettiin, ettd rajoittumalla numeroituviin W-ryhmiin saadaan myon-
teinen vastaus Whiteheadin ongelmaan. Osoitetaan nyt lopuksi, ettd systeemissa
ZFC + MA + - CH Whiteheadin ongelmaan saadaan kielteinen vastaus, silld 10yde-
tddn W-ryhmii, joiden mahtavuus on N ja jotka eivit ole vapaita.

Edelld mainittua varten konstruoidaan ensin osittainjérjestetty joukko homomor-
fismeja, jonka osoitetaan toteuttavan lauseen 3.3 ehdot (i)-(iii).

Olkoon A sellainen Abelin ryhma, ettd |A| = N ja A toteuttaa Chasen kriteerin.
Olkoon myos p: B — A sellainen Abelin ryhmien vilinen surjektiivinen homo-
morfismi, ettd Ker(p) = Z. Asetetaan, ettd P on kaikkien niiden homomorfismien
h: S — B joukko, ettd p o h = idg ja S on ddrellisesti viritetty A:n puhdas aliryhma.
Nythin P toteuttaa lauseen 3.3 ehdon (i) selvisti. Esitetidin ja todistetaan apulause,
jonka nojalla P toteuttaa lauseen 3.3 ehdon (ii) kéyttden téssd tekstikappaleessa
esiteltyjd merkintgja.

Apulause 7.8. Jos h € P ja F C A on aédrellinen, niin olemassa sellainen 4’ € P,
ettd i’ laajentaa homomorfismia 4 ja F € dom(h’).

Todistus. Olkoon h € P, F ={ay,...,a;} C A didrellinen ja S := dom(k). Nyt S on
adrellisesti viritetty eli S = (Sp) jollakin dérelliselld So = {by, ..., b, }. Asetetaan

S"={a € A|nae(SyUF) jollakin n # 0}.

S’ on nyt aliryhmén (Sy U F) puhtaana sulkeumana sellainen A:n puhdas aliryhma,
etti SU F C §'. Lisiksi |So U F| = {ay,...,ak, b1,...,byu}| < m+k, joten S’ on
adrellisesti viritetty. Lisdksi S on puhdas A:ssa ja S” on direllisesti viritetty, joten
S’/S on direllisesti viritetty ja torsioton.
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Téten lauseen 4.12 nojalla S’/S on vapaa ja edelleen seurauksen 4.16 nojalla
S:n kanta voidaan laajentaa S”:n kannaksi. Abelin ryhmén S” kanta on siis muotoa
X UY, missd X on S:n kanta. Jos x € X, niin asetetaan 4’(x) = h(x). Jos y € Y, niin
asetetaan h’(y) = by, missd b, on sellainen B:n alkio, ettd p(by) = y. Talloin h C A’
ja F C dom(h'). O

Osoitetaan sitten kahden apulauseen avulla, ettd P toteuttaa lauseen 3.3 ehdon
(iii).

Apulause 7.9. Jos P’ C P on sellainen ylinumeroituva osajoukko, ettd on olemassa
sellainen A:ssa puhdas ja vapaa aliryhma A’, ettd dom(h) C A’ jokaisella h € P/,
niin on olemassa sellaiset hj, hy € P’ ja hy € P, ettd h;y # hy ja h3 on yhteinen
laajennus homomorfismeille A ja h,.

Todistus. Oletetaan, ettd P’ C P on sellainen ylinumeroituva osajoukko, ettd on ole-
massa sellainen A:ssa puhdas ja vapaa aliryhmid A’, ettd dom(h) C A’ jokaisella
h € P’. Olkoon X := {x, | @ < w;} vapaan aliryhmédn A’:n kanta. Apulauseen
7.8 nojalla voidaan olettaa, ettd kun 2 € P’, niin jokin ddrellinen F C X virittaa
dom(4):n. Koska dom(/) on numeroituva jokaisella # € P ja numeroituvien jouk-
kojen numeroituva yhdiste on numeroituva, niin voidaan olettaa, ettd on olemassa
sellainen m, ettd jokaisella & € P/, dom(h):n virittaa tismélleen m kannan X alkiota.
Lisidksi, jotta oletus on pétevd, niin P’ voidaan korvata P’:n osajoukolla tarvittaessa.

Olkoon P’ = {h, | @ < wy} jaY, C X vapaan aliryhméin dom(h,):n kanta.
Kun @ < wy, niin |Y,| = m jollakin m, niin on olemassa sellainen maksimaalinen
osajoukko T C X, ettd T C Y, ylinumeroituvan monella a. Koska Ker(p) = Z eli
Ker(p) on numeroituva, niin on olemassa numeroituva madrd sellaisia kuvauksia
f,ettd T C dom(f) ja f € P. Taten voidaan olettaa yleisyyttd menettamatti, ettd
hg!T = ho T aina, kun T C Yg ja T C Y,. Uudelleennumeroimalla oletetaan, ettd
T C Y. Tilloin T:n maksimaalisuuden nojalla jokaisella y € Yy \ T on numeroituva
madrid sellaisia ordinaaleja «, ettd y € Y,. Téten on olemassa sellainen @ # 0, ettad
Y, N Yy = T. Koska oletuksen nojalla iy [T = h, [T, niin homomorfismeilla on
yhteinen laajennus ¢g: (Yo UY,) — B. Nyt (Yy UY,) on A”:n puhdas aliryhma, silla
YoUY, C Xeli A’/(Yp UY,) on torsioton. Lisdksi A/A’ on torsioton, silli A" on
puhdas A:ssa ja koska

(A/ (Yo UYa))/(A"/(Yo UYy)) = AJA,

niin (A/(YoUY4))/(A’/{YyUY,)) on torsioton, joten lauseen 4.13 nojalla A /(Yo UY,)
on torsioton eli (Yo U Y, ) on A:n ddrellisesti viritetty puhdas aliryhma. Téiten g € P
ja g on yhteinen laajennus homomorfismeille hg ja A, . O

Apulause 7.10. Jokaisella ylinumeroituvalla osajoukolla P C P on olemassa sellai-
nen A:ssa puhdas ja vapaa aliryhmid A’ ja ylinumeroituva P’:n osajoukko P” C P’,
ettd dom(h) C A’ jokaisella h € P”.

Todistus. Olkoon P’ = {h, | @ < w;} joukon P ylinumeroituva osajoukko, missd
ho on homomorfismi 4,: S, — B. Kuten apulauseen 7.9 todistuksessa, oletetaan,
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tarvittaessa korvaamalla P’ sen osajoukolla, ettd jokaisella @ < w; on olemassa
sellainen m, ettd aliryhmalld S, on kanta, jossa on m alkiota. Lisédksi, koska S, on
puhdas jokaisella @ < wj, niin on olemassa sellainen A:n puhdas aliryhmi 7', etta
T on maksimaalinen ominaisuuden “7 siséltyy ylinumeroituvan moneen aliryhméén
S, suhteen. Voidaan olettaa, ettdi T C S, jokaisella @ < w;. Nyt lauseen 4.12
ja seurauksen 4.16 nojalla voidaan olettaa, ettd S,:lla on dérellinen kanta muotoa
X UY,, missia X on 7T:n kanta.

Maidritelladn transfiniittisella induktiolla sellainen siled ketju {A, | @ < w1}, ettd
jokaisella @ < w; Abelin ryhmi A, on A:n puhdas aliryhma ja A,41/A, on vapaa.

Olkoon Ay = T. Oletetaan, ettd ylld esitelty siled ketju {Ag | 8 < a} on jo
madritelty ja olkoon (yp+1)s<a sellainen aidosti kasvava jono ordinaaleja, ettd Y, C
Apy1.Jos a on rajaordinaali, niin asetetaan A, = |J B<a Ag.Jos a on seuraajaordinaali
a = 0 + 1, niin olkoon Cs Chasen kriteerin takaama numeroituva Nj-puhdas A:n
aliryhmi, joka sisiltid As:n. Nyt jokaisella 8 < a on olemassa sellainen y, > ygyi,
ettd (Y,,) N Cs = {0}. Jos olisikin, ettd jokaisella y, > vyg41 leikkaus (Y, ) N Cs
olisi epdtriviaali, niin olisi olemassa sellainen ¢ € C; ja ylinumeroituvan monta
€ < wy, ettd ¢ € (Ye). Talloin T + (c):n puhdas sulkeuma olisi ristiriidassa 7:n
maksimaalisuuden kanssa. Olkoon A, Abelin ryhmin A; + (Y, ) puhdas sulkeuma.
Koska (Y,,) N Cs = {0}, niin A, N Cs = As. Téten A, /As on isomorfinen A/Cs:n
numeroituvan aliryhmin kanssa, joka on vapaa, koska Cs on 8;-puhdas A:ssa, joten
A,/ As on vapaa. Nyt midritellyn siledn ketjun yhdiste A" := | J{A, | @ < w;} on
A:n puhtaiden aliryhmien yhdisteend A:n puhdas aliryhmai ja lauseen 4.18 nojalla
vapaa. Asetetaan P” := {h,,,, | B < wi}. Nyt P” C P’ on ylinumeroituva seki
dom(h) C A’ jokaisella h € P”. O

Kootaan nyt edelliset apulauseet yhteen. Ennen apulauseita esitetyt merkinnit
saavat hieman toistoa seuraavan lauseen myotd, silld osoitetaan seuraavaksi systee-
missd ZFC + MA + — CH, ettd edellisissd apulauseissa esiintynyt Abelin ryhmi A on
W-ryhma. Téssd kdytetddn viimein Martinin aksioomaa ja lopulta osoitetaankin, ettéd
systeemissd ZFC + MA + = CH on W-ryhmii, jotka eivit ole vapaita.

Lause 7.11. Oletetaan MA +—- CH. Olkoon A sellainen Abelin ryhmd, ettd |A| = N;
Jja A toteuttaa Chasen kriteerin. Tdlloin A on W-ryhmdi.

Todistus. Olkoon p: B — A sellainen Abelin ryhmien vilinen surjektiivinen homo-
morfismi, ettd Ker(p) = Z. Asetetaan, ettd P on kaikkien niiden homomorfismien
h: S — B joukko, ettd p o h = idg ja S on &drellisesti viritetty A:n puhdas aliryh-
ma4. Osoitetaan, ettd P toteuttaa lauseen 3.3 ehdot (i)—(iii). Kohta (i) seuraa suoraan
P:n méadritelméstd. Kohta (ii) patee myos, silld olkoon a € A ja h € P jolloin apu-
lauseen 7.8 nojalla on olemassa sellainen 4’ € P, ettd h C h’ ja {a} C dom(h’)
eli a € dom(A4’). Kohtaa (iii) varten olkoon P’ C P ylinumeroituva. Talloin apu-
lauseen 7.10 nojalla on olemassa sellainen A:ssa puhdas ja vapaa aliryhmid A’ ja
ylinumeroituva P’:n osajoukko P” C P’, ettd dom(h) C A’ jokaisella h € P”. Til-
16in apulauseen 7.9 nojalla on olemassa sellaiset iy, h, € P” C P’ ja hy € P, ettd
hy # h» ja h3 on yhteinen laajennus homomorfismeille /; ja hy. Ehdot (i)—(iii) siis
toteutuvat.
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Nyt lauseen 3.3 nojalla on olemassa sellainen kuvaus g: A — B, etti jokaisella
adrelliselld ' C A on olemassa sellainen f € P, ettd F C dom(f) jagl[F = f|F.
Siis kun a, b € A, niin ddrelliselld {a + b,a, b} C A on olemassa sellainen f € P,
etta gM{a+b,a,b} = fl{a+b,a,b}. Titen g(a+b) = f(a+b) = f(a) + f(b) =
g(a) + g(b) eli g on homomorfismi ja p(g(a)) = p(f(a)) = aelipog =ida.
Surjektiivinen homomorfismi p siis halkeaa eli A on W-ryhma. O

Seuraavan lauseen myotd on osoitettu luvun ja tutkielman pédtulos, ettd sys-
teemissd ZFC + MA + = CH on W-ryhmi4, jotka eivit ole vapaita. Tama lause tosin
voidaan todistaa systeemissd ZFC ja Martinin aksioomaa seki kontinuumihypoteesin
negaatiota tarvittiin lauseen 7.11 todistamisessa.

Lause 7.12. On olemassa sellainen Abelin ryhmd A, ettd |A| = Ny ja A toteuttaa
Chasen kriteerin mutta A ei ole vapaa.

Todistus. Mairitelladn transfiniittisella induktiolla sellainen siled ketju numeroituvia
Abelin ryhmid {A, | @ < w}, ettd

(i) A, on vapaa jokaisella @ < wy,
(ii) Ao/Ap+1 on vapaa jokaisella f < @ < w) ja
(iii) Ap41/A, ei ole vapaa jokaisella rajaordinaalilla A < w.

Asetetaan Ayg = {0} ja oletetaan, ettd {A, | @ < B}, missd B < wj, on siled
ketju numeroituvia Abelin ryhmii, joka toteuttaa ehdot (i)—(iii). Méadritellddn Ag ja
osoitetaan, ettd ketju {A, | @ < B+1} toteuttaa ehdot (i)—(iii). Tatéd varten késitelldadn
kolme tapausta.

Ensimmaiisessd tapauksessa S = y + 1 ja vy ei ole rajaordinaali eli 8 on seu-
raajaordinaalin seuraajaordinaali. Asetetaan Ag = A, ® Z. Ehto (iii) pitee ole-
tuksen nojalla. Koska A, ja Z ovat vapaita, niin Ag on vapaa eli ehto (i) toteu-
tuu. Lisdksi, koska A,/Asy on Ag/Asyin vapaa aliryhmd, kun 6 < y < S ja
(Ag/As41)/(Ay[Asn) = Ag/Ay eli (Ag/As+1)/ (A, /Ass1) on vapaa, niin seurauksen
4.16 nojalla Ag/As.1 on vapaa joten ehto (ii) toteutuu.

Toisessa tapauksessa 8 = A on rajaordinaali. Asetetaan Ay = |J,, Ao ja olkoon
(vn)n<w sellainen aidosti kasvava jono ordinaaleja, ettd se suppenee A:an ja y, on
seuraajaordinaali jokaisella n. Télloin Ay = |, ., Ay, jaehdon (ii) nojalla A, ,, /A,,
on vapaa jokaisella n < w. Tilloin lauseen 4.18 nojalla A, on vapaa ja A;/A,, on
vapaa jokaisella n < w eli ehto (i) pétee. Lisiksi, jos 6 < A4, niin As; € A,, jollakin
n < w joten Ay/Ass on Ay/A, :n aliryhmind vapaa. siis ehto (ii) pétee. Kuten
ensimmadisessa tapauksessa, ehto (iii) patee jilleen oletuksen nojalla.

Kolmannessa tapauksessa 8 = A + 1, missd A on rajaordinaali. Olkoon (y,)n<w
sellainen aidosti kasvava jono ordinaaleja, etti se suppenee A:an, y, on seuraa-
jaordinaali jokaisella n ja yo = 0. Lauseen 4.18 todistuksen nojalla on olemassa
sellainen siled ketju joukkoja {X, | n < w}, ettd X, on A, :n kanta. Jokaisella
n > 1 valitaan x, € X, \ X, ja asetetaan ¥, = X, \ {x,}. Olkoon vield B se A :n
aliryhmi, jonka | J,,,, Y, virittdd ja P = [],,{xn). Kun (k,;x,)n<0 € P, niin merki-
tadn ), ., knx,. Médritellddn sitten, ettd A 4 on se B @ P:n aliryhmd, jonka A, ja
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{zm | 1 £ m < w} C P virittavit. Edellisessd P:n osajoukossa z,, on sellainen P:n

alkio, etti
n!

Zm = '.Xn.

n=zm
Naytetdan, ettd | J,., Y, U {zm | 1 £ m < w} on Ayyn kanta. Koska <, Yn =
Un<w (X \ {xn}) = (U< X)) \ {xn | n < w} jajokaisellal < n < w pitee, ettd

n = Xp+ Z —xk— Z k—:xk = Z —xk (n+1) Z

k>n+l k>n+l1 k>n k>n+l1

( +1)' k=2Zn— (n+1)zn+l»

niin U, <, YaU{zm | 1 £ m < w} virittdd A ,:n. Lisiksi, koska mikddn Y7 axz,, €

Un<w Ya \ {0}, niin osoitetaan, ettd jos 3>;", axz,, = Op, niina; = --- = a, = 0.
Tehdidn vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset indeksit n; < --- < ng ja nollasta
poikkeavat kertoimet ay, . . ., a,,, etti ZZ’ZI aizn, = 0p. Nyt

m m

D win = D0 ) o > Y iy = O

k=1 Pl k=1 n>ny

jolloin muodon ;" 2insn; Ak n”—;!xn indeksi nj on a1by,, eli a; = 0, miki on ristiriita.
Taiten U,<, Yn U{zm | 1 < m < w} on Apy:n kanta eli ehto (i) toteutuu. Ehtoa
(i) varten, koska (y,),<» suppenee A:an, niin on olemassa sellainen n < w, etta
Yn > a+1, kun @ < A. Titen A, /A4 on vapaa oletuksen nojalla ja A 41/A,, =
(Ap1/Aa+1)/(Ay, [ Aas1), joten seurauksen 4.16 nojalla riittdd ndyttdd, ettd A 41/A,,
on vapaa. Nyt U, {Ya \ Y} U{zn +A4,, | k+1 < m < w} virittdd Au/A,,n
jokaisella k < w, joten h: (U,sx (Y, \ Yi) U{zn | k+1 < m < w}) — Ap/A,,,
h(z) = z+ A,, on isomorfismi eli A;41/A,, on vapaa, silld (s (Y, \ Yi) U {2 |
k+1<m < w})on Ap:n aliryhmind vapaa. Ehto (ii) siis pétee. Ehtoa (iii) varten
huomataan, ettd m!z, — z;1 € A, jokaisella m > 1, joten télldin z; + m!z,, — z1 =
m!Zm = X,>m 1'x, eli z1 + Ay on nollasta poikkeava alkio A,41/A,:ssa ja jaollinen
luvulla n jokaisella n > 0. Vapaa Abelin ryhmi ei voi sisdltaa tillaisia alkioita, joten
ehto (iii) toteutuu.

Nyt kun A on sellaisen sileén ketjun numeroituvia Abelin ryhmiéd {A, | @ < w;}
yhdiste, ettd ehdot (i)—(iii) pétevit, niin ensinndkin |A| = Ny, silldi A on yhdiste
wy:n monesta numeroituvasta Abelin ryhmaistd. Jokaisella 8 < w pitee, ettd Agyy
on A:n Nj-puhdas aliryhmd, silld jokainen A/Ag.i:n numeroituva aliryhmad sisiltyy
tekijaryhméin A, /Agy jollakin tarpeeksi suurella @ < w; ja A,/Apgs1 on ehdon
(ii) nojalla vapaa ja vapaan Abelin ryhmén aliryhmé on vapaa. Vield ehdon (i) ja
apulauseen 7.3 nojalla A toteuttaa Chasen kriteerin. Ehdon (iii) nojalla

Es={1 < w;| A, eioleNj-puhdas A:ssa} = {1 < w; | 4 on rajaordinaali}

eli E4 on esimerkin 7.6 kiinted w;:n osajoukko, jolloin lauseen 7.7 nojalla A ei ole
vapaa. O
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8 Loppukommentteja ja yleistyksia

Téssa tutkielmassa tyydyttiin osoittamaan, ettd systeemissd ZFC + MA + — CH 10y-
detiin epdvapaita W-ryhmii. Saharon Shelah osoitti kuitenkin alkuperdisessi julkai-
sussaan [7] my0s, ettd systeemissd ZFC + V = L kaikki W-ryhmiit, joiden mahtavuus
on N, ovat vapaita. Shelah yleisti tuloksen myohemmin osoittaessaan, ettd systee-
missd ZFC+V = L kaikki W-ryhmit ovat vapaita [8]. Aksiooma V = L tunnetaan
konstruoituvuusaksioomana, missd V on kaikkien joukkojen luokka ja L konstruoi-
tavien joukkojen luokka. Kuten tiedetiin, systeemi ZFC + MA + - CH on ristiriida-
ton, jos systeemi ZFC on ristiriidaton. Samoin tiedetéén, ettd systeemi ZFC+V =L
on ristiriidaton, jos systeemi ZFC on ristiriidaton. Konstruoituvuusaksiooma V = L
tosittaa, ettd kaikki joukot ovat konstruoitavissa.

Myos tutkielman pééldhteessd [1] osoitettiin, ettd systeemissd ZFC + V = L kaik-
ki W-ryhmiit, joiden mahtavuus on Nj, ovat vapaita. Lopputuloksena tédstd saadaan,
ettd Whiteheadin ongelma on riippumaton systeemistd ZFC.

Mainitaan vield yksi mahdollinen vahvistus ja osoitetaan yksi mahdollinen yleis-
tys kahdelle tutkielmassa esitetylle tulokselle.

Lause 7.12 voitaisiin vahvistaa muotoon, etti on olemassa 2™ pareittain ei-
isomorfista Abelin ryhmié, joiden mahtavuus on 8; ja jotka toteuttavat Chasen
kriteerin ja eivit ole vapaita [1].

Yleisesti pitee, ettd

~ ]_[ Ext(A;, C)

iel

Ext (@ A, C

iel

Abelin ryhmille A; (i € I) ja C. Edellisessd luvussa osoitettiin, ettd systeemissa
ZFC + MA + — CH 16ydetiin epivapaita W-ryhmii, joiden mahtavuus on N;. Télloin,
kun A on sellainen epavapaa W-ryhmd, ettd |A| = N ja « ylinumeroituva kardinaali,
niin x:n W-ryhmén A suora summa on W-ryhmi, silld edelli esitetyn nojalla

@A,z

aEK

Ext ~ ]—[ Ext(A,Z) = 0.

aEK

Siis jokaisella ylinumeroituvalla kardinaalilla k on olemassa epdvapaa W-ryhma,
jonka mahtavuus on «.
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