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Lyhimmän polun ongelma on graafimatematiikan keskeisimpiin kuuluva tutkimuskohde. Sille on
valtava määrä eri sovelluskohteita, kuten navigointi tiekartalla kaupungista toiseen. Usein sovellus-
kohteissa graafi on hyvin suuri, ja ratkaisu vaaditaan saada sekunneissa. Tässä työssä luodaan
katsaus ongelman perinteiseen ratkaisualgoritmiin ja joihinkin sen tehostamismenetelmiin.

Klassinen ratkaisu ongelmaan on Dijkstran algoritmi. Se käy graafin solmuja yksi kerrallaan lä-
pi edeten aina halvimpaan mahdolliseen ja löytää lopulta kohteeseen. Algoritmi ei kuitenkaan ole
käytännössä riittävän nopea suurilla graafeilla, sillä sen asymptoottinen tehokkuus on yleisessä
tapauksessa neliöllinen. Dijkstran algoritmia voidaan tehostaa muun muassa muuntamalla haku
kaksisuuntaiseksi eli aloittamalla etsiminen samanaikaisesti myös toisesta suunnasta. Tämä jopa
puolittaa algoritmin suoritusajan. Toinen yksinkertainen tehostustapa on käyttää heuristiikkafunk-
tion tarjoamaa graafin ulkopuolelta tulevaa lisäinformaatiota, jolloin Dijkstran algoritmi muuttuu te-
hokkaammaksi A*-algoritmiksi.

Tuoreimpia lyhimmän polun ongelman ratkaisuun pyrkiviä algoritmeja ovat erilaiset hierarkia-
menetelmät, joiden tehostamisvaikutus on hyvin suuri. Hierarkiamenetelmät pyrkivät tunnistamaan
graafista sille ominaisia hierarkisia rakenteita ja hyödyntämään niitä. Hierarkiamenetelmissä graafi
ensin esikäsittellään, minkä jälkeen graafissa voidaan suorittaa hakuja. Tehokkuus perustuu siihen,
että vaikka esikäsittelyyn kuluu aikaa ja muistia, sen jälkeen voidaan suorittaa useampia hakuja
tarvitsematta tehdä esikäsittelyä uudelleen.

Työssä esitellään kaksi sovelluskohteissa käytössä olevaa hierarkiamenetelmää. Valtatiehierar-
kiassa graafi jaetaan esikäsittelyssä solmujen tärkeyden mukaan eri kerroksiin. Tämä aiheuttaa
sen, että tutkittavien solmujen määrä vähenee, kun alempien hierarkiatasojen solmuja ei tarvitse
aina tutkia. Kontraktiohierarkiassa taas jokainen solmu muodostaa oman hierarkiatasonsa. Graafiin
luodaan oikoteitä, jolloin lyhimmän polun löytäminen tehostuu. Hierarkiamenetelmät ovat tavallista
Dijkstran algoritmia jopa tuhat kertaa tehokkaampia.

Avainsanat: graafi, lyhin polku, Dijkstran algoritmi, A*-algoritmi, valtatiehierarkia, kontraktiohierarkia

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Tässä työssä perehdytään graafimatematiikan keskeisimpiin kuuluvaan ongelmaan, lyhimmän po-
lun löytämiseen. Graafi on matemaattinen mallinnustyökalu, jota käytetään hyvin laajasti mitä
erilaisimpiin sovelluskohteisiin. Se koostuu datapisteistä eli solmuista, jotka ovat yhteydessä ja
vuorovaikutuksessa toisiinsa kaarten välityksellä. Tiekartat, kehon proteiinit, internet, sähköverk-
ko, sosiaaliset verkostot ja WWW ovat esimerkkejä oikean maailman verkostoista eli graafeista.
Graafimatematiikan termistöä, määritelmiä ja teoriaa käydään läpi luvussa 2. Teoriaa on tärkeää
ymmärtää, jotta pystyy ratkaisemaan sovelluskohteisiin liittyviä ongelmia.

Lyhin polku on yksinkertaisesti lyhin reitti verkoston pisteestä toiseen. Auton navigaattoria käyttä-
vä matkustaja saattaa tietämättään hyödyntää monimutkaista algoritmia, joka laskee parhaan reitin
haluttuun kohteeseen tiekarttagraafissa. Paras reitti voidaan löytää ns. brute force -menetelmällä
tai vaikkapa sattumalta, mutta jotta lyhin polku voidaan löytää systemaattisesti ja nopeasti, on sen
laskemiseen käytettävä hienostuneita algoritmeja. Kaikkein yksinkertaisin algoritmi lyhimmän po-
lun löytämiseksi on kuuluisa Dijkstran algoritmi, johon perehdytään luvussa 3. Dijkstran algoritmi
käy solmuja yksitellen läpi ja löytään lopulta aina kohteeseen.

Dijkstran algoritmi on joissain tapauksissa riittämätön ja kuluttaa liikaa aikaa ja laskentakapasi-
teettia. Sovelluskohteissa saattaa olla miljoonia solmuja ja kaaria, ja lyhin polku saatetaan haluta
löytää sekunnin murto-osassa. Luvussa 3 perehdytään joihinkin yksinkertaisiin tapoihin tehos-
taa Dijkstran algoritmia. Kaksisuuntaisessa haussa lähdetään etsimään samanaikaisesti takaperin
määränpäästä. Tämä tekniikka voi jopa puolittaa algoritmin suoritusajan. A*-algoritmissa taas
yhdistetään Dijkstran algoritmin toimintaan ulkopuolelta saatavaa tietoa solmujen keskinäisistä
suhteista, esimerkiksi risteyksien etäisyyksistä toisiinsa.

Luvussa 4 tutustutaan kaikista tuoreimpiin lyhimmän polun löytämiseen tähtääviin menetelmiin.
Niitä ovat erilaisten hierarkioiden käyttö. Hierarkiamenetelmät pyrkivät tunnistamaan graafista
sille luonnollisia hierarkkisia rakenteita ja hyödyntämään niitä reitin etsinnässä. Niitä käyttämällä
saavutetaan valtava määrä tehokkuutta tavalliseen Dijkstran algoritmiin verrattuna. Hierarkiame-
netelmät ovat tärkeä, jatkuvasti kehittyvä tutkimuskohde matematiikassa.
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2. GRAAFITEORIAA

2.1 Graafi

Tässä luvussa määritellään lyhimmän polun tutkimisessa tarpeelliset graafiteorian käsitteet.

Määritelmä 2.1. [6, s. 2] Graafi on pari (𝑉, 𝐸), missä 𝑉 on joukko solmuja ja 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 on
joukko kaaria. Solmujen lukumäärää merkitään |𝑉 | ja kaarten lukumäärää merkitään |𝐸 |.

Graafin määritelmässä kaari määritellään järjestetyksi pariksi solmuja. Esimerkiksi kaari (𝑎, 𝑏)
yhdistää solmut 𝑎 ja 𝑏. Suuntaamattomassa graafissa kaaret (𝑎, 𝑏) ja (𝑏, 𝑎) samastetaan, eli
kaarelle ei määritetä suuntaa. Suunnatussa graafissa taas kaarella (𝑎, 𝑏) tarkoitetaan eri asiaa kuin
kaarella (𝑏, 𝑎). Kaaren suunnan sanotaan tällöin olevan parin ensimmäisestä solmusta toiseen.
Kun graafeja piirretään, suuntaamattoman graafin kaaret merkitään yleensä solmuja yhdistävillä
viivoilla. Suunnatuissa graafeissa on kaarta merkitsemässä viivan sijasta nuoli, joka osoittaa kaaren
suunnan. Usein graafeihin liittyvät ideat ja algoritmit säilyvät samankaltaisina riippumatta siitä,
tutkitaanko suunnattuja vai suuntaamattomia graafeja. Tässä työssä rajoitutaan tarkastelemaan
pelkästään suunnattuja graafeja.

Graafi on matematiikassa ja tietojenkäsittelytieteessä erittäin paljon käytetty malli. Tietojenkäsitte-
lytieteessä graafilla voidaan mallintaa esimerkiksi WWW:tä (World Wide Web). Siinä verkkosivut
ovat solmuja, ja hyperlinkit sivulta toiselle ovat niitä yhdistäviä kaaria. Vastaavasti taloustieteen
saralla voidaan mallintaa graafin avulla yritysten välisiä suhteita. Maailman yritysten ajatellaan
olevan solmuja, ja yrityksestä A on kaari yritykseen B, mikäli A myy tuotteitaan B:lle. Maailman
lentokenttien verkostoa voidaan tutkia graafimatematiikan työkaluilla. Kahden lentokentän (sol-
mun) välillä on kaari, mikäli toisesta pääsee suoralla lentoyhteydellä toiseen. Lisää sovelluskohteita
on esitetty muun muassa lähteessä [6, luku 1.3].

Graafi on matemaattinen abstraktio, jota voidaan käsitellä sellaisenaan ilman visuaalista esitystä.
Kuitenkin tyypillisesti graafeja ja niihin liittyviä algoritmeja on usein helpompaa ymmärtää kuvien
avulla. Tässä työssä käytetään kuvassa 2.1 olevaa esimerkkigraafia auttamaan esitettyjen asioiden
hahmottamisessa.

Määritelmä 2.2. [6, s. 29] Graafissa 𝐺 suunnattu polku on sellainen jono solmuja 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛,
että kaikilla 𝑖 = 0, . . . , 𝑛 pätee 𝑠𝑖 ∈ 𝑉 ja lisäksi kaikilla 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 pätee (𝑠𝑖−1, 𝑠𝑖) ∈ 𝐸 .
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Arkikielellä ilmaistuna suunnattu polku on sellainen jono solmuja, että kahta peräkkäistä sol-
mua yhdistää kaari. Polun pituudeksi määritellään yleensä polkuun kuuluvien solmujen määrä
vähennettynä yhdellä, eli polkuun kuuluvien kaarten määrä.

Määritelmä 2.3. [6, s. 30] Jonon 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛 osapolku on solmujono 𝑠 𝑗 , 𝑠 𝑗+1, . . . , 𝑠𝑖 niin, että
0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Määritelmä 2.4. [6, s. 31] Olkoon 𝜎 = 𝑠0, . . . , 𝑠𝑛 polku. Polun 𝜎 pituus on tällöin n. Jos solmujen
𝑠0 ja 𝑠𝑛 välillä ei ole polkua, jonka pituus olisi pienempi kuin 𝑛, sanotaan, että 𝜎 on lyhin polku
solmusta 𝑠0 solmuun 𝑠𝑛. Solmujen 𝑠0 ja 𝑠𝑛 välinen etäisyys on 𝑑 (𝑠0, 𝑠𝑛) = 𝑛. Mikäli solmujen
välillä ei ole polkua, määritellään, että 𝑑 (𝑠0, 𝑠𝑛) = ∞.

Reealimaailman mallinnustilanteissa polun käsite on välttämätön. Esimerkiksi lentoreittiä valitseva
matkustaja tutkii käytännössä erilaisia mahdollisia polkuvaihtoehtoja lähtökentältä haluamaansa
lomakohteeseen. Matkustaja pohtii pääseekö kohteeseen kenties suoralla lennolla lähikentältä,
jolloin polun pituus on yksi, vai täytyykö jossain tehdä välilasku ja vaihtaa konetta. Tällöin polun
pituus eli erillisten lentojen määrä kasvaa.

Esimerkki 2.5. Tutkitaan lyhimmän polun käsitettä kuvan 2.1 esimerkkigraafin avulla. Yritetään
etsiä lyhin polku solmusta 4 solmuun 1. Graafissa on kaari (4,1), ja sitä myöten yksi ratkaisupolku
on polku 4,1, jonka pituus on 1. Toinen vaihtoehtoinen reitti on kulkea solmusta 4 solmujen 3
ja 2 kautta määränpäähän. Tämän polun 4,3,2,1 pituus olisi kuitenkin 3. Muut mahdolliset polut
olisivat polut 4,6,1 ja 4,5,6,1. Selvästi polku 4,1 on lyhin reitti solmujen 4 ja 1 välillä.

Kuva 2.1. Esimerkkigraafi

2.2 Painotettu graafi

Painotettu graafi lisää aiempien määritelmien päälle kaaripainon käsitteen, joka on hyödyllinen työ-
kalu useissa eri sovelluskohteissa. Kaaripaino on jokaiseen graafin kaareen liittyvä lukuarvo, joka
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kuvaa mallinnustilanteesta riippuen jollain tavalla kaaren ylittämisen kustannuksia. Lentokent-
täverkostoa mallinnettaessa kaaripaino voi olla esimerkiksi lennon kesto, hinta tai matkustajien
lukumäärä.

Määritelmä 2.6. [6, s. 48] Olkoon 𝐺 = (𝑉, 𝐸) graafi. Painotettu graafi on rakenne (𝑉, 𝐸, 𝑤),
missä funktio 𝑤 : 𝐸 → ℝ on graafin kaariin liittyvä painofunktio.

Painotetussa graafissa polku määritellään kuten painottamattomassakin, mutta polun pituuden
lisäksi voidaan määritellä polun painotettu pituus.

Määritelmä 2.7. Olkoon 𝐺 = (𝑉, 𝐸) graafi ja 𝜎 = 𝑠0, . . . , 𝑠𝑛 polku. Polun painotettu pituus
määritellään

𝑑 (𝜎) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤((𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖)).

Polun painotettua pituutta laskettaessa summataan siis polkuun kuuluvien kaarten painot. Painote-
tulle pituudelle käytetään samaa polun pituuden merkintää 𝑑. Yleensä myös puhutaan painotetun
graafin yhteydessä vain "polun pituudesta", vaikka tarkoitettaisiin nimenomaan polun painotettua
pituutta. Usein on asiayhteydestä selvää, onko kyseessä painotettu vai painottamaton polun pituus.
Painotettujen graafien yhteydessä ollaan lähes poikkeuksetta kiinnostuneita ainoastaan polkujen
painotetuista pituuksista.

Esimerkki 2.8. Tutkitaan kuvassa 2.2 esitettyä graafia. Graafin solmujen ja kaarien rakenne on
täysin sama kuin aiemmassa esimerkkikuvassa 2.1, mutta tähän kuvaan on lisätty kaaripainot.
Yritetään taas löytää lyhin polku solmusta 4 solmuun 1, mutta nyt huomioiden kaaripainot ja
laskemalla polun painotettu pituus. Solmusta 4 pääsee jälleen suoraan solmuun 1 kaarta (4,1)
pitkin, mutta tämän polun painotettu pituus on nyt 8. Toisen aiemmin löydetyn polun 4,3,2,1
painotettu pituus on 4 + 7 + 1 = 12. Muiden polkujen 4,6,1 ja 4,5,6,1 painotetut pituudet ovat
vastaavasti 4 + 2 = 6 ja 5 + 3 + 2 = 10. Siten lyhin painotettu polku on 4,6,1.

Määritelmien tarkastelun ohessa tutustuttiin jo pintapuolisesti lyhimmän polun ongelmaan (shortest-
path problem). Kyseessä on keskeisimpiä graafimatematiikan ongelmia, jolle on valtava määrä eri-
laisia sovelluskohteita. Lyhimmän polun ongelmaan perehdytään tarkemmin seuraavassa luvussa.
Esitetään vielä lyhimmmän polun etsinnän kannalta tärkeä lause. Se on todistuksineen mukailtuna
lähteestä [1, s. 582].

Lause 2.9. (Osapolut ovat lyhimpiä polkuja) Olkoon 𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝑤) painotettu graafi ja 𝑝 =

𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 lyhin painotettu polku solmusta 𝑣1 solmuun 𝑣𝑛. Olkoon lisäksi 𝑝𝑖 𝑗 = 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, . . . , 𝑣 𝑗

polun 𝑝 osapolku. Tällöin 𝑝𝑖 𝑗 on lyhin painotettu polku solmusta 𝑣𝑖 solmuun 𝑣 𝑗 .

Todistus. Pilkotaan polku 𝑝 osiin 𝑝1𝑖 = 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑖 , 𝑝𝑖 𝑗 ja 𝑝 𝑗𝑛 = 𝑣 𝑗 , 𝑣 𝑗+1, . . . , 𝑣𝑛. Tällöin
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Kuva 2.2. Painotettu esimerkkigraafi

𝑤(𝑝) = 𝑤(𝑝1𝑖) + 𝑤(𝑝𝑖 𝑗) + 𝑤(𝑝 𝑗𝑛) eli polun 𝑝 painotettu pituus saadaan laskemalla osapolkujen
painotettujen pituuksien summa. Oletetaan, että on olemassa polku 𝑝

′
𝑖 𝑗

solmujen 𝑣𝑖 ja 𝑣 𝑗 välillä
niin, että 𝑤(𝑝′

𝑖 𝑗
) < 𝑤(𝑝𝑖 𝑗). Tällöin 𝑤(𝑝1𝑖) + 𝑤(𝑝

′
𝑖 𝑗
) + 𝑤(𝑝 𝑗𝑛) < 𝑤(𝑝1𝑖) + 𝑤(𝑝𝑖 𝑗) + 𝑤(𝑝 𝑗𝑛). Tä-

mä on kuitenkin ristiriidassa sen oletuksen kanssa, että 𝑝 on lyhin painotettu polku solmusta 𝑣1

solmuun 𝑣𝑛. □
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3. LYHIMMÄN POLUN LÖYTÄMINEN ALGORITMISESTI

Aiemmassa luvussa tutustuttiin lyhimmän polun löytämiseen yksinkertaisessa esimerkkigraafissa
pelkästään katsomalla graafin visuaalista esitystä ja etsimällä polku nopealla päässälaskulla. Tässä
luvussa perehdytään lyhimmän polun löytämiseen algoritmisesti.

3.1 Dijkstran algoritmi

Yksinkertaisimpia algoritmeja lyhimmän polun löytämiseen on Dijkstran algoritmi, joka olettaa
graafin painojen olevan epänegatiiviisia. Perusmuodossaan algoritmi etsii lyhimmän polun valitusta
lähtösolmusta kaikkiin muihin solmuihin (single-source shortest paths). Tässä tutustutaan kuitenkin
versioon, jossa suoritus lopetetaan, kun valittu kohdesolmu löytyy. Algoritmin pseudokoodi on
esitetty Algoritmissa 1 mukailtuna lähteestä [1, s. 595].

Dijkstran algoritmin suoritus perustuu jatkuvasti päivittyvään etäisyyslistaan 𝑑 ja piiosoitinlistaan
𝜋. Etäisyyslistassa on joka solmulle sen etäisyys lähtösolmusta 𝑠, ja piiosoitinlistassa vastaavasti
jokaista solmua kohden osoitin siihen solmuun, joka on edeltävänä, kun solmusta 𝑠 lähestytään ly-
hintä polkua pitkin. Dijkstran algoritmin suorituksen jälkeen etäisyyslistaan on tallennettu etäisyys
lähtösolmusta kohdesolmuun, ja piiosoittimia seuraten löytyy helposti lyhin polku näiden välillä.

Algoritmissa käytetään prioriteettijono-tietorakennetta. Prioriteettijonossa on tallennettuna avain-
arvo -tietopareja, ja ExtractMin()-operaatiolla jonosta palautetaan se arvo, jonka avain eli priori-
teetti on pienin. Tällöin kyseessä on tarkemmin minimiprioriteettijono (min-priority queue). Vas-
taavasti maksimiprioriteettijonossa palautettaisiin se arvo, jonka prioriteetti on suurin. Tarkempi
prioriteettijonon määrittely ja kuvaus löytyy lähteestä [1, s. 138]. Prioriteettijonon toimintaperiaate
tekee Dijkstran algoritmista niin sanotun ahneen algoritmin, joka tutkii aina ongelman sen osan,
joka vaikuttaa kaikista lupaavimmalta. Tässä tapauksessa käsitellään aina seuraavaksi se solmu,
jonka etäisyys lähtösolmusta on pienin.

Algoritmin toiminta perustuu lyhimmän polun löytämiseen sen osapolkujen etsinnän kautta eli
lauseeseen 2.9. Algoritmin invariantin todistus on esitetty kattavasti lähteessä [1, s. 597].
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Algorithm 1 Dijkstran algoritmi
1: procedure Dijkstra(G,s,t) ⊲ Graafi 𝐺, lähtösolmu 𝑠 ja kohdesolmu 𝑡

2: for 𝑣 ∈ 𝐺.𝑉 do ⊲ Alustetaan etäisyyslista 𝑑 ja piiosoitinlista 𝜋

3: 𝑑 [𝑣] ← ∞
4: 𝜋[𝑣] ← 𝑁𝐼𝐿

5: end for
6: 𝑑 [𝑠] ← 0
7: 𝑄 ← (𝑑 [𝑠], 𝑠) ⊲ Prioriteettijonoon alustetaan lähtösolmu
8: 𝑢 ← 𝑠

9: while 𝑢! = 𝑡 and 𝑄 ≠ ∅ do
10: 𝑢 ← 𝑄.ExtractMin() ⊲ Käsittelyyn otetaan aina lähimpänä oleva solmu
11: for 𝑣 ∈ 𝑢.Adjacent do ⊲ Käsitellään kaikki naapurisolmut
12: if 𝑑 [𝑣] > 𝑑 [𝑢] + 𝑤(𝑢, 𝑣) then
13: 𝑑 [𝑣] ← 𝑑 [𝑢] + 𝑤(𝑢, 𝑣)
14: 𝜋[𝑣] ← 𝑢

15: 𝑄.Insert(𝑣, 𝑑 [𝑣]) ⊲ Tallennetaan prioriteettijonoon solmu uudella etäisyydellä
16: end if
17: end for
18: end while
19: end procedure

3.2 Dijkstran algoritmin tehokkuus

Määritellään lyhyesti algoritmien tehokkuuden tutkimisessa vaadittavat työkalut.

Määritelmä 3.1. [6, s. 692] Olkoon 𝑓 : ℤ→ ℝ ja 𝑔 : ℤ→ ℝ funktioita positiivisten kokonaislu-
kujen joukosta reaalilukujen joukkoon. Funktio 𝑓 kuuluu perheeseen 𝑂 (𝑔(𝑛)), jos löytyy sellaiset
vakiot 𝑐 ja 𝑁 , että

| 𝑓 (𝑛) | ≤ 𝑐 |𝑔(𝑛) |

aina, kun 𝑛 > 𝑁 . Tällöin sanotaan, että funktio 𝑔 rajoittaa asymptoottisesti perheen 𝑂 (𝑔(𝑛))
funktioita.

Edellä määritellyllä O-notaatiolla kuvataan algoritmin suoritusaikaa "huonoimmassa mahdollises-
sa" tapauksessa. Edellisen määritelmän funktio 𝑔 rajoittaa algoritmin suoritusaikaa asymptootti-
sesti siten, että kun tutkittava datamäärä kasvaa rajatta, algoritmin suoritusaika kasvaa korkeintaan
yhtä nopeasti kuin funktio 𝑔. Yleensä tällöin sanotaan, että algoritmin asymptoottinen tehokkuus
on 𝑂 (𝑔(𝑛)). Funktio 𝑔 on algoritmin suoritusajan asymptoottinen yläraja.

Tutkitaan O-notaatiolla Dijkstran algoritmin suoritusaikaa kun graafin solmujen lukumäärä on |𝑉 |
ja kaarten määrä on |𝐸 |. Algoritmi käsittelee rivin 9 while-loopissa kaikki solmut kertaalleen.
Jokaisen solmun kohdalla siitä lähtevät kaaret käydään for-loopissa läpi eli yhteensä pahimmassa
mahdollisessa tapauksessa kaaria on jokaista solmua kohti määrä |𝐸 |. Lisäksi while-loopin lo-
pussa rivillä 16 prioriteettijonosta poistetaan pienin arvo. Tämän operaation suoritusaika riippuu
prioriteettijonon implementaatiotavasta, mutta mikäli arvot on tallennettu listaan tai taulukkoon,
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pitää ne käydä yksitellen läpi pienimmän avaimen löytämiseksi. Siten ExtractMin()-operaation
asymptoottinen tehokkuus on 𝑂 ( |𝑉 |). Nämä ylärajat huomioiden saadaan Dijkstran algoritmin
asymptoottiseksi tehokkuudeksi 𝑂 ( |𝑉 |2 + |𝐸 |).

Lähteessä [1, s. 662] avataan tarkemmin Dijkstran algoritmin tehokkuutta. Parempi tehokkuus voi-
daan saavuttaa prioriteettijonon oikeanlaisella implementoinnilla. Jos jono toteutetaan esimerkiksi
Fibonaccin keko -tietorakenteena, algoritmin tehokkuudeksi saadaan 𝑂 ( |𝑉 |log|𝑉 | + |𝐸 |).

Dijkstran algoritmi on yksinkertainen ja helppo toteuttaa, mutta se on auttamattoman tehoton monia
käytännön sovelluskohteita ajatellen. Autoilija haluaa saada navigointiehdotuksen kaupungista
toiseen muutamassa sekunnissa, eikä ehdi odottaa kun algoritmi käy jokaista mahdollista polkua
läpi. Perehdytään seuraavaksi erilaisiin tapoihin tehostaa Dijkstran algoritmia.

3.3 Kaksisuuntainen haku

Kaksisuuntainen haku (bidirectional search) on usein tavallista yksisuuntaista hakualgoritmia te-
hokkaampi. Yksisuuntaisessa Dijkstran algoritmissa aloitetaan lähtösolmusta 𝑠 ja tutkitaan solmu
kerrallaan eri reittejä. Hakurintama laajenee vähän kerrallaan, kunnes löydetään kohdesolmu 𝑡.
Kaksisuuntaisessa haussa lähdetään samaan aikaan kohdesolmusta etsimään lähtösolmua kulke-
malla kaaria "takaperin". Näin syntyy kaksi erillistä hakurintamaa. Molemmille hakurintamille
ylläpidetään omaa prioriteettijonoa, etäisyyslistaa ja piiosoitinlistaa. Lähtösolmusta aloittaneen
hakurintaman etäisyyslistaan on tallennettu kunkin solmun etäisyys lähtösolmusta, kun taas koh-
desolmusta aloittaneen hakurintaman etäisyyslistaan on tallennettu kunkin solmun etäisyys koh-
desolmusta kulkemalla kaaria "takaperin". Kun nämä rintamat kohtaavat, on reitti solmujen välille
löytynyt. [8, s. 90]

Ensimmäinen etsintärintamien kohtaaminen ei kuitenkaan takaa, että kyseessä on juuri oikea lyhin
polku. Sen sijaan algoritmin täytyy tarkistaa joka kerta kun rintamat kohtaavat mikä on senhetkinen
lyhin etäisyys 𝑑 (𝑠, 𝑡). Jos solmusta 𝑠 aloittaneen haun lähin tutkimaton prioriteettijonossa oleva
solmu on etäisyydellä 𝑑𝑠 ja solmusta 𝑡 aloittaneen haun lähin tutkimaton prioriteettijonossa oleva
solmu on etäisyydellä 𝑑𝑡 , täytyy joka kohtaamiskerralla verrata lukuja 𝑑𝑠 + 𝑑𝑡 ja 𝑑 (𝑠, 𝑡). Jos
𝑑𝑠 + 𝑑𝑡 ≥ 𝑑 (𝑠, 𝑡), on 𝑑 (𝑠, 𝑡) todella lyhin etäisyys solmujen 𝑠 ja 𝑡 välillä ja haku voidaan lopettaa.
[8]

Kuvassa 3.1 havainnollistetaan kaksisuuntaisen hakualgoritmin nerokkuutta. Kuva on mallinnuse-
simerkki Kalifornian tiekartastosta [5]. Tässä graafin solmuja ovat tiekartan risteykset ja niitä yh-
distävät tiet ovat kaaria. Kaaripainoja ovat teiden päästä päähän ajamiseen kuluvat ajat. Solmuja on
1,6 miljoonaa ja kaaria 3,8 miljoonaa kappaletta. Tarkoituksena on löytää kuvan oikeassa laidassa
sijaitsevasta vihreästä pisteestä lyhin reitti vasemmassa yläkulmassa sijaitsevaan siniseen pistee-
seen. Vasemmanpuoleisessa kuvassa käytössä on tavallinen yksisuuntainen Dijkstran algoritmi.
Algoritmi käy teitä läpi laajentaen ympyränmuotoista hakurintamaa asteittain kauemmas. Kuvaan
on väritetty vihreällä ne tiet, jotka on tutkittu sinisen pisteen löytyessä. Kuvasta näkee helposti, että
algoritmi on käyttämyt paljon aikaa ja kapasiteettia muun muassa kartan vasemman alakulman
kartoittamiseen, vaikka se oikean reitin löydyttyä vaikuttaakin tarpeettomalta. Oikeanpuoleises-
sa kuvassa on sama tilanne ja ongelma, mutta nyt algoritmi alkaa käsitellä teitä samanaikaisesti
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Kuva 3.1. Dijksran algoritmin yksi- ja kaksisuuntaisen version suoritusesimerkki Kalifornian
tiekartastossa [5]

kohdepisteestä alkaen. Kuvaan on edeltävällä tavalla väritetty vihreällä ne tiet, jotka on tutkittu
lähtöpisteestä alkaen reitin löytyessä. Lisäksi sinisellä on väritetty kohdepisteestä aloittaneen haku-
rintaman tutkimat tiet. Kuvista havaitaan helposti, että tutkittujen teiden määrä on silmämääräisesti
vasemmanpuoleisessa kuvassa selvästi suurempi, jopa lähes kaksinkertainen oikeanpuoleiseen ku-
vaan verrattuna. Siten reitin löydyttyä kaksisuuntainen hakualgoritmi on tutkinut huomattavasti
vähemmän teitä kuin tavallinen Dijkstran algoritmi. Tämänkaltaisessa mallinnusongelmassa, jossa
Dijkstran algoritmi muodostaa ympyränmuotoisen hakurintaman, on kaksisuuntainen haku huo-
mattavasti tehokkaampi.

3.4 A*-algoritmi

Toinen helposti ymmärrettävä ja toteutettava Dijkstran algoritmin tehostamiskeino on heuristiik-
kafunktion käyttäminen [8, s. 92].

Määritelmä 3.2. Hakuongelmaan liittyvä heuristiikkafunktio ℎ : 𝑉 → ℝ liittää painotetun graafin
𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝑤) jokaiseen solmuun reaalilukuarvon. Haun kohdesolmulle 𝑡 kyseinen arvo on ℎ(𝑡) =
0.

Heuristiikkafunktio on yritys lisätä ongelmanmääritykseen jonkinlainen termi, joka kuvaa kunkin
solmun asemaa suhteessa kohdesolmuun. Se on arvio kohteen etäisyydestä kussakin solmussa. Jos
graafi on maantieteellinen kartta, kuten tiekartta tai suurimpien kaupunkien kartta, heuristiikka-
funktiona toimii yksinkertaisimmillaan solmun maantieteellinen etäisyys kohdesolmuun linnun-
tietä pitkin.

Tutkitaan heuristiikkafunktion käyttöä esimerkin kautta. Kuvassa 3.2 on esitetty Romanian kartta,
jossa suurimmat kaupungit muodostavat graafin. Sen kaaret ovat kaupunkeja yhdistäviä teitä, ja
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Kuva 3.2. Romanian kaupunkien verkosto [8, s. 68]

Kuva 3.3. Romanian kaupunkien heuristiikka-arvot [8, s. 93]

kaaripainot ovat kaupunkien väliset etäisyydet kilometreinä. Lisäksi Kuvassa 3.3 on taulukoitu
etäisyydet kustakin kaupungista linnuntietä pitkin pääkaupunkiin Bukarestiin. Taulukoituja etäi-
syyksiä voidaan käyttää heuristiikkafunktion arvoina, ja tätä heuristiikkafunktiota voitaisiin käyttää
ahneen etsintäalgoritmin ainoana syötteenä. Eli voitaisiin valita lähtösolmu ja yrittää löytää reitti
Bukarestiin. Etenemällä Dijkstran algoritmin lailla mutta valitsemalla seuraavaksi käsiteltäväksi
solmuksi pelkästään heuristiikkafunktioarvoltaan pienin käsittelemätön naapurikaupunki löydet-
täisiin lopulta kohteeseen. Kun heuristiikkafunktio yhdistetään tavalliseen Dijkstran algoritmiiin,
saadaan A*-algoritmi (A-tähti, A-star).

A*-algoritmissa prioriteettijonon avaimena ei ole solmun etäisyys lähtösolmusta, vaan tämän
etäisyyden ja heuristiikkafunktion arvon summa. Algoritmin suorituksessa ylläpidetään siis erillistä
funktiota 𝑓 (𝑣) = 𝑑 (𝑣) +ℎ(𝑣), missä 𝑑 (𝑣) on etäisyys lähtösolmusta ja ℎ(𝑣) on heuristiikkafunktion
antama arvioitu etäisyys kohteeseen. Algoritmin toiminta on esitetty pseudokoodina Algoritmissa
2.

A*-algoritmi toimii lähes samoin kuin Dijkstran algoritmi. Perehdytään eroavaisuuksiin pseudo-
koodissa. Koodin riveillä 5 ja 8 alustetaan lista 𝑓 ja rivillä 9 tallennetaan prioriteettijonoon lähtö-
solmu. Aiemmassa Dijkstran algoritmissa sille annettiin avaimeksi etäisyys 0, mutta nyt avaimena
on heuristiikkafunktion arvo. Rivillä 17 päivitetään listaan 𝑓 solmun 𝑣 uusi arvo, ja seuraavalla
rivillä se lisätään prioriteettijonoon.
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Algorithm 2 A*-algoritmi
1: procedure A*(G,h,s,t) ⊲ Graafi 𝐺, heuristiikkafunktio ℎ, lähtösolmu 𝑠 ja kohdesolmu 𝑡

2: for 𝑣 ∈ 𝐺.𝑉 do ⊲ Alustetaan etäisyyslista 𝑑 ja piiosoitinlista 𝜋

3: 𝑑 [𝑣] ← ∞
4: 𝜋[𝑣] ← 𝑁𝐼𝐿

5: 𝑓 [𝑣] ← ∞
6: end for
7: 𝑑 [𝑠] ← 0
8: 𝑓 [𝑠] ← ℎ[𝑠]
9: 𝑄 ← ( 𝑓 [𝑠], 𝑠) ⊲ Prioriteettijonoon alustetaan lähtösolmu

10: 𝑢 ← 𝑠

11: while 𝑢! = 𝑡 and 𝑄 ≠ ∅ do
12: 𝑢 ← 𝑄.ExtractMin() ⊲ Käsittelyyn otetaan aina arviolta lähimpänä oleva solmu
13: for 𝑣 ∈ 𝑢.Adjacent do ⊲ Käsitellään kaikki naapurisolmut
14: if 𝑑 [𝑣] > 𝑑 [𝑢] + 𝑤(𝑢, 𝑣) then
15: 𝑑 [𝑣] ← 𝑑 [𝑢] + 𝑤(𝑢, 𝑣)
16: 𝜋[𝑣] ← 𝑢

17: 𝑓 [𝑣] ← 𝑑 [𝑣] + ℎ[𝑣]
18: 𝑄.Insert( 𝑓 [𝑣], 𝑣) ⊲ Prioriteettijonoon solmu uudella etäisyysarviolla
19: end if
20: end for
21: end while
22: end procedure

A*-algoritmin toimintavarmuus ja tehokkuus riippuvat täysin heuristiikkafunktion ℎ laadusta. Mi-
käli ℎ(𝑣) = 0 kaikille solmuille 𝑣, palautuu A*-algoritmi tavalliseksi Dijkstran algoritmiksi. Jos
taas käytettävä heuristiikka on järjetön tai mielivaltainen, A*-algoritmi ei toimi oikein. Jos esimer-
kiksi solmuille arvottaisiin heuristiset arvot, A*-algoritmi ei takaisi oikeaa tulosta. Heuristiikka-
funktiolle voidaan asettaa rajoite, joka takaa, että algoritmi löytää lyhimmän polun: Heuristiikka
ei saa koskaan yliarvioida kohteen etäisyyttä. Kuvassa 3.2 esitetty linnuntieheuristiikka antaa vain
alarajan etäisyydelle. Todellinen etäisyys Bukarestiin teitä pitkin ei voi koskaan olla pienempi kuin
matka linnuntietä olisi. Siten tämä heuristiikka täyttää ehdon. Määritelmä 3.3 ja sitä seuraava lause
3.4 esittävät saman ajatuksen formaalissa muodossa. Heuristiikkafunktion tulee olla optimistinen
arvio jäljellä olevasta etäisyydestä kohdesolmuun.

Määritelmä 3.3. [7, s. 77] Heuristiikkafunktio ℎ on hyväksyttävä (admissible), jos

ℎ(𝑣) ≤ 𝑑 (𝑣, 𝑡) ∀𝑣,

kun 𝑡 on haun kohdesolmu.

Lause 3.4. Jos heuristiikkafunktio ℎ on hyväksyttävä, A*-algoritmi löytää lyhimmäm polun.

Todistus. Ks. lähde [7, luku 3.1]. □

Kaksisuuntainen haku ja A*-algoritmi ovat hyviä Dijkstran algoritmin tehostamismenetelmiä. Ne
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voidaan myös yhdistää kaksisuuntaiseksi A*-hauksi. Tässä algoritmissa A*-haku lähtee saman-
aikaisesti kohdesolmusta etsimään lähtösolmua. Tarkempi kuvaus on esitetty lähteessä [4]. Kos-
ka A*-algoritmin tehokkuus riippuu täysin sovellustilanteesta ja käytettävän heuristiikkafunktion
laadusta, sille ei voida Dijkstran algoritmin lailla laskea yleispätevää asymptoottista tehokkuutta
O-notaatiolla.

Entistä parempien heuristiikkojen löytämiseksi eri sovelluskohteissa tehdään paljon tutkimusta.
Joskus löydetään sovelluskohteeseen sopiva heuristiikka, joka ei täytä täysin määritelmän 3.3 eh-
toa, mutta joka kuitenkin nopeuttaa hakua huomattavasti. Joitakin menetelmiä esitetään lähteessä
[8, luku 3.6]. Joka tapauksessa hyvällä heuristiikalla varustettuna A* toimii huomattavasti tehok-
kaammin kuin Dijkstran algoritmi, ja huonollakaan se ei voi olla Dijkstran algoritmia tehottomampi
[8, s. 98], kunhan vain määritelmän 3.3 ehto toteutuu. Seuraavassa luvussa perehdytään lyhimmän
polun ongelman ratkaisemiseen, kun graafi on niin suuri, etteivät A* tai kaksisuuntainen hakukaan
kykene riittävään tehokkuuteen.
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4. HIERARKIAT

Tässä luvussa perehdytään joihinkin lyhimmän polun ongelman tuoreimpiin ratkaisumenetelmiin.
Menetelmät perustuvat graafin esikäsittelyyn ennen varsinaisen hakualgoritmin suorittamista. Ylei-
sesti voidaan todeta, että esikäsittely nopeuttaa itse algoritmin suorittamista, mutta se maksaa esi-
käsittelyyn kuluvan ajan sekä tallennustilaa. Esikäsittely tuottaa dataa, kuten muokatun version
syötegraafista, joka täytyy tallentaa muistiin myöhempää käyttöä varten. Esikäsittelyn jälkeen ta-
pahtuu kyselyvaihe, jossa lähtösolmu ja kohdesolmu tunnetaan. Menetelmä on tehokas, sillä jos
graafi ei muutu, voidaan yhdellä esikäsittelyllä suorittaa monta kyselyä. Esimerkiksi auton navi-
gaattori voi esikäsitellä tiekarttagraafin kerran, minkä jälkeen kuljettaja voi käyttää navigaattoria
niin pitkään, kun tiestöön ei tehdä muutoksia.

Kun graafina on esimerkiksi läntisen Euroopan tiekartta, jossa on miljoonia solmuja ja kaaria,
ovat Dijkstran algoritmi ja A*-haku tehokkuudeltaan riittämättömiä. Autoilija haluaa saada reit-
tiehdotuksen puhelimeensa muutamassa sekunnissa, eikä ehdi jäädä odottamaan, kun algoritmi
tutkii jokaisen umpikujaan vievän pikkutien. Algoritmit ovat liian tyhmiä tietämään mikä tie on
keskeinen useiden satojen kilometrien matkalla ja mikä on pieni, hyödytön paikallistie. Ihmiselle
moottoritien tunnistaminen kartalta on helppoa, mutta Dijkstran algoritmi käsittelee sitä kuten mitä
tahansa kinttupolkua. Olisi hyödyllistä, jos algoritmi kykenisi tunnistamaan tärkeimmät suuret tiet
ja jättämään vähemmän tärkeät kujat tutkimatta. Ratkaisun tähän ongelmaan pyrkivät tarjoamaan
erilaiset hierarkiat.

Hierarkioilla tarkoitetaan tiekartastoon ja lyhimmän polun löytämiseen liittyen sitä, että tiet ja ris-
teykset muodostavat "luonnostaan" jonkinlaisen hierarkkisen rakenteen. Moottoritiet jakautuvat
paikallisteiksi, jotka edelleen jakautuvat pienemmiksi kaupungin kaduiksi ja kyläteiksi. Hierarkia-
menetelmät pyrkivät tunnistamaan nämä rakenteet ja hyödyntämään niitä. Esitellään seuraavaksi
kaksi keskeistä hierarkiamenetelmää, joita hyödynnetään reaalimaailman sovelluskohteissa.

4.1 Valtatiehierarkia

Intuitiivinen reitinvalinta-algoritmi voisi olla esimerkiksi seuraavanlainen [9, s. 43]:

1. Etsi lähin moottoritien liittymä
2. Aja moottoritietä pitkin liittymälle, joka on lähimpänä kohdetta
3. Poistu moottoritieltä liittymästä ja etsi reitti kohteeseen

Tällainen ajattelu toimii usein, jos matka kohteeseen on pitkä ja jos moottoritieverkosto on riittävän
hyvä. Vaikka kolmiosainen algoritmi ei välttämättä tuottaisi tarkalleen parasta reittiä, se antaa aina-
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kin jonkinlaisen arvion matkan pituudesta. Valtatiehierarkia (Highway Hierarchies, HH) perustuu
tällaiseen ajatteluun. Se korostaa moottoriteiden ja valtateiden merkitystä reitin etsinnässä. Algo-
ritmin ei tarvitse etsiä nopeinta reittiä maaliin asti, vaan pelkästään lähin moottoritien liittymä. Sen
jälkeen voidaan siirtyä tutkimaan pelkästään moottoriteistä koostuvaa tieverkostoa, josta on pois-
tettu kaikki pakallistiet ja sitä pienemmät tiet. Kun on löydetty esimerkiksi linnuntie-etäisyydeltään
kohdetta lähimpänä oleva liittymä, poistutaan moottoritieverkostosta ja tutkitaan jälleen paikallista
tiegraafia.

Valtatiehierarkiassa muodostetaan päällekkäisiä valtatieverkostoja. Ensin karsitaan pienimmät ky-
lätiet, sitten suuremmat tiet ja niin edelleen, kunnes jäljellä ovat enää valtatiet. Näin muodostuu
hierarkkinen rakenne. Tämä näkyy hyvin kuvassa 4.1. Siinä suurimmat tiet eli ylin hierarkiakerros
koostuu mustista teistä. Alempi kerros on sininen ja sitä alempi vihreä. Kaikista alin pienistä teistä
koostuva kerros on punainen. Valtatiehierarkian tehokkuus perustuu siihen, että alemman hierar-
kiatason solmuja ei tarvitse tutkia. Siten mahdollisten seuraavaksi tutkittavien solmujen määrää
rajoitetaan. Mitä korkeammalle hierarkiassa mennään, sitä harvempi graafi on. Kuvan 4.1 musta
tieverkosto on hyvin pieni alkuperäiseen graafiin verrattuna.

Kuva 4.1. Valtatiehierarkian eri kerroksia Limburgissa, Saksassa [9, Figure 3.3]

Perusteellinen selvitys edellä pintapuolisesti esitetystä ideasta tehdään lähteessä [9]. Samassa läh-
teessä [9, luku 7.4] esitetyissä kokeissa valtatiehierarkian käytöllä saavutetaan valtava ero tehok-
kuudessa Dijkstran algoritmiin verrattuna. Testigraafeina käytetään eri tiekartastoja. Esikäsittelyn
jälkeen suoritetaan kyselyjä, ja verrataan tuloksia tavalliseen Dijkstran algoritmiin. Kun tiekart-
tana on Länsi-Eurooppa (18 miljoonaa solmua ja 42 miljoonaa kaarta, kaaripainoina tien ajoai-
ka), Dijkstran algoritmi tutkii yli 12000-kertaisen määrän solmuja valtatiehierarkiaan verrattuna.
"Huonoimmassakin"tapauksessa etu on hierarkian hyväksi yli 2000-kertainen. Laskenta-aika on
Dijkstran algoritmilla lähes 10000-kertainen valtatiehierarkiaan verrattuna.

4.2 Kontraktiohierarkia

Perehdytään seuraavaksi tarkemmin kontraktiohierarkiaan (contracton hierarchy, CH) pohjautuen
lähteeseen [2]. Kontraktiohierarkia pyrkii valtatiehierarkian tavoin tunnistamaan tieverkostosta sen
luonnollista hierarkkisuutta.
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Ensin solmuille määritetään jonkinlainen nouseva "tärkeysjärjestys". Tärkeys voidaan määritel-
lä eri tavoin. Sen jälkeen hierarkiaa aletaan muodostaa kontraktoimalla solmuja alkaen vähiten
tärkeimmästä. Kontraktiossa solmun 𝑣 ne kaaret, jotka ovat osa jotain solmun kautta kulkevaa ly-
hintä polkua korvataan oikotiekaarella (shortcut edge). Eli jos solmun 𝑣 kautta kulkee lyhin polku
𝑢1, 𝑣, 𝑢2, muodostetaan kaari (𝑢1, 𝑢2). Sen painoksi tulee kahden "yhdistetyn" kaaren yhteispai-
no: 𝑤((𝑢1, 𝑢2)) = 𝑤((𝑢1, 𝑣)) + 𝑤((𝑣, 𝑢2)). Siten graafin lyhimmät polut säilyvät saman pituisina.
Kontraktointia jatketaan kunnes kaikki solmut on kontraktoitu. Näin jokainen solmu muodostaa
oman hierarkkisen kerroksensa.

Esimerkki 4.1. Tutkitaan kuvan 4.2 graafia. Se on luvussa 2 esitelty esimerkkigraafi, josta on
kontraktoitu solmut 1 ja 4. Ei perehdytä tässä tarkemmin kontraktiojärjestykseen tai siihen, mitä
muita oikotiekaaria mahdollisesti syntyisi. Lyhin polku solmusta 6 solmuun 2 kulkee solmun 1
kautta. Kun solmu 1 kontraktoidaan, muodostetaan sinisellä väritetty oikotiekaari, jonka paino on
"yhdistettyjen" kaarten painojen summa. Vastaavasti lyhin polku solmusta 3 solmuun 5 kulkee
solmun 4 kautta. Kun se kontraktoidaan, luodaan vihreä kaari, jonka painoksi saadaan 4 + 5 = 9.

Kuva 4.2. Esimerkkigraafi, josta on kontraktoitu solmut 1 ja 4

Solmujen tärkeysjärjestykseen asettaminen on keskeinen osa ongelmaa. Lähteessä [2] käytetyssä
menetelmässä solmu asetetaan prioriteettijonoon sen mukaan, kuinka järkevää olisi kontraktoida
kyseinen solmu. Solmun prioriteetti on useamman termin lineaarikombinaatio. Tärkein termi
prioriteetissa on se, kuinka paljon solmun kontraktio vähentäisi graafin kaarten määrää: Mikäli
graafista poistuu kontraktion myötä paljon kaaria, onnistutaan tiivistämään alkuperäistä graafia ja
halutaan kontraktoida solmu nopeasti. Tärkeysjärjestyksen määrittämiseen voidaan käyttää myös
muita heuristiikkoja.

Esikäsittelyn jälkeen jokainen solmu muodostaa oman hierarkkisen kerroksensa. Kyselyvaihees-
sa käytetään kaksisuuntaista hakua, joka on lähes kaksisuuntaisen Dijkstran algoritmin kaltainen.
Ero on siinä, että lähtösolmusta aloittava hakurintama tutkii aina vain niitä solmuja, jotka ovat
korkeammalla hierarkiassa. Samoin kohdesolmusta aloittava hakurintama etenee aina vain kor-
keamman hierarkiatason solmuihin. Tämä mekaniikka rajoittaa tutkittavien solmujen määrää, kun
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solmusta voidaan siirtyä aina vain sitä itseään korkeammalla hierarkiassa oleviin solmuihin. Kun
hakurintamat kohtaavat, tarkastetaan luvussa 3.3 esitetyllä tavalla onko lyhin tunnettu etäisyys ly-
hyempi, kuin hakujen prioriteettijonojen pienimmät etäisyydet yhteensä. Mikäli näin on, pienin
etäisyys ja lyhin polku ovat löytyneet.

Lähteessä [3] tehdään vertailuja tavallisen Dijkstran algoritmin, sen kaksisuuntaisen version ja eri
hierarkiamenetelmien välillä. Kontraktiohierarkiamenetelmä tekee valtatiehierarkian yhteydessä
esitellylle Länsi-Euroopan kartalle esikäsittelyn keskimäärin kahdeksassa minuutissa. Kun Dijk-
stran algoritmilla kuluu itse hakuun aikaa 5,6 sekuntia ja sen kaksisuuntaisella versiolla 2,7 se-
kuntia, kontraktiohierarkiamenetelmä tekee kyselyn 0.21 millisekunnissa. Tehokkuusero on siis
10000-kertainen. Jos esikäsittelyä ei täydy toistaa liian usein, kontraktiohierarkiamenetelmän te-
hostusvaikutus on valtava.
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5. YHTEENVETO

Yksi klassisimmista graafimatematiikan ongelmista on lyhimmän polun ongelma, jolle on suuri
määrä erilaisia sovelluskohteita. Tässä työssä perehdyttiin ongelman perinteiseen ratkaisuun, Dijk-
stran algoritmiin. Algoritmi on tärkeä sisäistää, jotta voi ymmärtää myös myöhemmin kehitettyjä
hienostuneempia menetelmiä. Kolmannessa luvussa tutkittiin myös Dijkstran algoritmin asymp-
toottista tehokkuutta, joka on yleisessä tapauksessa neliöllinen. Algoritmi ei ole riittävän tehokas
nopeaan suoritukseen suurella graafilla.

Kolmannessa luvussa tutustuttiin intuitiiviseen tapaan tehostaa Dijkstran algoritmia: Kohdepis-
teestä kannattaa lähteä etsimään samanaikaisesti lähtöpistettä. Tätä kutsutaan kaksisuuntaiseksi
hauksi. Kaksisuuntaisella haulla saadaan Dijkstran algoritmin suoritusaika puolittumaan.

Toinen, hienostuneempi tapa tehostaa Dijkstran algoritmia on heuristiikkafunktion käyttö. Tilan-
teessa, jossa on tarjolla graafin ulkopuolelta saatavaa dataa, voidaan Dijkstran algoritmi muuttaa
hyvinkin tehokkaaksi A*-algoritmiksi. Heuristiikkoja voidaan myös etsiä ja optimoida, ja se onkin
oma paljon tutkittu ongelmakenttänsä.

Lopuksi esiteltiin hierarkiamenetelmät, jotka ovat tuoreimpia algoritmeja lyhimmän polun ratkai-
semiseksi. Ne yrittävät hyödyntää graafissa olevia "luonnollisia" hierarkkisia rakenteita. Graafi
esikäsitellään ennen kuin siinä suoritetaan hakuja. Esikäsittelyn jälkeen voidaan suorittaan mieli-
valtainen määrä hakuja ilman, että esikäsittelyä tarvitsee toistaa. Tarkempaan tarkasteluun pääsivät
luvussa 4 valtatiehierarkia ja kontraktiohierarkia.

Valtatiehierarkiassa solmut jaotellaan esikäsittelyn aikana eri hierarkiakerroksiin niiden tärkeyden
mukaan. Kontraktiohierarkiassa jokainen solmu sijoitetaan hierarkiaan omalle tasolleen. Luvus-
sa 4 esitettyjen tutkimustulosten mukaan tehokkuusero Dijkstran algoritmiin verrattuna on mo-
lemmilla menetelmillä jopa kymmentuhatkertainen. Molemmat menetelmät ovat reaalimaailman
sovelluskohteissa aktiivisessa käytössä.

Lyhimmän polun ongelman ratkaiseminen on yhä edelleen jatkuva kilpajuoksu sovelluskohteiden
vaatimusten sekä algoritmin- ja tietokonetekniikan kehittäjien välillä. Sovelluskohteissa on aina
vain suurempia graafeja ja lyhin polku vaaditaan saada yhä lyhyemmässä ajassa ja pienemmällä
laskentakapasiteetin käytöllä. Algoritminkehittäjät ja matemaatikot luovat yhä parempia ja tehok-
kaampia algoritmeja ongelman ratkaisemiseksi. Myös tietokoneet kehittyvät, mikä tarjoaa lasken-
taan yhä enemmän tehoa ja muistia. Oman haasteensa ongelmaan tuo graafin muuttuminen, jota
ei tässä työssä käsitelty lainkaan. Esimerkiksi tiekarttagraafissa kaaripainona käytettävä ajoaika
riippuu monesta tekijästä, kuten ruuhkista. Tällöin myös algoritmin täytyy reagoida muutoksiin.
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