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Tamén tyon keskeisin menetelmd on Berksonin mittavirhemalli. Tyo tarkastelee
regressioanalyysin teoriaa, johon Berksonin mittavirhemalli perustuu, ja niin ikdin
Berksonin mallin teoriaa. Siind kdydddn ldpi myos yleisemmin mittavirhemallien
teoriaa.

Lineaarinen malli on regressioanalyysissi kiytetty malli, jossa selitettivid muut-
tujaa mallinnetaan yhdelld tai useammalla selittdvilld muuttujalla. Yhden selittdjin
malli on erikokistapaus lineaarisesta mallista. Mallin muodostamiseksi pitdd laskea
kaksi parametriarvoa Sy ja . Parametrien ja selittivin muuttujan avulla voidaan
muodostaa malli, joka kuvaa selitettivii muuttujaa.

Mittavirhemallit voivat pohjautua lineaariseen malliin. Siind tarkastellaankin sel-
laista selittdvdd muuttujaa, jossa on mukana mittavirhettd. Téllaisissa tapauksissa
saadaan mittavirhemallilla parempia tuloksia, kuin tavallisella lineaarisella mallil-
la. Usein mittavirhemallin muodostamiseen vaaditaan oletus, jossa mittavirheen va-
rianssin oletetaan tunnetuksi.

Berksonin mittavirhemalli on erikoistapaus mittavirhemalleista. Tassd mallissa
el vaadita oletusta tunnetusta mittavirheen varianssista, mutta mittavirhemallia muo-
dostaessa tiytyy selittdvi muuttuja olettaa vakioksi. Nyt mallille voidaan laskea para-
metriestimaatit pienimméin neliosumman menetelmélléd. Tdssa tydssd on muodostettu
Berksonin mittavirhemalli simuloidulle aineistolle seké vertailtu sitd malliin, jossa

mittavirhetti ei ole.

Tdmaén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 Johdanto

Regressioanalyysin tarkoituksena on mallintaa tilastollisesti vastemuuttujaa (Freund,
Wilson & Sa 2006). Malleista yksi yleisimmistd lienee lineaarinen malli. Regres-
sioanalyysissd tarkoituksena on mallintaa vastemuuttujaa, joko yhtd tai useampaa
selittdviad muuttujaa kiyttden. Mallin yhteensopivuutta voidaan usein mitata esimer-
kiksi laskemalla R? arvo, joka kertoo kuinka monta prosenttia malli selittiiz vaste-
muuttujan satunnaisvaihtelusta. R? arvoa kutsutaan usein mallin selitysasteeksi tai
selityskertoimeksi.

Tietyissi tapauksissa R? arvo saattaa olla niin huono, ettd mallin ennustamisky-
ky jaa liian alhaiseksi. Tallaisissa tapauksissa voidaan turvautua erilaisiin keinoihin,
joilla arvoa voidaan saada paremmaksi. Esimerkiksi muuttujan arvoja mitattaessa
saattaa niihin tulla mittavirhettd. Tami vaihtelu johtuu epéluotettavasta mittausme-
netelmastd, ithmisen aiheuttamasta virheestd tai jokaisen mittauksen sisaltimisti
luonnollisesta epatarkkuudesta.

Jossain miirin kaikki tilastolliset analyysit sisdltdvit mittavirheitd. Téllaisten vir-
heiden esiintymiseen on monia syitd, yleisimmat niistd ovat laitevirhe ja ndytteenot-
tovirhe (Buonaccorsi 2010). Buonaccorsi (2010) antaa myos esimerkkejd tilanteista,
joissa esiintyy mittavirhettd, kuten: Harvard Six Cities -tutkimuksessa tarkasteltiin
tietyille saasteille altistumisen vaikutusta lapsen hengitystilaan. Yksilon todellista
altistumista oli vaikea mitata. Sen sijaan havainnot olivat valmistettu kotona, eri
huoneissa eri vuodenaikoina. Nami arvot toimivat altistumisen korvikkeina. Toi-
menpiteet validoitiin tutkimuksissa, joissa henkilot kéyttivit kiinnemonitoria, joka
mittaa altistumista jatkuvasti.

Avuksi tdllaisen datan analysointiin on kehitetty mittavirhemalleja. Stefanski
(2000) kirjoittaa, ettd monilla sovellusalueilla tilastollisesti merkitykselliset mallit
madritelldin muuttujilla X, jotka eivit jostain syystd ole suoraan mitattavissa. Téal-
laisissa tapauksissa on tavallista havaita sen sijaan korvaavaa muuttujaa W. Téllaisia
ongelmia usein kutsutaan mittavirheongelmiksi ja tilastollisia malleja ja menetelmia
kyseisen datan analysointiin kutsutaan mittavirhemalleiksi.

Mittavirhemalleilla saadaan muodostettua paremmin istuva malli muuttujalle, jo-
ka sisdltdd huomattavan mééran mittausvirhettd. Tyoni keskittyy padasiassa mittavir-
hemalleihin ja kuinka mittavirhemalleja voidaan muodostaa ja millaisissa tilanteissa.

Mittavirhemallit muodostetaan regressiomallin pohjalta. Asiaa havainnollistetaan si-



muloidulle aineistolle tehdylle Berksonin mittavirhemallin avulla.



2 Lineaarinen malli

Lineaarisella mallilla pyritdédn mallintamaan selitettavdad muuttujaa selittavilla muut-
tujilla. Chatterjee & Hadi (2015) médrittelevit regressiomallin ja lineaarisen mallin
seuraavasti: Merkitdan selitettdvd muuttuja Y ja selittdvit muuttujat Xy, Xo, ..., X),.

Muuttujien yhteyttd voidaan approksimoida regressiomallin
(21) YIf(X],XQ,...,Xp)+8

avulla, missé € oletetaan olevan satunnainen virhe, joka kuvaa approksimoinnin epa-
tarkkuutta. Funktio f (X1, X2, ..., X,,) kuvaa suhdetta Y:n ja X1, X5, ..., X,;mn vililla.

Esimerkkini on lineaarinen malli
(2.2) Y:ﬁo +ﬁ1X1 +,32X2,...,+ﬁpo+8,

missa vakiot Sy, B1, B2, ..., B, Ovat aineiston pohjalta estimoitavia parametreja.

2.1 Yhden selittivin muuttujan lineaarinen malli

Yhden selittivin muuttujan lineaarinen malli on erikoistapaus lineaarisesta mallista,

jossa on vain yksi selittavd muuttuja. Malli on tdlloin muotoa
(2.3) Y=0p0+p1 X +e.

Parametreille 3 ja 81 voidaan estimoida arvot pienimmén neliGsumman menetelmén

avulla. Estimaattoreiksi saadaan

(2.4) 0o=Y-piX
ja

L XL (X=X -T)
(2.5) B = ST K- X

missi By ja B ovat estimaatteja parametreille By ja 8. Kun kiytetdin estimoituja

b

parametriarvoja lineaarisen mallin muodostamiseen, saadaan
(2.6) Y; = Bo + p1Xi,

Y; on estimaatti arvolle ¥;. Funktio ¥; = ﬁo + ﬁl X; mallintaa siis Y;:n kiyttaytymisti

eri arvoilla X;.



3 Mittavirhemalli

Tarkastellaan lineaarista mallia, joka on muotoa
(3.1 Y, = Bo+ Bix; + &, t=1,2,...,n,

jossa (xy,x2,...,X,) ovat vakioita ja satunnaisvirheet &, ovat riippumattomia ja

0, o2 ) normaalisti jakautuneita, jossa o2
toro] J J

e ON £:1 varianssi.

Tutkitaan regressiomalleja, joissa x; ei ole suoraan havaittavissa. Sen sijaan, etti

tarkkailtaisiin x;:td, voidaan tarkastella summaa
(32) Xl‘ = Xt + Uz,

jossa u; on N(0,0?2,) satunnaismuuttuja. Havaittua muuttujan arvoa X, on usein
kutsuttu ilmaisinmuuttu jaksi tai osoittajamuuttu jaksi.(Fuller 1987)

Fuller (1987) antaa kirjassaan esimerkin tilanteesta, jossa x; ei ole suoraan ha-
vaittavissa. Tutkitaan suhdetta maissisadon ja maaperidn typpipitoisuuden vililla.
Oletetaan, ettd (3.1) on sopiva approksimaatio sadon ja typen suhteesta. Kerroin S
tarkoittaa sadon kasvua, kun maaperin typpipitoisuus kasvaa yhden yksikon. Jot-
ta maaperdn typpipitoisuus saadaan arvioitua, pitdd suorittaa laboratorioanalyyseja
saaduille naytteille. Naytteiden ja laboratorioanalyysien vuoksi x;:td ei voida havain-
noida suoraan, vaan havainnoidaan approksimaatiota x;:std. Niinpd voidaan esittda
havaittu typpipitoisuus X;:n avulla, missd X; tayttdd (3.2) vaatimukset ja u; on mit-
tauksesta ja tutkimuksista johtuva mittavirhe.

Oletetaan, ettd x, on satunnaismuuttuja, jonka varianssi, fo > (. Oletetaan, etti
(3.3) (xt, €, ut) ~ NI[(/lx, 0, 0) , diag(o-xx, Tees O-Ltu)]a

missd NI tulee sanoista “distributed normally and independently” eli normaalijakau-
tuneet ja toisistaan riippumattomat. diag (o, 0ee, 0y ) tarkoittaa diagonaalimatrii-
sia jossa annetut elementit ovat diagonalialkioita. (Fuller 1987)

Mallista (3.3) seuraa, ettd vektori (Y, X,)/, missd Y; on midritelty (3.1) ja X; on
madritelty (3.2), on kahden muuttujan normaalivektori, jonka odotusarvovektori on

muotoa:

(3.4) E{(Y,X)} = (ky, 1x) = (Bo + B1ix, Hx)



ja kovarianssimatriisi

(3.5) Oyy OXxy _ ﬁ%o-xx'*'o-ee B10xx
oxy OxX ﬁlo-xx Oxx + Ouy
Nimetdin
n -1 n
(3.6) Pu=| > X=X X=X -7)
t=1 t=1

regressiokertoimeksi, joka on laskettu havaituista muuttujista. Kahden muuttujan

normaalijakauman ominaisuuksien mukaan,

(3.7) E{’j\/ll} = U}}}(UXY = ﬁl(o'xx + Uuu)_lo-xx-

On tirked muistaa, ettd kaava (3.7) johdettiin oletuksella, ettd mittavirhe X;:ssd on
riippumaton todellisista arvoista x; ja virheistd &;. (Fuller 1987)
Fuller (1987) kertoo kirjassaan luotettavuussuhteen kuvaavan regressiokertoimen

heikentymistd. Luotettavuussuhde on muotoa ky, = ool

+xOxx- Parametrille 81 saadaan

estimaatti kaavalla
(3.8) Bi = KtV 1

Parametrin S estimaatti ei kuitenkaan ole muotoa

,30 =Y - ,@ 1)_( >
koska ,8’0 ehdollinen odotusarvo on X:n funktio. Nyt B, on muotoa
(3.9) Bo=PBo+7—(B1—-BDX,
missd v =n 37, v, jav, = e; — u;B1.(Fuller 1987)
3.1 Parametrien estimaatit, kun mittavirheen varianssi oletetaan
tunnetuksi

Koska Z; = (Y;, X;) on kaksiulotteinen normaalijakauma ja otos keskiarvo on Z =

(Y, X) ja otos kovarianssit (myy, mxy, mxx), missi esimerkiksi,

mxy = (=17 Y (X - X) (% - V)
t=1



Suurimman uskottavuuden estimaatti Z:n kovarianssimatriisille on
n
-1 5 5
mzz=m-1)" ) (Z,-2)(Z - Z)
=1

Z on 2*n matriisi ja Z on siihen liittyvi odotusarvo matriisi. Parametreille B ja 3;

saadaan estimaatit laskettua seuraavasti:

(3.10) B1 = (mxx — o) 'mxy

(3.11) o=Y - 5iX

(Fuller 1987)



4 Berksonin mittavirhemalli

Johdannossa esiteltyjen menetelmien avulla on haastavaa tehdi analyysié tosieldmén
aineistoon, koska useimmissa tapauksissa u; ja oy, ei ole tiedossa. Mittavirhemallia
voi kuitenkin kayttdd tapauksissa, joissa voidaan olettaa X; vakioksi. Esimerkkina
tilanteesta, jossa X; voidaan olettaa vakioksi: Puhdistusainetta valmistaessa kone an-
nostelee jokaiseen tuotteeseen salaista ainesosaa X aina saman verran. Nyt jokaisessa
purkissa voidaan olettaa X;:n olevan kiinted. Todellinen ainesosan mééra kuitenkin
vaihtelee, koska annostelukoneen annostelupaineessa on satunnaista vaihtelua. Ti-
lanne on niin sanottu kiintedn X:n tapaus ja tdhdn saadaan sovellettua Berksonin
mittavirhemallia.

Mittavirhe huomioiden malli on muotoa
4.1) Y, = Bo+Bix; + &, X = Xt +uy, 8; ~ NI(0,Z¢,),

missd & = (e;,u;) (Fuller 1987). Jos ylempini esitetyn esimerkin tapauksessa

annostelukone on kalibroitu oikein, niin u;:n keskiarvo on nolla. Niinp4,
4.2) X = X — uy,

missd u, ovat N(0, o) jakautuneita satunnaismuuttujia (Fuller 1987). Téllaisessa
tilanteessa mittausten tekiji kontrolloi mitattua arvoa X;, koska on tirked, ettd arvo
pysyy vakiona. Jos ylemmaén esimerkin tapauksessa oletetaan vaihteluiden annos-
telupaineessa olevan toisistaan riippumattomat koneen annosteluméairan asetuksen
kanssa, silloin #; on riippumaton X;:n kanssa. Berkson (1950) huomasi, ettid kun X;
on kontrolloitu, niin voidaan parametrit estimoida pienimméin nelidGsumman mene-
telmalla. (Fuller 1987).
4.1 Parametrien estimointi Berksonin mallissa
Olkoon

Yt=ﬁ0+ﬁ1xt+8,, Xt:Xt—u[, t:1,2,...,n,

missi (&;, u,) ovat riippumattomia vektoreita odotusarvolla nolla ja kovarianssi

E{(&;, ul)’(gta u)} = diag(oee, Ouu)

10



ja X' = (X1, Xa,...,X,) on vektori jossa on kiinteitid vakioarvoja. Olkoon

.S -X-T)

43) Ty (- X)?

BO[ =Y _Bll)_(,

b

pienimman nelidsumman estimaattorit parametreille Sy ja 8. Tastd seuraa,

E{(Bos, Bu} = (Bo. B1)
ja

-1, w2 4-1 A1
n+ XAy, XAy

4.4 V{(Bo, B1)} = )
(4.4) {Bor»B11)} %Al Al

Tyy,

missid Axx = (n — Dmxx, v; = e, — ;81 ja oy = Oee + Broyu.(Fuller 1987).
Todistus. Kun sijoitetaan x;:n maaritelma malliin, niin saadaan
4.5) Yy =Bo+B1X: + vy,

missd v, = e, —u,[1. Oletuksista johtuen (e;, u;) on riippumaton X;:n suhteen. Niinpa

v; on riippumaton X;:std. Sijoittamalla (4.5) kaavaan (4.3) saadaan

Boi = Bo =V — X(By - B1)

-1

N

n

DX =X) (v - 9)

i=1

(Fuller 1987)

11



5 Aineiston simulointi

Paddyin kayttimédn Berksonin mallilla simuloitua aineistoa, koska kunnon kaytin-

non dataa en yrityksistd huoimatta onnistunut 10ytamain.

5.1 Simuloinnissa kaytetty R-koodi

Aineiston generoinnin suoritin seuraavalla R-komennolla.

set.seed(2024)

# Muodostetaan havaintodata simuloimalla
>x <-rep(1:5, each=30)

>xt <- X + rnorm(150, sd=0.2)

>y <- 10 + 1*x + rnorm(150, sd=0.5)

5.2 Simuloidun aineiston graafinen tarkastelu

Simulointi tuottaa 150 tilastoyksikon aineiston, jossa on yksi selitettivi ja yksi selit-
tdva muuttuja. Selittdva muuttuja saa kokonaislukuarvoja vililla [1,5]. Simuloidusta
datasta on muodostettu kaksi mallia. Ensimméiinen malli on niin sanottu todellinen
malli, jossa selittdvind muuttujana on kiytetty todellisia arvoja. Toinen malli eli niin
sanottu Berksonin mittavirhemalli on taas muodostettu kuvitteellisesti mitatuista ar-
voista, joissa on mukana mittavirhe. Selittdavin muuttujan mittavirheen varianssi on
0.2. Myos selitettaville muuttujalle on simuloitu satunnaisvaihtelua mukaan. Tamén
satunnaisen vaihtelun varianssi on 0.5. Luonnollisesti molempien satunnaisvaihte-

luiden odotusarvot ovat nolla. Selitettdvd muuttuja ndyttdd kuvaajalla seuraavalta.

12
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Selittava muuttuja

Kuva 5.1. Selitettivd muuttuja kuvattu selittdvin muuttujan avulla ta-

pauksessa, jossa ei ole mittavirhettd ja tapauksessa jossa on mittavirhe.

Kuvasta 5.2 huomaa, kuinka mittavirhe levittda havaintoja todellisen arvon ym-
parille. [lman mittavirhettd jokainen arvo osuu samalle linjalle muiden samankokois-
ten arvojen kanssa. Mittavirheestd johtuen arvot muodostavat parven saman arvois-
ten mittausten kanssa. Kuvaajasta voi myos nidhda, ettd selittidvilla ja selitettdvilla
muuttujalla on lineaarista riippuvuutta seka virheettoméssd, ettd virhetti siséltavassa

kuvassa.
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6 Simuloidun aineiston

analysointi

Simulointiaineiston analysoinnissa kdytetddn jo aiemmin esiteltyd Berksonin mitta-
virhemallia. Muodostetaan lineaariset mallit tapauksesta, jossa mittavirhetti ei ole ja
tapauksesta, jossa mittaamisesta aiheutuva virhe on mukana.

Kuvasta 6.1 huomataan, etti lineaariset mallit ndyttavit melko samanlaisilta. Nii-
den vililtd kuitenkin 16ytyy huomattavasti eroa. Kastotaan seuraavaksi yhteenvedot
molemmista malleista. Lineaarimallista, jossa ei ole mittavirhettd ja mittavirhemal-

lista jonka selittdvd muuttuja sisédltdd mittavirheen.

14



Todellinen Malli
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Selittdva muuttuja

Kuva 6.1. Lineaarinen malli tapauksesta jossa ei ole mittavirhettd ja
Berksonin mittavirhemalli. Punainen viiva kuvaa muodostettua lineaa-

rista mallia, ja siniset viivat kuvaavat mallin varianssia.
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= summary {s1m)

call:
Im{formula = vy ~ %)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.57402 -0.315%29 0.021%4 0.28011 1.23210

Coefficients:

Estimate std. Error T value pPri=|t|)
(Intercept) 10.11421 0.09142 110.6 <Ze-1fH #%¥
X (.98406 0.02756 35.7 <Ze-1fH %%

signif. codes: 0O *##=' 0,001 ***=' 0.01 **" 0.05 “.” 0.1 * " 1

Residual standard error: 0.4774 on 148 degrees of freedom
Multiple rR-squared: 0.896, Adjusted R-squared: 0.8953
F-statistic: 1275 on 1 and 148 DOF, p-value: < 2.2e-16

= summary(berksonTm)

Call:
Tm{formula = y ~ xt)

Residuals:
Min 10 Median g Max
-1.89301 -0.33943 -0.00114 0.31377 1.34384

Coefficients:

Estimate std. Error t© value Pr{=|t]|)
(Intercept) 10.21895 0.10181 100.37 <Ze-1fH #%*
XT 0.95218 0.03069 31.03 <le-1fH #%*

gignif. codes: 0 *#%%*7 0,001 ***' Q.01 **' Q.05 .’ 0.1 * ' 1

Residual standard error: 0.5403 on 148 degrees of freedom
Multiple r-squared: 0O.8668, Adjusted R-squared: 0.8659
F-statistic: 962.9 on 1 and 148 DF, p-value: = 2.2e-16

Kuva 6.2. R-ohjelmiston tulosteet yksinkertaiselle mittavirhemallille ja

Berksonin mittavirhemallille.

Kuvan 6.2 esittamistd R-ohjelman ajotulosteista huomataan, ettd Berksonin mal-
lin keskihajonta on suurempi, kuin virheettomassi tilanteessa. Virheettoémin mallin
jaannosten keskivirhe on 0.4774 ja Berksonin mittavirhemallissa se on 0.5403. Tama
tarkoittaa sitd, ettd Berksonin mallissa arvot eivit ole yhti tiiviisti jakautuneita, vaan
arvoilla on suurempaa vaihtelua. Mallien selitys osuuksissa, eli R? arvoissa, on myos
eroja. R? kuvaa kuinka monta prosenttia malli kuvaa oikeiden arvojen satunnaisvaih-
telusta. Molemmissa malleissa se on hyvi yli 80%. Virheettomaissi tilanteessa se on

kuitenkin parempi (89.6%) kuin virheen sisidltaméssa tilanteessa (86.68%).
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7 Johtopaatokset

Molemmat lineaariset mallit antavat todella hyvit mallit simuloidulle datalle. Seli-
tysosuudet molemmissa malleissa ovat korkeat. Mallit olisivat todellisuudessa hyvin
kéyttokelpoisia selitettdvin muuttujan mallintamiseen. Selitysasteet eroavat toisis-
taan hieman, silld virheettomissd mallissa selitysaste on 89.6% ja mittavirhemallissa
86.68%. Myos mallien jadnnosten keskivirheilld on eroa. Virheettomén mallin jdén-
nosten keskivirhe on 0.4774 ja mittavirhemallin 0.5403. Ndma erot malleissa selitty-
vit selittdvan muuttujan sisdltimalld mittavirheelld. Kyseinen mittavirheen varianssi
on 0.2. Varsinkin simuloidun aineiston tilanteessa selitettdvd muuttuja riippuu aidos-
ti selittdvistd muuttujasta. Jos muuttujassa on mittauksesta johtuvaa virhettd, niin
silloin mallissakin on hieman enemmén varianssia ja selitysaste on heikompi.
Virheeton malli on kuitenkin parempi selitysasteen, sekd mallin varianssin suh-
teen. Herdd kysymys, millaisissa tilanteissa mittavirhemalli on kdytidnnollinen? Si-
muloidun datan ansiosta voidaan olla varmoja mitattavan muuttujan todellisista ar-
voista, jolloin voidaan muodostaa virheeton malli. Tami ei kuitenkaan luonnossa
tapahtuvissa tilanteissa ole ndin. Mittaamisessa tapahtuu aina virhettd, jolloin vir-
heetontd tilannetta ei voida muodostaa. Jos ndissid tapauksissa halutaan muodostaa
paras mahdollinen malli, voidaan kéayttii sithen mittavirhemalleja kuten Berksonin

malli ja muita malleja, joita voidaan muodostaa mittavirhe huomioiden.
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