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Tassa tutkielmassa késitelldén virittdvid puita sekd niiden konstruointia syvyyssuun-
taisella ja leveyssuuntaisella etsinnélld.

Ennen virittavan puun ominaisuuksien kisittelyd esitetddn aiheeseen liittyvid
madritelmid, kuten yksinkertaisen graafin, polun, silmukan, aligraafin, virittavan ali-
graafin ja yhtenidisen graafin mééritelmat. Lisdksi esitetddn puun ja k-puun médritel-
mit, joiden jilkeen esitetddn tirked lause puun ominaisuuksista, jossa annetaan viisi
yhtipitivaa viitetta sille, ettd jokin graafi on puu.

Virittiviin puihin siirryttaessi esitetdin ensin virittdvin puun mééritelmai ja sitten
lause virittdvin puun ominaisuuksista, joka seuraa suoraan aiemmin esitetystd puun
ominaisuuksien lauseesta. Tamén jédlkeen esitetdin ja todistetaan vield toinen lause
ominaisuuksista, jotka riittavat madrittamadn, ettd jokin graafi on virittava puu.

Viimeisessd luvussa esitellddn kaksi algoritmia virittdvdan puun konstruointiin.
Syvyyssuuntaisen etsinnin algoritmi esitelldéin ensimmaéisena ja toisena leveyssuun-
taisen etsinnin algoritmi. Syvyyssuuntaisessa etsinndssi virittdvan puun konstruoin-
nin ideana on edetd aloitussolmusta sdarmia ja solmuja vuorotellen lisddmalla mah-
dollisimman pitkélle graafiin muodostamatta silmukoita. Kun johonkin solmuun ei
voi enii lisdtd sdrmid ja solmuja, palataan graafissa taaksepdin sellaiseen solmuun,
johon sdrmien ja solmujen lisddminen on mahdollista. Algoritmi paittyy, kun kaikki
alkuperiisen graafin solmut on lisétty.

Leveyssuuntaisessa etsinnéssd ideana taas on lisitd aloitussolmuun kaikki mah-
dolliset sarmit ja tdimén jdlkeen kaikkien sdrmien toiset padtesolmut muodostamatta
silmukoita. Jokaisen lisdtyn solmun kohdalla toistetaan samanlainen sidrmien ja sol-
mujen lisdys kunnes kaikki alkuperdisen graafin solmut on lisétty. Seki syvyyssuun-
taisen ettd leveyssuuntaisen etsinndn eteneminen on havainnollistettu myos kuvien

avulla.
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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa kasittelemme virittivid puita ja esittelemme kaksi algoritmia virit-
tavien puiden konstruointiin. Luvussa 2 esitimme péddaiheen kisittelyssi tarvittavia
maiiritelmid sekd joitakin esimerkkejd. Luku on jaettu kolmeen osaan, joista pykilds-
sd 2.1 esitimme tiarkeimpind miiritelmind yksinkertaisen graafin maaritelmén seki
polun ja silmukan méiritelmat. Pykilassd 2.2 esitimme aligraafin, virittdvin aligraa-
fin sekd maksimaalisen aligraafin méaritelmat ja pykéldssi 2.3 esitimme yhtendisen
graafin seki graafin komponentin méairitelmét. Kaikki ylld mainitut mairitelmét ovat
keskeisessd osassa seuraavien lukujen mééritelmien ja lauseiden ymmairtamisessa.

Luvussa 3 siirrymme késitteleméédn puita ja virittdvid puita. Puun ja virittdvan
puun maiiritelmien lisdksi esitimme ja todistamme tirkedn lauseen puun ominai-
suuksista, josta seuraa lause virittdvin puun ominaisuuksista. Esitimme my0s kaksi
muuta lausetta virittdvin puun ominaisuuksiin liittyen.

Viimeisena luvussa 4 esittelemme kaksi algoritmia virittdvien puiden konstruoin-
tiin. Pykéldssi 4.2 esittelemme yksityiskohtaisesti syvyyssuuntaisen etsinnén algorit-
min ja pykaéldssi 4.3 leveyssuuntaisen etsinnédn algoritmin. Algoritmien eteneminen
on havainnollistettu myos kuvien avulla.

Lukijalta odotetaan perustason ymmairrysti yliopistomatematiikasta, mutta graa-

fiteorian tuntemusta lukijalta ei vaadita.



2 Esitietoja

2.1 Peruskisitteiden maaritelmia

Luvussa 2 esitimme pidaiheen késittelyssd tarvittavia mééritelmid ja muutaman esi-
merkin. Tassd pykalédssa esitimme yksinkertaisen graafin madritelmén seki joitakin
polkuun ja silmukkaan liittyvid maaritelmid. Lisédksi esitimme esimerkit kaikista

edelld mainituista.

Miaritelmi 2.1. Yksinkertainen graafionpari G = (V, E),jossaV # () on dédrellinen
joukko ja E on adrellinen joukko jarjestamattomia pareja {u, v}, missd u,v € V ja

u # v. Joukon V alkioita kutsutaan solmuiksi ja joukon E alkioita sdrmiksi.

Mairitelma 2.2. Yksinkertaisessa graafissa voi kahden solmun vililld olla korkein-

taan yksi sdrmai ja solmusta ei voi olla sirmii solmuun itseensa.
Esimerkki 2.1. Kuvassa 2.1 on esitetty yksinkertainen graafi G.

G:

Vi 1)

V4 V3

Kuva2.1.GraafiG = ({v1,v2,v3,va}, {{v1, v3}, {v1, va}, {v2, v3}, {v3, va}}

Yksinkertaisen graafin lisdksi on olemassa muun muassa multigraafeja, pseu-
dograafeja sekéa suunnattuja graafeja. Multigraafi on yksinkertainen graafi, jossa
kahden solmun vililld voi olla useampi sirméi ja pseudograafissa graafin solmusta
voi olla my0s sarmé solmuun itseensd. Talldistd sarmad kutsutaan luupiksi. Sunnattu
graafi on on pari G = (V, E), jossa V # ( on &drellinen joukko ja E on &arellinen
joukko jarjestettyjd pareja {u, v}, missd u,v € V ja u # v. Lisédksi graafi voi olla
yhdistelma joistakin edelld mainituista.

Tastd ldhin puhuttaessa graafista, tarkoitamme yksinkertaista suuntaamatonta

graafia.

Miiritelmé 2.3. Graafin G = (V, E) polku on iddrellinen jono solmuja ja sdrmid

V0, €1,V1,€2,...,Vik—1,€k, Vg, Siten ettd e; on solmujen v;_; ja v; vilinen sdrmi (eli



e; = {vi—1,v;}). Solmut vy ja v, ovat polun pddtesolmuja. Polku on yksinkertainen,
jos jokaista sirmiid kiytetddn vain kerran ja polku on suora, jos jokaista solmua
kdytetadn vain kerran. Silmukka on yksinkertainen polku, jossa mikddn muu solmu

kuin péatesolmu ei esiinny kahdesti.
Polulle voidaan kayttdd myos merkintdd p: u — v.
Mairitelmi 2.4. Graafin kaksi solmua ovat yhdistetyt, jos niiden vililld on polku.

Esimerkki 2.2. Kuvassa 2.2 on esitetty punaisella suora polku vy, v4, v2, v3 ja sini-

selld silmukka vs, vg, v7, vg, v5 graafissa G.

Gy V2 Vs Ve

V4 V3 Vg \ %

Kuva 2.2. Graafi G, johon on merkitty punaisella suora polku ja siniselld

silmukka.

2.2 Aligraafeista

Tissd pykildssa esitimme aligraafin ja virittavin aligraafin miaritelmit sekd yhden

esimerkin ndistd. Lisdksi esitimme maksimaalisen aligraafin méiéritelmén.

Miaritelmé 2.5. Olkoon G = (V,E) jaH = (W,F).Jos W C Vja F C E, niin
H on graafin G aligraafi. Lisdksi, jos W C V tai F C E, niin H on graafin G aito
aligraafi.

Miaritelmi 2.6. Olkoon H = (W, F) graafin G = (V, E) aligraafi. Jos W = V, niin

H on graafin G virittdvd aligraafi.

Esimerkki 2.3. Kuvassa 2.3 on esitetty graafi G seké sen kaksi aligraafia Hy ja Hj.

H> on lisdksi graafin G virittava aligraafi.

G: H:

V1 V3 Hy:

V1 V3 V1 V3

V2 V2

Ve Vs V4 Ve V4 Ve Vs V4

Kuva 2.3. Graafi G ja sen kaksi aligraafia H; ja H,.



Miaritelma 2.7. Graafin G aligraafi H on graafin G maksimaalinen aligraafi omi-
naisuuden P suhteen, jos graafilla H on ominaisuus P ja H ei ole minkdin muun

graafin G aligraafin aito aligraafi, jolla on ominaisuus P.

2.3 Graafin yhtenaisyys ja komponentit

Tassd pykildssd esitimme graafin yhtendisyyden miéritelmin sekd yhden lauseen
yhtendisyydestd. Lisiksi esitimme graafin komponentin mééritelmén ja yhden esi-

merkin komponenteista.

Mairitelmi 2.8. Graafi on yhtendinen, jos sen mitkd tahansa kaksi solmua ovat

yhdistetyt.

Lause 2.1. Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi. Olkoon e € E jonkin graafin G

silmukan sdrmd. Tdlloin myos graafi G — e on yhtendinen.
Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi [1, s. 39]. m]

Mairitelma 2.9. Graafin maksimaalinen yhtenéinen aligraafi on graafin komponent-

f.

Esimerkki 2.4. Kuvassa 2.4 on esitetty graafi G, joka koostuu neljdstd komponentista
G, G2, G3jaGy.

V2 Ve V9
Vi V3 [ ]
V10

V4 Vs \ %/ 14
G G, G3 Gy

Kuva 2.4. Graafin G komponentit G|, G2, G3 ja G4.



3 Puut ja virittavat puut

3.1 Puut

Luvussa 3 esitimme tédrkeitd puihin ja virittdviin puihin liittyvid maaritelmid seka
lauseita. Téssd pykdldssd esitimme ensin puun miiritelmédn ja esimerkin puista.

Lisdksi esitimme lauseen puun ominaisuuksista seké todistuksen tille lauseelle.

Mairitelmai 3.1. Puu on silmukaton yhtendinen graafi. Jos puu on graafin G aligraafi,

on kyseessa graafin G alipuu.

Miiritelmi 3.2. K-puu on silmukaton graafi, jossa on k komponenttia. Jos k-puu on
graafin G virittdvi aligraafi, sitd kutsutaan graafin G virittavaksi k-puuksi. Virittiavaa

k-puuta kutsutaan myos metsdksi.
Esimerkki 3.1. Kuvassa 3.1 on esitetty kaksi puuta 77 ja 7.

T] . Tz:

Kuva 3.1. Esimerkkeji puista.

Seuraavaksi esitimme tidrkedn lauseen puun ominaisuuksista.

Lause 3.1. Olkoon G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen graafi. Tdlloin seuraavat

vditteet ovat yhtdpitdvid:
1. Graafi G on puu.

2. Graafin G minkd tahansa kahden solmun vililld on tdsmdlleen yksi suora

polku.
3. Graafi G on yhtendinen jam =n — 1.
4. Graafi G on silmukaton jam =n — 1.

5. Graafi G on silmukaton ja liscicimdilld uusi sarmd minkd tahansa kahden solmun

vdlille, graafissa on tdsmdilleen yksi silmukka.



Todistus. (vrt. [3, s. 34]). Osoitetaan, ettd ensimmaisestid viitteestd seuraa toinen,
toisesta kolmas, kolmannesta neljis, neljannesti viides ja viidennestd ensimmaéinen.

1 = 2: Oletetaan, ettd graafi G on puu. Télloin se on maaritelméin 3.1 mukaan
silmukaton ja yhtendinen. Koska G on yhtendinen, sen mitka tahansa kaksi solmua
u ja v ovat yhdistetyt eli niiden vililla on véhintidin yksi suora polku pi: u — v.
Tehdddn nyt vastaoletus, ettd solmujen « ja v vililld on myOs toinen suora polku
p2: u — v. Nyt poluissa p; ja pp on vihintddn kaksi samaa solmua, koska polut
kulkevat solmusta # solmuun v. Pédtesolmujen lisiksi poluissa voi olla muitakin
yhteisid solmuja. Télloin graafiin G muodostuu silmukka polkujen p; ja p; sisilla
ja paadytidn ristiriitaan vastaoletuksen kanssa. Niin ollen graafin G minké tahansa
kahden solmun vililld on tdsmilleen yksi suora polku.

2 = 3: Oletetaan, ettd graafin G minki tahansa kahden solmun vililld on
tasmaélleen yksi suora polku. Graafi G on tédlldin yhtendinen. Todistetaan, ettim = n—
I induktiolla graafin G solmujen lukuméarin suhteen. Tama patee selvasti graafeille,
joissa on yksi tai kaksi solmua.

Oletetaan, ettd tami pitee yhtendisille graafeille, joissa on vihemmaén kuin n
solmua.

Olkoon e jokin graafin G sirmd. Sdrméd e on ainut polku sen paitesolmujen
vililld. Talloin graafissa G — e ei ole polkua nédiden solmujen vililld ja titen G — e ei
ole yhtendinen. Ndin ollen graafissa G — e tulee olla tasmilleen kaksi komponenttia,
jotta graafi G on yhtenéinen.

Olkoon nyt G ja G, graafin G —e kaksi komponenttia. Olkoon komponentissa G
ny solmua ja m sarmii ja olkoon komponentissa G, n; solmua ja m, sarmaa. Talloin
n=ny+nyjam=m;+my+ 1. Oletuksen mukaan molemmissa komponenteissa G|
ja G, on tasmiélleen yksi suora polku minki tahansa kahden solmun vililld. Koska

ny < njany < nniin induktio-oletuksen mukaan m| = ny — 1 jam, = np — 1. Téten
m=n-1+m-1+1=n-1.

3 = 4: Oletetaan, ettd graafi G on yhtendinen ja m = n — 1. Tehdéén vastao-
letus, ettd graafissa G on yksi tai useampia silmukoita. Mééritellddn jono graafeja
Go,G1,Gy,. .., jotka saadaan poistamalla aina jokin uusi sdrmi jostakin graafin G
silmukasta.

Aloitetaan asettamalla Go = G. Poistetaan nyt graafista G jonkin silmukan
sarmd e ja merkitddn syntynyttd graafia G; = Go — e;. Koska Go on oletuksen

mukaan yhtendinen, lauseen 2.1 perusteella myos graafi G| on yhtendinen. Graafissa
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G on kaikki graafin G solmut ja siind on m — 1 sdrmia.

Jos G ei ole silmukaton, olkoon e; jonkin silmukan sdarmi graafissa G . Poiste-
taan nyt graafista sdrmi e ja merkitddn syntynyttd graafia G, = G1—e2 = Go—ej—es.
Graafi G, on taas lauseen 2.1 perusteella yhtendinen ja siind on n solmua sekd m — 2
sarméd. Jos G, ei ole silmukaton, jatketaan sdrmien poistamista edelld esitettyyn
tapaan, kunnes saadaan graafi G, joka on yhtendinen ja silmukaton. Graafi G, on
n-solmuinen ja siind on m — p sdrmaa.

Koska G, on yhteniinen ja silmukaton, se on mairitelméin 3.1 mukaan puu. Nyt
aikaisemmista implikaatioista 1 = 2 ja 2 = 3 seuraa, etti jos graafi G on puu, niin
sen minka tahansa kahden solmun vililld on tdsmaélleen yksi suora polku ja téstd

seuraa edelleen, ettd graafi G on yhtendinen ja m = n — 1. Tamaén perusteella pitee
m—-—p=n-—1.

Koska oletuksen mukaan m = n — 1, niin saadaan, ettd p = 0. Titen graafi G on
silmukaton, mika on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa.

4 = 5: Oletetaan, ettd graafi G on silmukatonjam = n—1.Olkoon G, G2, ...,G,
graafin G komponentit ja olkoon kussakin komponentissa G; n; solmua ja m; sarmaa.
Talloinm =m; +my+---+mpjan=ny+ny+---+n.

Jokainen komponentti G; on yhtenidinen ja koska oletuksen mukaan G on silmu-
katon, myos jokainen komponentti G; on silmukaton. Néin ollen komponentti G; on

puu. Téll6in kohdan 3 nojalla
m; =n; —1 kaikilla1 <7 < p.

Ja tdlloin saadaan ) ,
m:Zmi:Z(m—l):n—p.
i=1 i=1
Oletuksen mukaan kuitenkin m = n — 1, jolloin saadaan, ettd p = 1.

Téten graafissa G on vain yksi komponentti ja titen se on yhtenédinen. Koska G
on oletuksen mukaan myos silmukaton, se on puu. Nyt kohdan 2 nojalla graafissa
on tasmalleen yksi suora polku minké tahansa kahden solmun vililld. Jos graafiin
G lisdtddn sdarmd e joidenkin solmujen v; ja v, vilille, joiden vililld on jo polku,
graafiin muodostuu tdsmalleen yksi silmukka.

5 = 1: Oletetaan, etti graafi G on silmukaton ja lisdidmalld uusi sairmé minka ta-
hansa kahden solmun viilille, graafiin muodostuu tasmaélleen yksi silmukka. Tehddin
oletus, ettd G ei ole yhtendinen. Olkoon solmut v; ja v; graafin eri komponenteissa.

Talloin solmut v; ja v; eivit ole yhdistetyt.

11



Jos graafiin lisdtddn sirmd e solmujen v; ja v; vilille, graafiin ei muodostu
silmukoita, koska solmujen vililld ei ole polkua. Télloin ehto 5 ei pade ja tehty oletus
siitd, ettd graafi G ei ole yhtendinen ei myoskédn pdde. Niin ollen graafi G on siis
yhtenéinen.

Koska G on my6s silmukaton, se on madritelmén 3.1 mukaan puu. m]

3.2 Virittavit puut

Tiassd pykildssd esitimme virittdvin puun madritelmén ja lauseen virittdvin puun

ominaisuuksista. Lisdksi esitimme kolme muuta lausetta virittivistd puista.

Miiritelma 3.3. Graafin G virittdvd puu on graafin G alipuu, jossa on kaikki graafin

G solmut.

Seuraavassa lauseessa esitimme ominaisuuksia, jotka riittdvit takaamaan, etta

graafi on virittdva puu. Lause seuraa suoraan lauseesta 3.1.

Lause 3.2. Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G n-solmuinen ja m-sdrmdinen

aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.:
1. Graafi H on graafin G virittdvd puu.

2. Graafin H minkd tahansa kahden solmun vdlilld on tdsmdlleen yksi suora

polku.
3. Graafi H on yhtendiinen jam =n — 1.
4. Graafi H on silmukaton jam = n — 1.

5. Graafi H on silmukaton ja liscidimdlld uusi sirmd minkd tahansa kahden solmun

vilille saadaan graafi, jossa on tdasmdilleen yksi silmukka.

Todistus. Lauseen todistus sivuutetaan, mutta todistus seuraa lauseen 3.1 todistuk-

sesta. O

Lause 3.3. Olkoon G n-solmuinen graafi. Tdlloin graafin G aligraafi H on graafin G
virittdvd puu tdasmdlleen silloin kun graafi H on silmukaton, yhtendinen ja siind on

n — 1 sdarmdd.

Siis virittavdan puun méiritelmin ja edelld olevien lauseiden mukaan n-solmuisen
graafin G aligraafi H on graafin G virittdva puu, jos silld on jotkin kolme seuraavista

ominaisuuksista:
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1. Graafissa H on n solmua.
2. Graafi H on yhtendinen.
3. Graafissa H on n — 1 sdrmaa.

4. Graafi H on silmukaton.

Itse asiassa jo ominaisuudet 3 ja 4 riittdvat madrittamadn, ettd aligraafi H on

virittdvd puu. Tdmén osoittaa seuraava lause.

Lause 3.4. Aligraafi H on n-solmuisen graafin G virittdvd puu jos ja vain jos H on

silmukaton ja siind on n — 1 sdrmdd.

Todistus. (vrt. [3, s. 37-38]). Vilttimittomyys seuraa lauseen 3.1 kohdasta 4.
Oletetaan, ettd graafi G on silmukaton ja m = n — 1. Jotta voidaan todistaa omi-
naisuuksien 3 ja 4 riittdvyys takaamaan, etti aligraafi H on virittdva puu, todistetaan,
ettd H on yhtendinen ja etta siind on kaikki graafin G solmut.
Olkoon G1, G, ..., G, graafin H komponentit. Olkoon 7; solmujen lukumééra

komponentissa G; ja olkoon n’ solmujen lukumééra graafissa H. Talloin

p
4
n = Z n;.
i=1

Jokainen komponentti G; on yhtenidinen ja my0os silmukaton, koska graafi G on
silmukaton. Néin ollen jokainen komponentti G; on puu ja titen niissd on n; — 1

sarmad. Talloin graafin A sdrmien lukumééra on

P
Z(nl- -1)=n"-p.
i=1

Mutta oletuksen mukaan

n-p=n-1.

Koskan’ < njap > 1, ylld oleva yhtdlo on tosi jos ja vain jos n’ = n ja p = 1. Néin
ollen H on yhteniinen ja siind on n solmua. Koska H on myos silmukaton, se on

graafin G virittdva puu. |
Lause 3.5. Graafi G on yhtendinen tdsmdilleen silloin kun silld on virittdvd puu.

Todistus. Sivuutetaan, ks. esimerkiksi [1, s. 69]. m]
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4 Virittavien puiden konstruointi

4.1 Erilaisia algoritmeja

Graafien virittdvien puiden konstruointiin on olemassa erilaisia tapoja, joista yleisim-
mit ovat syvyyssuuntainen (depth-first search) ja leveyssuuntainen etsintd (breadth-
first search).

Syvyyssuuntaisessa etsinnidssd ideana on aloittaa virittdvan puun konstruointi
jostakin valitusta aloitussolmusta, johon lisédtddn vuorotellen sdrmié ja solmuja muo-
dostamatta silmukoita. Leveyssuuntaisessa etsinndsséd ideana taas on valita aloitus-
solmu, johon lisdtdédn silmukoita muodostamatta kaikki sdarmdt, joiden paitesolmuna
aloitussolmu on seki sdarmien toiset paatesolmut. Jokaisen lisdatyn solmun kohdalla
toistetaan samanlainen sdrmien ja solmujen lisdys kuin aloitussolmulle, kunnes ei ole
endd mahdollista lisdtd sarmid tai solmuja muodostamatta silmukoita. Syvyyssuun-
taisella ja leveyssuuntaisella etsinnélld saadaan konstruoitua yleensi useita erilaisia
virittdvid puita riippuen siitd, mikd solmu valitaan aloitussolmuksi.

Téssd keskitymme vain yksinkertaisten ja yhtendisten graafien virittdvien pui-
den etsintdin, mutta esimerkiksi epayhtendisen graafin virittdvin k-puun eli metsan
konstruointiin voidaan kayttid syvyyssuuntaista etsintidi toistamalla vaiheet erikseen

jokaiselle komponentille.

4.2 Syvyyssuuntainen etsinta

Syvyyssuuntaisessa etsinnidssd edetdin graafin solmuja ja sdrmiéd vuorotellen lisda-
maélld niin pitkille graafiin kuin mahdollista muodostamatta silmukoita. Kun johon-
kin solmuun ei ole endd mahdollista lisdtd solmuja ja sirmid muodostamatta silmuk-
kaa, palataan sdarmid pitkin taaksepiin ja etsitddn ldhin solmu, johon voidaan lisdta
kiyttimaton sdrmd, ja tata toistetaan, kunnes kaikki alkuperdisen graafin solmut on
lisétty.

Olkoon G = (V, E). Syvyyssuuntainen etsintéd etenee seuraavien kohtien mukaan.

1. Valitaan mielivaltainen aloitussolmu u( ja lisdtdan solmu joukkoon W,. Nyt
Wo = {uo} ja Fo = {}.

2. Oletetaan nyt, ettd on muodostettu joukot W; = {ug,...,u;} (W; C V) ja
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F;={ey,...,e;} (F; C E).Jos W; =V, eli jos kaikki alkuperdisen graafin G
solmut on lisédtty, on muodostettu virittavd puu 77 = (W, F), jossa W = W; ja
F = F;,jaalgoritmi paittyy. Jos W; # V, jatketaan algoritmia. Talloin asetetaan

v = u; ja siirrytddn kohtaan 3.

3. Nyt, jos solmulla v on olemassa jokin vierussolmu u;, (u;+1 ¢ W;), lisdtddn
solmu u;; joukkoon Wi, ja sirmi e;+; = {v, u;41} joukkoon Fi1. Nyt Wi, =
W; U {ujs1} ja Fiyp = F; U {e;+1}. Tamén jilkeen siirrytddan kohtaan 2. Jos

solmulla v ei ole vierussolmua u;1 (u;41 € W;), siirrytdidn kohtaan 4.
4. Nyt,jos v = u; (j < i), asetetaan, ettd v = u;_; ja palataan kohtaan 3.

Niin on saatu muodostettua jokin virittavd puu 77 = (W, F).
Kuvassa 4.1 on esitetty virittdvdn puun syvyyssuuntainen etsinti graafissa G.
Selkeyden vuoksi, kuvassa sdrmit on numeroitu sen mukaan, missa jirjestyksessi

ne on graafiin lisitty.

G: Kohta 1, 2 ja 3

Kuva 4.1. Virittdvin puun syvyyssuuntainen etsintd graafissa G.

4.3 Leveyssuuntainen etsinta

Leveyssuuntainen etsintd aloitetaan valitsemalla jokin aloitussolmu mielivaltaises-

ti ja lisdamalla tdhén aloitussolmuun kaikki ne graafin sdrmat, joiden piitesolmuna
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aloitussolmu on, sekd sdrmien toiset padtesolmut muodostamatta silmukoita. Seuraa-
vaksi jokaiselle lisdtylle solmulle toistetaan samanlainen sdrmien ja solmujen lisdys
muodostamatta silmukoita. Téllaista sirmien ja solmujen lisdysti toistetaan graafissa,
kunnes kaikki alkuperdisen graafin solmut on lisitty.

Olkoon G = (V, E). Leveyssuuntainen etsinti etenee seuraavien kohtien mukaan.

1. Valitaan mielivaltainen aloitussolmu ug ja lisdtddan solmu joukkoon Wj. Nyt

Wo = {uo} ja Fo = {}.

2. Oletetaan nyt, ettd on muodostettu joukot W; = {uq,...,u,} (W; C V) ja
F; ={ey,...,e,} (F; C E). Valitaan seuraavaksi kaikki sdrmit solmusta u
solmuihin u (v ¢ W;) ja merkitdén ndiden sarmien joukkoa F; g. Nyt joukkoon
Wi 0 kuuluu joukon Wy solmu seki joukon F; o sdrmien toiset paédtesolmut. Ta-
min jilkeen valitaan jérjestyksessd ensimméinen solmu u; (j < n) ja lisdtddn
kaikki sdrmit solmusta u ; joukkoon V'\ W; o ja merkitéén titd joukkoa F; ;. Nyt
joukkoon W; ; kuuluu joukon W; o solmujen lisdksi solmun u; vierussolmut.
Kun jokainen solmu on kéyty télla tavalla ldpi, saadaan, ettd Wi,y = W;, ja

Fiy1 = F , ja siirrytadn kohtaan 3.

3. Jos W; # V, toistetaan kohtaa 2, kunnes kaikki alkuperdisen graafin G solmut
on lisitty, eli kunnes W; = V, ja silmukoita ei ole muodostunut. Nytsiis W; = W

jaFi:F.

Niin on saatu muodostettua jokin virittavd puu 77 = (W, F).

Kuvassa 4.2 on esitetty virittdvdn puun leveyssuuntainen etsintd graafissa G.
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G: Kohta 1 ja 2:

I3
>(.<

Kohta 3: Kohta 3

;>{<
21 2

Kohta 3 T:

Kuva 4.2. Virittdvin puun leveyssuuntainen etsintd graafissa G.
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