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Tutkielmassa tarkastellaan Boolen algebroja ja niiden ominaisuuksia. Liséksi tut-
kielmassa tutustutaan hiloihin ja niiden merkitykseen Boolen algebran méérittelyssa.
Tutkielman alussa esitelldin osittain jirjestetty joukko, jonka mééritelmii tarvitaan
hilan ja titen myos Boolen algebran méairittelemiseen. Osittain jérjestetyistd joukois-
ta tarkastellaan syvemmin erityisesti potenssijoukkoa, ja sitd hyodynnetddan maéri-
telmissd sekd esimerkeissd myohemmin tutkielmassa. Edelleen osittain jirjestetyille
joukoille esitellddn supremumin ja infimumin késitteet, ja ndiden yksikasitteisyys
osoitetaan.

Seuraavaksi tutkielmassa esitellddn hila méairittelemalld se osittain jarjestetyksi
joukoksi pienimmaén yldrajan ja suurimman alarajan bindirioperaatioilla. Néille ope-
raatioille osoitetaan patevian vaihdannaisuus-, liitdnndisyys-, idempotenttisuus- ja
absorptiolait. My0s duaalisuusperiaate esitelldin myohempien tutkielman lauseiden
todistuksien avuksi. Hiloille mééritelldin komplementoituvuuden ja distributiivisuu-
den kisitteet, jotka johtavat suoraan Boolen algebran mééritelmiin.

Boolen algebraksi méadritelldidn hila, jolla on pienin ja suurin alkio ja joka on di-
stributiivinen ja komplementoitu. Boolen algebran pienimmén ja suurimman alkion
sekd komplementin yksikdsitteisyys osoitetaan tutkielmassa. Lisdksi hilan todetaan
olevan Boolen algebra, jos ja vain jos sen bindédrioperaatiot toteuttavat viisi tutkiel-
massa esiteltyd ja osoitettua aksioomaa. Seuraavaksi tutkielmassa esitellddan dérel-
liset Boolen algebrat ja miiritellddn Boolen algebrojen isomorfismin bijektiivinen
kuvaus. My®os dérellisen Boolen algebran atomi mééritelldén. Tutkielman paitteek-
si osoitetaan minkd tahansa &dérellisen Boolen algebran olevan isomorfinen Boolen
algebraan, joka saadaan ottamalla jonkin direllisen joukon potenssijoukko. Osit-
tain jirjestettyjd joukkoja, hiloja ja Boolen algebroja havainnollistetaan tutkielmassa

esimerkkien ja Hassen diagrammien avulla.
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1 Johdanto

Tutkielmassa tarkastellaan Boolen algebroja ja niidden ominaisuuksia. Liséksi tutkiel-
massa kasitelldédn hiloja ja niiden merkitystd Boolen algebran miirittelyssa.

Tutkielman luvussa 2 tarkastellaan osittain jirjestettyjd joukkoja, joita tarvitaan
tutkielmassa myohemmin hilan ja siten myos Boolen algebran madrittelemiseen.
Osittain jdrjestetyn joukon méiritelmad havainnollistetaan Hassen diagrammeja apu-
na kayttiden. Edelleen osittain jirjestetyn joukon supremumin ja infimumin késittei-
siin tutustutaan pykéldssi 2.2. Ndiden mééritelmien avulla edetéén hiloihin luvussa 3.

Tutkielmassa esitelldén hilan kisite ja méadritellddn hila osittain jéarjestettyyn jouk-
koon perustuvana algebrallisena struktuurina. Lisédksi hiloille méadaritellddn ominai-
suuksina komplementoituvuus ja distributiivisuus pykaldssi 3.2. Nama ominaisuudet
seki hilan kisite ovat olennainen osa Boolen algebran mééritelmaa.

Luvussa 4 esitelldin Boolen algebrat ja niiden ominaisuuksia. Luvussa maari-
telldén ja osoitetaan Boolen algebran bindédrioperaatioiden aksioomat, joiden tulee
toteutua, jotta joukko voi olla Boolen algebra. Lisiksi tutkielmassa tutustutaan pykéa-
lassd 4.2 ddrellisiin Boolen algebroihin, ja osoitetaan minka tahansa dérellisen Boo-
len algebran olevan isomorfinen toiseen Boolen algebraan, joka on jonkin dérellisen
joukon potenssijoukko.

Boolen algebra on nimetty kehittdjansd George Boolen mukaan. Boole esitte-
li Boolen algebran vuonna 1847 kirjassaan The Mathematical Analysis of Logic,
ja kasitteli tatd syvemmin vuoden 1854 kirjassaan An Investigation of the Laws of
Thought on Which are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabili-
ties. Boolen algebra on fundamentaalinen osa kaikkia moderneja ohjelmointikielid,
ja titen pohja digitaaliselle tietotekniikalle.

Lukijalta edellytetddn joukko-opin perusteiden tuntemista. Lisdksi lukuteorias-
ta oletetaan tunnetuksi jaollisuus ja algebrasta aliryhmén késite. Padldhdeteoksena
kédytetddn Judsonin kirjaa Abstract Algebra: Theory and Applications. Muuna ldh-

deteoksena kiytetdaan Cuypersin teosta Discrete Mathematics.



2 Valmistelevia tarkasteluja

Luku pohjautuu ldhteeseen [2, s. 239-241].

2.1 Orsittain jarjestetyt joukot
Tutkitaan hiloja ja Boolen algebroita méérittelemailld osittain jarjestetty joukko.

Mairitelma 2.1. Tiedetddn, ettd relaatio joukossa X on joukon X X X osajouk-
ko. Joukon X relaatiota P kutsutaan osittaisjdrjestykseksi, jos se tdyttdd seuraavat

aksioomat.
1. Relaatio P on refleksiivinen: (a,a) € P kaikille a € X.
2. Relaatio P on antisymmetrinen: jos (a,b) € P ja (b,a) € P, niin a = b.
3. Relaatio P on transitiivinen: jos (a,b) € P ja (b,c) € P, niin (a,c) € P.

Joukkoa X, jossa toteutuu osittaisjdrjestys <, kutsutaan osittain jdrjestetyksi joukok-
si. Merkitddan a < b tarkoittamaan (a,b) € P. Merkinndstd voidaan poiketa, kun
kyseessd on tunnettu osittaisjarjestys, kuten a < b luvuilla a ja b tai X C Y joukoilla

XjaY.

Esimerkki 2.1. Joukko X C R on osittain jérjestetty joukko, missi relaatiollaa < b

on sen tavallinen merkitys luvuilla a, b € R.

Mairitelmai 2.2. Mairitellddn joukon X potenssijoukoksi sen kaikkien osajoukkojen

muodostama joukko. Merkitdédn joukon X potenssijoukkoa P (X).

Esimerkki 2.2. Midiritellddn joukko X = {1, 2, 3}. Talloin £ (X) on kaikkien joukon

{1, 2, 3} osajoukkojen muodostama joukko:
0 {1} {2} {3}
{1.2} {1,3} {2,3} {1,2,3}.

Joukon X potenssijoukoilla osajoukkorelaatio C on osittaisjérjestys. Tatd voidaan

havainnoida esittamalld potenssijoukko Hassen diagrammina kuten kuvassa 2.1.



Esimerkki 2.3. Midiritelldan joukko X = {a, b, ¢, d}. Télloin £ (X) on kaikkien

joukon {a, b, ¢, d} osajoukkojen muodostama joukko:

0 {a} {b} {c}
{d} {a,b}  {a,c} {a,d}
{b,c} {b,d} {c,d} {a,b,c}
{a,b,d} {a,c,d} {b,c,d} {a,b,c,d}.

Tétd voidaan havainnoida esittamalld potenssijoukko Hassen diagrammina kuten

kuvassa 2.2.

{1,2,3}

/N

{1,2} {1,3} {2,3}

X{2}\/\{3}
NI

Kuva 2.1. Joukon {1, 2, 3} potenssijoukko, esitetty Hassen diagrammi-

{1}

na.

Esimerkki 2.4. Joukossa on mahdollista olla useampi kuin yksi osittaisjirjestys.
Esimerkiksi joukkoon N voidaan luoda osittaisjirjestys madrittelemalld a < b, jos
a | b. Maédritelty relaatio on selvisti reflektiivinen, silld a | a kaikilla a € N. Relaatio
on myds antisymmetrinen, silld jos m | n ja n | m, niin selvésti m = n. Jos m | n
jan | p,niin tdytyy toteutua m | p. Siis relaatio on transitiivinen. Relaatio toteuttaa

osittaisjarjestyksen aksioomat.

Esimerkki 2.5. Olkoon X = {1,2,3,4,6,8, 12, 16,24, 48} luvun 48 jakajien muo-
dostama joukko esimerkissd 2.4 mdidritetylld osittaisjarjestykselld. Havainnolliste-

taan joukkoa kuvassa 2.3.

2.2 Supremum ja infimum

Miiéritelmi 2.3. Olkoon Y osittain jirjestetyn joukon X osajoukko. Alkio # € X on

joukon Y yldraja, jos a < u jokaiselle joukon Y alkiolle a. Jos u on joukon Y yléraja



{a,b,c,d}

NN

{a,b,c¢} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}

AT

{a,b} {a,c} {a,d} {b, c} {b,d} {c,d}

N 7

{a} {b} {c} {d}

N~

Kuva 2.2. Joukon {a, b, ¢, d} potenssijoukko, esitetty Hassen diagram-

mina.

siten, ettd u < v jokaiselle joukon Y yldrajalle v, niin alkiota u kutsutaan joukon Y

pienimmdksi yldrajaksi tai supremumiksi.

Mairitelmi 2.4. Olkoon Y osittain jirjestetyn joukon X osajoukko. Alkio / € X on
joukon Y alaraja, jos | < a jokaiselle joukon Y alkiolle a. Jos [ on joukon Y alaraja
siten, ettd k < [ jokaiselle joukon Y alarajalle k, niin alkiota / kutsutaan joukon Y

suurimmaksi alarajaksi tai infimumiksi.

Esimerkki 2.6. Olkoon Y = {4, 6,8, 12}. Joukko Y on esimerkissd 2.5 mééritellyn
joukon X osajoukko. Nyt myos joukolle Y pitee esimerkissd 2.4 madritelty osittais-
jarjestys. Talloin joukon Y yldrajoja ovat 24 ja 48, ja sen pienin yldraja on 24. Joukon
Y alarajoja ovat 1 ja 2, ja sen suurin alaraja on 2. Huomataan, ettd pienin yldraja ja

suurin yldraja ovat yksikasitteisid. Todistetaan timé seuraavassa lauseessa.

Lause 2.1. Olkoon Y osittain jdirjestetyn joukon X epdityhjd osajoukko. Jos joukolla
Y on pienin yldraja, niin joukolla on yksikdsitteinen pienin yldraja. Jos joukolla Y

on suurin alaraja, niin joukolla on yksikdsitteinen suurin alaraja.

Todistus. Olkoot u; ja up pienimpid ylarajoja joukolle Y. Pienimmin yldrajan miéri-
telméan mukaan u; < u kaikille joukon Y ylérajoille u. Erityisesti u; < u,. Vastaavasti

up < up.Siis antisymmetrisyyden perusteellau; = u;. Olkoot sitten /1 ja /; suurimpia



48

/ AN
4

\/
8/2
]

\/

Kuva 2.3. Luvun 48 jakajien muodostama joukko esimerkin 2.4 osittais-

jarjestykselld, esitetty Hassen diagrammina.

alarajoja joukolle Y. Suurimman alarajan mééritelméan mukaan / < /; kaikille jou-
kon Y alarajoille /. Erityisesti [, < [j. Vastaavasti /1 < [5. Siis antisymmetrisyyden

perusteella /| = [5. O

Useille osittain jérjestetyille joukoille voidaan médrittdd suurinta alarajaa ja pie-

nintd ylidrajaa kiyttden bindédrioperaatioita. Titd késitelldédn seuraavassa luvussa.



3 Hilat

Luku pohjautuu ldhteeseen [2, s. 241-243].

3.1 Maaritelma ja ominaisuuksia

Mairitelmé 3.1. Osittain jérjestettyd joukkoa H kutsutaan hilaksi, jos jokaiselle
osittain jirjestetyn joukon H alkioparille on olemassa pienin ylédraja ja suurin alaraja.
Hilan H alkioparin a, b pieninti yldrajaa merkitidin a Vv b. Alkioparin suurinta alarajaa

merkitddn a A b.

Aksiooma 3.1 (Duaalisuusperiaate). Kaikki tulokset jotka pétevit kaikille hiloille

pétevit myos, kun relaatio < kddnnetdédn > ja Vv kiddnnetdin A kaikkialla tuloksissa.

Lause 3.1. Hilan H operaatiot V ja A toteuttavat seuraavat ominaisuudet kaikille

alkioille a, b, c € H:

1. Vaihdannaisuuslait: av b=bVajaa ANb=>b Aa.

2. Liitdanndisyyslait: aNv (bV c¢) =(aVb)VcjaaNh(bAc)=(aAb)Aec.
3. Idempotenttisuuslait: aV a =ajaa N a = a.

4. Absorptiolait: aV (a Ab) =ajaa A (aV b) =a.

Todistus. Duaalisuusperiaatteen mukaan riittdi todistaa vain toinen ominaisuus kus-

sakin osassa.

(1) Madiritelméin mukaan a V b on pienin yliraja joukolle {a, b}, ja b V a on pienin

yléraja joukolle {b, a}. Kuitenkin tiedetéddn, ettid {a, b} = {b,a}.

(2) Osoitetaan, etti a V (b V ¢) ja (a V b) V ¢ ovat molemmat sama pienin yliraja
joukolle {a, b, c}. Olkoon d = a V b. Tilloin ¢ < d V c. Toisaalta d V ¢ =
(a Vv b) Vv c. Tiedetddn my0s, ettd

a<aVvVb=d=<dvc=(aVb)Vec.

Tulos b < (a V b) V ¢ osoitetaan vastaavasti. Tilldin (a V b) V ¢ on joukon

{a, b, c} ylaraja. Seuraavaksi osoitetaan, ettid (a V b) V ¢ on pienin ylédraja
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joukolle {a, b, c}. Olkoon u joukon {a, b, c} erds yldraja. Talloin a < u ja
b <u.Siisd=aVb =<u. Koskac < u,seuraa (aVb)Vc=dVc =< u.Titen
(a Vv b) V ¢ on oltava pienin yldraja joukolle {a, b, c}. Joukon {a, b, ¢} pienin

yldraja a Vv (b V c) todistetaan vastaavasti. Siisa V (b V ¢) = (a V b) V c.
(3) Mairitelmin mukaan a V a on joukon {a} pienin yléraja. Siis a V a = a.

(4) Olkoon d = a A b. Télloin (3) perusteellaa < a Vv d. Toisaaltad =a A b < a,
jotenaVvd <a.Titena V (a A b) = a.

O

Lause 3.2. Olkoon H epdtyhjd joukko binddrioperaatioilla V ja A, joka toteuttaa
vaihdannaisuus-, liitdnndisyys-, idempotenttisuus- ja absorptiolait. Osittaisjcirjestys
voidaan mddritelld hilalle H seuraavasti: a < b, jos a VvV b = b. Edelleen H on hila
relaatiolle <, jos kaikille a, b € H mdidritelldidin, ettd pienin yldraja on a V b ja

suurin alaraja on a N\ b.

Todistus. Osoitetaan joukon H olevan osittain jérjestetty joukko osoittamalla relaa-

tion < refleksiivisyys, antisymmetrisyys ja transitiivisuus.
(1) Koska a V a = a niin a < a. Siis < on refleksiivinen.

(2) Olkoona < bjab < a.Tilloina V b = b ja b V a = a. Vaihdannaisuuslain

perusteella b =a VvV b = b V a = a. Siis < on antisymmetrinen.

(3) Olkoona < bjab < c.TilloinaVvb =bjabVvc=c.SiisaVc=aV(bVc) =

(avb)Vec=bVc=c,elia < c.Siis < on transitiivinen.

Siis  joukko H  relaatiolla < on osittain  jarjestetty  joukko.
Osoitetaan seuraavaksi joukon H olevan hila osoittamalla alkion a Vv b olevan al-
kioiden a ja b pienin yldraja ja alkion a A b alkioiden a ja b suurin alaraja. Koska
a=(aVb)yANa=aA(aVb), seuraaetti a < a V b. Vastaavasti b < a V b. Siis
a Vv b on alkioiden a ja b yldraja. Olkoon u mika tahansa muu yléraja alkioille a ja

b. Talloin a < u ja b < u. Toisaalta a V b < u koska
(avb)Vu=aVv (bVu)=aVu=u.

Siis a V b on pienin yldraja.
Osoitetaan seuraavaksi alkion a A b olevan alkoiden a ja b suurin alaraja. Koska

a=(aNnb)yVa=aV (aANDb),seuraaetti a A b < a. Vastaavasti a A b < b. Siis
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a A b on alkioiden a ja b yldraja. Olkoon / mikd tahansa muu alaraja alkioille a ja b.

Talloin [/ < ajal < b. Toisaaltal < a A b koska
(anb)ANl=an(bAl)=anl=1.

Siis a A b on suurin alaraja.

O

Esimerkki 3.1. Esimerkin 2.2 potenssijoukko £ (X) on hila, silld jokaiselle alkiopa-
rille a, b € P(X) on olemassa pienin yldraja ja suurin alaraja. Timéa voidaan havaita

potenssijoukkoa # (X) kuvaavasta Hassen diagrammista kuvassa 2.1.

Esimerkki 3.2. Esimerkin 2.3 potenssijoukko P(X) on hila, silld jokaiselle alkiopa-
rille a, b € P(X) on olemassa pienin yliraja ja suurin alaraja. Tima voidaan havaita

potenssijoukkoa P(X) kuvaavasta Hassen diagrammista kuvassa 2.2.

N
/

/ ><
N

f

Kuva 3.1. Esimerkki osittain jérjestetystd joukosta, joka ei ole hila,

esitetty Hassen diagrammina.

Esimerkki 3.3. Tarkastellaan kuvassa 3.1 Hassen diagrammina esitettyd osittain
jarjestettyd joukkoa. Joukko ei ole hila, silld alkioille d ja e ei ole olemassa yksi-
kisitteistd pienintd yldrajaa. Alkioparin d, e yldrajoja ovat a, b ja c, silli d,e < a,
d,e < bjad,e < c. Etsitdin osittain jirjestetyn joukon pienin yldraja. Nyt b < a
jac =< a,eli a ei ole alkioparin d, e pienin yldraja. Edelleen d,e < b jad,e < c,

b £ cjac £ b. Siis kuvan 3.1 osittain jérjestetyn joukon jokaiselle alkioparille ei

ole olemassa yksikaésitteistd pienintd ylidrajaa, eikd joukko titen ole hila.



3.2 Komplementti ja distributiivisuus

Tutkitaan joukon X potenssijoukkoa #(X) tarkemmin. Potenssijoukko on hila, joka
on osittain jérjestetty joukko osajoukkorelaatiolla. Potenssijoukon méaritelmén mu-
kaan potenssijoukon #(X) suurin alkio on joukko X, ja sen pienin alkio on tyhja
joukko 0. Jokaiselle joukolle A potenssijoukossa P (X) pitee ANX = AjaAUD = A.

Tama johtaa seuraavaan mairitelmiin hiloille.

Mairitelma 3.2. Alkiota / kutsutaan osittain jirjestetyn joukon X suurimmaksi

alkioksi, jos a < I kaikille a € X.

Mairitelmia 3.3. Alkiota O kutsutaan osittain jirjestetyn joukon X pienimmdksi

alkioksi, jos O < a kaikille a € X.

Olkoon A € P(X). Tiedetédn, ettd joukon A komplementti on
A =X\A={x:xeXandx ¢ A}.
Tiedetddn, ettd AU A"’ = X ja AN A’ = . Yleistetdédn esimerkki hiloille.

Mairitelma 3.4. Hila H, jolla on suurin alkio / ja pienin alkio O, on komplementoitu,

jos jokaiselle @ € H on olemassa a’ siten, ettia Va' =1jaa Aa’ = 0.

Esimerkki 3.4. Olkoon hila A luvun 30 jakajista koostuva osittain jérjestetty joukko
{1,2,3,5,6, 10, 15,30} esimerkissd 2.4 midritellylld relaatiolla. Nyt hila on komple-
mentoitu, silld jokaiselle a € H on olemassa komplementti a’ siten, ettd a vV a’ = 1
jaa A a’ = 0. Merkitdin alkiota a ja sen komplementtia a’ tdssi parina (a, a’). Hila

H on komplementoitu seuraavasti:
(1,30), (2,15),(3,10), (5,6), (6,5), (10, 3), (15,2), (30, 1).
Havainnollistetaan hilaa H Hassen diagrammina kuvassa 3.2.

Hilassa H bindirioperaatiot V ja A toteuttavat vaihdannaisuus- ja liitdnndisyyslait.

Niiden ei kuitenkaan tarvitse toteuttaa distributiivisuuslakia

aN(bVvc)=(anb)V(anc).

Kuitenkin potenssijoukko P (X) toteuttaa distributiivisuuslain, silldjos A, B,C € P (X),

niin

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
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Kuva 3.2. Luvun 30 jakajien muodostama joukko esimerkin 2.4 osittais-

jarjestykselld, esitetty Hassen diagrammina.

Mairitelma 3.5. Hilaa H kutsutaan distributiiviseksi, jos seuraava distributiivisuus-

laki pitee:

aN(bVvc)y=(anb)V(aAc)

kaikille a, b,c € H.

Lause 3.3. Hila H on distribuutivinen jos ja vain jos

aV(bAc)y=(aVb)A(aVc)

kaikille a,b,c € H.

Todistus. = Oletetaan, ettd H on distributiivinen hila. Silloin

aV(bAnc)=(aV(anc))V(bAc)
=aV((anc)V(bAc))
=aV ((cAa)V (c Ab))
=aV(cA(aVb))
=aV ((avb)Ac)
=((avb)ANa)V ((aVvb)Ac)

=(aVvb)n(aVec).

<= Tulos seuraa suoraan duaalisuusperiaatteesta. O

Esimerkki 3.5. Olkoon hila H esimerkissé 3.4 méaaritelty hila. Nyt hila on distributii-

vinen, silld kaikille a,b,c € H pitee midritelmissid 3.5 esitelty distributiivisuuslaki.
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4 Boolen algebrat

4.1 Boolen algebra

Mairitelma 4.1 (vrt. [2, s. 243]). Boolen algebra on hila B, jolla on suurin alkio /

ja pienin alkio O ja joka on distributiivinen ja komplementoitu.

Lause 4.1. Joukko B on Boolen algebra jos ja vain jos joukolle on olemassa bindid-

rioperaatiot V ja A jotka toteuttavat seuraavat aksioomat:
l.avb=bVvajaaNb=bAa,kuna, b € B.
2.av(bvc)=(avb)Vcjaah(bAc)=(aAb)Ac, kuna, b, c € B.

3.an(bvec)y=(aAb)V(anc)jaaV (bAc)=(aVb)A(aVc), kuna, b,

c € B.
4. Kaikille a € B on olemassa I ja O siten, ettiaN O =ajaa Nl =a.
5. Jokaiselle a € B on olemassa a’ € B siten, ettiaV a’ =1jaa Na’ = 0.

Todistus (vrt. [2, s. 243-244]). = Olkoon B joukko, joka toteuttaa lauseen 4.1 ak-

sioomat 1 — 5. Ensimmaiinen idempotenttisuuslaki pitee, silld

a=aVv O
=aV(ana)
=(ava)A(aVva)
=(ava)nl

=aVa.
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Ensimmiinen absorptiolaki pitee, silla

aV(aAnb)y=(aANI)V (aADb)
=aA(IVDb)
=aA((bVvb)VDb)
=aA((b'Vb)VDb)
=aA bV (bVb))
=aA (b VDb)
=aANl

=da.

Toinen idempotenttisuuslaki ja absorptiolaki todistetaan vastaavasti. Koska B
toteuttaa lauseen 4.1 aksioomat 1 — 3, lauseen 3.2 ehdot toteutuvat. Taten joukon B
on oltava hila. Aksiooman 4 perusteella hila B on distributiivinen hila.

Jokaiselle a € B,O V a = a. Siis O < a,ja O on hilan B pienin alkio. Osoitetaan
alkion / olevan hilan B suurin alkio. Tiedetdian, ettia Vb =b < a A b = a. Koska

a A I = a kaikille a € B, saadaan absorptiolakeja kayttien
avVIi=(@AND)VvI=IV(IAa)=1,

eli a < I kaikille a € B. Koska hila B on komplementoitu lauseen 4.1 aksiooman 5
mukaan, on hila B Boolen algebra.

&= Oletetaan joukon B olevan Boolen algebra. Olkoon / joukon B suurin alkio
ja O joukon B pienin alkio. Jos méiéritellddn joukolle {a, b} pienimmaiksi yldrajaksi
a V b ja suurimmaksi alarajaksi a A b, on B Boolen algebra lauseen 3.2, lauseen 3.3

seké oletuksen perusteella. m|

Esimerkki4.1. Olkoon hila H esimerkissa 3.4 méairitelty hila. Koska hila on komple-
mentoitu (esimerkki 3.4) ja distributiivinen (esimerkki 3.5) on hila H Boolen algebra

madritelmin 4.1 perusteella.

Esimerkki 4.2. Olkoon hila H kuvassa 4.1 esitetty hila. Nyt hila H ei ole Boolen
algebra, silld se ei ole distributiivinen. Esimerkiksi d A (eV f) = d, (dAe)V(dAf) =
0.

Lause 4.2. Olkoon joukko B Boolen algebra. Tilloin joukolla B on yksikdsittei-
nen suurin alkio 1 ja pienin alkio O. Lisdksi jokaisen a € B komplementti a’ on

vksikdsitteinen alkio b joukossa B, joka toteuttaa a vV b =1 jaa N b = O.
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Kuva 4.1. Esimerkki hilasta, joka ei ole Boolen algebra, esitetty Hassen

diagrammina.

Todistus (vrt. [1, s. 65-66]). Olkoon a joukon B alkio, missd a A b = a kaikille
b € B. Télloin a = a A O = O, joten pienin alkio O on yksikisitteinen. Olkoon
a joukon B alkio, missd a V b = a kaikille b € B. Télloin a = a vV I = I, joten
suurin alkio 7 on yksikésitteinen. Komplementin yksikésitteisyyden todistamiseksi

huomataan, etti kaikille a € B pitee

avVO=aV(anO)=a,ja

anNl =aN(aVvl) =a
Oletetaana A b = O jaa vV b = I jollekin b € B. Aiemman perusteella:

b=bANI
=bA(aVva)
=(bAa)V(bAa')
=IVv(bAnd)
=(ana)v(bnrad)
=(avb)rd
=IAd

= a/’

elib=a' O

4.2 Adrelliset Boolen algebrat

Pykila pohjautuu lihteeseen [2, s. 245-247].
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Mairitelmi 4.2. Boolen algebra on ddrellinen Boolen algebra, jos se sisdltda dérel-

lisen maaran alkioita.

Maiiritelmi 4.3. Olkoot B ja C Boolen algebroita. Bijektiivinen kuvaus ¢: B — C

on Boolen algebrojen isomorfismi, jos

¢(aV b)=¢(a)V ¢(b)
¢(a AD) =¢(a) A (D)

kaikille a, b € B.

Osoitetaan, ettd mikd tahansa dérellinen Boolen algebra on isomorfinen Boolen
algebraan, joka saadaan ottamalla jonkin direllisen joukon X potenssijoukko. Timén

todistamisen avuksi alla esitelldin madritelmid ja apulauseita.

Maaritelma 4.4. Olkoon B direllinen Boolen algebra. Alkio a € B on joukon B
atomi,josa # O sekiaAb = ataiaAb = O kaikille b € B, b # O. Ekvivalenttisesti
alkio a on joukon B atomi, jos ei ole olemassa alkiota b € B jolle b # ajab # O

siten, etta O < b < a.

Esimerkki 4.3. Olkoon B esimerkin 4.1 Boolen algebra. Selvisti B on direllinen
Boolen algebra. Boolen algebran B atomeita ovat maaritelmén 4.4 mukaisesti alkiot
2,3jas.

Apulause 4.1. Olkoon B direllinen Boolen algebra. Jos b € B ja b # O, niin on

olemassa atomi a € B siten, ettia < b

Todistus. Jos b on atomi, olkoon a = b. Muussa tapauksessa valitaan alkio by # O
ja by # b siten, ettd b1 < b. Tami on mahdollista, silld tiedetéin, ettd b ei ole atomi.
Jos by on atomi, on todistus valmis. Muussa tapauksessa valitaan alkio b, # O ja
by # b siten, ettd by < by. Taas jos by ei ole atomi, olkoon a = b,. Tatd prosessia

jatkamalla syntyy ketju
O=<---<b3y<by=<b £b.

Koska B on ddrellinen Boolen algebra, tamén ketjun tdytyy olla darellinen. Siis

jollekin positiiviselle kokonaisluvulle k£ on b atomi. Olkoon a = by. O

Apulause 4.2. Olkoot a ja b atomeja direllisessd Boolen algebrassa B siten, ettd

a# b.Talloina A b = O.

18



Todistus. Koska a A b on alkioiden a ja b suurin alaraja, tiedetddn, ettd a A b < a.
Titen joko a A b = a tai a A b = O. Toisaalta jos a A b = a, niin joko a < b tai
a = 0. Kussakin tapauksessa pdddytddn ristiriitaan, silld a ja b ovat atomeja. Siis

aANb=0. O

Apulause 4.3. Olkoon B Boolen algebra ja olkoot a, b € B. Seuraavat tulokset ovat

keskenddn ekvivalentteja:

(1) a < b.
2) ana =0.
3)aVvb=1

Todistus. (1) = (2).Josa < b,niina Vv b = b. Tdlldin
aANb =an(aVvb)
=aA(a AND)
=(ana)Ab
=0AD
=0.
(2) = (3).JosaAb'=0,niina’ Vb =(aVvb) =0 =1
(3) = (1).Josa’ vV b = I, niin
a=aA (a'Vvb)
=(and)V(anb)
=0V (aAb)
=aAb.
Siis a < b. O

Apulause 4.4. Olkoon B Boolen algebra ja olkoon joukossa B sellaiset b ja c, ettd

b £ c. Tilloin on olemassa atomi a € B siten, ettia < bjaa £ c.

Todistus. Apulauseen 4.3 perusteella b V ¢’ # O. Siis on olemassa atomi a siten, ettd

a<bAc. Titena <bjaa £ c. O

Apulause 4.5. Olkoon b € B ja olkoot ay,...,a, Boolen algebran B kaikki ne
atomit siten, ettd a; < b. Talléin b = a; V --- V a,. Edelleen jos a,ay,...,a, ovat

Boolen algebran B atomeja siten, ettd a < b,a; < bjab=aVa;V---Va, nin

a=a;jollekini =1,...,n.
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Todistus. Olkoon by = a;V---Va,.Koskaa; < b jokaiselle i, tiedetddn ettd b; < b.
Jos voidaan osoittaa, ettd b < b, niin apulause on tosi antisymmetrian perusteella.
Oletetaan b £ by. Talloin on olemassa atomi a siten, ettd a < b jaa £ by. Koska a
on atomi ja a < b, saadaan a = q; jollekin q;. Tima ei kuitenkaan ole mahdollista,
silld silloin olisi @ < by, joka on ristiriidassa aikaisemman kanssa. Téiten b < b;.

Oletetaan nyt b = a; V --- V a,. Jos a on atomi ja a < b, niin

a=aAb
=aA(aV---Vay)

=(aANay)V---V(aAay,).

Nyt jollekin a; pitee a A a; = a, muutoin a A a; = O. Siis lemman 4.2 perusteella

a = a; jollekin i. O

Lause 4.3. Olkoon B ddrellinen Boolen algebra. Tilloin on olemassa joukko X siten,

ettd B on isomorfinen potenssijoukon P (X) kanssa.

Todistus. Osoitetaan, ettd B on isomorfinen potenssijoukon #(X) kanssa, missi
joukko X on Boolen algebran B atomeista koostuva joukko. Olkoon a € B. Nyt
apulauseen 4.5 perusteella voidaan alkio a merkité yksikisitteisestia = ay V- --Vay,,

kunay,...,a, € X. Taten kuvaus ¢: B — P(X) voidaan madritelld seuraavasti:

¢(a)=¢(a1 V.- Va,) ={ai,...,a}.

Selvasti ¢ on surjektio.

Olkootnyta =a; V---Vay,jab=>b;V---V b, Boolen algebran B alkioita, missa
jokainen q; ja b; ovat atomeita. Jos ¢(a) = ¢(b), niin {ay,...,a,} ={b1,...,bu},
eli a = b. Titen ¢ on injektio.

Nyt a V b siilyy kuvauksessa ¢, silld
pavb)y=¢(a;V---Va,VbV---Vby)
={ai,...,an,b1,...,by}
={ay,...,ap,} U{by,...,by}
=¢(aV---Va,)Ued(byV---Vby)
= ¢(a) U (D)

Vastaavasti ¢(a A b) = ¢(a) N ¢(b). Siis dédrellinen Boolen algebra on aina isomor-

finen jonkin potenssijoukon #(X) kanssa. m]
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Esimerkki 4.4. Tarkastellaan esimerkin 4.1 Boolen algebraa B sekd esimerkin 2.2
potenssijoukkoa # (X ). Boolen algebra B on isomorfinen potenssijoukon # ( X) kans-

sa madritelman 4.3 mukaisesti.
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