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Tutkielmassa tarkastellaan Boolen algebroja ja niiden ominaisuuksia. Lisäksi tut-
kielmassa tutustutaan hiloihin ja niiden merkitykseen Boolen algebran määrittelyssä.
Tutkielman alussa esitellään osittain järjestetty joukko, jonka määritelmää tarvitaan
hilan ja täten myös Boolen algebran määrittelemiseen. Osittain järjestetyistä joukois-
ta tarkastellaan syvemmin erityisesti potenssijoukkoa, ja sitä hyödynnetään määri-
telmissä sekä esimerkeissä myöhemmin tutkielmassa. Edelleen osittain järjestetyille
joukoille esitellään supremumin ja infimumin käsitteet, ja näiden yksikäsitteisyys
osoitetaan.

Seuraavaksi tutkielmassa esitellään hila määrittelemällä se osittain järjestetyksi
joukoksi pienimmän ylärajan ja suurimman alarajan binäärioperaatioilla. Näille ope-
raatioille osoitetaan pätevän vaihdannaisuus-, liitännäisyys-, idempotenttisuus- ja
absorptiolait. Myös duaalisuusperiaate esitellään myöhempien tutkielman lauseiden
todistuksien avuksi. Hiloille määritellään komplementoituvuuden ja distributiivisuu-
den käsitteet, jotka johtavat suoraan Boolen algebran määritelmään.

Boolen algebraksi määritellään hila, jolla on pienin ja suurin alkio ja joka on di-
stributiivinen ja komplementoitu. Boolen algebran pienimmän ja suurimman alkion
sekä komplementin yksikäsitteisyys osoitetaan tutkielmassa. Lisäksi hilan todetaan
olevan Boolen algebra, jos ja vain jos sen binäärioperaatiot toteuttavat viisi tutkiel-
massa esiteltyä ja osoitettua aksioomaa. Seuraavaksi tutkielmassa esitellään äärel-
liset Boolen algebrat ja määritellään Boolen algebrojen isomorfismin bijektiivinen
kuvaus. Myös äärellisen Boolen algebran atomi määritellään. Tutkielman päätteek-
si osoitetaan minkä tahansa äärellisen Boolen algebran olevan isomorfinen Boolen
algebraan, joka saadaan ottamalla jonkin äärellisen joukon potenssijoukko. Osit-
tain järjestettyjä joukkoja, hiloja ja Boolen algebroja havainnollistetaan tutkielmassa
esimerkkien ja Hassen diagrammien avulla.
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1 Johdanto

Tutkielmassa tarkastellaan Boolen algebroja ja niiden ominaisuuksia. Lisäksi tutkiel-
massa käsitellään hiloja ja niiden merkitystä Boolen algebran määrittelyssä.

Tutkielman luvussa 2 tarkastellaan osittain järjestettyjä joukkoja, joita tarvitaan
tutkielmassa myöhemmin hilan ja siten myös Boolen algebran määrittelemiseen.
Osittain järjestetyn joukon määritelmää havainnollistetaan Hassen diagrammeja apu-
na käyttäen. Edelleen osittain järjestetyn joukon supremumin ja infimumin käsittei-
siin tutustutaan pykälässä 2.2. Näiden määritelmien avulla edetään hiloihin luvussa 3.

Tutkielmassa esitellään hilan käsite ja määritellään hila osittain järjestettyyn jouk-
koon perustuvana algebrallisena struktuurina. Lisäksi hiloille määritellään ominai-
suuksina komplementoituvuus ja distributiivisuus pykälässä 3.2. Nämä ominaisuudet
sekä hilan käsite ovat olennainen osa Boolen algebran määritelmää.

Luvussa 4 esitellään Boolen algebrat ja niiden ominaisuuksia. Luvussa määri-
tellään ja osoitetaan Boolen algebran binäärioperaatioiden aksioomat, joiden tulee
toteutua, jotta joukko voi olla Boolen algebra. Lisäksi tutkielmassa tutustutaan pykä-
lässä 4.2 äärellisiin Boolen algebroihin, ja osoitetaan minkä tahansa äärellisen Boo-
len algebran olevan isomorfinen toiseen Boolen algebraan, joka on jonkin äärellisen
joukon potenssijoukko.

Boolen algebra on nimetty kehittäjänsä George Boolen mukaan. Boole esitte-
li Boolen algebran vuonna 1847 kirjassaan The Mathematical Analysis of Logic,
ja käsitteli tätä syvemmin vuoden 1854 kirjassaan An Investigation of the Laws of
Thought on Which are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabili-
ties. Boolen algebra on fundamentaalinen osa kaikkia moderneja ohjelmointikieliä,
ja täten pohja digitaaliselle tietotekniikalle.

Lukijalta edellytetään joukko-opin perusteiden tuntemista. Lisäksi lukuteorias-
ta oletetaan tunnetuksi jaollisuus ja algebrasta aliryhmän käsite. Päälähdeteoksena
käytetään Judsonin kirjaa Abstract Algebra: Theory and Applications. Muuna läh-
deteoksena käytetään Cuypersin teosta Discrete Mathematics.
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2 Valmistelevia tarkasteluja

Luku pohjautuu lähteeseen [2, s. 239–241].

2.1 Osittain järjestetyt joukot

Tutkitaan hiloja ja Boolen algebroita määrittelemällä osittain järjestetty joukko.

Määritelmä 2.1. Tiedetään, että relaatio joukossa 𝑋 on joukon 𝑋 × 𝑋 osajouk-
ko. Joukon 𝑋 relaatiota 𝑃 kutsutaan osittaisjärjestykseksi, jos se täyttää seuraavat
aksioomat.

1. Relaatio 𝑃 on refleksiivinen: (𝑎, 𝑎) ∈ 𝑃 kaikille 𝑎 ∈ 𝑋 .

2. Relaatio 𝑃 on antisymmetrinen: jos (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑃 ja (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑃, niin 𝑎 = 𝑏.

3. Relaatio 𝑃 on transitiivinen: jos (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑃 ja (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑃, niin (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑃.

Joukkoa 𝑋 , jossa toteutuu osittaisjärjestys ⪯, kutsutaan osittain järjestetyksi joukok-
si. Merkitään 𝑎 ⪯ 𝑏 tarkoittamaan (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑃. Merkinnästä voidaan poiketa, kun
kyseessä on tunnettu osittaisjärjestys, kuten 𝑎 ≤ 𝑏 luvuilla 𝑎 ja 𝑏 tai 𝑋 ⊆ 𝑌 joukoilla
𝑋 ja 𝑌 .

Esimerkki 2.1. Joukko 𝑋 ⊆ ℝ on osittain järjestetty joukko, missä relaatiolla 𝑎 ≤ 𝑏

on sen tavallinen merkitys luvuilla 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ.

Määritelmä 2.2. Määritellään joukon 𝑋 potenssijoukoksi sen kaikkien osajoukkojen
muodostama joukko. Merkitään joukon 𝑋 potenssijoukkoa P(𝑋).

Esimerkki 2.2. Määritellään joukko 𝑋 = {1, 2, 3}. Tällöin P(𝑋) on kaikkien joukon
{1, 2, 3} osajoukkojen muodostama joukko:

∅ {1} {2} {3}
{1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}.

Joukon 𝑋 potenssijoukoilla osajoukkorelaatio ⊆ on osittaisjärjestys. Tätä voidaan
havainnoida esittämällä potenssijoukko Hassen diagrammina kuten kuvassa 2.1.
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Esimerkki 2.3. Määritellään joukko 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}. Tällöin P(𝑋) on kaikkien
joukon {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} osajoukkojen muodostama joukko:

∅ {𝑎} {𝑏} {𝑐}
{𝑑} {𝑎, 𝑏} {𝑎, 𝑐} {𝑎, 𝑑}
{𝑏, 𝑐} {𝑏, 𝑑} {𝑐, 𝑑} {𝑎, 𝑏, 𝑐}

{𝑎, 𝑏, 𝑑} {𝑎, 𝑐, 𝑑} {𝑏, 𝑐, 𝑑} {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}.

Tätä voidaan havainnoida esittämällä potenssijoukko Hassen diagrammina kuten
kuvassa 2.2.

{1, 2, 3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1} {2} {3}

∅

Kuva 2.1. Joukon {1, 2, 3} potenssijoukko, esitetty Hassen diagrammi-
na.

Esimerkki 2.4. Joukossa on mahdollista olla useampi kuin yksi osittaisjärjestys.
Esimerkiksi joukkoon ℕ voidaan luoda osittaisjärjestys määrittelemällä 𝑎 ⪯ 𝑏, jos
𝑎 | 𝑏. Määritelty relaatio on selvästi reflektiivinen, sillä 𝑎 | 𝑎 kaikilla 𝑎 ∈ ℕ. Relaatio
on myös antisymmetrinen, sillä jos 𝑚 | 𝑛 ja 𝑛 | 𝑚, niin selvästi 𝑚 = 𝑛. Jos 𝑚 | 𝑛
ja 𝑛 | 𝑝, niin täytyy toteutua 𝑚 | 𝑝. Siis relaatio on transitiivinen. Relaatio toteuttaa
osittaisjärjestyksen aksioomat.

Esimerkki 2.5. Olkoon 𝑋 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48} luvun 48 jakajien muo-
dostama joukko esimerkissä 2.4 määritetyllä osittaisjärjestyksellä. Havainnolliste-
taan joukkoa kuvassa 2.3.

2.2 Supremum ja infimum

Määritelmä 2.3. Olkoon 𝑌 osittain järjestetyn joukon 𝑋 osajoukko. Alkio 𝑢 ∈ 𝑋 on
joukon 𝑌 yläraja, jos 𝑎 ⪯ 𝑢 jokaiselle joukon 𝑌 alkiolle 𝑎. Jos 𝑢 on joukon 𝑌 yläraja
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{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}

{𝑎, 𝑏, 𝑐} {𝑎, 𝑏, 𝑑} {𝑎, 𝑐, 𝑑} {𝑏, 𝑐, 𝑑}

{𝑎, 𝑏} {𝑎, 𝑐} {𝑎, 𝑑} {𝑏, 𝑐} {𝑏, 𝑑} {𝑐, 𝑑}

{𝑎} {𝑏} {𝑐} {𝑑}

∅

Kuva 2.2. Joukon {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} potenssijoukko, esitetty Hassen diagram-
mina.

siten, että 𝑢 ⪯ 𝑣 jokaiselle joukon 𝑌 ylärajalle 𝑣, niin alkiota 𝑢 kutsutaan joukon 𝑌

pienimmäksi ylärajaksi tai supremumiksi.

Määritelmä 2.4. Olkoon 𝑌 osittain järjestetyn joukon 𝑋 osajoukko. Alkio 𝑙 ∈ 𝑋 on
joukon 𝑌 alaraja, jos 𝑙 ⪯ 𝑎 jokaiselle joukon 𝑌 alkiolle 𝑎. Jos 𝑙 on joukon 𝑌 alaraja
siten, että 𝑘 ⪯ 𝑙 jokaiselle joukon 𝑌 alarajalle 𝑘 , niin alkiota 𝑙 kutsutaan joukon 𝑌

suurimmaksi alarajaksi tai infimumiksi.

Esimerkki 2.6. Olkoon 𝑌 = {4, 6, 8, 12}. Joukko 𝑌 on esimerkissä 2.5 määritellyn
joukon 𝑋 osajoukko. Nyt myös joukolle 𝑌 pätee esimerkissä 2.4 määritelty osittais-
järjestys. Tällöin joukon𝑌 ylärajoja ovat 24 ja 48, ja sen pienin yläraja on 24. Joukon
𝑌 alarajoja ovat 1 ja 2, ja sen suurin alaraja on 2. Huomataan, että pienin yläraja ja
suurin yläraja ovat yksikäsitteisiä. Todistetaan tämä seuraavassa lauseessa.

Lause 2.1. Olkoon 𝑌 osittain järjestetyn joukon 𝑋 epätyhjä osajoukko. Jos joukolla
𝑌 on pienin yläraja, niin joukolla on yksikäsitteinen pienin yläraja. Jos joukolla 𝑌

on suurin alaraja, niin joukolla on yksikäsitteinen suurin alaraja.

Todistus. Olkoot 𝑢1 ja 𝑢2 pienimpiä ylärajoja joukolle𝑌 . Pienimmän ylärajan määri-
telmän mukaan 𝑢1 ⪯ 𝑢 kaikille joukon𝑌 ylärajoille 𝑢. Erityisesti 𝑢1 ⪯ 𝑢2. Vastaavasti
𝑢2 ⪯ 𝑢1. Siis antisymmetrisyyden perusteella 𝑢1 = 𝑢2. Olkoot sitten 𝑙1 ja 𝑙2 suurimpia
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48

2416

128

64

32

1

Kuva 2.3. Luvun 48 jakajien muodostama joukko esimerkin 2.4 osittais-
järjestyksellä, esitetty Hassen diagrammina.

alarajoja joukolle 𝑌 . Suurimman alarajan määritelmän mukaan 𝑙 ⪯ 𝑙1 kaikille jou-
kon 𝑌 alarajoille 𝑙. Erityisesti 𝑙2 ⪯ 𝑙1. Vastaavasti 𝑙1 ⪯ 𝑙2. Siis antisymmetrisyyden
perusteella 𝑙1 = 𝑙2. □

Useille osittain järjestetyille joukoille voidaan määrittää suurinta alarajaa ja pie-
nintä ylärajaa käyttäen binäärioperaatioita. Tätä käsitellään seuraavassa luvussa.
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3 Hilat

Luku pohjautuu lähteeseen [2, s. 241–243].

3.1 Määritelmä ja ominaisuuksia

Määritelmä 3.1. Osittain järjestettyä joukkoa 𝐻 kutsutaan hilaksi, jos jokaiselle
osittain järjestetyn joukon 𝐻 alkioparille on olemassa pienin yläraja ja suurin alaraja.
Hilan 𝐻 alkioparin 𝑎, 𝑏 pienintä ylärajaa merkitään 𝑎∨𝑏. Alkioparin suurinta alarajaa
merkitään 𝑎 ∧ 𝑏.

Aksiooma 3.1 (Duaalisuusperiaate). Kaikki tulokset jotka pätevät kaikille hiloille
pätevät myös, kun relaatio ⪯ käännetään ⪰ ja ∨ käännetään ∧ kaikkialla tuloksissa.

Lause 3.1. Hilan 𝐻 operaatiot ∨ ja ∧ toteuttavat seuraavat ominaisuudet kaikille
alkioille 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻:

1. Vaihdannaisuuslait: 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 ja 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎.

2. Liitännäisyyslait: 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 ja 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑐.

3. Idempotenttisuuslait: 𝑎 ∨ 𝑎 = 𝑎 ja 𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎.

4. Absorptiolait: 𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑎 ja 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏) = 𝑎.

Todistus. Duaalisuusperiaatteen mukaan riittää todistaa vain toinen ominaisuus kus-
sakin osassa.

(1) Määritelmän mukaan 𝑎∨ 𝑏 on pienin yläraja joukolle {𝑎, 𝑏}, ja 𝑏∨𝑎 on pienin
yläraja joukolle {𝑏, 𝑎}. Kuitenkin tiedetään, että {𝑎, 𝑏} = {𝑏, 𝑎}.

(2) Osoitetaan, että 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐) ja (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 ovat molemmat sama pienin yläraja
joukolle {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Olkoon 𝑑 = 𝑎 ∨ 𝑏. Tällöin 𝑐 ⪯ 𝑑 ∨ 𝑐. Toisaalta 𝑑 ∨ 𝑐 =

(𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐. Tiedetään myös, että

𝑎 ⪯ 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑑 ⪯ 𝑑 ∨ 𝑐 = (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐.

Tulos 𝑏 ⪯ (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 osoitetaan vastaavasti. Tällöin (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 on joukon
{𝑎, 𝑏, 𝑐} yläraja. Seuraavaksi osoitetaan, että (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 on pienin yläraja
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joukolle {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Olkoon 𝑢 joukon {𝑎, 𝑏, 𝑐} eräs yläraja. Tällöin 𝑎 ⪯ 𝑢 ja
𝑏 ⪯ 𝑢. Siis 𝑑 = 𝑎 ∨ 𝑏 ⪯ 𝑢. Koska 𝑐 ⪯ 𝑢, seuraa (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 = 𝑑 ∨ 𝑐 ⪯ 𝑢. Täten
(𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 on oltava pienin yläraja joukolle {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Joukon {𝑎, 𝑏, 𝑐} pienin
yläraja 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐) todistetaan vastaavasti. Siis 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐.

(3) Määritelmän mukaan 𝑎 ∨ 𝑎 on joukon {𝑎} pienin yläraja. Siis 𝑎 ∨ 𝑎 = 𝑎.

(4) Olkoon 𝑑 = 𝑎 ∧ 𝑏. Tällöin (3) perusteella 𝑎 ⪯ 𝑎 ∨ 𝑑. Toisaalta 𝑑 = 𝑎 ∧ 𝑏 ⪯ 𝑎,
joten 𝑎 ∨ 𝑑 ⪯ 𝑎. Täten 𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑎.

□

Lause 3.2. Olkoon 𝐻 epätyhjä joukko binäärioperaatioilla ∨ ja ∧, joka toteuttaa
vaihdannaisuus-, liitännäisyys-, idempotenttisuus- ja absorptiolait. Osittaisjärjestys
voidaan määritellä hilalle 𝐻 seuraavasti: 𝑎 ⪯ 𝑏, jos 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏. Edelleen 𝐻 on hila
relaatiolle ⪯, jos kaikille 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 määritellään, että pienin yläraja on 𝑎 ∨ 𝑏 ja
suurin alaraja on 𝑎 ∧ 𝑏.

Todistus. Osoitetaan joukon 𝐻 olevan osittain järjestetty joukko osoittamalla relaa-
tion ⪯ refleksiivisyys, antisymmetrisyys ja transitiivisuus.

(1) Koska 𝑎 ∨ 𝑎 = 𝑎 niin 𝑎 ⪯ 𝑎. Siis ⪯ on refleksiivinen.

(2) Olkoon 𝑎 ⪯ 𝑏 ja 𝑏 ⪯ 𝑎. Tällöin 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ja 𝑏 ∨ 𝑎 = 𝑎. Vaihdannaisuuslain
perusteella 𝑏 = 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 = 𝑎. Siis ⪯ on antisymmetrinen.

(3) Olkoon 𝑎 ⪯ 𝑏 ja 𝑏 ⪯ 𝑐. Tällöin 𝑎∨𝑏 = 𝑏 ja 𝑏∨𝑐 = 𝑐. Siis 𝑎∨𝑐 = 𝑎∨ (𝑏∨𝑐) =
(𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 = 𝑏 ∨ 𝑐 = 𝑐, eli 𝑎 ⪯ 𝑐. Siis ⪯ on transitiivinen.

Siis joukko 𝐻 relaatiolla ⪯ on osittain järjestetty joukko.
Osoitetaan seuraavaksi joukon 𝐻 olevan hila osoittamalla alkion 𝑎 ∨ 𝑏 olevan al-
kioiden 𝑎 ja 𝑏 pienin yläraja ja alkion 𝑎 ∧ 𝑏 alkioiden 𝑎 ja 𝑏 suurin alaraja. Koska
𝑎 = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑎 = 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏), seuraa että 𝑎 ⪯ 𝑎 ∨ 𝑏. Vastaavasti 𝑏 ⪯ 𝑎 ∨ 𝑏. Siis
𝑎 ∨ 𝑏 on alkioiden 𝑎 ja 𝑏 yläraja. Olkoon 𝑢 mikä tahansa muu yläraja alkioille 𝑎 ja
𝑏. Tällöin 𝑎 ⪯ 𝑢 ja 𝑏 ⪯ 𝑢. Toisaalta 𝑎 ∨ 𝑏 ⪯ 𝑢 koska

(𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑢 = 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑢) = 𝑎 ∨ 𝑢 = 𝑢.

Siis 𝑎 ∨ 𝑏 on pienin yläraja.
Osoitetaan seuraavaksi alkion 𝑎 ∧ 𝑏 olevan alkoiden a ja b suurin alaraja. Koska

𝑎 = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ 𝑎 = 𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏), seuraa että 𝑎 ∧ 𝑏 ⪯ 𝑎. Vastaavasti 𝑎 ∧ 𝑏 ⪯ 𝑏. Siis

11



𝑎 ∧ 𝑏 on alkioiden 𝑎 ja 𝑏 yläraja. Olkoon 𝑙 mikä tahansa muu alaraja alkioille 𝑎 ja 𝑏.
Tällöin 𝑙 ⪯ 𝑎 ja 𝑙 ⪯ 𝑏. Toisaalta 𝑙 ⪯ 𝑎 ∧ 𝑏 koska

(𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑙 = 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑙) = 𝑎 ∧ 𝑙 = 𝑙.

Siis 𝑎 ∧ 𝑏 on suurin alaraja.
□

Esimerkki 3.1. Esimerkin 2.2 potenssijoukko P(𝑋) on hila, sillä jokaiselle alkiopa-
rille 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃(𝑋) on olemassa pienin yläraja ja suurin alaraja. Tämä voidaan havaita
potenssijoukkoa P(𝑋) kuvaavasta Hassen diagrammista kuvassa 2.1.

Esimerkki 3.2. Esimerkin 2.3 potenssijoukko 𝑃(𝑋) on hila, sillä jokaiselle alkiopa-
rille 𝑎, 𝑏 ∈ P(𝑋) on olemassa pienin yläraja ja suurin alaraja. Tämä voidaan havaita
potenssijoukkoa 𝑃(𝑋) kuvaavasta Hassen diagrammista kuvassa 2.2.

𝑎

𝑏 𝑐

𝑑 𝑒

𝑓

Kuva 3.1. Esimerkki osittain järjestetystä joukosta, joka ei ole hila,
esitetty Hassen diagrammina.

Esimerkki 3.3. Tarkastellaan kuvassa 3.1 Hassen diagrammina esitettyä osittain
järjestettyä joukkoa. Joukko ei ole hila, sillä alkioille 𝑑 ja 𝑒 ei ole olemassa yksi-
käsitteistä pienintä ylärajaa. Alkioparin 𝑑, 𝑒 ylärajoja ovat 𝑎, 𝑏 ja 𝑐, sillä 𝑑, 𝑒 ⪯ 𝑎,
𝑑, 𝑒 ⪯ 𝑏 ja 𝑑, 𝑒 ⪯ 𝑐. Etsitään osittain järjestetyn joukon pienin yläraja. Nyt 𝑏 ⪯ 𝑎

ja 𝑐 ⪯ 𝑎, eli 𝑎 ei ole alkioparin 𝑑, 𝑒 pienin yläraja. Edelleen 𝑑, 𝑒 ⪯ 𝑏 ja 𝑑, 𝑒 ⪯ 𝑐,
𝑏 ⪯̸ 𝑐 ja 𝑐 ⪯̸ 𝑏. Siis kuvan 3.1 osittain järjestetyn joukon jokaiselle alkioparille ei
ole olemassa yksikäsitteistä pienintä ylärajaa, eikä joukko täten ole hila.
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3.2 Komplementti ja distributiivisuus

Tutkitaan joukon 𝑋 potenssijoukkoa P(𝑋) tarkemmin. Potenssijoukko on hila, joka
on osittain järjestetty joukko osajoukkorelaatiolla. Potenssijoukon määritelmän mu-
kaan potenssijoukon P(𝑋) suurin alkio on joukko 𝑋 , ja sen pienin alkio on tyhjä
joukko ∅. Jokaiselle joukolle 𝐴 potenssijoukossa P(𝑋) pätee 𝐴∩𝑋 = 𝐴 ja 𝐴∪∅ = 𝐴.
Tämä johtaa seuraavaan määritelmään hiloille.

Määritelmä 3.2. Alkiota 𝐼 kutsutaan osittain järjestetyn joukon 𝑋 suurimmaksi
alkioksi, jos 𝑎 ⪯ 𝐼 kaikille 𝑎 ∈ 𝑋 .

Määritelmä 3.3. Alkiota 𝑂 kutsutaan osittain järjestetyn joukon 𝑋 pienimmäksi
alkioksi, jos 𝑂 ⪯ 𝑎 kaikille 𝑎 ∈ 𝑋 .

Olkoon 𝐴 ∈ P(𝑋). Tiedetään, että joukon 𝐴 komplementti on

𝐴′ = 𝑋 \ 𝐴 = { 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋 and 𝑥 ∉ 𝐴 }.

Tiedetään, että 𝐴 ∪ 𝐴′ = 𝑋 ja 𝐴 ∩ 𝐴′ = ∅. Yleistetään esimerkki hiloille.

Määritelmä 3.4. Hila𝐻, jolla on suurin alkio 𝐼 ja pienin alkio𝑂, on komplementoitu,
jos jokaiselle 𝑎 ∈ 𝐻 on olemassa 𝑎′ siten, että 𝑎 ∨ 𝑎′ = 𝐼 ja 𝑎 ∧ 𝑎′ = 𝑂.

Esimerkki 3.4. Olkoon hila 𝐻 luvun 30 jakajista koostuva osittain järjestetty joukko
{1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} esimerkissä 2.4 määritellyllä relaatiolla. Nyt hila on komple-
mentoitu, sillä jokaiselle 𝑎 ∈ 𝐻 on olemassa komplementti 𝑎′ siten, että 𝑎 ∨ 𝑎′ = 𝐼

ja 𝑎 ∧ 𝑎′ = 𝑂. Merkitään alkiota a ja sen komplementtia 𝑎′ tässä parina (𝑎, 𝑎′). Hila
H on komplementoitu seuraavasti:

(1, 30), (2, 15), (3, 10), (5, 6), (6, 5), (10, 3), (15, 2), (30, 1).

Havainnollistetaan hilaa H Hassen diagrammina kuvassa 3.2.

Hilassa H binäärioperaatiot∨ ja∧ toteuttavat vaihdannaisuus- ja liitännäisyyslait.
Niiden ei kuitenkaan tarvitse toteuttaa distributiivisuuslakia

𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐).

Kuitenkin potenssijoukkoP(𝑋) toteuttaa distributiivisuuslain, sillä jos 𝐴, 𝐵,𝐶 ∈ P(𝑋),
niin

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶).
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30

15 6 10

3 5 2

1

Kuva 3.2. Luvun 30 jakajien muodostama joukko esimerkin 2.4 osittais-
järjestyksellä, esitetty Hassen diagrammina.

Määritelmä 3.5. Hilaa 𝐻 kutsutaan distributiiviseksi, jos seuraava distributiivisuus-
laki pätee:

𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐)

kaikille 𝑎, 𝑏,𝑐 ∈ 𝐻.

Lause 3.3. Hila 𝐻 on distribuutivinen jos ja vain jos

𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐)

kaikille 𝑎,𝑏,𝑐 ∈ 𝐻.

Todistus. =⇒ Oletetaan, että 𝐻 on distributiivinen hila. Silloin

𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑐)) ∨ (𝑏 ∧ 𝑐)

= 𝑎 ∨ ((𝑎 ∧ 𝑐) ∨ (𝑏 ∧ 𝑐))

= 𝑎 ∨ ((𝑐 ∧ 𝑎) ∨ (𝑐 ∧ 𝑏))

= 𝑎 ∨ (𝑐 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏))

= 𝑎 ∨ ((𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑐)

= ((𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑎) ∨ ((𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑐)

= (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐).

⇐= Tulos seuraa suoraan duaalisuusperiaatteesta. □

Esimerkki 3.5. Olkoon hila H esimerkissä 3.4 määritelty hila. Nyt hila on distributii-
vinen, sillä kaikille 𝑎,𝑏,𝑐 ∈ 𝐻 pätee määritelmässä 3.5 esitelty distributiivisuuslaki.
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4 Boolen algebrat

4.1 Boolen algebra

Määritelmä 4.1 (vrt. [2, s. 243]). Boolen algebra on hila 𝐵, jolla on suurin alkio 𝐼

ja pienin alkio 𝑂 ja joka on distributiivinen ja komplementoitu.

Lause 4.1. Joukko 𝐵 on Boolen algebra jos ja vain jos joukolle on olemassa binää-
rioperaatiot ∨ ja ∧ jotka toteuttavat seuraavat aksioomat:

1. 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 ja 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎, kun 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵.

2. 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 ja 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑐, kun 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐵.

3. 𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐) ja 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐), kun 𝑎, 𝑏,
𝑐 ∈ 𝐵.

4. Kaikille 𝑎 ∈ 𝐵 on olemassa 𝐼 ja 𝑂 siten, että 𝑎 ∨𝑂 = 𝑎 ja 𝑎 ∧ 𝐼 = 𝑎 .

5. Jokaiselle 𝑎 ∈ 𝐵 on olemassa 𝑎′ ∈ 𝐵 siten, että 𝑎 ∨ 𝑎′ = 𝐼 ja 𝑎 ∧ 𝑎′ = 𝑂.

Todistus (vrt. [2, s. 243–244]). =⇒ Olkoon 𝐵 joukko, joka toteuttaa lauseen 4.1 ak-
sioomat 1 − 5. Ensimmäinen idempotenttisuuslaki pätee, sillä

𝑎 = 𝑎 ∨𝑂

= 𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑎′)

= (𝑎 ∨ 𝑎) ∧ (𝑎 ∨ 𝑎′)

= (𝑎 ∨ 𝑎) ∧ 𝐼

= 𝑎 ∨ 𝑎.
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Ensimmäinen absorptiolaki pätee, sillä

𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏) = (𝑎 ∧ 𝐼) ∨ (𝑎 ∧ 𝑏)

= 𝑎 ∧ (𝐼 ∨ 𝑏)

= 𝑎 ∧ ((𝑏 ∨ 𝑏′) ∨ 𝑏)

= 𝑎 ∧ ((𝑏′ ∨ 𝑏) ∨ 𝑏)

= 𝑎 ∧ (𝑏′ ∨ (𝑏 ∨ 𝑏))

= 𝑎 ∧ (𝑏′ ∨ 𝑏)

= 𝑎 ∧ 𝐼

= 𝑎.

Toinen idempotenttisuuslaki ja absorptiolaki todistetaan vastaavasti. Koska 𝐵

toteuttaa lauseen 4.1 aksioomat 1 − 3, lauseen 3.2 ehdot toteutuvat. Täten joukon 𝐵

on oltava hila. Aksiooman 4 perusteella hila 𝐵 on distributiivinen hila.
Jokaiselle 𝑎 ∈ 𝐵,𝑂 ∨ 𝑎 = 𝑎. Siis 𝑂 ⪯ 𝑎, ja 𝑂 on hilan 𝐵 pienin alkio. Osoitetaan

alkion 𝐼 olevan hilan 𝐵 suurin alkio. Tiedetään, että 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ⇔ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎. Koska
𝑎 ∧ 𝐼 = 𝑎 kaikille 𝑎 ∈ 𝐵, saadaan absorptiolakeja käyttäen

𝑎 ∨ 𝐼 = (𝑎 ∧ 𝐼) ∨ 𝐼 = 𝐼 ∨ (𝐼 ∧ 𝑎) = 𝐼,

eli 𝑎 ⪯ 𝐼 kaikille 𝑎 ∈ 𝐵. Koska hila 𝐵 on komplementoitu lauseen 4.1 aksiooman 5
mukaan, on hila 𝐵 Boolen algebra.

⇐= Oletetaan joukon 𝐵 olevan Boolen algebra. Olkoon 𝐼 joukon 𝐵 suurin alkio
ja 𝑂 joukon 𝐵 pienin alkio. Jos määritellään joukolle {𝑎, 𝑏} pienimmäksi ylärajaksi
𝑎 ∨ 𝑏 ja suurimmaksi alarajaksi 𝑎 ∧ 𝑏, on 𝐵 Boolen algebra lauseen 3.2, lauseen 3.3
sekä oletuksen perusteella. □

Esimerkki 4.1. Olkoon hila𝐻 esimerkissä 3.4 määritelty hila. Koska hila on komple-
mentoitu (esimerkki 3.4) ja distributiivinen (esimerkki 3.5) on hila 𝐻 Boolen algebra
määritelmän 4.1 perusteella.

Esimerkki 4.2. Olkoon hila 𝐻 kuvassa 4.1 esitetty hila. Nyt hila 𝐻 ei ole Boolen
algebra, sillä se ei ole distributiivinen. Esimerkiksi 𝑑∧(𝑒∨ 𝑓 ) = 𝑑, (𝑑∧𝑒)∨(𝑑∧ 𝑓 ) =
𝑂.

Lause 4.2. Olkoon joukko 𝐵 Boolen algebra. Tällöin joukolla 𝐵 on yksikäsittei-
nen suurin alkio 𝐼 ja pienin alkio 𝑂. Lisäksi jokaisen 𝑎 ∈ 𝐵 komplementti 𝑎′ on
yksikäsitteinen alkio 𝑏 joukossa 𝐵, joka toteuttaa 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝐼 ja 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑂.
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𝐼

𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑂

Kuva 4.1. Esimerkki hilasta, joka ei ole Boolen algebra, esitetty Hassen
diagrammina.

Todistus (vrt. [1, s. 65–66]). Olkoon 𝑎 joukon 𝐵 alkio, missä 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 kaikille
𝑏 ∈ 𝐵. Tällöin 𝑎 = 𝑎 ∧ 𝑂 = 𝑂, joten pienin alkio 𝑂 on yksikäsitteinen. Olkoon
𝑎 joukon 𝐵 alkio, missä 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎 kaikille 𝑏 ∈ 𝐵. Tällöin 𝑎 = 𝑎 ∨ 𝐼 = 𝐼, joten
suurin alkio 𝐼 on yksikäsitteinen. Komplementin yksikäsitteisyyden todistamiseksi
huomataan, että kaikille 𝑎 ∈ 𝐵 pätee

𝑎 ∨𝑂 = 𝑎 ∨ (𝑎 ∧𝑂) = 𝑎, ja

𝑎 ∧ 𝐼 = 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝐼) = 𝑎

Oletetaan 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑂 ja 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝐼 jollekin 𝑏 ∈ 𝐵. Aiemman perusteella:

𝑏 = 𝑏 ∧ 𝐼

= 𝑏 ∧ (𝑎 ∨ 𝑎′)

= (𝑏 ∧ 𝑎) ∨ (𝑏 ∧ 𝑎′)

= 𝐼 ∨ (𝑏 ∧ 𝑎′)

= (𝑎 ∧ 𝑎′) ∨ (𝑏 ∧ 𝑎′)

= (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑎′

= 𝐼 ∧ 𝑎′

= 𝑎′,

eli 𝑏 = 𝑎′. □

4.2 Äärelliset Boolen algebrat

Pykälä pohjautuu lähteeseen [2, s. 245–247].
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Määritelmä 4.2. Boolen algebra on äärellinen Boolen algebra, jos se sisältää äärel-
lisen määrän alkioita.

Määritelmä 4.3. Olkoot 𝐵 ja 𝐶 Boolen algebroita. Bijektiivinen kuvaus 𝜙 : 𝐵 → 𝐶

on Boolen algebrojen isomorfismi, jos

𝜙(𝑎 ∨ 𝑏) = 𝜙(𝑎) ∨ 𝜙(𝑏)

𝜙(𝑎 ∧ 𝑏) = 𝜙(𝑎) ∧ 𝜙(𝑏)

kaikille 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵.

Osoitetaan, että mikä tahansa äärellinen Boolen algebra on isomorfinen Boolen
algebraan, joka saadaan ottamalla jonkin äärellisen joukon X potenssijoukko. Tämän
todistamisen avuksi alla esitellään määritelmiä ja apulauseita.

Määritelmä 4.4. Olkoon 𝐵 äärellinen Boolen algebra. Alkio 𝑎 ∈ 𝐵 on joukon 𝐵

atomi, jos 𝑎 ≠ 𝑂 sekä 𝑎∧𝑏 = 𝑎 tai 𝑎∧𝑏 = 𝑂 kaikille 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑏 ≠ 𝑂. Ekvivalenttisesti
alkio 𝑎 on joukon 𝐵 atomi, jos ei ole olemassa alkiota 𝑏 ∈ 𝐵 jolle 𝑏 ≠ 𝑎 ja 𝑏 ≠ 𝑂

siten, että 𝑂 ⪯ 𝑏 ⪯ 𝑎.

Esimerkki 4.3. Olkoon 𝐵 esimerkin 4.1 Boolen algebra. Selvästi 𝐵 on äärellinen
Boolen algebra. Boolen algebran 𝐵 atomeita ovat määritelmän 4.4 mukaisesti alkiot
2, 3 ja 5.

Apulause 4.1. Olkoon 𝐵 äärellinen Boolen algebra. Jos 𝑏 ∈ 𝐵 ja 𝑏 ≠ 𝑂, niin on
olemassa atomi 𝑎 ∈ 𝐵 siten, että 𝑎 ⪯ 𝑏

Todistus. Jos 𝑏 on atomi, olkoon 𝑎 = 𝑏. Muussa tapauksessa valitaan alkio 𝑏1 ≠ 𝑂

ja 𝑏1 ≠ 𝑏 siten, että 𝑏1 ⪯ 𝑏. Tämä on mahdollista, sillä tiedetään, että 𝑏 ei ole atomi.
Jos 𝑏1 on atomi, on todistus valmis. Muussa tapauksessa valitaan alkio 𝑏2 ≠ 𝑂 ja
𝑏2 ≠ 𝑏 siten, että 𝑏2 ⪯ 𝑏1. Taas jos 𝑏2 ei ole atomi, olkoon 𝑎 = 𝑏2. Tätä prosessia
jatkamalla syntyy ketju

𝑂 ⪯ · · · ⪯ 𝑏3 ⪯ 𝑏2 ⪯ 𝑏1 ⪯ 𝑏.

Koska 𝐵 on äärellinen Boolen algebra, tämän ketjun täytyy olla äärellinen. Siis
jollekin positiiviselle kokonaisluvulle 𝑘 on 𝑏𝑘 atomi. Olkoon 𝑎 = 𝑏𝑘 . □

Apulause 4.2. Olkoot 𝑎 ja 𝑏 atomeja äärellisessä Boolen algebrassa 𝐵 siten, että
𝑎 ≠ 𝑏. Tällöin 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑂.
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Todistus. Koska 𝑎 ∧ 𝑏 on alkioiden a ja b suurin alaraja, tiedetään, että 𝑎 ∧ 𝑏 ⪯ 𝑎.
Täten joko 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 tai 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑂. Toisaalta jos 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎, niin joko 𝑎 ⪯ 𝑏 tai
𝑎 = 𝑂. Kussakin tapauksessa päädytään ristiriitaan, sillä 𝑎 ja 𝑏 ovat atomeja. Siis
𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑂. □

Apulause 4.3. Olkoon 𝐵 Boolen algebra ja olkoot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵. Seuraavat tulokset ovat
keskenään ekvivalentteja:

(1) 𝑎 ⪯ 𝑏.

(2) 𝑎 ∧ 𝑎′ = 𝑂.

(3) 𝑎′ ∨ 𝑏 = 𝐼.

Todistus. (1) ⇒ (2). Jos 𝑎 ⪯ 𝑏, niin 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏. Tällöin

𝑎 ∧ 𝑏′ = 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏)′

= 𝑎 ∧ (𝑎′ ∧ 𝑏′)

= (𝑎 ∧ 𝑎′) ∧ 𝑏′

= 𝑂 ∧ 𝑏′

= 𝑂.

(2) ⇒ (3). Jos 𝑎 ∧ 𝑏′ = 𝑂, niin 𝑎′ ∨ 𝑏′ = (𝑎 ∨ 𝑏′)′ = 𝑂′ = 𝐼.
(3) ⇒ (1). Jos 𝑎′ ∨ 𝑏 = 𝐼, niin

𝑎 = 𝑎 ∧ (𝑎′ ∨ 𝑏)

= (𝑎 ∧ 𝑎′) ∨ (𝑎 ∧ 𝑏)

= 𝑂 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏)

= 𝑎 ∧ 𝑏.

Siis 𝑎 ⪯ 𝑏. □

Apulause 4.4. Olkoon 𝐵 Boolen algebra ja olkoon joukossa 𝐵 sellaiset 𝑏 ja 𝑐, että
𝑏 ⪯̸ 𝑐. Tällöin on olemassa atomi 𝑎 ∈ 𝐵 siten, että 𝑎 ⪯ 𝑏 ja 𝑎 ⪯̸ 𝑐.

Todistus. Apulauseen 4.3 perusteella 𝑏∨ 𝑐′ ≠ 𝑂. Siis on olemassa atomi 𝑎 siten, että
𝑎 ⪯ 𝑏 ∧ 𝑐′. Täten 𝑎 ⪯ 𝑏 ja 𝑎 ⪯̸ 𝑐. □

Apulause 4.5. Olkoon 𝑏 ∈ 𝐵 ja olkoot 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 Boolen algebran 𝐵 kaikki ne
atomit siten, että 𝑎𝑖 ⪯ 𝑏. Tällöin 𝑏 = 𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛. Edelleen jos 𝑎, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ovat
Boolen algebran B atomeja siten, että 𝑎 ⪯ 𝑏, 𝑎𝑖 ⪯ 𝑏 ja 𝑏 = 𝑎 ∨ 𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛, niin
𝑎 = 𝑎𝑖 jollekin 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

19



Todistus. Olkoon 𝑏1 = 𝑎1∨· · ·∨𝑎𝑛. Koska 𝑎𝑖 ⪯ 𝑏 jokaiselle 𝑖, tiedetään että 𝑏1 ⪯ 𝑏.
Jos voidaan osoittaa, että 𝑏 ⪯ 𝑏1, niin apulause on tosi antisymmetrian perusteella.
Oletetaan 𝑏 ⪯̸ 𝑏1. Tällöin on olemassa atomi 𝑎 siten, että 𝑎 ⪯ 𝑏 ja 𝑎 ⪯̸ 𝑏1. Koska 𝑎

on atomi ja 𝑎 ⪯ 𝑏, saadaan 𝑎 = 𝑎𝑖 jollekin 𝑎𝑖. Tämä ei kuitenkaan ole mahdollista,
sillä silloin olisi 𝑎 ⪯ 𝑏1, joka on ristiriidassa aikaisemman kanssa. Täten 𝑏 ⪯ 𝑏1.
Oletetaan nyt 𝑏 = 𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛. Jos 𝑎 on atomi ja 𝑎 ⪯ 𝑏, niin

𝑎 = 𝑎 ∧ 𝑏

= 𝑎 ∧ (𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛)

= (𝑎 ∧ 𝑎1) ∨ · · · ∨ (𝑎 ∧ 𝑎𝑛).

Nyt jollekin 𝑎𝑖 pätee 𝑎 ∧ 𝑎𝑖 = 𝑎, muutoin 𝑎 ∧ 𝑎𝑖 = 𝑂. Siis lemman 4.2 perusteella
𝑎 = 𝑎𝑖 jollekin 𝑖. □

Lause 4.3. Olkoon 𝐵 äärellinen Boolen algebra. Tällöin on olemassa joukko 𝑋 siten,
että 𝐵 on isomorfinen potenssijoukon P(𝑋) kanssa.

Todistus. Osoitetaan, että B on isomorfinen potenssijoukon P(𝑋) kanssa, missä
joukko X on Boolen algebran B atomeista koostuva joukko. Olkoon 𝑎 ∈ 𝐵. Nyt
apulauseen 4.5 perusteella voidaan alkio 𝑎 merkitä yksikäsitteisesti 𝑎 = 𝑎1∨· · ·∨𝑎𝑛,
kun 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋 . Täten kuvaus 𝜙 : 𝐵 → P(𝑋) voidaan määritellä seuraavasti:

𝜙(𝑎) = 𝜙(𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛) = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}.

Selvasti 𝜙 on surjektio.
Olkoot nyt 𝑎 = 𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛 ja 𝑏 = 𝑏1 ∨ · · · ∨ 𝑏𝑚 Boolen algebran B alkioita, missä
jokainen 𝑎𝑖 ja 𝑏𝑖 ovat atomeita. Jos 𝜙(𝑎) = 𝜙(𝑏), niin {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} = {𝑏1, . . . , 𝑏𝑚},
eli 𝑎 = 𝑏. Täten 𝜙 on injektio.
Nyt 𝑎 ∨ 𝑏 säilyy kuvauksessa 𝜙, sillä

𝜙(𝑎 ∨ 𝑏) = 𝜙(𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛 ∨ 𝑏1 ∨ · · · ∨ 𝑏𝑚)

= {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚}

= {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} ∪ {𝑏1, . . . , 𝑏𝑚}

= 𝜙(𝑎1 ∨ · · · ∨ 𝑎𝑛) ∪ 𝜙(𝑏1 ∨ · · · ∨ 𝑏𝑚)

= 𝜙(𝑎) ∪ 𝜙(𝑏)

Vastaavasti 𝜙(𝑎 ∧ 𝑏) = 𝜙(𝑎) ∩ 𝜙(𝑏). Siis äärellinen Boolen algebra on aina isomor-
finen jonkin potenssijoukon P(𝑋) kanssa. □
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Esimerkki 4.4. Tarkastellaan esimerkin 4.1 Boolen algebraa 𝐵 sekä esimerkin 2.2
potenssijoukkoa P(𝑋). Boolen algebra 𝐵 on isomorfinen potenssijoukon P(𝑋) kans-
sa määritelmän 4.3 mukaisesti.
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