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Alkusanat

Innostuksen formaaleihin kieliin sain jo opintojeni toisena vuotena kun kévin
vanhan Tampereen yliopiston Automaatit I -kurssin. Formaalit kielet ja erilai-
set laskennan mallit todella suorastaan koukuttivat, minké vuoksi kurssin har-
joitustyo paisui melkein kandidaatin tutkielman pituiseksi. Jonne Iso-Tuiskun
innoittamana péaétin lopulta tehda kandidaatin tutkielman &dérellisen automaa-
tin minimoinnista. Maisteriopintojen aikana huomasin logiikan ja malliteorian
olevan kiinnostavia, joten téydensin opintojani kdymall& niihin liittyvid kurs-
seja.

Téamén tutkielman aihetta pohdittaessa ohjaajani Lauri Hellan kanssa ker-
roin, ettd formaalit kielet kiehtovat itseéni, josta syntyi idea tarkastella konteks-
tivapaiden kielten vaativuusteoriaa sekd semanttisia peleja. Kontekstivapaiden
kielten semanttisiin peliin 16ytyi yhteys Hintikan ensimméisen kertaluvun lo-
giikan semanttisista peleista.

Myohemmin tutkielmani laajeni sadnnollisiin sekd konjunktiivisiin kieliin.
Konjunktiivisiin kieliin torméasin sattumalta etsiesséni tietoa ja mielenkiintoi-
sia artikkeleita tutkielmaani varten. Tamén jilkeen tormésin edelleen Boolen
kielioppiin, mutta niiden semantiikasta en innostunut. Konjunktiivissa kielissa
huomasin olevan paljon avoimia ongelmia ja erityisesti niiden vaativuusteorias-
ta ei tiedetty paljon. Rakastamaani automaatioteoriaa paétin hyodyntéa tassa
vaiheessa ja onnistuin 16ytamaédn yhteyden kahden eli pinoautomaatin variaa-
tion valilla. Konjunktiivisille kielille en onnistunut 16ytédmaéaéan loogista karakte-
risointia. Tutkielma herétti myos jatkokysymyksid, joihin toivon myohemmin
palaavani.

Tahdon kiittda erityisesti tutkielmani ohjaajaa Lauri Hellaa keskusteluista
ja ideoista téata tutkielmaa varten. Kiitdn my6s perhettani tuesta ja kannus-
tuksesta opintojeni aikana seké opiskelutovereitani matemaattisista keskuste-
luista sekéd vapaa-ajalla rentoutumisesta. En olisi uskonut kun ldhdin sokeasti
matematiikka opiskelemaan, ettd innostun jostain alasta néin paljon.
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1 Johdanto

Formaalien kielien tutkimuksessa on jo pitkd historia niin matematiikan kuin
tietojenkasittelytieteiden tutkimuksessa. Automaattiteoria ja sen myota kuvai-
leva vaativuusteoria liittyvit ldheisesti formaaleihin kieliin. Tutkimus néilla
aloilla on edelleen aktiivista, silla uusia laskennan malleja seké erilaisten kieli-
perheiden ominaisuuksia tutkitaan edelleen. N&illd on usein motivaationa ym-
martad kieliperheiden hierarkiaa tai erilaisten laskennan mallien ominaisuuk-
sia, jotka puolestaan voivat auttaa ymméartaméaan erilaisia logiikkoja [8]. For-
maaleilla kielilld on my6s mielenkiintoisia pelillisid ominaisuuksia, joita ollaan
viime aikoina tutkittu esimerkiksi artikkeleissa [20] ja [22]. Pelien motivaationa
on usein antaa erilainen ja mielekis lahestymistapa vaikeaan ongelmaa.

Tutkielmassa tarkastellaan sadnnollisid, kontekstivapaita sekd konjunktii-
visia kielid téssé jarjestyksessa kutakin omassa kappaleessaan. Kukin kappale
alkaa perusominaisuuksien esittelylla, jonka jélkeen tarkastellaan niiden peleja
seké vaativuusteoriaa.

Semanttisella pelilld tarkoitetaan pelid, joka karakterisoi kieliperheen. Tés-
sd tutkielmassa laaditut semanttiset pelit ovat suhteellisen luonnollisia, mutta
niistd ei onnistuttu 16ytaméadn mitddan jo valmiiksi julkaistua artikkelia. Tut-
kielmassa yritettiin myos laatia Ehrenfeucht—Fraissé-peli (EF-peli) kontekstiva-
paille kielille, mutta téssa ei valitettavasti onnistuttu. EF-peleilld voi tunnetusti
todistaa méaaritteleméattomyystuloksia.

Ensimmainen merkittava kuvailevan vaativuusteorian tuloksen todisti Ric-
hard Biichi 1960-luvulla. Biichi todisti, ettd toisen kertaluvun logiikan eli lo-
giikan SO fragmentti MSO karaktrerisoi sdannolliset kielet eli kieli on saén-
nollinen jos ja vain jos se on ilmaistavissa logiikassa MSO. My6hemmin krak-
terisointeja ollaan loydetty muille kieliperheille kuten kontekstivapaille kielille
[15]. Tadméan tutkielman erés tarkoitus oli 16ytdad looginen karakterisointi vé-
hemmaén tutkituille konjunktiivisille kielille, jonka esitteli ensimmaéisen kerran
Alexander Okhotin vuonna 2000 ja mychemmin artikkelissa [I8]. Valitettavasti
tassa tutkielmassa ei onnistuttu loytdmaéan loogista karakterisointia konjunk-
tiivisille kielille, mutta sen sijaan tarkasteltiin tdméan kieliperheen alaluokkaa.
Tutkielmassa onnistuttiin 1oyta4én yhteys kahden pinoautomaatin [4][I] vari-
aation valille viimeisessa kappaleessa, jonka kautta saatiin alaluokalle looginen
karakterisointi.

Lukijalta oletetaan perustiedot logiikasta, malliteoriasta ja formaaleista kie-
listé, vaikka ne téassa tutkielmassa suppeasti esitelladnkin toisessa kappaleessa.
Aiheeseen liittyvddn kirjallisuuteen suositellaan teoksia [12] ja [16].



2 Alkuvalmisteluja

Téassé kappaleessa esitellaan kasitteitd seké tarvittavia merkintoja.

2.1 Formaalit kielet

Suurin osa tdméan osion merkinndistd ja tarvittavista kasitteista 10ytyy kirjas-
ta [12]. Aakkosto on joukko merkkeji eli symboleja joihin ei liiteta tulkintaa.
Tassé tutkielmassa aakkosto on aina aérellinen. Merkkijono on darellinen jono
merkkejé ja kieli on kokoelma merkkijonoja. Formaalit kielet ovat kokoelma
merkkijonoja, jotka noudattavat joitakin tiettyja sddntoja. Formaaleissa kielis-
sd ollaan usein rajoitettu miten kielen merkkijonoja voidaan muodostaa. Téassa
tutkielmassa tutustaan kolmeen eri tyyppiseen formaaliin kieleen: sddnndllisiin,
kontekstivapaisitn ja konjunktiivisiin.
Tutkielmassa kiytettyja merkintojé.

o [n] ={1,2,... ,n}.

e ¢ = tyhja merkkijono.

|w| := merkkijonon w pituus.

|wl, == merkkijonossa w esiintyvien merkkien a lukumé&éara.

e AT := aakkoston A kaikkien ddrellisten merkkijonojen joukko.

A* = At U {e}.

Ao = AU {e}.
e Jos L ja K ovat kielid, niin L- K ={v-u|veLue K}
e Jos L on kieli, niin L* == {w; -+ w, | wy,...,w, € Lyn € Z; } U {e}.

Esimerkki 2.1. Kieli
{w € {a,b}" | merkkijonossa w esiintyy merkki a tasan kerran }

on formaali kieli.

Formaalien kielien hierarkiasta ensimméainen merkittéavan esityksen julkai-
si Chomsky [5] 1950-luvulla. My6hemmin hierarkiaa ollaan taydennetty useilla
kieliperheilld. Téméan tutkielman lopussa tarkastellaan kontekstivapaiden kiel-
ten laajennusta niin kutsuttua konjunktiivisia kielid [18], joista ei viela tiedeté
paljon. Konjunktiiviset kielet asettuvat johonkin kontekstivapaiden ja konteks-
tisten kielten valiin. Nimittain vield ei olla 10ydetty kontekstista kieltd, joka ei
olisi konjunktiivinen [I§|. Alla kuva kieliperheiden hierarkiasta.



Kontekstiset

2.2 Malliteoriaa ja logiikoita

Suurin osa tdmén osion merkinndista ja tarvittavista kisitteista 16ytyy kirjasta
[16]. Termisté T on kokoelma vakiosymboleja, relaatiosymboleja ja funktiosym-
boleja. Termiston sanotaan olevan relationaalinen, jos se sisdltda vain relaatio-
symboleja. Termistod eroaa aakkostosta siind mielessé, ettéd jokaiseen symboliin
liitetddn tulkinta. Termiston 7 malli (tai 7-malli) on pari A = (A, T'), missé
A on mallin universumi ja T on tulkintafunktio, joka antaa tulkinnan jokai-
selle termiston 7 symbolille seuraavasti. Universumia voidaan merkitd myos
Dom(2l) := A. Jokaiseen termiston vakiosymboliin liitetdén jokin universumin
alkio, jokaiseen k-paikkaiseen funktiosymboliin liitetdin kuvaus A* — A ja
jokaiseen k-paikkaiseen relaatioon liitetdén k-paikkainen universumin A relaa-
tio. Jos s € 7, niin tulkintaa mallissa 2 merkitddn lyhyesti s®. Lisiiksi mallia
voidaan merkita lyhyesti jonona

missd 7 = {s1,..., S, }.
Olkoon ¥ = {oy,...,0,} aakkosto. Aakkostoa A vastaava termisté on

 ={<}U{P,|oce A}.
Merkkijonon w € A* sanamalli on termiston 7 malli

Ap = ({0,..., |w| =1}, P2e ... Ple <o),

(o T

missi <% on universumin Dom(2l) luonnollinen jirjestys ja jokaisella i € [n]
pétee j € Pfiw jos ja vain jos merkkijonossa w paikalla j on merkki o;. Merki-
tasan lisaksi

STR]7] on kaikkien merkiston 7 &érellisten mallien luokka.

Téassé tutkielmassa ei tarkastella kuin aérellisia malleja.

Esimerkki 2.2. Merkkijonon abba € {a,b}* sanamalli on
A= ({0,1,2,3}, P* B, <),

missid P2 = {0,3} ja B* = {1,2}.



Miéritelmi 2.2.1. Olkoot 2 = (A, ¥, ..., R¥ ... R fl ..., fjaB =

Y n)
(B,cE,...,c® R®, ... ,RE, fB, ..., f®) termiston 7 malleja. Isomorfismi mal-

Y n

lien A ja B vililla on kuvaus g: A — B, joka tédyttaa seuraavat ehdot.

e Kuvaus g on bijektio.

e Jokaisella vakiosymbolilla ¢;, i € [n] pitee g(c?) = cF.

e Jokaisella relaatiosymbolilla R;, i € [m], jonka paikkaluku on k ja jo-
kaisella jonolla (ay,...,a;) € AF pitee (a1,...,ar) € R jos ja vain jos
(9(ar), ..., g(a)) € RY.

e Jokaisella funktiosymbolilla f;, i € [s], jonka paikkaluku on k ja jokaisella
jonolla (ay,...,a) € A* seki alkiolla a € A pitee f*(ay,...,ax) = a jos

ja vain jos f¥(g(a1), . ... g(ar)) = g(a).
Jos g on isomorfismi mallien 2 ja B vililla, niin merkitdan g: A = B. Merki-

tadn A = B, jos on olemassa isomorfismi mallien vélilld, jolloin voidaan sanoa,
ettd mallit ovat isomorfisia.

Olkoon VAR = {v; | i € N} numeroituvasti dareton joukko muuttujia. Tut-
kielmassa kiytetetddn myos metamuuttujia {x,y, z,...} viittaamaan johonkin
joukon VAR muuttujaan. Madritelladn termiston 7 ensimmdisen kertaluvun
logiikan eli logiikan FO[r] termit ja kaavat rekursiivisesti.

e Jokainen muuttuja x on termi.
e Jokainen vakiosymboli ¢ € 7 on termi.

e Jos t1,...,tx ovat termeji ja f on funktiosymboli, jonka paikkaluku on
k, niin f(t1,...,t;) € 7 on termi.

e Jos t1 ja ty ovat termeja, niin t; = to on (atomi)kaava.

e Jos ty1,...,t, ovat termejé ja R on relaatiosymboli, jonka paikkaluku on
k, niin R(ty,..., ;) on (atomi)kaava.

e Jos ¢ ja ¢y ovat kaavoja, niin (¢ A ¢2), (1 V ¢2) ja —¢1 ovat kaavoja.
e Jos ¢ on kaava, niin dz¢ ja Vx¢ ovat kaavoja.

Tutkielmassa oletetaan lyhenteet kaavoille Vo, (¢1 V ¢2), (¢1 — ¢2) ja (¢1 <>
¢9) tunnetuiksi. Sulkuja voidaan jattaa kirjoittamatta kunhan semantiikka ei
kdrsi. Jos S on joukko kaavoja, niin Boolen sulkeuma BC(S) on joukon S sul-
keuma konnektiivien A, V ja — suhteen. Vastaavasti BC"(S) on joukon S sul-
keuma konnektiivien A ja V suhteen.

Kaavan vapaat muuttujat maaritellaan rekursiivisesti seuraavasti.

e Muuttuja yksindén on vapaa muuttuja ja vakiosymboli ei ole vapaa muut-

tuja.
e Josty,..., 1t ovat termejé, niin termin f(¢y, ..., %) vapaat muuttujat ovat
termien tq, ..., t; vapaat muuttujat.



e Jos t; ja ty ovat termejd, niin kaavan t; = ty vapaat muuttujat ovat
termien t; ja to vapaat muuttujat.

e Jos ty,...,t; ovat termejd, niin kaavan R(ti,...,t;) vapaat muuttujat
ovat termien tq,...,t; vapaat muuttujat.

e Kaavan —¢ vapaat muuttujat ovat kaavan ¢ vapaat muuttujat. Kaavan
1 A @2 vapaat muuttujat ovat kaavojen ¢ ja ¢o vapaat muuttujat. Vas-
taavasti ¢1 V ¢o.

e Kaavan dx¢ vapaat muuttujat ovat kaavan ¢ vapaat muuttujat lukuu-
nottamatta muuttujaa x. Vastaavsti V.

Muuttujia jotka eivat ole vapaita sanotaan sidotuiksi. Kaavaa jossa ei ole va-
paita muuttujia sanotaan lauseeksi.

Olkoon 2l aakkoston 7 malli. Merkitdén # tarkoittamaan jonoa (z1,...,x,)
muuttujia. Jos termin ¢ vapaat muuttujat ovat Z, niin merkitdén ¢(Z). Vas-
taavasti kaavoilla merkitdéan ¢(Z). Merkintd sallitaan vaikka kaikki jonon 7
muuttujat eivit esiintyisi vapaana termissa tai kaavassa.

Olkoon @ € A™. Méiritelldsin seuraavaksi termin ¢ tulkinta t*(@) mallissa 2l
seké, annetaan kaavan totuusmédritelma 2 = ¢(a@).

e Jos t on vakiosymobli ¢, niin silloin termin tulkinta mallissa 2( on c*.

e Jos t on muuttuja z;, niin silloin termin #*(@) tulkinta mallissa 2 on a;.

e Jos t on muotoa f(ty,...,t), niin termin t*(@) tulkinta on
(@), ... . 5(@)).

o A= (t; = ty)(a) jos ja vain jos t1(a@) = t3(a).

o A= R(ty,..., 1) (@) jos ja vain jos (£3(a@),...,t5r(@)) € R*.
o 2 = —¢(a) jos ja vain jos A = ¢(d).

o A = ¢1(a) N (@) jos ja vain jos A = ¢1(@) ja A = ¢o(d).
o A= ¢1(a) V ¢o(d) jos ja vain jos A = ¢1(d) tai A = ¢o(a).

e Jos (%) = Jy¢(y, ¥), niin A |= ¢ (a) jos ja vain jos on olemassa sellainen
a € A, ettd A = ¢(d, a)

~—

e Jos (%) = Yyo(y,Z), niin A = ¥(d) jos ja vain jos jokaisella ¢’ € A
pétee, etta A = ¢(d, @)

Kaavojen ¢1 — ¢9 ja ¢1 <> ¢9 totuusmaaritelméat menevit luonnollisesti. Mi-
kéili halutaan korostaa mikd symboli tulkitaan milldkin universumin alkiolla,
voidaan merkitd t*[a;/zy,. .., a,/x,] = t*(@). Vastaavaa merkintii voidaan
soveltaa kaavoihin ¢[ai/x1,...,a,/x,] = ¢(d). Tietyt kaavojen lyhennykset
oletetaan myos tunnetuksi kuten ¢ # to == —(t; = ta).

Monadisen toisen kertaluvun logiikan kaavat eli logiikan MSO kaavat saa-
daan kvantifioimalla toisen kertaluvun muuttujia { X; | ¢ € N}, joiden paikka-
luku on yksi. Tulkinta ja totuusméaritelmé laajennetaan luonnollisesti. Olkoon



A malli ja B € P(A)". Jos t on toisen kertaluvun muuttuja X;, niin termin
t%(B) tulkinta mallissa A on B;. Jos ¢(Z, X) = Y ¢(Z,Y, X), niin A = (a@, B)
jos ja vain jos on olemassa sellainen B’ C A, ettd 2 | ¢(a, B, B) Vastaavalla
tavalla annetaan totuusmadritelmé kaavalle VY ¢(Z,Y, X ).
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3 Saannollisista kielista

Aloitetaan formaalien kielien tarkastelu sddnndllisistd kielistd. Saannollinen
viittaa siihen, ettd merkkijonojen muodostus kielesséd on aina péaateltavissa ja
erityisesti sdannot kielille ovat yksinkertaisia. Kappele aloitetaan méaarittele-
maélld sdaannolliset kielet, jonka jalkeen niiden pelillisia ominaisuuksia tarkas-
tellaan. Osoittautuu, ettd sdannollisilla kielilld on hyvia pelillisid ominaisuuk-
sia. Semanttinen peli on hyvin luonnollinen, mutta siité ei toistaiseksi 16ytynyt
mitaan julkaisua. Erilaisiin peleihin voi tutustua lahteista [22] ja [20], joista
ensimmaista kisitelldan téssa tutkielmassa.

3.1 Saannollisista lausekkeista

Maaritelma 3.1.1. Olkoon ¥ aakkosto. Sddnndllisten lausekkeiden joukko
RE(X) on pienin sellainen joukko, jolle pétee seuraavat ehdot.

1. 0 € RE(Y).

2. 1 € RE(®).

3. a € ¥=aecRE®Z).

4. r;s € RE(X) = r + s € RE(Y).

5. r,s € RE(X) = rs € RE(X).

6. r € RE(X) = r* € RE(X) (Kleenen tdhti) .

Jos tarkkoja ollaan, niin lausekkeisiin 7 + s ja rs on sidottu yleensé sulutus (tai
muu yksikésitteinen esitys), kuten (r+s) ja (rs). Téssé tutkielmassa ei kuiten-
kaan sulutuksia kiytetd, mutta myohemmin peleja maariteltaessa on oleellista,
ettd esitys on yksikésitteinen. Aakkoston merkkiéd vastaa suoraan siis sadnnol-
linen lauseke eiké niitéd ole tarpeen téssa tutkielmassa erotella.

Maaritelma 3.1.2. Tulkinta eli sdannollisten lausekkeiden tuottama kieli maa-
ritelldén rekursiivisesti funktion L: RE(X) — P(X*) avulla.

1. L

2. L

r-s)=L(r)-L(s)={u-v|ueL(r)veL(s)}.

<
_|_
V2)

~—
I

L(r)uU L(s).

r*) = L(r)* = {wy - wy- - wy | wr, ..., w, € L(r),n € N} U{e}.

11



Kieli on sddanndllinen tasmaélleen silloin jos se on sdannollisen lausekkeen tuot-
tama.

Tulkinnasta huomaa, etta esitys on lievésti naiivi, silld merkkijonot samais-
tetaan sdannollisten lausekkeiden kanssa, mutta tdmé on varsin yleista kirjal-
lisuudessa. Jos ollaan tarkkoja, niin X ei saa sisaltdd sddnnollisten lausekkei-
den merkkeja {0, 1, +, *}. Sen sijaan erottelemme tyhjan merkkijonon ja tyhjan
kielen uusilla symboleilla. Téall6in esimerkiksi r # r1.

Sannollisille lausekkeille tunnetaan monia algebrallisia ominaisuuksia, joita
ei tassd tutkielmassa niiden laajuuden vuoksi esitelld ja ne voidaan olettaa
tunnetuiksi. Luetellaan kuitenkin ominaisuuksia, joiden suhteen saddnnolliset
kielet ovat suljettuja.

Lause 3.1. Sddanndlliset kielet ovat suljettuja seuraavien ominaisuuksien suh-
teen.

1. Kahden sddannollisen kielen leikkaus on sdanndllinen kiels.
2. Kahden sdanndéllisen kielen yhdiste on sdadnnollinen kieli.
3. Sdadnndllisen kielen komplementti on sddnnéllinen kieli.
4. Kahden sddnnollisen kielen erotus on sddnnollinen kieli.

Edellisen lauseen perusteella saadaan hyvin luonteva "laajennus” saannolli-
sille kielille. Yleistettyjen sadnndllisten lausekkeiden joukko GRE(X) on pienin
sellainen joukko, jolle pitee seuraavat ehdot méaritelman ehtojen lisdksi.

1. r;s € GRE(X) = rns € GRE(X).
2. r € GRE(X) = —r € GRE(Y).

Jélleen oletetaan, ettd X on erillinen my6s néistd uusista merkeistd {N, —}.
Vastaavasti tulkinta néille uusille merkinnéille on.

1. L(rns) = L(r)N L(s).
2. L(=r)=%*\ L(r).

Huomaa, ettd negaation tapauksessa kieli riippuu aakostosta .. Liséki yleistet-
tyjen sadnnollisten lausekkeiden ilmaisuvoima pysyy itse asiassa tédysin samana
kuin sdannollisten lausekkeiden, mutta yleistetyilla sdannollisilla lausekkeilla on
huomattavasti tehokkaampaa maéritella kielid kuin sdédnnéllisilla lausekkeilla.

3.2 Semanttinen peli

Ensimmaisend esitelladn sadnnollisten kielten niin kutsuttu semanttinen peli.
Yieistetty sadnnollisen lausekkeen peli on kahden pelaajan peli pelaajien I
ja II valilla. Pelaajilla on kiytosséd aakkoston X yleistetty sdanndllinen lauseke
r € GRE(Y) sekd pelattava merkkijono w € 3*. Pelin idea on kertoa voiko
annetulla yleistetylla sdannollisella lausekkeella tuottaa kyseisen merkkijonon.
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Pelaaja 1 kdytannossa paattda mitd haaraa kyseisessd merkkijonon johdosta
tarkastellaan ja pelaaja II kdytdnnossa pilkkoo merkkijonon w oikein. Peliin
liitetddn myos bitti b € {0, 1} kertomaan, mité roolia kukin pelaaja pelaa. Pelin
tilanne on siis kolmikko (r,w,b), missd r € GRE(X), w € ¥* ja b € {0,1}.

Pelin alku

Pelin alkutilanne on (rg,wg,b) ja se on pelin niin sanottu nollatilanne. Pelin
alussa on siis valittu jokin yleistetty sddnnéllinen lauseke o € GRE(X), merk-
kijono wy € ¥* sekd bitti b € {0, 1}, joka kertoo milld rooleilla pelaajat aloitta-
vat (tdssd tutkielmassa yleensd b = 0). Pelin tilanteen yleistettyéd sdannollista
lauseketta ja merkkijonoa voidaan merkitéd alaindeksilld tarvittaessa.

Pelin kierros

Olkoon pelin tilanne (7, w, 0). Kierroksen alussa katsotaan yleistettyn sdannol-
lisen lausekkeen r rakennetta. Jolloin saadaan viisi tapausta:

1. Pelaaja I pelaa +-sitrron tdsmalleen silloin kun r = s + ¢, jollain s,t €
GRE(Y).

2. Pelaaja I pelaa N-suirron tasmaélleen silloin kun » = s N ¢, jollain s,t €

GRE(Y).

3. Pelaaja I pelaa vaihtosiirron tédsmalleen silloin kun r = —s, jollain s €
GRE(Y).

4. Pelaaja I pelaa pilkkomissiirron tasmélleen silloin kun r = s - ¢, jollain
s,t € GRE(X).

5. Pelaaja I pelaa tahtisiirron tdsmélleen silloin kun r» = s*, jollain s €

GRE(Y).
Maéritelladn seuraavaksi itse siirto kun pelin tilanne ennen siirtoa on (r, w, 0).

o +-siirto: T&ll6in r on muotoa s + t, jollain s, € GRE(X). Pelaaja II
saa valita yleistetyn sddnnollisen lausekkeen joko s tai ¢, jolloin pelin
tilanteeksi paivitettddn joko (s,w) tai (¢, w) riippuen valinnasta. Témén
jalkeen kierros paattyy.

e N-siirto: T&ll6in r on muotoa sNt, jollain s,t € GRE(Y). Pelaaja I valitsee
péivitetdanko pelin tilanteeksi joko (s, w) tai (¢, w). Tadmén jalkeen kierros
paattyy.

o pilkkomissiirto: T&lloin r on muotoa s-t, jollain s,t € GRE(X). Pelaaja 11
joutuu pilkkomaan merkkijonon w osiin v -v = w. Témén jalkeen pelaaja

I saa valita uudeksi pelin tilanteeksi joko (s,u) tai (¢,v). Tamén jilkeen
kierros paattyy.
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e Tdhtisiirto: Talloin r on muotoa s* jollain s € GRE(Y). Pelaaja 11 valitsee
jonkin n € Z, ja pilkkoo merkkijonon w haluamaansa osiin w; - ws - - - w,
tai pelaaja IT paattaa kierroksen ja uusi tilanne on (1,w). Jos pelaaja IT
pelaa kuitenkin ensimmaéisen tapauksen mukaan, niin pelaaja I valitsee
uudeksi tilanteeksi (s, w;), jollain ¢ < n. Tamén jalkeen kierros péattyy.

e Vaihtosiirto: Pelin tilanteeksi péivitetaén (s, w, 1) ja tdméan jalkeen kier-
ros paattyy.

Jos pelin tilanne on (r,w, 1), niin peli menee muuten samalla tavalla paitsi,
ettd pelaajan I ja II roolit on vaihdettu ja bitti vaihtuu vaihtosiirrossa nollaksi.
Bitti, joka kertoo mité roolia pelaajat pelaavat voidaan jattda merkitsemétté,
jos se on koko ajan 0.

Pelin paattyminen

Josr=a,r=0tair=1, kun a € X, v € X*, niin peli paattyy.

Pelin voittaja

Olkoon pelin lopputilanne (r/,w’, b). Pelaaja II voittaa pelin, jos b = 0 ja jokin
seuraavista patee.

e r=ajaw =a,a€X.
e =1ljauw =e

Muuten pelaaja I voittaa. Vastaavasti jos b = 1, niin pelaaja I voittaa jos jokin
yll& luetelluista pelaajan II voittotilanteista péatee ja pelaaja II voittaa muuten.

Pelin omainaisuuksia

Kéytetédén pelista merkintdd GRG(r, w, b). Pelin nollatilanne on t&lléin (r, w, b).
Sddanndllisten lausekkeiden peli on muuten samanlainen, mutta se pelataan
sdannollisten lausekkeiden suhteen ja luonnollisesti M-siirto ja vaihtosiirto ja&-
vat pois. Tésté pelista kiytetddn vastaavaa lyhennettd RG(r, w), koska pelissi
ei ole vaihtosiirtoa, niin bittié ei téssa pelissa tarvita.

Lause 3.2. Olkoon ¥ aakkosto ja r € GRE(X) ja w € ¥*. Peli GRG(r,w,b)
on aina ddrellinen.

Todistus. Induktiolla yleistetyn sdannéllisen lausekkeen r rakenteen suhteen.
Josr=a,r=0,r=1% r =a* tai r = 1, jollain a € ¥, niin peli paattyy
suoraan. Tehdadn induktio-oletus, ettd viite pétee yleistetyille saanndéllisille
lausekkeille s,t € GRE(X). Osoitetaan, ettd viite patee yleistetylle sdédnnolli-
selle lausekkeelle r. Pelin loppuminen riippuu pelaajan I ensimmaéisesté siirros-
ta.

e Jos r = s+ t, niin pelaaja [ pelaa +-siirron. Talloin pelaaja II valitsee
joko saannollisen lausekkeen s tai t. Télloin induktio-oletuksen nojalla
valitsi han kumman tahansa, niin peli on aarellinen.
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e Jos r = s*, niin pelaaja I pelaa tédhtisiirron. Télloin pelaaja II valitsee
jonkin luvun n € Z, ja pilkkoo merkkijonon w osiin wy - ws - - - w,,. Tal-
16in valitsi pelaaja I minké tahansa parin (s,w;), ¢ < n, niin induktio-
oletuksen nojalla peli on aérellinen.

e Muut siirrot menevéat vastaavasti.

Todistetaan semanttisen pelin GRG péaétulos seuraavaksi.

Lause 3.3. Olkoot ¥ aakkosto, r € GRE(X) ja w € ¥*. Tdlloin w € L(r) jos
ja vain jos pelaajalla 11 on voittostrategia pelissi GRG(r, w,0).

Todistus. Todistetaan induktiolla yleistetyn sddnnollisen lausekkeen r raken-
teen suhteen. Jos r = a jollain a € X, niin tallin w = a jos ja vain jos pelaajal-
la IT on voittostrategia pelissé GRG(r, w, 0) pelin voittoehdon nojalla. Tapaus
r=1,r =v*jar = 0" vastaavasti, missa v € X*. Jos r = 0, niin pelaajalla I
on voittostrategia pelissi GRG(r, w,0) kaikilla w € ¥* ja w ¢ L(0).

Oletetaan sitten, ettd induktiovéite pétee yleistetyille sdannollisille lausek-
keille s,t € GRE(Y) ja osoitetaan itse viite.

"= Oletetaan siis ensin, ettd w € L(r). Osoitetaan, etta pelaajalla 1T on
voittostrategia pelissi GRG(r, w,0). Pelaajan II voittostrategia riippuu pelaa-
jan I ensimmaéisesté siirrosta.

e Jos r = s+ t, niin pelaaja I pelaa +-siirron. L(r) = L(s) U L(t), joten
w € L(s) tal w € L(t). Oletetaan yleispatevyyttd menettdmatté, ettd
w € L(s). Talloin pelaaja II valitsee sdannollisen lausekkeen s ja induktio-
oletuksen nojalla pelaajalla IT on voittostrategia pelissi GRG(s, w,0).

e Jos r = sNt, niin pelaaja I pelaa N-siirron. Talléin L(r) = L(s) N L(t),
jolloin w € L(s) ja w € L(t). Toisin sanoen valitsi pelaaja I uudeksi
tilanteeksi (s, w) tai (¢, w), niin induktio-oletuksen nojalla on pelaajalla
IT voittostrategia peleissi GRG(s,w,b) ja GRG(t, w,0).

e Josr = s-t, niin pelaaja I pelaa pilkkomissiirron. Talloin L(r) = L(s)L(t),
joten on olemassa u € L(s) ja v € L(t) siten, ettd w = u - v. Pelaaja II
pilkkoo talloin merkkijonon w osiin « - v, jolloin valitsi pelaaja I kumman
tahansa parin (s,u,0) tai (¢,v,0), niin pelaajalla on induktio-oletuksen
nojalla voittostrategia peleissi GRG(s, u,0) ja GRG(t,v,0).

e Jos r = s*, niin pelaaja I pelaa téhtisiirron. Talloin L(r) = L(s)*, jolloin
merkkijono w on muotoa w = w; - ws - - - wy, jollain n € Z, siten, etta
w; € L(s), jokaisella i < n tai w = €. Jos w = ¢, niin pelaaja I padttas
kierroksen ja voittaa suoraan. Muuten pelaaja II pilkkoo merkkijonon w
osiin wy - wg - + - wy,. Talléin valitsi pelaaja I minkd tahansa parin (s, w;),
kun ¢ < n, niin induktio-oletuksen nojalla pelaajalla IT on voittostrategia

pelissdé GRG(s, w;, 0).
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e Jos r = —s, niin pelaaja I pelaa vaihtosiirron. Talloin L(r) = ¥*\ L(s),
jolloin w ¢ L(s). Induktio-oletuksen mukaan w € L(s) jos ja vain jos pe-
laajalla IT on voittostrategia pelissé GRG(s, w,0) eli w ¢ L(s) jos ja vain
jos pelaajalla I on voittostrategia pelissi GRG(s, w, 0). Siis pelaajalla I on
voittostrategia pelissi GRG(s, w, 0), joka roolien vaihdon my&ta tarkoit-
taa itse asiassa, ettd pelaajalla II on voittostrategia pelissi GRG(s,w, 1).

"<" Oletetaan, ettd pelaajalla II on voittostrategia pelissé GRG(r, w,0) ja
osoitetaan, ettd w € L(r).

e Jos r = s+t, niin pelaajalla II on voittostrategia pelissi GRG(s, w, 0) tai
GRG(t,w,0). Voidaan olettaa yleispatevyyttd menettemétti, etté pelaa-
jalla IT on voittostrategia pelissé GRG(s, w, 0). Induktio-oletuksen nojalla
w € L(s), joten w € L(r).

e Josr = sNt, niin valitsi pelaaja I kumman tahansa (s, w, 0) tai (¢, w,0) on
pelaajalla IT voittostrategia peleissi GRG(s, w, 0) ja GRG(t, w, 0). Télloin
induktio-oletuksen nojalla w € L(s) ja w € L(t), joten w € L(s)NL(t) =
L(r).

e Jos r = s-t, niin pelaajalla IT on olemassa merkkijonon w pilkkominen
u - v siten, ettd pelajaalla IT on voittostrategia peleissé GRG(s,u,0) ja
GRG(t,v,0). Induktio-oletuksen nojalla u € L(s) ja v € L(t), joten w €
L(s)L(t).

e Jos r = s*, niin pelaaja Il pystyy valitsemaan sellaisen n € Z, ja pilkko-
maan merkkijonon w osiin wy - wy - - - w,, = w, ettd hanelld on voittostra-
tegia pelissi GRG(s, w;,0), jokaisella ¢ < n tai sitten pelaaja 1T paéttas
pelin tilanteeseen (1,w) ja voittaa suoraan. Jos pelaaja II voittaa pe-
laamalla ensimmaéisen tapauksen mukaan, niin induktio-oletuksen nojalla
w; € L(s), jokaisella i < n, joten w € L(r). Jalkimmaéisessd ainoa mah-
dollisuus on, ettd w = ¢, joten Kleenin tdhden tulkinnan maéaritelméan
nojalla w € L(r).

e Jos r = —s, niin pelaajalla I on voittostrategia pelissi GRG(s,w, 1).
Télloin induktio-oletuksen nojalla w € ¥* \ L(s) = L(r).

O
Lauseesta luonnollisesti seuraa tulos myos sdannollisille lausekkeille.

Seuraus 3.4. Olkoot ¥ aakkosto, r € RE(X) ja w € X. Tdlloin w € L(r) jos
ja vain jos pelaajalla 11 on voittostrategia pelissi RG(r, w,0).

Tarkastellaan RG-pelié seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.5. Olkoon ¥ = {a,b} aakkosto. Tarkastellaan sdénnollistéd lau-
sekketta r = b* + (b*ab*ab*)* € RE(X). Osoitetaan RG-pelin avulla, ettd

L(r)={weX||w|, € 2N}

eli aakkoston ¥ merkkijonot joissa on parillinen méaéra merkkia a.
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Oletetaan ensin, ettd w € ¥* ja |w|, € 2N. Jos |w| = 0, niin télléin w = e.
Télloin pelaajalla IT on voittostrategia pelissd RG(r, w).

Olkoon w € X, jolla |w| = n ja |w|, € 2N. Koska r = b* + (b*ab*ab*)*,
niin pelaaja I pelaa +-siirron. Se kumman pelaaja II valitsee riippuu péteeko
|lw|, > 0. Tapaus |w|, = 0 on helppo joten oletetaan, ettd |w|, > 0. Tél-
16in pelin tilanteeksi paivittyy ((b*ab*ab*)*,w) ja pelaajan I on pakko pelata
tahtisiirto. Pelaaja II valitsee m = % Koska merkkejé a esiintyy merkkijo-
nossa w parillinen maara, niin pelaaja Il voi jakaa sen osiin siten, ettéd jokai-
sessa osassa esiintyy merkki a tdsmélleen kaksi kertaa eli toisin sanoen %
osaan. Pillkomisella ei ole juuri merkitystd, mutta se voidaan kanonisoida, esi-
merkiksi siten, ettd jokaisen osan oikeanpuoleisin merkki on a lukuunottamat-
ta (valttdméttd) viimeistd osaa. Toisin sanoen merkkijono w pilkotaan osiin
wiawia - weawha - - - wyaw! aw! | missa w;, wi, w! € {b}*, jokaisella i € [m)].
Jolloin selvésti jokainen osa kuuluu kieleen L(b*ab*ab*) ja loppupeli on selvi.

Vastaavasti jos w € ¥* ja |w|, € 2N, niin pelaaja II ei pysty pilkkomaan
merkkijonoa w osiin siten, ettd jokaisessa osassa on parillinen méaara merkkia a
eli ainakin yhdessé osassa on pariton ma&ra merkkid a. Téalloin pelaajalla I on
selvisti voittostrategia kun hén valitsee osan, jossa on pariton maard merkkia

a. Siis L(r) = {w € ¥* | |w|, € 2N }.

3.3 EF-peli saannollisille kielille

Seuraavaksi esitellddn Ehrenfeucht-Fraissé -pelin (EF) kaltainen peli sd&nnol-
lisille kielille. Pelin tavoitteena on erotella merkkijonot jollain tietylla luokalla
yleistettyja saannollisia lausekkeita. Artikkelissa [22] pyrittiin tutkimaan yleis-
tettyjen saannollisten lausekkeiden erilaisten luokkien vaativuutta ja tutkimaan
tahtikorkeusongelmaa. Maaritelldédn pelia varten ensin luokat ja niihin liittyvét
késitteet.

Tamén osan ja sadnnollisten lausekkeiden EF-peleissa merkitdan poikkeuk-
sellisesti yleistettyja saannollisia lausekkeita kreikkalaisilla kirjaimilla kuten 1),
@, x jne., jotta voimme erotella ne lausekkeista, jotka seuraavaksi esittelemme.
Kéytetédn lisdksi relaatiota = kertomaan, ettd yleistetty sddnnollinen lauseke ¢
tuottaa merkkijonon w. Siis w |= ¢ jos ja vain jos w on sddnnollisen lausekkeen
¢ tunnistama.

Maaéritelma 3.3.1. Pseudolauseke on aakkoston {®, ®} merkkijono eli sdén-
nollisen lausekkeen (® + ®)* tuottama merkkijono. Pseudolausekkeen p tuotta-
ma luokka C aakkoston Y suhteen mééritelladn rekursiivisesti seuraavasti.

e Luokka C(¢) on joukon ¥ U {0,1}, 0 sulkeuma operaattoreiden —, + ja
N suhteen. Toisin sanoen, jos s,t € C(e), niin —s € C(e), s +t € C(e) ja
sNteCe).

e Luokka C(®q) on joukon C(q)U{r-s|r s e C(q) }, sulkeuma operaatto-
reiden =, + ja N suhteen.

e Luokka C(®q) on joukon C(q)U{r* | r € C(q) } sulkeuma operaattoreiden
=, 4+ ja N suhteen.
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Koska luokat ovat negaation suhteen suljettuja on jokaisella aakkoston X
merkkijonolla ainakin yksi yleistetty sddnnollinen lauseke, joka tunnistaa merk-
kijonon. Nimittéin jo =0 tunnistaa kielen ¥*. Merkitédén £(C(p)) tarkoittamaan
luokan C(p) sédénnollisten lausekkeiden tuottamia kieli.

Apulause 3.6. Joukko L(C(p)) on ddrellinen, jokaisella pseudolausekkeella p.
Todistus. Sivuutetaan vrt. [22]. O

Maaritelladn peli pseudolausekkeen ja aakkoston X suhteen. Sdadnndllisten
lausekkeiden FEhrenfeucht-Fraissé -peli on kahden pelaajan peli pelaajien I ja
IT valilla. Pelissa on kaytossa pseudolauseke p sekd merkkijonot u,v € Y. Pelin
tavoitteena on erotella merkkijonot toisista pseudolausekkeen p luokan C(p)
saannollisilla lausekkeilla.

Pelin alku

Pelin alkutilanne on (pg, ug, vo).

Pelin kierros

Kierroksen alussa tarkastellaan aina pseudolausekkeen ensimmaistd merkkia,
mikali se ei ole tyhja merkkijono. Oletetaan siis, ettd p = ag, misséd a € {®,®}
ja ettd pelin tilanne on (p,u,v). Saadaan siis kaksi tapausta.

1. Jos p = ®gq, niin pelaaja I pelaa joko tyhjin siirron eli e-siirron, vasem-
manpuoleisen pilkkomissiirron eli v®-siirron tai otkeanpuoleisen pilkko-
massiirron eli o®-siirron. Yleisesti voidaan puhua myos pelkiastaan pilk-
komissiirrosta eli ®-siirrosta kun ei kiinnitetd puolta.

2. Jos p = ®q, niin pelaaja I pelaa joko tyhjin siirron eli e-siirron, vasem-
manpuoleisen tdahtisiirron eli v&®-sitrron tai otkeanpuoleisen tdhtisiirron
eli o®-siirron. Yleisesti voidaan puhua myos pelkistaan tdahtisiirrosta eli
®-siirrosta kun ei kiinniteta puolta.

Huomaa, ettd pelaajan I on siis pakko pelata jotain kun pelid on jaljella. Pe-
laaja I saa paattad kummalla merkkijonolla hidn aina kierroksen alussa pelaa.
Maaritelladn tata varten siirrot kertomaan kumpaa merkkijonoa pelaaja I pe-
laa.

o c-siirto: Télloin alkaa uusi kierros, joka jatkuu tilanteesta (g, u,v).

e v(»-siirto: Talloin pelaaja I pilkkoo merkkijonon w osiin uy - uy. Témaéan
jalkeen pelaaja II pilkkoo merkkijonon v osiin vy - v9. Tadmén jélkeen
pelaaja I valitsee joko tilanteen (q,wuq,v;) tai (g, ug, v2), milla alkaa uusi
kierros. Vastaavasti jos pelaaja I pelaa merkkijonolla v.

e o(G-siirto: Vastaavasti kuin v®-siirto, mutta pelaaja I pilkkoo merkkijo-
non v ja pelaaja II merkkijonon wu.
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o v®-siirto: Talloin pelaaja I valitsee jonkin luvun n € Z, ja pilkkoo merk-
kijonon wu osiin u; - usg - - - u,,. Taman jéilkeen pelaaja II valitsee jonkin lu-
vun m € Z, ja pilkkoo merkkijonon v osiin v; - vg - - - v,,. Tdmén jdlkeen
pelaaja I valitsee jonkin luvun ¢ < m ja pelaaja II valitsee jonkin luvun
j < n, jonka jélkeen uusi kierros alkaa tilanteella (g, u;,v;). Vastaavasti
jos pelaaja I pelaa merkkijonolla v.

e o®-siirto: Vastaavasti kuin v®-siirto, mutta pelaaja I pelaa merkkijonolla
v ja pelaaja II merkkijonolla u.

Pelin paattyminen

Peli pééttyy kun p = €. Pelin lopputulos on téll6in pari (u/,v"), missé (p, v/, v")
oli pelin viimeinen tilanne.

Pelin voittaja

Pelaaja II voittaa pelin jos |u'], 0| > 2 tai v/ = v'. Muuten pelaaja I voittaa.

Pelin ominaisuuksia

Merkitadn Séénnollisten lausekkeiden Ehrenfeucht-Fraissé -pelia REF,(u,v),
missé pelin alkutilanne on (p,u,v). Huomaa, ettd peli on tdydellisen tiedon
adrellinen peli, joten tasan yhdelld pelaajalla on voittostrategia. Pelissa siis
oleellisesti paivitetdén tilanteessa aina merkkijonoja sekd pseudolausekketta.
Myohemmin huomataan, ettei ole tarpeen laajentaa pelid operaatioille 4, N ja

On oleellista kun puhutaan EF-peleisté, ettd ne méarittelevit jonkin mie-
lekkédn ekvivalenssin. Sanotaan, ettd merkkijonot u,v € ¥ ovat aakkoston X
pseudolausekkeen p suhteen pseudoekvivalentteja, mikili jokaisella ¢ € C(p) pa-
tee u |= 1 jos ja vain jos v |= 1. Télloin merkitdén u =, v. Relaatio on selvisti
ekvivalenssirelaatio.

Maaritelladn tarked yleistetty sdannollinen lauseke tdmén kappaleen péaa-
lauseen todistuksen kannalta. Olkoon ¥ aakkoston, p sen pseudolauseke ja
u € X*. Tarkastellaan kielta

Lr= () L.

YeC(p)

uby
Huomaa, etté leikkauksen voisi itse asiassa kirjoittaa myos dérellisend lemman
nojalla ja koska luokat ovat komplementin suhteen suljettuja, leikkaus ei
ole tyhja. Saannolliset kielet ja luokka C(p) ovat suljettuja leikkauksen suhteen,
joten on olemassa sadnnéllinen lauseke luokassa C(p), joka tuottaa ylld olevan
kielen, nimittain

o= ) ¢
)

PeC(p
u=y

Selvisti pétee u = x2.
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Apulause 3.7. Olkoon ¥ aakkoston, p sen pseudolauseke ja u,v € ¥*. Tdlloin
seuraavat ovat yhtdpitivid

e UuU=,v,

* ufXj,
o [P =10

Todistus. Oletetaan ensin, ettd u =, v. Tiedetddn, ettd v = x?, joten u = x2.

Oletetaan sitten, ettd u = x?. Télloin saadaan suoraan, ettd L? C LP.
Oletetaan, ettd w ¢ LP eli w [~ x2. On siis olemassa sellainen ¢ € C(p), etté
w = ¢ jau = ¢. Koska C(p) on komplementin suhteen suljettu, niin on olemassa
sellainen ¢' € C(p), ettd w = ¢’ ja u & ¢'. Talloin v £ ¢, silla u = x?. Siis
w = xPeliw ¢ LP.

Oletetaan sitten, ettd LP = LP. Olkoon u = ¢, missd ¢ € C(p). Siis LP? =
LP C L(¢), joten v |= ¢. Vastaavasti tapaus v |= ¢, missé ¢ € C(p). O

Apulause kertoo siis, ettd x? madrittelee ekvivalenssin =, merkkijonon u
ekvivalenssiluokan.

Lause 3.8. Olkoot X aakkosto, p sen pseudolauseke jau,v € ¥*. Tdalloimu =, v
jos ja vain jos pelaajalla 11 on voittostrategia pelissi REF ,(u, v).

Todistus. Todistetaan induktiolla pseudolausekkeen p rakenteen suhteen. Jos
p = €, niin viite on selva silla téalloin u = v. Tehdadan induktio-oletus, etta viite
patee kaikille pseudolausekkeen p loppusegmenteille. Tall6in p on muotoa aq,
missi a € {®,®} ja ¢ on pseudolauseke.

Oletetaan ensin, ettd u =, v. Pelaajan II strategia riippuu pelajaan I en-
simmaisesta siirrosta.

e Tyhjasiirto: Pseudoekvivalenssin méaéritelmalla tiedetdén, etta oletukses-
ta u =, v seuraa u =, v, joten pelaajalla IT on induktio-oletuksen nojalla
voittostrategia pelissé REF,(u,v).

e Pilkkomissiirto: Talloin p = ®gq, jollain pseudolausekkeella ¢. Oletetaan,
ettd pelaaja I pelaa v©®-siirron ja pilkkoo merkkijonon u osiin wuy - us.
Tarkastellaan sédnnollistd lauseketta x? - x4, € C(Oq). Selvisti u |=
X4, - x&,, joten oletuksen nojalla v = x¢& - x& . Télléin pelaaja II voi
pilkkoa merkkijonon v sellaisiin osiin vy - v2, ettd vy = xI, ja va = xZ,.
Télloin apulauseen nojalla u; =, v;, kun ¢ € {1,2}. Téll6in induktio-
oletuksen nojalla pelajaalla IT on voittostrategia loppupelin valitsi pelaaja
I kumman tahansa parin (ui,v;) tai (ug,vs). Vastaavasti jos pelaaja I
pelaa o®-siirron.

e Tahtisiirto: Talloin p = ®q, jollain pseudolausekkeella q. Oletetaan, etta
pelaaja I pelaa v&®-siirron. Oletetaan liséksi, ettd pelaaja I valitsee lu-
vun n € Z, ja pilkkoo merkkijonon u osiin u; - us - - - u,. Tarkastellaan
saannollista lauseketta

¢ =Xt tXb t -+ x5, €C(®q).
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Selvésti u |= ¢*, joten oletuksen nojalla v = ¢*. Téalléin pelaaja 1T voi
valita sellaisen luvun m € Z, ja pilkkoa merkkijonon v sellaisiin osiin
V1-Vg -+ U, ettd vy = @, jokaisella j < m. Valitsi pelaaja I minké tahansa
J < m, pitee v; = x1, jollain i < n. Pelaaja II vastaa pelaaja I siirtoon
valitsemalla kyseisen luvun 4. Talloin v; =, u;, jolloin induktio-oletuksen
perusteella pelaajalla II on voittostrategia loppupelin ajan. Vastaavasti
jos pelaaja I pelaa o®-siirron.

Oletetaan sitten, ettd pelaajalla II on voittostrategia pelissi REF,(u,v)
eli pelaaja II voittaa riippumatta pelaajan I strategiasta. Tavoite on osoittaa,
ettd u = ¢ jos ja vain jos v = ¢, jokaisella ¢ € C(p). Olkoon ¢ € C(p) ja p on
muotoa tq, missi t € {®, ®}. Voidaan olettaa, ettd ¢ € C(p)\C(q), silld muuten
todistus olisi triviaali induktio-oletuksen nojalla. Liséksi voidaan olettaa, etta
¢ ei ole muotoa ¢ + @2 tai @1 M @y, silld ainakin toinen lausekkeista hyviksyisi
merkkijonon u tai v. Vastaavasti voidaan olettaa, ettd ¢ ei ole muotoa —¢y,
silld ¢ tunnistaa ainakin toisen merkkijonon u tai v.

Oletetaan ensin, ettd u = ¢. Pelaajan II strategia riippuu sédénnollisen
lausekkeen ¢ rakenteesta. Todistus perustuu pelin simulointiin ja pelaajien
mahdollisiin siirtoihin.

e Jos ¢ = ¢ - ¢o, niin ¢, 2 € C(q) ja p = ©q. Oletetaan, ettd pelajaa I
pelaa v©-siirron ja pilkkoo merkkijonon u osiin u; - ug siten, etta u; = ¢4
ja us | ¢o. Koska pelaajalla II on voittostrategia, niin pelaaja II voi
pilkkoa merkkijonon v osiin vy - vy siten, ettd pelaaja II voittaa pelin.
Télloin induktio-oletuksen nojalla uy =, v ja us =, vs, joten vy = ¢ ja

Vg = @9 eli v = ¢,

e Jos ¢ = 9* niin ¥ € C(q) ja p = ®q. Oletetaan, ettd pelaaja I pelaa v&-
siirron, valitsee luvun n € Z, ja pilkkoo merkkijonon u osiin g - ug - - - Uy,
jolla u; =1 kun i < n. Koska pelaajalla IT on voittostrategia, niin han voi
valita luvun m € Z, ja pilkkoa merkkijonon v osiin vy -vy - - - vy, siten, etta
valitsi pelaaaja I minkd tahansa luvun j < m, niin pelaaja II 16ytda aina
luvun i < n, jolla pelaaja II voittaa pelin REF(u;, v;). Télléin induktio-
oletuksen nojalla jokaisella j < m on olemassa sellainen i < n, ettad péatee
u; =4 vj. Siis v; =1 jokaisella j <m eli v = ¢.

Tapaus v = ¢ menee vastaavasti, mutta oletetaan, etta pelaaja I pelaa
oikeanpuoleisia siirtoja. 0

Lause 3.9. Olkoot ¥ aakkosto, p sen pseudolauseke ja L C ¥* kieli. Seuraavat
vditteet ovat yhtdpitivia

a) On olemassa ¢ € C(p), jolla pitee L(p) = L.

b) Jokaisella w € L ja v € ¥* \ L pelaajalla 1 on voittostrategia pelissd
REF,(u,v).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd on olemassa ¢ € C(p), jolla L(¢)) = L. Olkoon
uwe L) jave X\ L) eli u = jawv . Talloin u #, v, jolloin lauseen
nojalla pelaajalla I on voittostrategia pelissi REF,(u, v).
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Oletetaan sitten, ettd jokaisella u € L ja v € ¥*\ L pelaajalla I on voit-
tostrategia pelissi REF,(u,v). Tilloin lauseen nojalla jokaisella u € L ja
v € ¥\ L pitee u #, v. Tarkastellaan yleistettyéd sdénnollista lauseketta

6= X

welL

Selvésti L C L(¢). Jos taas w € L(¢), niin télloin jollain w’ € L pitee w = X2,
joten lauseen nojalla w =, w'. Siis oletuksen nojalla w € L, joten saadaan
L=L(¢). O

Tarkastellaan REF-pelid seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.10. Tarkastellaan kielta
L={(ab)" |a,beX,neN}.

Toisin sanoen aakkoston {a,b} kieltd jossa joka toinen merkki on b ja ensim-
méinen merkki on a ja viimeinen merkki on b. Pelajaalla I on voittostrategia
pelissd REFgq (u, v) jokaisella u € L jav € ¥*\ L. Pelaaja I pelaa ensimmaisel-
14 kierroksella v®-siirron ja pilkkoo merkkijonon u osiin g - ug - - - u,, = (ab)".
Voidaan olettaa, ettd u # € ja |v| > 2, silld muuten pelaaja I voittaisi pelaa-
malla vain tyhjia siirtoja. Koska v € 3* \ L, niin merkkijonossa v esiintyy joko
aa tai bb merkkijono jossain kohdassa tai sitten merkkijono alkaa merkilla b tai
loppuu merkkiin a.

Jalkimmaéinen tapaus on helppo, silla pelaajan II pilkkomisessa osa, jossa
esiintyy ensimmaéinen tai viimeinen merkkijonon merkki erottaa merkkijonot.
Tarkastellaan ensimmaéista tapausta tarkemmin. Voidaan olettaa yleispatevyyt-
td menettamatta ettd osa aa esiintyy merkkijonossa v. Télloin valitsi pelaaja I1
minkd tahansa luvun m € Z, ja pilkkoi merkkijonon v osiin vy - vs - - - v, niin
jossain osassa esiintyy viimeisend merkkind a tai merkkijono aa jossain kohtaa,
sanotaan osassa v;. Pelaaja I valitsee tdméan osan ja pelaaja II mielivaltaisen
osan u; = ab. Mikili |v;| = 1 pelaaja I voi pelata seuraavaksi tyhjén siirron ja
voittaa pelin. Jos taas |v;| > 1, niin pelaaja I pelaa pilkkomissiirron ja pilkkoo
merkkijonon ab osiin a - b. Olkoon v;; - v;2 pelaaja II merkkijonon v; pilkko-
minen. Jos |v; x| > 1, missé k € {1,2}, niin pelaaja I voittaa valitsemalla osan
Vi k. Jos taas |v;, | = |v; 2| = 1, niin talléin on oltava v; 2 = a, jolloin pelaaja I
voittaa valitsemalla tdmén osan.

Toisaalta sddnnollinen lauseke ¢ = (ab)* tuottaa kielen L ja ¢ € C(®0).
Télloin jokaisella u € L ja v € ¥*\ L pitee u Zge v eli pelaajalla I on
voittostrategia pelissé REF g (u,v) jokaisella u € L ja v € ¥*\ L.

Peli osoittautuu siis hyvinkin monimutkaiseksi ja sen soveltaminen voi té-
mén takia olla epamielekésta tietyissa tapauksissa.
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4 Kontekstivapaista kielista

Téassé kappaleessa kisitellddan kontekstivapaiden kielten erilaisia peleja seka
vaativuusteoriaa. Aikaisemmassa kappaleessa tarkasteltiin sddnnollisten kiel-
ten pelillisid karakterisointeja [22]. Joitakin pelejé ollaan aikaisemmin kehitelty
my6s kontekstivapaille kielille [I7], mutta ei kuitenkaan taydellisid. Saannol-
listen kielten semanttiset pelit muotoutuivat hyvin luonnollisesti sdannéllisten
ilmausten kautta. Kontekstivapailla kielilla asia ei kuitenkaan ole néin suora-
viivainen. Téssa tutkielmassa ei onnistuttu kehittdméaan Ehrenfeucht-Fraissé-
pelid kontekstivapaille kielille. Pelin kuitenkin uskotaan olevan mahdollista
maéadritelld, mutta jo sdannollisten kielten EF-pelin monimutkaisuuden takia
sen soveltaminen erilaisiin ongelmiin voi olla hankalaa.

Vaativuusteoriaa tutkivassa osuudessa tarkastellaan erilaisia pinoautomaat-
teja. Kontekstivapaiden kielten looginen karakterisointi tulee my6s hyvin luon-
nollisena jatkona sdannollisille kielille, jotka tunnesti ovat ilmaistavissa MSO-
logiikassa.

4.1 Kontekstivapaat kieliopit

Maaritelma 4.1.1. Kontekstivapaa kielioppi on nelikko G = (V, T, P, S), mis-
sa

e V on aarellinen joukko muuttujasymboleita,
e T on aérellinen joukko terminaaleja siten, etta V N'T = (),

e P on adrellinen joukko kieliopin sddntdjd, jotka ovat muotoa A — «,
missi A€ Vijaae(VUT), ja

e S €V on aloitussymboli.

Yleensa muuttujasymbolit kuvataan isoilla kirjaimilla, terminaalit pienilla
kirjaimilla ja symbolijonot a € (V UT)" kreikkailaisilla aakkosilla. Lyhenne-
tadn kontekstivapaa kielioppi CFG (context free grammar). Sanotaan saantoa
X — «a terminaalisidinnoksi, jos o € T ja ei-terminaalisddnnoksi muuten.
Saman muuttujasymbolin sddnnot voidaan erotella pystyviivalla | eli s&dnnot
X =%, X =7, ..., X = 7, voidaan kirjoittaa muotoon

X=[nl [

Maaritelladn myos tavalliseen tapaan kontekstivapaan kieliopin derivaatio
ja sen tuottama kieli. Kontekstivapaan kieliopin G derivaatio eli johto = on
relaatio, joka miéritelldin seuraavasti. Olkoon aAB € (V UT)", missid A € V
ja A — v joukon P sainto. Talloin aAf = avyf tai lyheymmin aAS = avyf,
jos kielioppi on selva. Laajennettu derivaatio maaritellaian rekursiivisesti:

1. Jokaiselle v € (V UT)" pitee a =>¢ a.
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2. Jos @ = fja B =¢ 7, niin o =4 7.

Jos o == (3, niin sanotaan ettd B on derivoitavissa eli johdettavissa symbo-

lijonosta «. Téssikin alaindeksi voidaan jiattéd pois =, mikali kielioppi on

selvi. Lisiiksi on helppo todistaa, ettd jos @ = 3 ja 8 = ~, niin o = 7.

Relaatio == on siis relaation = refleksiivinen ja transitiivnen sulkeuma.
Kontekstivapaan kieliopin G tuottama kieli on

L(G):{weT*|S=*>Gw}.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kontekstivapaata kielioppia G = ({S}, {0, 1},
P, S), missia P on joukko sdéntoja

S —| 151050 | e.

Kielioppi G tuottaa kielen L(G) = {¢,00,11,0000,1111,0110,1001,...} eli
kaikkien w € {0, 1}* parillisten mittaisten palindromien joukon. Huomaa, etta
kieliopissa ei ole yhtéaan terminaalisd&ntoa.

Kielen merkeiksi mielletdén siis terminaalit. Sanotaan, ettd CFG on e-
vapaa, jos se ei sisalld sddntoja, jotka ovat muotoa A — €.

Lause 4.2. Jokaisella kontekstivapaalla kieliopilla G on olemassa kielioppi G,
joka on e-vapaa ja L (G) \ {e} = L(G").

Todistus. Sivuutetaan. Kts. [12]. O

Sanotaan, ettd kontekstivapaan kieliopin G = (V,T, P,S) symboli X on
hyédyllinen, jos on olemassa laajennettu derivaatio S = a X = w, missi
w € T* ja X on muuttujasymboli tai terminaali. Toisin sanoen muuttujasym-
bolia X "kayttaméalld” saadaan tuotettua jokin sana. Jos X ei ole hyddyllinen
niin se on turha. Sanotaan, ettd CFG on hyddyllinen, jos se ei sisdllad turhia
symboleita ja puhdas jos se on lisdksi e-vapaa.

Lause 4.3. Olkoon G = (V,T, P, S) kontekstivapaa kielioppi ja oletetaan, etti
L(G) # 0. Talloin on olemassa kielioppi G', joka on hyodyllinen ja L(G) =
L(G").

Todistus. Sivuutetaan. Kts. [12]. O

Seuraus 4.4. Olkoon G = (T,V, P,S) kontekstivapaa kielioppi ja oletetaan,
etti L (G) # 0. Talloin on olemassa kontekstivapaa kielioppi G', joka on puhdas

ja L(G)\ {e} = L(G).

Kontekstivapaiden kielioppien derivaatiot voidaan jakaa myos kahteen eri
luokkaan. Derivaatio on vasemmanpuoleisin jos sadntoa sovelletaan aina vasem-
manpuoleisimpaan muuttujasymboliin. Vastaavasti maaritelladn oikeanpuolei-
sin derivaatio. Merkitddn vasemmanpuoleisinta derivaatio =, ja oikeanpuo-
leisinta =>,,,, ja niille saadaan vastaavat laajennetut derivaatiot == ja

*

—rm-
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Oletetaan puthin liittyvid késitteitd tutuiksi. PuuT' = (V, E) on yhteindinen
silmukaton (suuntamaton) graafi. Muita tuttuja késitteita puista joita tulemme
kiyttamaan ovat: (solmun) lapsi, (solmun) vanhempi, juuri, lehti, esivanhempi
ja jalkeldimen. Mikéli késitteet eivat ole tuttuja ne l10ytyvét graafiteoriaa kos-
kevasta kirjallisuudesta kuten [6]. Puut voivat my6s olla jarjestettyja jolloin
jokaisella solmun lapsella on jérjestys vasemmalta oikealle eli lapset voidaan
indeksoidé. Talloin kun puu piirretdén, niin solmut ovat oikeassa jérjestykses-
sé vasemmalta oikealle. Jarjestetyn puun tai solmun virittdmén alipuun tuotos
tarkoittaa puun lehtien muodostamaa jonoa (puun jérjestyksessd).

Olkoon G = (V, T, P, S) kontekstivapaa kielioppi. Kontekstivapaan kieliopin
G deriwaatiopuut ovat jarjestettyjéd puita, jotka toteuttavat seuraavat ehdot.

1. Jokainen sisdsolmu on merkitty muuttujasymbolilla.

2. Jokainen lehti on merkitty terminaalilla tai tyhjalld merkkijonolla €. Jos
kuitenkin lehti on € se on sen vanhemman ainoa lapsi.

3. Jos sisésolmu on merkitty symbolilla A ja sen lapset on merkitty symbo-
leilla X1, X, ..., X vasemmalta oikealle, niin silloin A — X1 X5--- X},
on sdanto joukossa P.

Derivaatiolla ja derivaatiopuilla on luonnollinen yhteys.

Lause 4.5. Olkoon G = (V,T, P, S) kontekstivapaa kielioppi ja A € V. Seu-
raavat ovat yhtdpitdvid.

1. A= w.
2. A==, w.
3. A=, w.
4. On olemassa derivaatiopuu, jonka juuri on A ja tuotto w.
Todistus. Sivuutetaan kts. [12]. O

Vasemman- tai oikeanpuoleisin derivaatiot ovat siis aina olemassa kun jokin
derivaatio on olemassa. Liséksi derivaatiopuut nimensi mukaisesti méaarittele-
vat hyvin onko derivaatio olemassa.

Kontekstivapailla kieliopeilla on myoskin erilaisia aliluokkia. Sanotaan, et-
ta kontekstivapaa kielioppi on yksiselitteinen, jos kaikilla sanoilla w € T™ on
vksikésitteinen derivaatiopuu, jonka juuri on S ja tuotto w. Muuten sanotaan,
etta kielioppi on moniselitteinen.

Lause 4.6. Olkoon G = (V, T, P, S) kontekstivapaa kielioppi ja w € T*. Tdlloin
merkkijonolla w on kakst eri derivaatiopuuta jos ja vain jos silla on kakst eri
vasemmanpuoleista derivaatiota.

Todistus. Sivuutetaan kts. [12] O
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Normaalimuodoista

Esitelladn muutamia yleisempid normaalimuotoja joita téssé tutkielmassa tar-
vitaan.

Jokaisella epatyhjalla kontekstivapaalla kielella L C T'F, joka ei sisélla tyh-
jaa merkkijonoa, on olemassa kielioppi G = (V, T, P, S), jonka sddnnit P ovat
muotoa

1. A— BC, missd A, B ja C' ovat muuttujasymboleja,

2. A — a, missd A on muuttujasymboli ja a on terminaali.
Tallaisen kieliopin sanotaan olevan Chomskyn normaalimuodossa.
Lause 4.7. Jos kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa se on puhdas.
Todistus. Sivuutetaan. Kts. [12]. O

Chomskyn normaalimuodossa oleva kielioppi on kiyténnéllinen, silld se ker-
too, ettd kun sovelletaan ei-terminaalisddntoa niin tuotettavaan sanaan tulee
vahintaan yksi merkki lisaa.

Seuraavasta normaalimuodosta 16ytyy léhteistda [I5][10]. Jokaisella epétyh-
jalla kontekstivapaalla kielelld L C T on olemassa kielioppi G = (V, T, P, S),
missa sadnnot P ovat muotoa

1. S—a, missdia €T,

2. A — avb, missi A on muuttujasymboli, a,b € T terminaaleja ja v €
(VuT)-.

Kéytetddn kieliopista nimed kaksois-Greibach normaalimuoto tai lyhyem-
min KG-normaalimuoto.

4.2 Semanttinen peli

Kontekstivapaat kieliopit voidaan niin ikddn mieltdéd tietynlaisten kaavojen
muodostamiseksi, joten onkin luontevaa miettia niille semanttisia peleja lo-
gitkan semanttisten pelien kautta kts. [I1]. Hintikka mielsi semanttiset pelit
"yhden pelaajan peleiksi”, jossa pelaaja mind itse (myself) pelaa luontoa (na-
ture) vastaan, koska oikeastaan toinen pelaaja ldhinné koittaa vakuuttaa it-
sensd kaavaan totuudesta. Kéaytetdan tata lahestymistapaa kontekstivapaille
kieliopeille.

Kontekstivapaan kieliopin peli on kahden pelaajan peli luonnon (L) ja (mi-
nun) itseni (M). Pelaajilla on kiytossdan puhdas kontekstivapaa kielioppi G =
(V,T, P,S) japelaaja M yrittda vakuuttaa pelaajan L siitd, ettéd kielioppilla G
voidaan muodostaa jokin merkkijono w € T,
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Pelin alku

Pelin alussa johde on S ja tavoitemerkkijono on w. Pelaajat etenevét kieliopin
mukaan muodostaen derivaatiota lahtien aloitussymbolista, joka on pelin ns.
nollas johde. Pelin ensimmaiselld kierroksella pelaaja M valitsee jonkin saén-
nén S — v joukon P sdédnnoista ja pelin johteeksi péivitetddn ~ ja tavoite-
merkkijonona pysyy w.

Pelin kierros

Pelin kierroksen tilannetta voidaan merkitd parilla (7, v), missié v on johde
ja v on tavoitemerkkijono. Kierroksen alussa tapahtuu pilkkominen. Pelaaja
L pilkkoo sen hetken pelin johteen v € (V U T)" \ (T)* seuraavasti: johde
pilkotaan yhtd moneen osaan kuin kentédssd on muuttujasymboleja siten, etta
jokainen osa sisaltdéd tdsmaélleen yhden muuttujasymbolin ja muuten vapaasti
terminaaleja. Toisin sanoen jos v = Y0 Xov1 X1 * - - Y XnVni1, missd v; € (T)*
jokaisella ¢ = 0,1,...,n + 1, niin pelaajan L pilkkominen on

Y0, X071 | V1. X172 |- | Yo X Yns1s s

missé 7;, € (T)* jokaisella i = 0,1,...,n, j = 1,2 ja | kertoo pilkkomiskoh-
dan. Huomaa, ettd v, = v ja Yn, = Vn, mutta merkintd on jatkon kannalta
katevampi.

Kun pelaaja L on tehnyt pilkkomisen pelaaja M tekee vastaavan pilkko-
misen sen hetken tavoitemerkkijonolle v. Pelaaja M joutuu siis pilkkomaan
tavoitemerkkijonon osiin v = vy - vy - - - v, missé - luonnollisesti kertoo pilkko-
miskohdan.

Pelaajan M pilkkomisen jélkeen pelaaja L valitsee jonkin indeksin i € [n].
Seuraavaksi pelaaja M valitsee jonkin séddnnon X; — « joukosta P. Pelin tilan-
teeksi paivitetddn (v, ait1,, vi)-

Pelin loppu

Pelaajat jatkavat pelid kunnes pelaaja M soveltaa terminaalisdantoa tai johde
on pidempi kuin tavoitemerkkijono. Pelin lopputulos on téllin pelin viimeinen
tilanne (u,v), missd u,v € TT.

Pelin voittaja

e Jos johde on pidempi kuin tavoite merkkijono pelaaja L voittaa pelin.

e Pelaaja M voittaa pelin siind tapauksessa jos pelin viimeinen tilanne on

(v,v).

e Muuten pelaaja L voittaa.
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Pelin ominaisuuksista

Kéytetddn pelistd merkintdda CFGG(G,w) (context free grammar game) ja
t

lopputulosta voidaan merkitd CFGG(G,w) = (u,v), missa t kertoo pelin ti-
lanteetﬂ Jos pelaaja M voittaa pelin, niin v = v ja voidaan lyhyesti merki-
ti CFGG(G, w) = v. Lisiiksi médritellidn peli CFGG (o, G,w) kentisti o €
(VUT)*, missd S = «. Toisin sanoen kyseessi on peli, joka alkaa tilanteesta
(a, w). Talloin patee CFGG(S, G, w) = CFGG(G, w). Huomaa, ettd jos a € T*
ja a # w, niin silloin pelaaja L on voittanut pelin.

Idea on, ettd pelaaja M pystyy vakuuttamaan pelaajan L siita, ettad kie-
liopilla voi muodostaa merkkijonon. Huomaa, ettd jos pelin lopputilanne on
(u,v), niin pelin loputtua ollaan itse asiassa saatu derivaatio S = auf3, missi
a, € (VUT)*T. Toisin sanoen pelaajalla L on valta valita mitd derivaation
haaraa edetdén, joten hén voi yrittda johtaa pelaajan M haaraan, jossa pelaa-
ja M ei pystyisikdan muodostamaan mielekkéadsti merkkijonon w osaa. Ennen
péaalauseen todistus esitelladn hyodyllinen apulause.

Apulause 4.8. Olkoot G = (V,T,P,S) puhdas kontekstivapaa kielioppi ja
w € T*. Oletetaan, ettd pelaajalla M on voittostrategia pelissé CFGG(vo, G, w),
S == vy ja jonka voittostrategian tilanteet joillakin pelaajan L valinnoilla ovat
jarjestyksessa

((707 wo), (717 wl)? R (77” wn>)7

missa v, = wy,. Tdlloin jokaisella © < n on olemassa derivaatio ~y; = qwbi,
jollain oy, B; € (V. UT)*.

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun 0 < 7 < n suhteen, ettd on olemassa
derivaatio v,_; = Qp_iWpBr_i. Jos © = 0 tilanne on triviaali silla kaikilla
merkkijonoilla péatee w,, == w,, jolloin o, = f, = € kelpaavat. Tehd&én sitten
induktio-oletus, etta viite patee luvulle 0 < ¢ < n ja osoitetaan vaite luvulle
1+ 1. Pitaa siis osoittaa, ettd on olemassa derivaatio

*
Vn—ie1 = Qi1 Wy Pn_i—1.

Tiedetédén, etta tilanteesta (,_;_1, w,_;—1) on pelaajalla M voittostrategia lop-
pupelin ajan. Té&ll6in on olemassa johteen +,_; 1 sellainen osa aX [, missi
a, 8 € T ja sellainen derivaatio, ettd aXf =g 7,_;. Toisin sanoen on ole-
massa derivaatio v,_i_1 =>¢ o/v,_;3', jollain o/, 3’ € (V UT)*. Askeisen ja
induktio-oletuksen nojalla saadaan derivaatio

Yn—ic1 =G O YpoifS' = & Wy Br—i—1
jolloin av,—;—1 = &'y ja Bp_i—1 = Bn_i’ kelpaavat. O

Oli siis kyseessa mikd tahansa pelaajan M voittostrategia, niin saadaan aina
kyseinen derivaatio. Apulause antaa jo hyvan osviitan pelin korrektiudesta, silla
apulause kertoo, ettd on erityisesti olemassa derivaatio S == agw, 5y, mikili
Yo = S. Merkitadn apulauseen voittostrategian derivaation oikean puoleista

IPelin tilanteet voidaan ajatella jarjestettyni jonona pelitilanteita
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symbolijonoa 7, ‘= agw, Sy, missa t on pelin tilanteet. Voidaan myo6s merkita
Nw, , Missd w, on pelin tilanteiden ¢ lopputulos, mikali on selvdd mihin peliin
viitataan. Apulauseen todistuksen aikana huomataan myos, etté itse asiassa
pelaajan M voittostrategian jokaisella johteella 7;, ¢ < n on olemassa o, 8., i €
(V UT)* siten, ettd v; = alyifl jan, = ay---al,_jw,fh_ -+ - . Saadaankin
uusi lause.

Apulause 4.9. Olkoot G = (V,T,P,S) puhdas kontekstivapaa kielioppi ja
w € T*. Jos pelaajalla M on voittostrategia pelissi CFGG (g, G,w), S = ay

ja v on tdmdn pelin lopputulos, niin pelaajalla M on voittostrategia pelissd
CFGG(n,, G,w).

Todistus. Olkoon pelaajan M voittostrategian tilanteet jarjestyksessa

(g, w), (aq,wy), (g, wa), ..., (p—1, wWn_1), (v,0)).

Oletetaan lisdksi, ettd v # w ja ettd n, on muotoa

YoXon1 X172 - Vi1 X175 X Y41 VX Yt

missé v; = xvy, Vi, Yn+1 € 17 ja X; € V, jokaisella 0 < ¢ < n. Olkoon pelaajan
L pilkkominen

Y0, X071 | 1 Y- X1 | 7 X541 | | Ve Xn Yoty -

Symbolijonon 7, ja edellisen apulauseen nojalla tiedetédén, etta n, on itse asiassa
saatu pelin CFGG(G, w) voittostrategian eri tilanteiden kentisté. Koska jokai-
sella néisté eri tilanteista on pelaajalla M voittostrategia pelissi CFGG(G, w),
niin jaa vain selvitettévaksi miten pelaaja saa pilkottua oikein kohdan «; = zvy
suhteen, koska sité ei esiinny pelissi CFGG(G,w) millddn kierroksella, koska
v on pelin lopputulos. Koska kyseessa oli voittostrategia, niin on olemassa jo-
kin jonon «,_; osa 2’Xy/, missa X € V ja a/,y € T* ja jolla 2’ Xy = v.
Tarkastellaan pilkkomista

Yoo Xov1y |+ | V-1 X1 | &' Xy [ yX57540, | | Yne XVt -

Askeisen havainnon perusteella pelaajalla M on télle pilkkomiselle jokin voitto-
strategia eli on olemassa pilkkominen w = wy-w; - - - wWj_12-V-YyWj41 - - - wy,. Tél-
16in pelaajalla M voittostragia loppupelin pilkkomisella w = wq - wy - - - w;j_17;, *
Vi, Wjt1 - - - wy. Huomaa, ettd aikaisemmin oletettiin v; = zvy. O]

Todistetaan seuraavaksi tdméan luvun péaélause.

Lause 4.10. Olkoon G = (V,T, P, S) puhdas kontekstivapaa kielioppi ja w €
T*. Tdlloin w € L(G) jos ja vain jos pelaajalla M on wvoittostrategia pelissi
CFGG(G,w).

Todistus. "=" Todistetaan véite induktiolla merkkijonon w lyhimmén derivaa-
tion pituuden suhteen. Jos merkkijonon w lyhin derivaatio on yhden mittai-
nen kieliopissa K = (V, T, P,S), niin silloin S =, w eli on olemassa séén-
t6 S — w. Pelaaja M voittaa valitsemalla ensimmaisella kierroksella tdméan
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sadannon. Tehdéaan sitten induktio-oletus, ettd pelaajalla M on voittostrategia
pelissi CFGG(K, w) kaikilla kieliopeilla K, jossa merkkijonon w lyhimmén de-
rivaation pituus on 1 < k. Osoitetaan, ettd véite patee kieliopissa K, jossa
merkkijonon w lyhimmén derivaation pituus on k + 1.

Rakennetaan pelaajan M voittostrategia seuraavasti: Ensimmaisella kier-
roksella ei tapahdu pilkkomista ja pelaaja M valitsee merkkijonon w lyhimman
derivaation S =g v == w, mukaan sidinnoén S — 7. Pelaajan M voittostra-
tegia riippuu pelaaja L toisen kierroksen siirrosta.

Olkoon pelin tilanne siis (v, w), missd v € T ja liséiksi pitee S = v =
w. Olkoon pelaajan L johteen v pilkkominen

702X0711 | 712X1721 | e | PYHQXn’)/n-&-lm

jollain n > 0. Selvitettavéiksi jaa miten pelaajan M tulee pilkkoa merkkijono
ja miten hén valitsee siéinnon. Merkkijonon w derivaation ja v == w nojalla
jokaisella j € {0,1,...,n} jonolla v, X;7v,+1, on olemassa (lyhin) derivaatio

S = 70, X0V, Vi X Vi41s * Ve XVt 1,
= Y0, X071, Uj Vg XVt 11 i

joka on saatu merkkijonon w derivaation avulla. Ndiden derivaatioiden avulla
pelaaja M saa jokaista v;, X;7;41, vastaavan osan u,;. Jokaisella indeksilla j on
olemassa merkkijonon u; derivaatiossa ensimmdiinen sédinto jota sovelletaan,
sanotaan sdannon X; — ;.

Saadaan siis 7' = v;,;7;41,, jolla pétee

S =k =k Vs = o'u;f = w,

misséd o' = 70, XoV1, - Vi—2Xj-1% Ja B = VX1V Ve Xn Vs -
Tarkastellaan kielioppia K' = (V U {S'},T,P U {S" — «'v/p'},5’), missd
S’ ¢ V. Kieliopissa K’ merkkijonolle w on olemassa derivaatio mikd on ai-
nakin yhden lyhyempi kuin kieliopin K, silli S =g v =k o/v'f =k w ja
S = oy = w. Tallsin induktio-oletuksella saadaan, etti pelaajalla
M on voittostrategia pelissé CFGG(K', w) ja vastaava kielioppi saadaan kons-
truoitua jokaisella indeksilld j. Kieliopin K’ ja K ainoat erot ovat uusi symboli
S, sadnto S — o/ ja aloitussymboli. Voidaan olettaa, ettd pelaaja M va-
litsee ensimmaisellé kierroksella kyseisen sddnnon ja voittaa, vaikka pelaaja L
pilkkoisi johteen miten tahansa. Toisella kierroksella saadaan siis johteen o/~ 3’
pilkkominen

Yoo Xov1: |+ | V1o Xjm1Yn [T 1 Y | Vi1a X1 %420 |- | Ve X Yot

missé v’ pilkkominen on ~y; | - -+ | 4/, Télloin pelaajalla M on jokin merkkijonon
w pilkkominen
UO.Ul.--Uj_l .U;.--U:n-vj+1..-vn.

Télloin pelaaja M voi valita alkuperiisessi pelissi CFGG(K, w) pilkkomisek-
Sl Vg - V1 Vo1t Uj - Vjgr - Uy, Missd v; = 0] ---v),. Jos pelaaja L valitsee
indeksin j # i € {0,1,...,n} pelissi CFGG(K,w), niin pelaajalla M on pe-
lin CFGG(K’, w) voittostregian nojalla voittostrategia loppupelin ajan. Jos
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pelaaja L taas valitsee indeksin ¢ = j, niin pelaaja M valitsee luonnollises-
ti sddnnon X; — «;, jolloin pelin johteeksi paivitettddn (7', v;). Télloin pelin
CFGG(K',w) voittostrategian nojalla pelaajalla M on jilleen voittostrategia
(strategia saadaan 7 ja v; pilkkomisesta yltd). Siis pelaajalla M on voittostra-
tegia pelissi CFGG(G, w).
<" Pelaaja M voittaa siis riippumatta pelaajan L strategiasta. Derivaation
olemassaolo saadaan todettua seuraavasti. Jos pelin CFGG(y, G,w), S =
o _lopputulos on wy ja ty on jono kyseisen pelin tilanteita, niin apulauseen
avulla saadaan, ettd on olemassa derivaatio S == vy == 17,. Jilleen
lauseen avulla saadaan, ettd pelaajalla M on jélleen voittostrategia pelis-
st CFGG (N, G, w) 2 wy, missd ¢1 on témén pelin tilanteet. Apulauseen ja
edellisen havainnon nojalla on jilleen olemassa derivaatio S == 1y, == T,
Talloin voidaan rekursiivisesti kirjoittaa

1. CFGG(70, G, w) 2 wy,

2. CFGG(ny,, G,w) e Wit1,

missé t; on (voittostrategian) pelin tilanteet. Koska kielioppi G on puhdas, niin
pelaaja M ei voi pilkkoa missddn kohdassa merkkijonoaan osiin, jossa jokin osa
on tyhjd merkkijono. Télléin koska jokaisella CFGG(n,,, G, w) on pelaajalla M
voittostrategia paddytddn viistdmatta tilanteeseen, ettd jollain j < |w| pétee

CFGG(nw,, G, w) "Z' . Asettamalla 70 = S saadaan derivaatio S == w.
[

Lauseen todistuksen viimeisesséd suunnassa todistettiin itse asiassa, etté pe-
laaja M voittaa riippumatta mistéd derivaation kohdasta aloitetaan. Hyodyn-
tden tata ja aiempia apulauseita saadaan seuraus.

Seuraus 4.11. Olkoon G = (V, T, P, S) puhdas kontekstivapaa kielioppi ja w €
T+. Talloin seuraavat vditteet patevdit.

e Josw € L(G) ja merkkijonon w derivaatio kieliopissa G on jono jarjes-
tyksessd (1,%2y - - Vn), missd 1 = S ja v, = w, nin pelaajalla M on
voittostrategia pelissi CFGG(v;, G, w), jokaisella i € [n].

o Jos S == 7 ja pelaajalla M on voittostrategia pelissi CFGG(y, G, w),
niin w € L(Q).

Todistus. Jalkimmainen vaite todistettiin edellisen lauseen jalkimmaisen suun-
nan yhteydessid. Ensimmaéinen viite seuraa myo6s suoraan edellisen lauseen en-
simmaisen suunnan induktiotodistuksesta. Nimittdin induktioaskeleessa voi-
daan konstruoida kielioppi, jossa merkkijonon w derivaatio on lyhyempi kuin
kieliopissa G: Jokaisella derivaation vaiheella v;, 2 < 7 saadaan konstruoitua
kielioppi G' = (VU {S'}, T, PU{S" — ~},S5"), jossa merkkijonon w derivaa-
tio on vahintdén yhden lyhyempi kuin kieliopin G. Tapaus ¢ = 1,2 kasiteltiin
alemmassa lauseessa. [

Seuraava esimerkki havainnollistaa, miksi on luonnollista sopia, ettéd pelaaja
L voittaa, jos pelin aikana johde on pidempi kuin tavoitemerkkijono. Tama
sdanto estda, ettei peli voi jatkua ikuisesti.
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Esimerkki 4.12. Tarkastellaan kielioppia G = ({4, S}, {a}, P, S), missd P on
joukko saantojé
S — Aa

A — Aa]a.

Talloin yhdellakdan kierroksella ei tapahtuisi pilkkomista ja pelaaja M voisi
valita aina sdédnnon A — Aa ensimmaisen kierroksen jalkeen. T&lloin jos johde
olisi pidempi kuin tavoitemerkkijono, niin kieliopin puhtauden takia johteen
tuottama merkkijono olisi vaistamaéatta pidempi kuin tavoitemerkkijono. Onkin
siis luonnollista talloin sanoa, ettd pelaaja M on havinnyt pelin.

Esimerkki 4.13. Olkoon G = ({S}, {a, b}, P, S) kontekstivapaa kielioppi, mis-
sd P on joukko saantoja

S — aSbS | bSaS | abS | aSb | baS | bSa | ab | ba.

Osoitetaan, etta kaikilla w € {a,b}™ joissa on yhtd paljon merkkeji a ja b
pelaajalla M voittostrategia pelissi CFGG(G,w). Induktiolla merkkijonon w
pituuden [ suhteen: Jos |w| = 2, niin silloin w = ab tai w = ba, jolloin pelaaja M
voittaa valitsemalla séannén S — ab tai S — ba riippuen tilanteesta. Oletetaan,
ettd pelaajalla M on voittostrategia kaikilla merkkijonoilla w € {a,b}™ joissa
on yhté paljon merkkejé a, b ja ovat korkeintaa 2 < ¢ < [ mittaisia. Osoitetaan,
ettd korkeintaan [ pituisille merkkijonoille véite péatee. Tarkastellaan neljaa eri
tilannetta

1. w = avb, jollakin v € {a,b}t. Talloin pelaaja M valitsee ensimmaéisel-
1& kierroksella sddnnon S — aSb ja hénelld on induktio-oletuksen no-
jalla voittostrategia loppupelin ajan, silld merkkijonon v taytyy siséltda
yvhté paljon merkkeja a ja b, jolloin pelaajalla M voittostrategia pelisséa
CFGG(G,v).

2. w = bva, jollakin v € {a,b}*. Vastaavasti kuten ensimmaéinen.

3. w = ava, jollakin v € {a,b}*. Koska vasemmanpuoleisin ja oikeanpuo-
leisin merkki on a, niin talloin pelaajalla M on kaksi vaihtoehtoa ensim-
maiselld kierroksella: S — aSbS tai S — abS. Mikili w = abv’a jollakin
v" € {a,b}", niin pelaaja M valitsee sddnnon S — abS, jolloin hénelld
on voittostrategia loppupelin ajan. Jos taas w = aav’a, niin pelaaja M
valitsee sddnnon S — aSbS. Huomaa, ettd téssd tapauksessa |w| > 6.
Pelaaja L voi pilkkoa johteen aSbS kahdella tavalla a.S | bS tai aSb | S.
Jalkimmaisessd pelaaja M pilkkoo merkkijonon osiin w = aub - u’a, siten
ettd merkkijonoissa aub ja u'a on sama méara merkkeja a ja b. Télldinen
kohta on mahdollista 16ytéda, silla merkkijonon w ensimméinen merkki
on a. Induktio-oletuksen mukaan pelaajalla M on voittostrategia valitsi
pelaaja L kumman muuttujasymbolin tahansa.

Jos pelaaja L olisi pilkkonutkin johteen osiin aS | bS, niin pelaaja M
loytaa pilkkomiskohdan vastaavasti, mutta huolehtii luonnollisesti etta
vasemman puoleisessa merkkijonosas on merkkeja a tasan yksi enemmén
ja oikean puoleisessa vastaavasti merkkia b.
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4. w = bvb. Vastaavasti kuten edellinen kohta.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jos w € {a,b}" on merkkijono, jossa on eri
méérd merkkejd a ja b, niin pelaajalla L on voittostrategia pelissi CFGG(G, w).
Osoitetaan véite induktiolla merkkijonon w pituuden |w| suhteen. Perusaskel:
|lw| = 1. Télloin ensimmaéiselld kierroksella valitsi pelaaja M minké tahansa
sdannon, niin jokainen sdanto lisdd tasmélleen kaksi terminaalia (merkkid),
joten pelasi pelaaja L miten tahansa loppupelin héan voittaa. Tehddan induktio-
oletus, ettd viite pétee kaikille merkkijonoille w € {a,b}*, 1 < |w| < n ja
merkkijonossa w on eri méaarda merkkeja a ja b. Todistetaan viite vastaaville
merkkijonoille joiden pituus on n. Pelaajan L strategia riippuu pelaajan M
ensimméisen kierroksen valitsemasta sdannosté.

1. Jos pelaaja M valitsee sdannoén S — ab tai S — ba, niin pelaaja L voittaa
valittomasti.

2. Oletetaan, etté pelaaja M valitsee sédnnoén S — abS, S — baS, S — aSbh
tai S — bSa. Voidaan olettaa, ettd pelaaja M valitsee sdannoén S —
aSh, muut saannot perustellaan samaan tapaa. Jos pelaaja M ei valinnut
saantoa tyhmaésti eli w = avb, niin pelaaja L voittaa pelin CFGG(G,v)
induktio-oletuksen perusteella.

3. Oletetaan, ettd pelaaja M valitsee sddannon S — aSbS ja S — bSaS.
Voidaan olettaa, ettd pelaaja M valitsee sdannon S — aSbhS, toinen pe-
rustellaan samaan tapaan. Téllin pelaaja L pilkkoo a.SbS osiin aSb | S.
Talloin pelaajan M pilkkomisen w; - wy jilkeen, joko w; tai wy sisaltaa
eri maaran merkkejé a ja b. Pelaaja L valitsee sen osan, jossa on eri méaé-
rd merkkeja a ja b, jolloin han induktio-oletuksen nojalla voittaa tdméan
osan pelia.

Toki alunperin oltaisiin voitu osoittaa, ettd koska jokainen sdénto lisdd saman
verran merkkeja a ja b, niin kieliopin tuottama merkkijono ei voi siséltda merk-
kejd eri méardaa, mutta téssd havainnollistettiin pelin ideaa.

Kielioppi G tuottaa siis tdsmaélleen ne merkkijonot w # € joissa on saman
verran merkkejé a ja b.

4.3 Vaativuusteoriaa

Richard Biichi todisti 1960-luvulla, ettd monadinen toisen kertaluvun logiikka
karakterisoi sdannolliset kielet, joka onkin yksi kuvailevan vaativuusteorian en-
simmaisia tuloksia. Vahemmaén tunnettu kontekstivapaiden kielten looginen ka-
rakterisointi todistettiin artikkelissa [I5] ja myohemmin on 16ytynyt muita ka-
rakterisointeja [14]. Seuraavassa osiossa késitelladn kyseisen artikkelin loogisen
karakterisoinnin todistus pinoautomaattien kautta, tuoden erilaista nakokul-
maa aiheeseen. Vaikutteita tdhén l&hestymiseen on otettu artikkelista [7], mis-
sd kasiteltiin w-kontekstivapaita kielid. Myohemmin samaa ldhestymista hyo-
dynnetdan seuraavassa kappaleessa konjunktiivisille kieliopeille.
Olkoon TI' aakkosto. Merkitdan S(T') == {#} U ({{,1} x I).
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Maaritelma 4.3.1. Pinoautomaatti (Pushdown automata) (epédeterministi-
nen) on kuusikko P = (Q,T,T, 0, qo, F'), missi

e () on adrellinen tilojen joukko,
e T on aédrellinen aakkosto (terminaalit),

e [' on pinon aakkosto,

dCQxTxQxS() on siitymdrelaatio,
® ¢y € Q) on aloitustila,
o [ C Q on hyviksymistilojen joukko.

Huomaa, ettd pinoautomaatti ei salli tyhjia siirtymisia. Laskennan tilanne
on tall6in kolmikko (¢, w,~) € Q x T* x I'*. Olkoon t € §. Maéaritelldén lasken-
nan tilojen vélille relaatio laskenta Hb ja merkitdén vain b, ' tai Fp, mikali
pinoautomaatti tai tilasiirtymd on kontekstista selva.

e Jos (¢,a,p, (1, X)) € 0, niin (g, aw, Xv) k= (p,w,v) (poisto).
o Jos (¢,a,p, (1, X)) €4, niin (¢, aw,7) F (p, w, X~) (lisdys).
e Jos (q,a,p,#) € ¢, niin (¢, aw,v) F (p,w, ) (neutraali).

Toisin sanoen nuoli kertoo lisdtdanko pinoon symboli vai poistetaan ja # taas
kertoo, ettéd siirtymélla pinoon ei tehdda muutoksia. Tavalliseen tapaan F* on
relaation - refleksiivinen ja transitiivinen sulkeuma ja sitd nimitetaan lasken-
naksi. Talloin pinoautomaatin P tunnistama kieli on

L(P)={weT"|(qwetFp(pey),pe F,yel}.

Sanotaan lisdksi, ettd automaatti P hyvdksyy merkkijonon w, mikéli on ole-
massa laskenta (qo,w,€) F* (p,€,7), missd p € F. Jos (q,aw,v) = (p,w,'),
niin sanotaan, ettd automaatti lukee merkin a.

Pinoautomaateista 16ytyy valtavasti muunnelmia erilaisiin laskennan tarkoi-
tuksiin. Erés tapa on kontrolloida koodaamalla aakkostoon milloin pinoon voi-
daan liséitd ja poistaa merkkeji [2]. Olkoon Y aakkosto. Merkitdin T = {1} x %,
Y= {1} x %, 3% = {#} x ¥ ja X = (24, 21, 5#), jota sanotaan julkiseksi
aakkostoksi. Lisiksi merkitdsin 3 = SV U ST U D#.

Maéritelmé 4.3.2. Julkinen pinoautomaatti (Visibly pushdown automata) on
kuusikko V = (Q,T,T, 9, qo, F'), missa

e () on aarellinen tilojen joukko,
e T on &irellinen julkinen aakkosto,

e [" on pinoaakkosto,

e § =0 U U, missi

34



- COxTYxQ xT¥,
- COxTTxQ xTIT,
— M CQQXT? xQ xTI'7#,
e ¢y € () on aloitustila,
e I C (@ on hyvaksymistilojen joukko.

Julkisen pinoautomaatin V = (Q,T I, 8, qo, F') laskenta méaaritelldén seu-
raavasti. Laskennan tilanne on kolmikko (¢, w,v) € @ X T x T'*. Méadritellidin
luonnollisella tavalla relaatio laskenta i, kuten aiemmin. Vastaavasti lasken-
nasta voidaan jattda ¢ ja V merkitsemétté, mikali ne ovat selvid kontekstista.

e Jos (¢,({,a),p, ({, X)) €4, niin (¢, ({, a)w,7) F (p, w, X7).
e Jos (q,(T,a),p, (1,X)) € 4, niin (g, (1, a)w, X7) F (p,w,7).
e Jos (¢, (#,a),p,#) € 4, niin (g, (#, a)w,v) F (p,w,7).

Tavalliseen tapaan =j, on refleksiivinen ja transitiivinen sulkeuma. Samaan ta-
paan kuin aiemmin madaritellddn julkisen automaatin maarittelema kieli. Jul-
kisen pinoautomaatin maarittamad kieltd sanotaan julkiseksi kontekstivapaaksi

Kieleks:.
Automaatit voidaan piirtdéd soveltaen esimerkiksi lihteen [12] tapaa.

Esimerkki 4.14. Alla on pinoautomaatti

({q07 q1, 42, C]3}» {07 1}7 {Xa $}a 67 qo, {QOa q3})a

missé d voidaan paatelld kuvasta. Automaatti tunnistaa kielen { 0"1" | n € N }.

0,({,X) L (1,X)

Huomautus. Julkinen pinoautomaatti ei pysty suoraan pitdméan kirjaa sen pi-
non paillimmaéisestd merkista. Tama ei kuitenkaan ole ongelma, sillé sen pystyy
kiertdmaan seuraavasti. Laajennetaan pinoaakkosto I' uudella merkilld | & T,
joka kertoo onko pino tyhja ja edelleen pinoaakkostoksi IV = (I' U {L1}) x
(U {L}). Liséksi tiloihin merkitd&n sen hetken pinon paallimmé&inen symbo-
li. Mikali samoja péallimmaisia symboleja on useammassa tilassa ne voidaan
numeroida esimerkiksi alaindeksilld. Alla muutettu edellisen esimerkin pinoau-
tomaatti sellaikseksi, etta tiedetdén pinon paillimainen merkki.
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Julkisen aakkostolle 3 aakkostolle voidaan muodostaa projektio.

Madaritelmé 4.3.3. Olkoon Y julkinen aakkosto. Kanoninen projektio julkisel-
le aakkostolle on funktio 7: ¥ — X, (s,a) — a, jokaisella (s,a) € 3. Projektio
voidaan edelleen laajentaa merkkijonoille w € f]*, missé w = wowy - - - W, Seu-
raavasti. Merkitdan m(wow; - - - wy) = 7(wo)mw(wy) - - - 7w(wy,) ja edelleen kielille
L C 3 asettamalla 7(L) = { n(w) | w € L}.

Julkisilla pinoautomaateilla on paljon mielekkéitd ominaisuuksia [2]. Julki-
set kontekstivapaat kielet ovat suljettuja leikkauksen, yhdisteen, komplementin,
liitoksen ja Kleenin tdhden suhteen. Liséksi jokaista julkista pinoautomaattia
vastaa deterministinen julkinen pinoautomaatti, joka tunnistaa saman kielen.
Esitellddn myos artikkelien [3], [7] ja [2] mukaiset lauseet.

Apulause 4.15. Olkoon L C T* kontekstivapaa kieli. Tdlloin on olemassa
aakkoston T' julkinen pinoautomaatti V', jolla w(L(V)) = L.

Tietyssad mielessé julkiset pinoautomaatit tunnistavat siis kontekstivapaat
kielet ja seuraava apulause kertoo, ettd pinoautomaatit tunnistavat julkisten
kielten projektion.

Apulause 4.16. Olkoon T julkinen aakkosto ja kieli L C T Julkisen pinoauto-

maatin tunnistama. Talloin on olemassa pinoautomaatt, joka tunnistaa kielen
m(L)CT.

Todistus. Olkoon V' = (Q,T,F,&, qo, F') julkinen pinoautomaatti, joka tun-
nistaa kielen L. Tarkastellaan pinoautomaattia P = (Q,T,T',d, qo, F'), missé

¢ ={(g,7m(a),p,s) | (¢,a,p,s) € }. Nyt

({wet'l@wat mern.peryer})
r(w) €T |we T, (qo,w,e) (p,e,v),peFﬁEF*}

™
= {mw) e T |w e T", (. 7(w),€) Fy (b 7)p € Py eI }
{veT | (qwv,e)Fp(pe7)peFyel™}

L

joten automaatti P tunnistaa kielen m(L). O
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Viela pitaa todeta, ettd jokaista pinoautomaattia vastaa kontekstivapaa
kieli. Pinoautomaatin mé&aritelméa on suhteellisen poikkeuksellinen siihen mi-
téa tavallisesti kirjallisuudessa esiintyy. Tarkastellaan seuraavaksi, miten tdméan
tutkielman pinoautomaatin voi muuntaa liahteen [19] pinoautomaatin mallik-
si. On kuitenkin suhteellisen selvaé, etta relaatio ¢ voitaisiin korvata funktiolla
0 QxT. xT'e —» P(Q x I'y) ja laskennan tilojen relaatio - seuraavasti:
Jos (p,Y) € §(q,a,X), niin (g,aw, Xv) F (p,w,Y ). Relaation ki&ntdminen
funktioksi tapahtuisi seuraavasti.

Jos (g, a,p, (T, X)) € 9, niin vastaava siirtyminen fuktiolla ¢’ on §'(¢q, a, X) =
(p, €). Tapaus | ja # menevit vastaavasti. Luonnollisesti jos jollain tilalla ¢ € @
ja merkilld a € T ei esiinny millddn p € @ alkiota relaatiossa (q,a,p,s) € 6,
niin talléin funktiossa ¢" asetettaisiin sen kuvaksi tyhji juokko. Pinoautomaatin
tunnistama kieli on siis néin ollen aina kontekstivapaa.

Saadaan néin ollen lause, ettd pinoautomaatin malli on hyvin maéaritelty.

Lause 4.17. Olkoon L C T* kieli. Talloin kieli L on kontekstivapaa tdsmdlleen
silloin jos on olemassa pinoautomaatti P, joka tunnistaa kielen L.

Edetetadn seuraavaksi itse logiikan méarittelyyn, joka karakterisoi konteks-
tivapaat kielet.

Maaritelma 4.3.4. Méadritellaan seuraavaksi artikkelin [15] mukainen relaatio.
Sanotaan, etté relaatio M C [n]? on paritus jos jokaisella i, j, k,l € [n] pitee

1. jos (i,7) € M, niin i < j; (kunnioittaa jérjestysté)

2. jos (i,) € M ja k & {i,j}, niin (5,5), (k,1), (k,), (G, k) & M; (alkiot
kuuluvat korkeintaan yhteen pariin)

3. jos (i,7), (k,1) € M jai < k < jniin i <l < j. (parit eivdt mene ristiin)
Parituksen voi mieltdd myos sulutuksena.

Esimerkki 4.18. Kuvalla havainnollistettu paritus

{(1,2),(3,10),(4,6),(7.8)} < [10]".

— TN~

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Néin ollen voidaan mééritelld seuraavat logiikat. Olkoon { M; | i € N } kaksi
paikkaisia toisen kertaluvun muuttujia. Logiikan 3M*"FO-lauseet ovat muotoa

HMatChMl . HMatCth¢,

missd n € Z, ja ¢ on ensimmaisen kertaluvun kaava. Tulkinta on luonnol-
linen. Olkoon A malli. Jos ¢ = FMath M p(M), niin A = ¢ jos ja vain jos
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on olemassa joukon A paritusrelaatio m, jolla A = ¢(m). Logiikan 3Mat"FQ
saadaan kvantifioimalla yhtd paritusrelaatiota. Samaan tapaan méaritelldan
logiikan FM@M\MSO ja FMat"MSO lauseet.

Artikkelissa [15] todistettiin seuraava tulos derivaatiopuiden avulla. Paritus-
relaatiolla on mahdollista simuloida KG-normaalimuotoa. Téssé tutkielmassa
todistetaan sama tulos pinoautomaattien avulla. Huomataan, ettd paritusre-
laatiolla on mahdollista simuloida pinoa.

Lause 4.19. Kieli on kontekstivapaa jos ja vain jos se voidaan mdaritella lo-
giikassa 3 MSO.

Todistus. Olkoot T aakkosto ja L C T™.

=" QOletetaan, etta kieli L on kontekstivapaa. T&lldin on olemassa pinoau-
tomaatti P = (Q,T,T,0,qo, F'), joka tunnistaa sen. Tarkastellaan mielivaltais-
ta kielen merkkijonoa w € L ja sen sanamallia 2(,. Taytyy siis muodostaa
FMateh\[SO[77] kaava yp, joka simuloi titd pinoautomaattia eli jolla pitee

{BeSTR[mp| |Fwe L:B=A,} ={AeSTR[rr] | A= xpr}.

Oletetaan joukko toisen kertaluvun muuttujia { X; | ¢ € § }. Maaritelladn
ensin muutama hyodyllinen termiston 7, kaava

Gnect(T,y) =0 <y A -Fz(zr <zAz<y),

d]start = Va:(Vy(a: é y) - \/ Xt(x))
tesd,
t(1)=qo

ja
Yaceept = Vo(Vy(y <) = \/ Xu(2)).
tes,
t(3)eF
Edellisessa t(7) tarkoittaa tilasiirtymén ¢ paikan i arvoa. Huomaa, etté disjunk-
tiot ovat ddrellisia silla tilasiirtymid on vain dérellinen mééra. Kaava ¢peq(, y)
kertoo selvésti ettd alkio y on alkion x viliton seuraaja jarjestyksen < suhteen.
Kaava ¢gq(z) kertoo, ettd laskenta on aloitettu aloitustilasta. Vastaavasti
kaava @uccept taas kertoo, ettd laskenta péaattyy hyvksymistilaan.
Kaava

Ypare =z | \/ | Xe(@) A N\ ~Xu(2) | |
teo t'eé,
tA£t

kertoo selvésti, ettd { X; |t € § } \ {0} muodostaa joukon Dom(2,,) osituksen,
joka takaa, ettd kyseinen laskenta on yksiselitteinen. Tarkastellaan seuraavaa
kaavaa

wtrans = V.T </\ (Xt(x) — (bl,t(x) A ¢2,t(x) A ¢3,t(x))) )

ted

missé

¢1:(q,a,p,8)($) = Pa(z),
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¢2,(q,a,p,s) (x) = vy ¢newt(x7y) — \/ Xt’ (y) )
t'eé,
t'(L)=p

. Ely \/ Xt’<y) A M(:U» ZE) ) jOS § = (Ta A)
P3,(g,0,p,5) (z) = t'es,
¢ (@)=(,4)

T =, muuten.

Kaava 1.4ns simuloi pinoautomaatin P liikkumista tilojen vililla eli laskentaa.
Kaava ¢1,(gap.s) (x) kertoo, jos = € X(g,a,p,s), niin alkion z paikalla on merkki
a. Kaava ¢ (4,05 () kertoo, ettd alkion x vilittémén seuraajan tdytyy kuu-
lua sellaiseen joukkoon Xy, missé #'(1) = p eli ollaan kunnioitettu siirtymisté
tilojen valilla. Kaava @3 (4.4,.5) kertoo, ettéd jos pinosta poistetaan péaéallimmai-
nen alkio, niin on se taytynyt myos jossain kohtaa se aikaisemmin lisdta pinoon
merkkijonoa luettaessa.
Ylla olevan perusteella on selvia, etta lause

Xp = E|]MatCh]\43)(1?0 e ElXt571 (wpart A ¢stm‘t A ¢trans A waccept) )

missa s = |0] ja d = {to, t1,...,ts 1} madarittelee kielen L. Nimittdin sanamallin
20, missd w € L on laskennasta pinoautomaatissa P helppo 16ytaa joukot seka
paritusrelaatio. Vastaavasti, jos jossain mallissa on totta lause x p, niin vastaava
laskenta mallissa 10ytyy tarkastelemalla miké tulkinta muuttujille annetaan.
7« Oletetaan, ettd L on midriteltivissi logiikassa 3Ma"MSO. Tilldin
on olemassa lause ¢ € IM4MSO[r7] siten, ettd L() = L. Voidaan olettaa
lisdksi, ettd v € MSO[7r] ja ettd jokainen kaavan 1) muuttuja on kvantifioitu
korkeintaan kerran, jolloin 1) on muotoa 3Me" M (M) jollain ¢ € MSO|rr].
Tarkastellaan seuraavaa luokkaa

K ={A, |we L{),A, = ¢(m),m C Dom(2,)* on paritus } .

Jokaista mallin %, € K paritusta m vastaa seuraavanlainen aakkoston 7’ =
7 U{P} malli (Uz, m), missd Az on merkkijonon w sanamalli,

W = (89, wo)(S1,w1) -+ (Sp, Wy),
symbolin P tulkinta mallisa on m, s € {|,1,#} ja
e (|, w;) jos on olemassa j € Dom(2,) siten, ettd (7,75) € m,
e (T,w;) jos on olemassa j € Dom(%,,) siten, etta (j,1) € m,
e (#,w;) muuten.

Toisin sanoen merkkeihin koodataan paritus ja w € T, missé 7' on julkinen
aakkosto. Muuten malli (2(z,m) on identtinen mallin 2(, kanssa ja t&lloin
Az, m) = ¢, misséd kaava ¢ on saatu kaavasta ¢ korvaamalla sanamallin
yksipaikkaisten relaatioiden P, symbolit vastaavilla symboleilla P;. Merkitdan
malleista 2, € K talld proseduurilla saatujen mallien luokkaa K.
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Kaava ¢’ voi toisaalta sisaltda myos muita sidottuja ensimmaéisen tai toi-
sen kertaluvun muuttujia. Jotta viite voidaan todistaa itse télle kaavalle, niin
taytyy tarkastella kaavoja joissa on vapaita ensimmaisen ja toisen kertaluvun
muuttujia. Olkoon Z = {xy, 29, ..., 2,, X1, Xo, ..., Xi} ja

X(x1, @0, .oy, X1, Xoy oo, Xi) € MSO[77]

mielivaltainen kaava, jonka vapaat muuttujat ovat Z siten, etta x;, i € [n] ovat
ensimmaisen kertaluvun ja X, j € [k] toisen kertaluvun muuttujia.

Mallien 2z € K tulkinnat muuttujille Z voidaan koodata aakkoston 7" :=
T x {0,1}"** merkkijonoihin seuraavasti. Olkoot @ = Wy - - -, € T ja
(A, m) € K. Tallsin merkkijono w = (@y, by ) (g, by) - - - (W, b,) € T kertoo
mallin (25, m) tulkinnat muuttujille Z seuraavasti.

*

e Josje€{l,...,n}, niin b;(j) = 1 jos ja vain jos x?l” = 1.
e Jos j € {l,...,k}, niin by(j) = 1 jos ja vain jos i € X%,

Huomaa, ettd tdma sallii vain merkkijonot w, joissa jokainen ensimmaéisen ker-
taluvun muuttuja symboli vastaa tasan yhtd merkkijonon paikkaa. Merkitaan
lisdksi L(y), niitd merkkijonoja w, joiden tulkinnalla muuttujille Z kaava y on
totta mallissa (g, m). Osoitetaan kaavan y rakenteen suhteen, ettd L(x) on
julkinen kontekstivapaa kieli.

Ensimmaéisend on késiteltdvd atomikaavat. Merkitaan T = {t1,ta,...,8;}.
Atomikaavoja ovat <y, P (), X() ja P(x,y). Huomaa, ettd atomikaavaa
x =y ei tarvitse kasitelld, silld © < y A y < x on loogisesti ekvivalentti kaavan
xr = y kanssa. Tarkastellaan viimeisena paritusrelaatio, silli muut atomikaa-
vat eivit hyodynné pinoa ja néin ollen pino-operaatiot voidaan jattda néiden
automaateissa merkitseméttd. Seuraavat julkiset pinoautomaatit tunnistavat
atomikaavat.

Kaavan P (z;), t; € T tunnistava julkinen pinoautomaatti on alla olevaa
muotoa.

(%1’ (b17 s 7bj—1707 bj+17 s 7bn+k)) (%1, (b17 <o 7bj71707 bj+17 s 7bn+k))
(%Qa (bh o 7bj—1707 bj+17 o 7bn+/€)) (%2, (b17 S 7bj71707 bj+17 B 7bn+k))

(’ilg (bb ce 7bj71707 bj+17 ey bn+k)) (%la (bla s 7bj—1707 bj+17 cee 7bn+k))

qo o

(ti, b1y bjo1, L bjgrs - oo b))

Julkinen pinoautomaatti hyviksyy siis atomikaavan, jos alkion x; paikalla on
merkKki ;.

Kaavan X;(z;), ¢ € [k], j € [n] tunnistava julkinen pinoautomaatti on alla
olevaa muotoa.
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(t1, (b1y - bj—1,0,bj51, . .. butk) (t1, (br, - 210,501, - b))
(t27 (blu s 7bj—1707 bj+17 s 7bn+k>> (t27 (b17 R bj—1707 bj+17 R bn+k))

(%la (bla cee 7bj—1707 bj-l—la cee 7bn+k)) (%17 (bl? R bj*1’07 bj+17 R b”+k))

¥C o

(%1, (bl, Ce ,bj_l, 1, bj+17 . ;bn—i-i—l; 1, bn+i+17 C 7bn+k))

(%l, (b]_, oo 7bj_]_, 1, bj+17 o« e ,bn+i_1, 17 bn+i+1, o e ,bn+k))

Julkinen pinoautomaatti hyviksyy siis atomikaavan, jos alkio z; kuuluu jouk-
koon Xj, oli alkion z; paikalla merkki mika tahansa.

Kaavan x; < x;, i, € [n] tunnistava julkinen pinoautomaatti on alla olevaa
muotoa. Tilan sddstéamiseksi on koodia b merkitty téssd vain parilla (b1, bs),
missé by, by € {0,1} ja by viittaa alkion z; arvoo ja by alkion z; arvoon. Muut
alkiot koodista voidaan tulkita miten vain.

(%17 (07 0)) (Elv (Oa O))

(t1,(1,0))

(t,(0,0)) (t,(0,0))

(t1,(0,0))

(#1,(0,0))

Julkinen pinoautomaatti hyviksyy siis atomikaavan, jos alkio x; luetaan ennen
alkiota z; eli z; < z;.

Paritusrelaatio P(x;,z;), i,j € [n] voidaan tunnistaa seuraavalla julkisel-
la pinoautomaatilla. Jos #, = (#4,b) = (({,t4),b), 0 < h < [, niin auto-
maatin pino-operaatio on (|,#,). Jos taas t, = ((1,ts),b), 0 < h < [, niin
pino-operaatio poistaa pddllimmdisen pinon alkion. Téméa on mahdollista edel-
14 mainitun huomautuksen johdosta. Jos taas ¢, = ((#,15), b), niin operaatio
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on #. Téll6in julkinen pinoautomaatti hyvéiksyy merkkijonon tésmaélleen sil-
loin, jos merkkiil (,,b) luettaessa, joka vastaa paikkaa z; eli b(j) = 1, niin
automaatti poistaa pinosta piillimiisen merkin (¢, b’), joka vastaa paikkaa
x; eli b(i) = 1.

Viite on nain todistettu atomikaavoille. Induktio-askeleessa konjunktio ja
negaatio voidaan sivuutta, silla julkiset pinoautomaatit ovat suljettuja komple-
mentin ja leikkauksen suhteen. Tehd&dn induktio-oletus, etta viite patee kaa-
valle /, jossa esiintyy muuttujat {xy,..., 2, Xi,..., Xp} vapaina.

Todistetaan véite ensin kaavalle Jz;\/(x;). Induktio-oletuksen mukaan on
olemassa julkinen pinoautomaatti V', joka tunnistaa kaavan x'(z;). Kéytdnnos-
sé automaatin tarvitsee arvata oikea tulkinta alkiolle z;. Kaavan 3z;x’(z;) tun-
nistava julkinen pinoautomaatti V' saadaan seuraavasti. Muutetaan aakkosto
projisoimalla jokainen merkki (Z;, b) seuraavasti

(tj, (b1, by i1, i bits ooy b)) = (B, (b1, bay o b1, bity ooy D).

Pidetdan automaatti muuten identtisend automaatin V' kanssa. Uusi julkinen
pinoautomaatti V' voi siis néin ollen "arvata” x; tulkinnan ja automaatti ei
ole siitd en&é riippuvainen. Esimerkiksi kaavan 3x;(X;(x;)) tapauksessa auto-
maatti V’ hyviksyy merkkijonon jos ja vain jos joku merkkijonon paikka kuuluu
joukkoon X eli riittdd, ettd alkion X; paikalla on koodattu 1 jonossa b (eli
kyseinen merkkijonon paikka kuuluu alkion X; tulkintaan) riippumatta mika
z; paikalla on. Vastaavasti menetellddn kaavan 3X;(x(X;)) kanssa.
Induktioperiaatteen mukaan viite siis patee. Viite pdtee néin ollen myos

lauseille, joten kieli L(¢') = {fv eT |y € K, Ay, m) = gb’} on myos julki-
sen pinoautomaatin tunnistama kieli. Talloin kuitenkin apulauseen nojalla

on olemassa pinoautomaatti, joka tunnistaa kielen 7(L(¢’)), mutta timé&hén on
sama asia kuin alkuperéinen kieli L. O
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5 Konjunktiivisista kielista

5.1 Konjunktiivisista kieliopeista

Seuraavaksi tutkitaan yhtéa kontekstivapaiden kielten laajennusta. Suurimman
osan merkinnoisté ja tuloksista 16ytyy artikkelista [18§].

Konjunktiivinen kielioppﬁ C = (V,T,P,S) on kontekstivapaan kieliopin
laajennus. Konjunktiivinen kielioppi on muuten taysin sama kuin kontekstiva-
paa kielioppi, mutta kieliopin sdannot voivat myos olla konjunktiivista muotoa

A=y Ay A AN Yp,

missi A€V, n>1jay € (VUT) jokaisella 1 < i < n. Konjunktio voidaan
my6s lyhentdd A — A,..., 7. Derivaatio mééritellddn samaan tapaan kuin
kontekstivapailla kieliopeilla ja lisdimélla konjunktiivisten sidintdjen johto.

Merkkijono w € T* on derivoitavissa eli johdettavissa sdénnosta A —
Ni<icn Vir tasmilleen silloin jos se on johdettavissa jokaisesta 7;, ¢ € [n]. Toisin
sanoen A == w jos ja vain jos 7; = w jokaisella i € [n]. Lyhennet#ifin kon-
junktiivinen kielioppi merkinnélla CG (conjunctive grammar). Konjunktiivinen
kieli maaritelldadn vastaavasti kuin kontekstivapaat kielet.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan kieltd L = {a"b"c" | n € N}, joka tunnetusti
ei ole kontekstivapaa. Konjunktiivinen kielioppi C' = (V, T, P,S), missd V =
{S,A,B,E,F}, T ={a,b,c} ja P on joukko sdantoja

S—ANE

A—aA|B

B — bBc | e

E — aFbG

F —aFb|e

G— Gele

méarittelee kielen L. Idea on, ettd konjunktion vasen puoli pitdd kirjaa, etta
merkkejé b ja ¢ on yhtd paljon ja toinen puoli, ettd merkkeja a ja b on yhtéa
paljon.

Olkoon C' = (V,T, P,S) konjunktiivinen kielioppi. Sanotaan, ettd A € V
on €A-saanto, jos se on muotoa

A= ANV A ATt NEAYipr A A,

missi y; € (VUT)", n > 1jai € [n]. Sanotaan, ettd konjunktiivinen kielioppi
on eA-vapaa, jos se ei sisalla yhtdan eA-sdantoja.

Huomaa, ettd eA-vapaan méaaritelman mukaan edellisen lauseen antama kie-
lioppi on myés e-vapaa.

'Konjunktiivista kielioppia merkitdin yleensd kirjaimella C' kun taas kontekstivapaalle
kaytetdan merkkid G.
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Lause 5.2. Jokaisella konjunktiivisella kieliopilla C' on olemassa eAN-vapaa kie-

lioppi C', jolla L(C) \ {e} = L(C").
Todistus. Samaan tapaan kuin kontekstivapaan kieliopin tapaus. O]

Samaan tapaan kuin konktekstivapailla sanotaan, ettd CG on hyodyllinen,
jos se ei sisalla turhia symboleja.

Lause 5.3. Olkoon C konjunktiivinen kielioppi ja L (C) # 0. Tdlloin on ole-
massa hyodyllinen kielioppi C', jolla L (C) = L (C").

Todistus. Samaan tapaan kuin kontekstivapaan kieliopin tapaus. O
Konjunktiivinen kielioppi on puhdas, jos se on eA-vapaa ja hyddyllinen.

Seuraus 5.4. Olkoon C konjunktitvinen kielioppi ja L(C) # (. Talléin on
olemassa puhdas kielioppi C', jolla L (C)\ {e} = L(C").

5.2 Semanttinen peli

Kontekstivapaan kieliopin pelin CFGG voi helposti laajentaa konjunktiivisen
kieliopin peliksi lisdamalld peliin A-sddnnon: Jos pelaaja M on viimeksi sovel-
tanut sdantod, joka on muotoa X — ;3 A v A --- A 7,, niin pelaaja L saa
valita misté 7;, ¢ € [n] peli jatkuu ja johde péivitetdan ; mukaan. Pelin kon-
junktiiviselta kieliopilta oletamme luonnollisesti sen olevan my6s puhdas kuten
kontekstivapaan kielen tapauksessa. Merkitddn tétd pelia CGG (C,w) ja vas-
taavasti pelid johteesta o € (V UT)" merkitdin CGG (o, C, w).

Lause 5.5. Olkoon C = (V, T, P,S) puhdas konjunktiivinen kielioppi. Tdlloin
w € L(C) jos ja vain jos pelaajalla M on wvoittostrategia pelissia CGG(C,w).

Todistus. Kontekstivapaiden kielten semanttinen pelin korrektiuden todistus
4.10| ja sen todistuksessa hyodynnetyt apulauseet ja voidaan helposti
tdydentddn konjunktiivisten kielten semanttiselle pelille. Selitetdén tdydennyk-
sen idea téssd tarttumatta liikaa yksityiskohtiin. Lukija voi todentaa tdmén
idean vertailemalla néita edelld mainittuja lauseita ja alla selitettévia ideoita.

(Idea)”=" Osoitetaan, ettd samaan tapaan kuin kontekstivapaiden kielten
semanttisen pelin induktiotodistuksessa voidaan 16ytda kielioppi, jossa deri-
vaatio on vahintdédn yhden lyhyempi kuin kieliopissa C'. Oletetaan, ettd pelin
tilanne ensimmaisen kierroksen jélkeenﬂ on (v,w), v =%Xov " YaXnVnt1 ja
pelaajan L johteen ~ pilkkominen on

’701X0712 | e | Vann’Yn-i-ln

missé v;;, Vi1, € 17 ja X; € V jokaisella i € {0,...,n}, j € {1,2} ja pelaajan
M vastaava merkkijonon w pilkkominen on wg-w; - - - w,. Oletetaan liséksi, etté

2Se, ettd onko ensimmdiselld kierroksella sovellettu konjunktiivista séantoa voidaan pe-
rustella derivaatiolla eikd silla lopputuloksen kannalta merkitysta
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pelaaja L valitsee indeksin j € {0,...,n}. Jos pelaaja M valitsee konjunktiivi-
sen saannon
Xj — oy ANag N N Quy,

joka noudattaa merkkijonon w derivaatiota, niin talléin merkkijonon w de-
rivaation médritelmén nojalla on olemassa derivaatio a; == w;, jokaisella
i € [m]. Tamén perusteella valitsi pelaaja L minkd tahansa konjunktiivi-
sen sddnnon osan «;, ¢ € [m], niin samalla periaatteella kuin kontekstiva-
paan kielen semanttisen pelin induktiotodistuksessa voidaan muodostaa kie-
lioppi ¢" = (VU{S'},T,PU{S" — 7/f'}), missd v = vj,0Vj+1,, & =
YoXor V-1 X1, B = Vi Xjr V2 0 VaXnTns1, jossa derivaatio on
vahintaén yhden lyhyempi kuin kieliopissa C.

7<” Oletetaan, ettd pelaajalla M on voittostrategia pelissi CGG(C,w).
Taméan vastaavan suunnan todistuksessa kontekstivapaille kielille hyodynnet-
tiin oleellisesti apulauseita jad.9] eiké itse todistuksessa ole tarpeen viitata
kieliopin konjunktiivisiin sdéntoihin. Kyseisissa apulauseissa viitattiin pelaajan
L joihinkin tiettyihin valintoihin. Jos pelin aikana sovellettiin konjunktiivista
saantoa

X_>r>/1/\"'/\’yn7

niin pelaajalla M on voittostrategia huolimatta minké ~;, ¢ € [n| pelaaja L va-
litsi. Talloin derivaatio saadaa yhtélailla muodostettua riippumatta siitd minka
pelaaja L valitsee, joka on vaadittu konjunktiivisen sddnnon derivaation maa-
ritelmaéssa. [

5.3 Vaativuusteoriaa BC*(CFL) kielille

Téssé osiossa kisitellaan erityisesti konjunktiivisia kielid, jotka ovat darellinen
leikkaus kontekstivapaista kielistd. Téassa tutkielmassa ei onnistuttu 16ytaméan
loogista karakterisointia konjunktiivisille kielille. Tarkastelua supistettiin kieli-
perheelle joka asettuu kontekstivapaiden ja konjunktiivisten kielten véliin.

Boolean sulkeumia kontekstivapaille kielille ollaan tutkittu erityisesti ar-
tikkelissa [4]. Olkoon CFL[T] aakkoston T kontekstivapaiden kielten luokka.
Voidaan myos merkitd CFL, jos aakkostoa ei ole kiinnitetty. Samaan tapaan
kuin kaavojen tapauksessa BCT(CFL[T]) on joukon CFL[T] sulkeuma yhdis-
teen ja leikkauksen suhteen. Vastaavasti méaaritelladan BC(CFL[T]) lisddmalla
komplementti. Huomaa, etta talloin komplementti riippuu aakkostosta. Luokan
BCT(CFL[T]) kielet ovat tunnistettavissa pinoautomaateilla, joissa on mah-
dollista lukea syote useamman kerran lapi tai ns. automaatin lapi "kuljetaan”
useamman kerran syotteelld. Myohemmin huomataan, ettd automaatti joka lu-
kee merkkijonon synkronoidusti tunnistaa saman luokan. Tdmén seuraukse-
na seuraavassa kappaleessa saadaan ilmeinen looginen karakterisointi luokalle
BC*(CFL[TY]).

Esitelldéin ensin artikkelin [4] mukainen luokan BCT(CFL) méérittelevi au-
tomaatin malli.

Maaritelma 5.3.1. Niin sanottu k-kulun pinoautomaatti (k-pass pushdown
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automata) (epédeterministinen) on jono U = ([k],Q, T, T, %, 0, qo, Ha, Hy,), mis-
sa

[k] on kulkujen lukumddrd ja k € Z,,

@ on darellinen tilojen joukko,

T on &arellinen aakkosto,

I' on aarellinen pinoaakkosto,

* & T on uusi valimerkki, joka kertoo milloin merkkijono pééttyy,

SCk]xQxT. xQxST)uU
k=1 xQ x {x} x QU
{k} x Q x {x} x {H,, H,},

qo on aloitustila,

H, ¢ Q on hyviksymistila,
e H, & Q on hylkidmistila.

Yleisesti voidaan puhua vain usean kulun pinoautomaateista (multipass push-
down automata), jos kulkujen méadraé ei kiinniteté.

Olkoon U = ([k],Q,T,T,*,0,q0, Hy, H,) k-kulun pinoautomaatti. Lasken-
nan tila on nelikko (j,q,w,~), missd j € [k], ¢ € Q, w € T* ja v € T
Maaritelladn seuraavaksi usean kulun automaatin laskenta syotteelld wy € T.
Kaikilla j € [k], merkkijonon w, alkusegmenteilla w € T*, v € T* ja ¢ € Q
pétee seuraavat ehdot.

e Jos (jaQ7aapa (Ta X)) € 57 niin (jaQa awx, X’)/) |_U,wo (japa wk, P)/)

Jos (j,q,a,p, (J, X)) € 0, niin (j, ¢, awx,7) Fuw, (4,0, wx, X7v).

(J
0s (J,q,a,p, #) € 0, niin (j, ¢, awx,7) Fuw, (7,0, w, 7).
e Jos (j,q, % p) €0 jaj <k, niin (j,q,*7) Fuw (7 +1,p, wox,€).
o Jos (k,q,x, H,) € 0, niin (k, ¢, *,7) Fuw, (k, Has€,7).
o Jos (k,q,x, Hy,) € 6, niin (k, q,%,7) Fuw, (k, Hn,€,7).

Vastaavasti maaritellddn laskennan transitiviinen ja refleksiivinen sulkeuma
Frw - Alaindeksi voidaan jéttdd merkitseméittd, jos automaatti ja syote ovat
selvid kontekstista. Toisin sanoen kun kulku on suoritettu ja se ei ole viimeinen,
niin luetaan merkkijono uudestaan, ja pino tyhjennetédin. Jos taas kyseessa on
viimeinen kulku, niin padadytéan joko hyviksyvaan tai hylkdavaan tilaan. Usean
kulun automaatin méarittelema kieli onkin

L(U) = {w €T | (1,q0, wx,€) by (k, Hoy€,7),7 € F*}

Koska yhden merkin lukeminen kerrallaan ei vaikuta ilmaisuvoimaan, niin tal-
16in saadaan artikkelin [4] mukainen lause.
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Lause 5.6. Olkoon T aakkosto ja L C T*. Kieli L on mddriteltdvissd usean
kulun pinoautomaatilla jos ja vain jos L € BCT(CFL[T)).

Artikkelissa [1] on esitelty konjunktiivisten kielten tunnistava pinoautomaa-
tin variaatio. Téasséd tutkielmassa mallia on yksinkertaistettu siten, etta auto-
maatti lukee vain yhden merkin korkeintaan kerrallaan.

Maaritelma 5.3.2. Synkronoitu vuorotteleva pinoautomaatti (synchronized al-
ternating pushdown automata) on jono S = (Q, T, T, 4, qo, F'), missé

e () on adrellinen tilojen joukko,

T on aarellinen aakkosto,

I' on aérellinen pinoaakkosto,

0 CQxT.x \(Q,T) on aarellinen siirtymaérelaatio, missa

/\(er) :{ /\ (Qi>3i) ’ S; ES(F>,(]¢€Q,7Z€Z+}

1<i<n

qo on aloitustila,
e I C (@ on hyvaksymistilojen joukko,

Mikéli ¢t € 0\ {(q,a,p,s) | ¢,p € Q,a € T,s € S(I') }, niin puhutaan kon-
Junktivisesta tilasiirytmastd.

Synkronoidun vuorottelevan pinoautomaatin laskennan tila on puu, jossa
ei ole solmuja, joiden aste on yksi, jokainen sisédsolmu on merkitty symbolilla
a € T'* ja jokainen lehti on merkkitty kolmikolla (g, w,~) € @ x T* x I'*, missé

e ¢ on lehden tila,
e w on lehden jaljella oleva merkkijono,
e ~v on lehden jaljella oleva pino.

Jokainen sisdsolmu on ikddn kuin pinon haara ja lehdet toimivat "aktiivisina”
pinon haaroina. Puille voidaan maéritella kaavamainen esitys. Olkoon T' synk-
ronoidun vuorottelevan pinoautomaatin laskennan tila. Télloin sen kaavamai-
nen esitys r(7") mééritelladn seuraavasti.

e Jos T on yksittdinen solmu (toisin sanoen lehti) (¢, w,~), niin 7(T) =
(g, w, 7).

e Jos puulla 7" on juuri «, jolla on n alipuuta 11,75, ..., T,, niin r(T) =
(r(Ty) A= Ar(T)))a).

Madritelladn seuraavaksi itse laskenta. Olkoon S = (Q,T,T,0, qo, F) synk-
ronoitu vuorotteleva pinoautomaatti ja t € 0. Laskentarelaatio g (voidaan
myos korostaa mink tilasiirtymén ¢ € 0 laskenta on kyseessé ylaindeksilla H)
laskennan tilojen kaavamaisten esitysten vélilla madritelladn seuraavasti. Kai-
killa w € T*, v € I'* ja q € QQ pétee seuraavat ehdot.
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e Jost=(q,a,p, (1,X)) €4, niin s1(q, aw,y)ss F s1(q, w, X7)ss.
b JOS = (Q7a7pa (\l,,X)) € 57 niin Sl(QvawaX’Y)S? |_f5’ Sl(Qawa’y)SZ
e Jost = (q,a,p,#) € 4, niin s1(q, aw,y)s2 Fl s1(q, w,7y)ss.

e Jos t = (q,a,((q1,51) A -+ A (Gn,Sn))) € 0, niin s1(q, aw, Xv)s2 Fh

s1(((q1, w,v1) A =+ A (Gn,w,Vn))7Y)S2, missd v; € T - {X} U {e}, jokai-
sella 1 <17 <n.

o 51(((¢,w, %) A=+ Ag,w,7m))Y)s2 Fs s1(q,w,7)s2, missi g € F.

Huomaa, ettd viimeisessd ehdossa ei vaadita mitaan tilasiirtymaa. Edeltavis-
sé ehdoissa s1,52 € (I U (Q* x T x I'*) U {A, (,)})*. Télléin synkronoidun
vuorottelevan pinoautomaatin S tunnistama kieli on

L(S) ={weT"[(q we) s (p,e,7),pe Fiyel™}.
Sanotaan, ettd synkronoitu vuorotteleva pinoautomaatti
S = (Q7T7F757q07F)

on yksinkertainen, jos se sisaltda vain yhden konjunktiivisen tilasiirtymén, joka
on aloitustilassa eli tilasiirtymén (qo,a, s), misséd a € T, s € A(Q,I'), n € Z,
ja jokaisella p € Q, a € T ja s' € A\(Q, ') patee (p,a,qo,s’) € d. Toisin sanoen
automaatti ei voi kun konjunktoida kuin korkeintaan kerran.

Yksinkertaiset synkronoidut vuorottelevat pinoautomaatit voidaan myos
piirtdéd. Havainnollistetaan tété piirtdméalld aiemman esimerkin [5.1] konjunktii-
vinen Kkieli ja tarkastelmalla minka tyyppisia kielid yksinkertaiset vuorottelevat
pinoautomaatit tunnistavat.

Esimerkki 5.7. Olkoon S = ({qo,...,q7},{a,b,¢c, L}, {E, F},4,q0,{q0,q:})

yksinkertainen synkronoitu vuorotteleva pinoautomaatti, missa

6 ={(q0,a, (q1, (4, L)) A (g2, #)) }U

{(a,a,q1, (4, E)), (1,0, 03, (T, E)), (1, b, g5, (T, L)) JU
3,0, a3, (1, E)), (g3, b, g5, (1, L)) JU

5 ¢, G5, #), (G5, ¢, a7, #) U

G2, @, G2, #), (G2, b, qa, (3, L)), (g2, b, g6, (, L)) JU
150,41, (1, F), (qa, ¢, g6, (1, F7))) JU

{(g6, ¢, 46, (1, F)), (46, ¢, g7, (T, L)) }-

Automaatti S on piirretty alla.

(
{(
{(
{(
{(

(
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a, # b, (], F) e, (1, F)

Piirtdminen tapahtuu muuten samaan tapaan kuin tavallisen pinoautomaa-
tin, mutta lisénd ovat konjunktiiviset sddnnot, jotka piirretdédn haarautuvana
nuolena. Tilasta gy pédésee siis konjunktiivisella sdannollé tilaan ¢; ja g9 siten,
etta tilaan ¢ siirryttdessa pinoon lisdatdan alin symboli L. Kuvasta nahdaan,
ettd automaatin S ylédpuoli pitdd kirjaa, ettd merkkeja a ja b on yhté paljon,
kun taas alapuoli, ettd merkkeja b ja ¢ on yhtéa paljon.

Merkitédén oy = {(go,a,q1,(J, L)} U (0 N{q1,q3,¢} x T x Q x S(I')) ja
0a = {(qo,a,q2,#)} U (6 N {q2,q4,q6} X T x Q x S(I")). Edellisen esimerkin
automaatista S voi muodostaa kaksi tavallista pinoautomaattia

Y = ({90, 01,9, 45,97}, {a, b, ¢}, {E, F'}, 0y, qo, F)
ja

A= ({q07 42, 44, g6, q7}7 {Cl, b7 C}a {Ea F}a 5.4’ qo, F)
Toisin sanoen automaatti S on jaettu haarasta yla- ja alapuoleen. Koska auto-
maatit A ja Y ovat pinoautomaatteja, niin on olemassa FM*"MSO lauseet x4
ja xv, jolla L(A) = L(xa) ja L(Y) = L(xy). Talloin lause x4 A xy médrittelee
kielen L(S). Tama4 lause riittdéd jo yksindén, miké johtuu siité, ettd automaa-
tissa S ensimméisen haaran jélkeen seuraava yhteinen tila onkin vasta tila g7,
joka on hyviaksymistila. Lisdksi mistdan tilasta ei pysty palaamaan takaisin

konjunktiiviseen saéntoon. Kieli on siis dérellinen leikkaus kontekstivapaista
kielisté.

Apulause 5.8. Jos kieli on tunnistettavissa yksinkertaisella synkroinoidulla
vuorottelevalla pinoautomaatilla, niin se on tunnistettavissa usean kulun pi-
noautomaatilla.

Todistus. Olkoon S = (Q,T,T,0,qo, F') yksinkertainen synkronoitu vuorotte-
leva pinoautomaatti, joka tunnistaa kielen L = L(S). Voidaan olettaa, ettd
automaatti S ei ole tavallinen pinoautomaatti. Voidaan lisdksi olettaa, etté
automaatin S konjunktiivinen tilasiirtyma on muotoa

t= (QO7€7 (p17#) ARERA (pn>#)> € 0.
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Konstruoidaan automaatista S n-kulun pinoautomaatti
U= ([TL] ’ Ql> Ta Fa *, 5lap17 Haa Hn)7
missa

o Q' = U, @i erillinen yhdiste, Q; on kopio tiloista @) jokaisella i € [n]
ja vastaavia kopioituja tiloja ¢ € ) merkitdéan ala-indeksilla g;,

o x&Z T,
e H, H, ¢ (@ ovat uusia tiloja.
Relaatio 0" on méaaritelty seuraavasti.
e Jos (q,a,q',s) € 6 \ {t}, niin (j,¢;,a,qj,s) € &', jokaisella j € [n].
e Jos ¢ € F, niin (j,¢j, *,pj+1) € ¢, jokaisella j € [n — 1].
e Jos g € F, niin (n, qn,*, H,) € §'.
e Jos ¢ ¢ F, niin (n, q,,*, H,) € §'.

Tavallaan muodostetaan n kappaletta pinoautomaatteja P;, i € [n], joilla jo-
kaisella luetaan merkkijono w lapi. Méaritelméstd on selvid, ettd automaatti
hyvéksyy saman kielen. Nimittéin jokaisella w € L ja p;, i € [n] on olemassa las-
kenta s1(p;, w, X)sa 5 s1(q,€,7)s2, missd ¢ € F, X € I'c ja 1,80 € (I*UQ* X
T*xI"U{A, (,)})*, joten on olemassa myds laskenta (i, p;, w, €) =57 (4, gi, %, ),
jokaisella i € [n]. Télloin erityisesti (k, pg, wx, €) Fy; (k, qx, *,v) Fu (ky Hay %, 7),
missd g € F. Vastaavasti jos w € L, niin laskenta péadttyy hylkdavidn tilaan
jolloin n-kulun automaatti paattyy H, tilaan. Alla havainnollistettu kuvalla
konstruoitu n-kulun pinoautomaatti. Kuvaa yksinkertaistettu, silla oletuksella
ettd alkuperdisessd automaatissa on vain yksi hyviksyva tila.

]

Lause 5.9. Kieli on adrellinen leikkaus kontekstivapaista kielistd jos ja vain
jos on olemassa yksinkertainen synkronoitu vuorotteleva pinoautomaatts, joka
tunnistaa sen.
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Todistus. =" Olkoon T aakkosto ja L € BCT(CFL[T]). Tilléin on olemassa
Ly, Lo, ..., L, CT* kontekstivapaata kielta siten, etta

L= L
)

i€n

Jokaista kontekstivapaata kieltd L;, ¢ € [n], vastaa tavallinen pinoautomaatti
A; = (Qi, 1,14, 0, o, F) ja voidaan olettaa jokaisen automaatin tilojen seké
pinoaakkoston olevan erillisid. Muodostetaan uusi yksinkertainen synkronoitu
vuorotteleva pinoautomaatti S = (Q, T, T, 4, qo, F'), missi

e Q={q,rtU; el @i (erillinen yhdiste kopiosta kuten aiemmin),
o I' =iy I'i (erillinen yhdiste kopista),

0={(q,&;p,#) | g€ Fi,i€[n]}U
{(q0, €, (o1, #) A -+ Aqom, #))} U

U 6@'7

i€[n]
e F'={p} on uusi hyviksymistila,
e ¢o € @ on uusi tila.

Automaatin S konstruktiosta on selvié, ettd automaatti tunnistaa kielen L.
7<" Seuraus edellisesté apulausesta. O

Apulause 5.10. Jos konjunktiivinen kieli on ddrellinen leikkaus kontekstiva-
paista kielisti, niin on olemassa BCT(IM"MSO)-lause, joka mddrittelee sen.

Todistus. Otetaan konjunktio kontekstivapaiden kielten méarittelevista logii-
kan 3FMachMSO-lauseista. O

Apulause 5.11. Jos kicli on mdidriteltivissi logiikassa BCt(3Ma<"MSO), niin
se on darellinen leikkaus kontekstivapaista kielista.

Todistus. Olkoot T" aakkosto ja L C T™ kieli. Oletetaan, ettd L = L(1)), jollain
¢ € BCT(FY"MSO)[rr]. Voidaan olettaa etté ¢ on muotoa A, IV M, ¢,
jollain n € Z, silli BCT(3MhMSO) on suljettu konjunktion ja disjunktion
suhteen. Jokaisella w € L on siis olemassa mq,ms,...,m, € Dom(2l,)? pa-
ritusta siten, ettd 2, = ¥ (n). Samaan tapaan kuin kontekstivapailla kielilla,
voidaan jokaiseen paritukseen m C Dom(%l,,)? liittd4 koodaus merkkijonoihin
symbolien {], 1, #} avulla. Saadaan siis n kappaletta pinoautomaatteja, joille
jokaiselle on olemassa vastaava 1-kulun pinoautomaatti (tai tavallinen pinoau-
tomaatti) P;, i € [n]. Tunnetusti usean kulun pinoautomaatit ovat suljettuja
leikkauksen suhteen. Vastaavasti voitaisiin automaateista P;, i € [n] muodostaa
yksinkertainen synkronoitu vuorotteleva pinoautomaatti. O

Edellisista apulauseista saadaan nidottua looginen karakterisointi luokan

BC*(CFL) kielille.
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Lause 5.12. Olkoon T aakkosto ja L C T*. Tdlléin L € BC*Y(CFL[T)) jos ja
vain jos kieli L on madidriteltivissi logitkassa BCt(IMathMSO) (7).

On kuitenkin olemassa konjunktiivisia kielid, jotka eivét ole dérellisia leik-
kauksia kontekstivapaista kielisté [21]. Nimittain kieli L = { w$w | w € {a,b}* }
on ei kontekstivapaa konjunktiivinen kieli [1], joka ei ole &érellinen leikkaus kon-
tekstivapaista kielistd. Saadaan seuraava tulos artikkelista [21].

Lause 5.13. Luokka BC*(CFL) ei ole suljettu komplementin suhteen.

Niin ollen logiikka BC™ (3Mat"MSO) ei ole suljettu negaation suhteen. Kie-
liperheiden hierarkiaa saadaan myos tdydennettya. Olkoon REL sdannollisten
kielten luokka, CL konjunktiivisten kielten luokka ja CSL kontekstisten kielten
luokka (aakkostoa ei ole kiinnitetty, mutta kuvassa oletetaan sen olevan kaikilla
sama).

52



6 Yhteenveto

Uusina tuloksina tutkielmassa onnistuttiin méaaritteleméin semanttiset pelit
saannollisille ja kontekstivapaille kielille. Lisédksi onnistuttiin myos 16ytdmaan
yvhteys usean kulun seké yksinkertaisen vuorottelevan pinoautomaatin vélilla,
jolloin saatiin helposti esitettyd looginen karakterisointi luokalle BC*(CFL).
Tutkielmassa tarkasteltiin lisdksi saannollisten kielten EF-peleja [22] seké kon-
tekstivapaiden kielten looginen karakterisointi pinoautomaattien kautta [I5][7].
Tutkielman kirjoittamisen aikana herdsi myos mahdollisia jatkokysymyksié.

Ensimmaéinen kysymys, jota voidaan pohtia on EF-peli kontekstivapaille
kielille. Ensinnékin olisiko sille mitdan motivaatiota eli pystyisiko sita sovelta-
maan olemassa olevaan avoimeen ongelmaan tai pystyisiko, silla esittdméaan te-
hokkaasti jo valmiiksi todettuja tuloksia. Hypoteettinen peli voisi olla muunnel-
ma REF-pelistd p-ilmausten kautta [9]. Ongelmaksi pelin méaérittelylle osoit-
tautui ilmaista p-operaattori, mika voisi olla mahdollista ilmaista lisaamalla
pelin muistiin tietoa aikaisemmista siirroista. Lisdksi kontekstivapailla kielil-
1& on huonoja pelillisid ominaisuuksia, silld ne eivit ole suljettu yhdisteen ja
komplementin suhteen. Tamén vuoksi voisi olla mielekkddmpéad tarkastella al-
kuun esimerkiksi julkisia kontekstivapaita kielia, joilla on paljon mielekkaita
ominaisuuksia [2].

Toinen kysymys, mité voidaan pohtia on looginen karakterisointi luokan CL
kielille. Témén tutkielman loogisen karakterisoinnin luokan BC*(CFL) kielille
toivotaan auttavan saavuttamaan tdmé tulevaisuudessa. Looginen karakteri-
sointi voisi auttaa mahdollisesti vastaamaan konjunktiivisten kielten avoimiin
ongelmiin, kuten ovatko konjunktiiviset kielet suljettuja komplementin suh-
teen [18]. Toinen mahdollinen l&hestymistapa médritella logiikka konjunktiivi-
sille kielille olisi tarkastella jonkin Turingin téydellisen logiikan fragmentteja
[13].
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