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Tamén tutkielman aiheena on graafien sovitukset. Tutkielmassa todistetaan muu-
tamia sovitusongelmiin liittyvid lauseita koskien kaksijakoisia ja yleisid graafeja.
Tutkielman alussa miiritellddan graafiteorian yleisi kasitteitd. Esitiedoissa kidydddn
lapi myOs kaksijakoisen graafin kdsite, jotta ymmarretddn paremmin kaksijakoisten
graafien sovituksia.

Tutkielman keskivaiheilla kidydéén lidpi sovituksen kisite ja tutustutaan tdydelli-
sen sovituksen, maksimisovituksen ja maksimaalisen sovituksen késitteisiin. Ndiden
jalkeen esitellddn 1-faktorin késite, joka on tirked osa tulevien lauseiden todistuksia.
Tutkielmassa 1-faktorin etsintd samaistetaan tidydellisen sovituksen etsintdin niiden
samanlaisten ominaisuuksien takia.

Kaksijakoisten graafien sovituksia koskeva kappale sisdltdid madritelmit kisit-
teille M-vuorotteleva polku ja M-kasvava polku, joita tarvitaan Konigin lauseen
todistuksessa. Tutkielmassa todistetaan my0s Hallin lauseena tunnettu tulos, jonka
mukaan kaksijakoinen graafi sisdltdd tidydellisen sovituksen, jos ja vain jos milld
tahansa kaksijakoisen graafin solmujen osajoukolla on vihintdén yhtd paljon naa-
purisolmuja kuin osajoukossa itsessddn on solmuja. Tulos voidaan todistaa helposti
hyodyntdmallda Konigin lausetta.

Tutkielman lopussa kidydéén lipi yleisille graafeille keskeisend tuloksena Tutten
lause, jonka mukaan graafilla G on 1-faktori, jos ja vain jos mille tahansa graafin G
solmujen osajoukolle S pitee, ettd graafissa G — S on korkeintaan joukon § suuruuden

verran parittomia komponentteja.
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1 Johdanto

Tama tutkielma kisittelee graafien sovituksia. Tutkielmassa todistetaan muutamia
sovitusongelmiin liittyvid lauseita koskien kaksijakoisia ja yleisid graafeja. Kappa-
leessa 2 luodaan pohja graafiteorian syvillisempdd ymarrysti varten méérittelemalla
tarkeitd kasitteitd, kuten yksinkertainen graafi, solmu- ja sirméjoukko, polku, sol-
mun aste, naapurisolmujen joukko, seka aligraafi ja komponentti. Kappaleen 2 lopus-
sa tutustutaan kaksijakoisen graafin késitteeseen, jotta ymmaérretddn kaksijakoisten
graafien sovituksia.

Luvussa 3 siirrytdin tarkastelemaan graafien sovituksia ja aloitetaan maarittele-
malld sovitus sekd tdydellinen-, maksimaalinen- ja maksimisovitus. Néiden jédlkeen
esitellddn 1-faktorin késite, joka on tirked tutkielman oleellisimpien lauseiden todis-
tuksien kannalta.

Aliluku 3.2 sisdltaa méiritelmét kisitteille M-vuorotteleva polku ja M-kasvava
polku, joita tarvitaan lauseen 3.1, eli Konigin lauseen todistuksessa. Konigin lauseen
mukaan kaksijakoisen graafin maksimisovituksessa on yhtd monta sarmié, kuin sen
pienimmassa sdrmat peittavassid solmupeitteessd on solmuja.

Aliluvussa 3.2 todistetaan Hallin lauseena tunnettu tulos, jonka mukaan kaksi-
jakoinen graafi siséltidi taydellisen sovituksen, jos ja vain jos milld tahansa kaksija-
koisen graafin solmujen osajoukolla on vdhintddn yhtad paljon naapurisolmuja kuin
osajoukossa itsessddn on solmuja. Tulos voidaan todistaa helposti hyodyntamailla
edellisessa aliluvussa todistettua tulosta. Lauseesta 3.2 seuraa tulos, jonka mukaan
kaksijakoinen graafi sisdltdd 1-faktorin, jos se on k-sddnnollinen ja k > 1.

Tutkielman lopussa kidydéén lipi yleisille graafeille keskeisena tuloksena Tutten
lause, jonka mukaan graafilla G on 1-faktori, jos ja vain jos mille tahansa graafin
solmujen osajoukolle S pitee, ettd graafissa G — S on korkeintaan joukon § suuruuden
verran parittomia komponentteja.

Tutkielman tdrkeimpéni lihdeteoksena toimii R. Diestelin Graph Theory. Lu-
kijalta odotetaan joukko-opin perusteiden ymmarrysti sekd kykyd ymmartdada mate-

maattista paattelyd, mutta graafiteorian tuntemusta ei vaadita.



2 Esitietoja

Luvussa 2 kdydadn lyhyesti ldpi graafiteorian eli verkkoteorian peruskdsitteitd ja
madritelmid, joita tarvitaan sovitusongelmien ymmartdmiseen. Mééritelméit perustu-
vat R. Diestelin teokseen [3]. Graafiteorian terminologia on melko intuitiivista, joten
mairitelmien ymmartidminen kdy hyvin luonnollisesti. Aloitetaan graafin madritel-
malld ja siirrytddn graafin ominaisuuksiin. Tadmaén jilkeen tutustutaan kaksijakoisiin

graafeihin. Téssd tutkielmassa kisitelldiin ainoastaan yksinkertaisia graafeja.

2.1 Graafiteorian peruskisitteiti

Merkinti [V]? tarkoittaa joukkoa, jonka alkiot ovat jirjestiméttomia pareja {u, v},

missau #vjau,v eV.

Miiiritelmé 2.1. Graafi G on pari (V, E), missi E C [V]*> jaV # 0. Joukon V
alkioita kutsutaan solmuiksi ja joukon E alkioita sirmiksi. Jatkossa sirmii e =

{x, y}, jonka pédtepisteet ovat solmut x ja y, merkitdin xy.

Miaéritelmi 2.2. Graafin G solmujoukkoa merkitddn V(G) ja sirméjoukkoa E(G).
Graafin G solmujoukon solmujen maardd merkitddn |G|. Vastaavasti graafin G sar-

mien maarda merkitdan ||G]|.

Miaritelmé 2.3. Solmun aste deg(v) kertoo kuinka monen sdrmén paitesolmuna

kyseinen solmu on.

v2
v3
v1 -—o
v4
Kuva 2.1. Kuvan Graafissa solmujen asteluvut ovat: deg(vy) = 1,

deg(vy) =3, deg(vs) = 1 jadeg(vq) = 1.

Mairitelmi 2.4. Graafin minimiastetta merkitdan 6G := min{deg(v) | v € V }.

Graafin maksimiaste on puolestaan 4G := max{deg(v) | v € V}. Minimiaste



kertoo sen solmun asteluvun, jolla on vihiten naapurisolmuja ja maksimiaste kertoo

sen solmun asteluvun, jolla on eniten naapurisolmuja.

Miiéritelmi 2.5. Graafia G kutsutaan k-sddnnolliseksi (tai sddnnolliseksi), jos sen

jokaisen solmun aste on k. Esimerkiksi Petersenin graafi on 3-sddnnollinen. (cubic)

Kuva 2.2. Petersenin graafi on 3-sdénnollinen

Mairitelmai 2.6. Kaksi graafin G solmua x, y ovat naapureita jos sirmé xy kuuluu
joukkoon E(G), eli sarmi kuuluu graafin G sarmédjoukkoon. Kaksi sarmii e # f

ovat vierekkdiset, jos niilld on yhteinen paatesolmu.

Mairitelmi 2.7. Olkoon G = (V, E) epityhji graafi. Graafin G solmun v naapu-
risolmujen joukkoa merkitddn Ng(v) tai N(v). Yleisemmin solmujoukon U C V

naapurisolmujen joukkoa merkitdan N (U).

Mairitelmé 2.8. Graafin G = (V,E) polku solmusta vo solmuun v, on jono

V0o, V1, ..., Vpy, missd jokainen v; € V ja solmujen v; ja v;_; vililld on aina sdrmd.

Vg

Vs
Ve

Kuva 2.3. Eris graafi ja sen polku p = vy, vs, v, v7, Vs, Vo



Mairitelma 2.9. Polkua kutsutaan piiriksi, jos sen alku- ja loppupisteet ovat samat ja
polussa on vahintddn yksi sirmi. Yksinkertaisessa polussa jokaista sirmii kiytetdan
tdsmailleen kerran.

Maaritelma 2.10. Taydellinen graafi K, siséltdd n solmua ja kaikki mahdolliset
sarmat.

Mairitelmi 2.11. Graafi on yhtenidinen, jos mitkéd tahansa sen kaksi solmua ovat

yhdistetyt. Kaksi solmua ovat yhdistetyt, jos niiden vililla on polku.

2.2 Aligraafit

Miaritelma 2.12. Olkoot G ja H kaksi graafia. Jos V(H) C V(G)jaE(H) C E(G),
niin H on graafin G aligraafi.

Miiéritelmé 2.13. Graafin maksimaalinen yhtendinen aligraafi on graafin kompo-
nentti. Tall6in graafin solmut « ja v kuuluvat samaan komponenttiin, jos ja vain jos

niiden vililla on polku.

G:

Kuva 2.4. Graafi G koostuu kolmesta komponentista.

Mairitelmé 2.14. Graafi H on graafin G virittdvi aligraafi, jos H on graafin G
aligraafi ja V(H) = V(G), eli graafeilla on tismilleen sama solmujoukko. Graafeilla

ei tarvitse olla samaa sarmédjoukkoa.

Miaritelmi 2.15. Olkoon graafi G = (V, E) ja olkoon F C E sen epityhja sarmi-
joukko. Nyt graafi H = (W, F), missa W C V on joukon F' sdrmien paitesolmujen
joukko, on joukon F (sdirmdi)indusoima graafin G aligraafi. Tata aligraafia merkitddn

H=G[F]

2.3 Kaksijakoiset graafit

Tissd kappaleessa esitellddn kaksijakoisten graafien ominaisuuksia kiyméllad ldpi

muutamia maaritelmia.



Miaritelmi 2.16. Graafi G = (V, E) on kaksijakoinen, jos sen koko solmujoukko
on kahden erillisen solmujoukon yhdiste, eli V =V} UV, ja Vi NV, = 0, ja kaikilla

graafin G sdrmilla on toinen pédtesolmu joukossa V; ja toinen joukossa V5.

Mairitelma 2.17. Kaksijakoinen graafi on tdydellinen, jos graafin sirmijoukko
sisdltdd kaikki ne sdrmit, joiden yksi pddtesolmu kuuluu joukkoon V; ja toinen
joukkoon V5. Jos |Vi| = n ja |V2| = m, niin tdydellistd graafia merkitddn K, ,, tai
K.

Vs

Kuva 2.5. Graafi G on kaksijakoinen, tdydellinen graafi K43, missi
V=ViuW,|Vi|=4ja|V| =3.

Lause 2.1. Graafi on kaksijakoinen, jos ja vain jos se ei sisdlld yhtdikddn paritonta
piirid.
Todistus. Ks. [3, s. 18]. O

Mairitelmi 2.18. Joukko U C V(G) on graafin G sdrmien solmupeite, jos jokainen
graafin G sdrmé on viereinen jollekin solmulle joukossa U. Toisin sanoen jokaisesta

sdarmaistd ainakin yksi pdédtesolmu kuuluu joukkoon U.



3 Graafien sovituksista

Luvussa 3 siirrytidin tutkimaan graafien sovituksia. Graafien sovituksilla on monia
sovelluksen kohteita. Erityisesti kaksijakoisten graafien sovituksia tutkitaan ja hyo-
dynnetdin paljon, silld usein on mielekésti sovittaa kaksi toisiinsa yhteydessi olevaa
joukkoa keskenidin (esimerkiksi tyontekijat ja tyOpaikat, tai ostajat ja myytéavét ta-
varat). Tutustutaan kaksijakoisten graafien kannalta hyddylliseen Hallin lauseeseen,
minka jilkeen laajennetaan sovituksia my0s yleisille graafeille Tutten lauseen ja Tut-

ten ehdon avulla.

3.1 Maaritelmia sovituksista

Kappaleen 3 méaritelmit pohjautuvat R. Diestelin, teokseen [3], mutta osa mééritel-

mistd perustuu myos teoksiin [1] ja [2].

Mairitelmi 3.1. Graafin G = (V, E) sovitus M on joukko toisistaan erillisid sarmii.
M on sovitus solmujoukolle U C V(G), jos jokainen joukon U solmu on paitesolmu-
na jollekin sdrmdlle, joka kuuluu joukkoon M. Tilloin joukon U solmuja kutsutaan

sovitetuiksi.

Maaritelma 3.2. Graafin G tdydellisessd sovituksessa kaikki solmut ovat sovitet-
tuja, eli jokainen graafin G solmu on piitesolmuna jollekin sdarmille, joka kuuluu
joukkoon M. Solmujen lukumdird on vilttiméttd parillinen, silld jokaista sarmai

kohti on aina kaksi paitesolmua.

Kuva 3.1. Graafin G tédydellinen sovitus M sisdltdd sidrmit g,i ja k.

Selvasti kaikki graafin solmut on sovitettu.



Mairitelmi 3.3. Graafin G sovitus M on maksimaalinen, jos siihen ei voida lisdta
endd yhtidkiin sdirmaii, eli minka tahansa seuraavan sirmén lisddminen sovittaa saman

solmun useammalla sarmalld, mika ei ole sovitukselle sallittua.

Maaritelma 3.4. Graafin G sovitus M on maksimisovitus, eli suurin mahdollinen,

jos miki tahansa muu sovitus M sisdltdd korkeintaan yhtd paljon sarmii.

EsimerkKki 3.1. Seuraavassa esimerkissé esitetdédn sellainen maksimaalinen sovitus,

joka ei kuitenkaan ole graafin maksimisovitus.

Kuva 3.2. Kuvan graafi on maksimaalinen, silld sovitettuja sarmid ei voi
endd lisiatd. Kyseessi ei kuitenkaan ole maksimisovitus, silld sovitusta

voidaan kasvattaa valitsemalla sovitetut sarmaét toisin.

Huomautus. Jokainen tdydellinen sovitus on aina maksimisovitus (suurin mahdolli-

nen), ja jokainen maksimisovitus on aina maksimaalinen. Ks. [2, s. 91]

Mairitelmi 3.5. Graafin G k-sddnnollinen virittivéa aligraafi on nimeltdédn k-faktori.
Téten graafin G aligraafi H C G on 1-faktori, jos ja vain jos sirmédjoukko E(H) on

sovitus solmujoukossa V(G).

Huomautus. Graafin 1-faktorilla ja tdydelliselld sovituksella on paljon samoja omi-
naisuuksia, mutta niilld on eris ero; tidydellinen sovitus on joukko sdrmid, kun taas

graafin 1-faktori on aligraafi.

3.2 Kaksijakoisten graafien sovituksista

Tissd kappaleessa kisitelldin kaksijakoisia graafeja ja niiden sovituksia. Oletetaan

kappaleen ajan, ettd graafi G = (V, E) on kaksijakoinen graafi solmujoukon V(G)
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jaolla {A, B} siten, ettd A C V(G) ja B C V(G). Lisiksi oletetaan, ettid solmut a, a’

kuuluvat joukkoon A ja solmut b, b” joukkoon B.

Mairitelma 3.6. Olkoon M graafin G sovitus. Graafin G polkua, joka alkaa joukosta
A sovittamattomalla solmulla ja sisdltdd vuoron perddn sarmiid joukosta E \ M (so-
vittamattomia sdrmid) ja joukosta M (sovitettuja sdrmid), kutsutaan vuorottelevaksi

poluksi, tai M -vuorottelevaksi poluksi.

Miiritelmé 3.7. M-vuorotteleva polku, joka pdittyy sovittamattomaan solmuun,

on nimeltddn M-kasvava polku.
Seuraavaa lausetta kutsutaan myos nimelld Konigin lause (Konig 1931).

Lause 3.1. Kaksijakoisen graafin G maksimisovituksessa on yhtd monta sdrmdd,

kuin sen pienimmdssd solmupeitteessd on solmuja.

Todistus (vrt. [3, s. 35]). Olkoon M graafin G maksimisovitus ja |M| = m. Jokai-
sesta sdrmdstd, joka kuuluu joukkoon M valitaan toinen sdrméin péitesolmuista;
paitesolmu joukosta B, jos joku M-vuorotteleva polku péittyy sithen solmuun ja

muuten se padtesolmu, joka paittyy joukkoon A. (Katso kuva 3.1)

a, @ b1
1 UNB
a, b,y
33 b3
ay by
UNA
as
A B

Kuva 3.3. Sarmien solmupeite U.

Todistetaan seuraavaksi, ettid joukko U C V(G) peittidd sdirméjoukon E, ja joukon
U koko on m. Koska jokaisen sdrmien solmupeitteen tdytyy peittda joukko M, sol-
mujen lukumééré ei voi olla pienempi kuin m, ja koska jokaisesta sdrmaésti valittiin
aina toinen sen piitesolmuista, solmujen lukumaiird ei voi olla suurempi kuin m,

joten viite pitee.
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Olkoon ab € E(G) erids siarmd. Osoitetaan, ettd toinen solmuista, eli a tai b kuu-
luu joukkoon U. Jos ab € M, niin joko a, tai b kuuluu joukkoon U timén joukon
madritelman mukaan. Oletetaan siis, ettd ab ¢ M. Sovituksen M maksimaalisuuden
seurauksena se sisiltdd erddn sarmén a’b’, jolle a = a’ tai b = b’. Todistuksen ylei-
syyttd rajoittamatta voidaan olettaa, ettd a = a’, silld jos a on sovittamaton ja b = b/,
niin sdrmé ab on vuorotteleva polku. Niinpd sdrmén a’b’ € M paitesolmu, joka
valittiin joukkoon U, oli solmu " = b. Nyt, mikili a’ = a ei kuulu joukkoon U, niin
b’ € U jajokin M-vuorotteleva polku p piaittyy solmuun b’. Toisaalta tima tarkoittaa
sitd, ettd olisi olemassa my0s toinen M-vuorotteleva polku p’, joka péittyy solmuun
b. Nyt joko p’ := pb (jos b € p), tai p’ := pb’a’b. Koska M oli maksimisovitus,
p’ ei voi olla kasvava polku, eli solmun b tidytyy olla sovitettu ja valittu joukkoon U

joukon M sdrmistd, joka sisdltdd sen. Olemme siis todistaneet lauseen 3.1.

3.3 Hallin lause

Lause 3.2. Kaksijakoinen graafi G sisdltdd tdydellisen sovituksen M, jossa kaikki

Joukon A solmut on sovitettu, jos ja vain jos |[N(S)| = |S| kaikille joukoille S C A.

Toisin sanoen kaksijakoisella graafilla on tdydellinen sovitus, jos ja vain jos
jokaisella osajoukolla § € A on vihintddn yhtd monta naapurisolmuja osajoukossa
N(S) € B kuin joukossa S on solmuja. Lausetta 3.2 kutsutaan yleisemmin Hallin

lauseeksi (P. Hall 1935) ja ekvivalenssin jalkimmaéista puolta Hallin ehdoksi.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd graafilla G on tdydellinen sovitus M, joka sovittaa
kaikki joukon A solmut. Tilloin on olemassa injektio f joukosta S € A joukkoon
N(S), jolle f(u) = v, missd uv on sdrmi, joka kuuluu sovitukseen M jau € § ja
v € N(S). Koska jokaiselle joukon S alkiolle on olemassa kuva sen naapurijoukosta,
ja kaikki joukon § alkiot kuvautuvat eri alkioille joukkoon N (S), on naapurijoukon
N (S) koko ainakin joukon S kokoinen, eli |N(S)| > |S].

Todistetaan viite toiseen suuntaan lauseeseen 3.1 nojaten. Olkoon graafi G kak-
sijakoinen graafi kuten kappaleen alussa madriteltiin. Naytetiin, ettd minkd tahansa
solmupeitteen koko on ainakin | A|, miké lauseen 3.1 mukaan antaa meille sovituksen,
jonka koko on |A|. Tdmi tietenkin peittdd joukon A.

Todistetaan viite ristiriidan kautta olettamalla, ettd on olemassa jokin solmupeite

S, jolle pitee:

12



1. Joukolla S on k solmua joukosta A

2. jajoukolla S on vihemmain kuin |A| — k solmua joukosta B.

b1

a, b,

a, by

a, by
A B

S {bg, ag}

Kuva 3.4. Koska solmu b4 ei kuulu solmupeitteeseen, sitd voidaan jatkaa
sarmiksi bsay, joka ei siis kuulu peitteeseen. Tiaten solmupeitteen koon

on oltava aina ainakin |A]|.

Till6in joukon A\S koko on |A| — k ja se toteuttaa Hallin ehdon [N(A\S)| > |A| —
k. Talloin on olemassa solmu naapurisolmujen joukossa N(A\S), joka ei kuulu
joukkoon S N B, joten S ei voi olla solmupeite. Loysimme siis sirmén, jota joukko §

el peiti. O

Seuraus 3.1. Jos kaksijakoinen graafi G on k-sddnnollinen ja k > 1, niin graafilla
G on 1-faktori.

Todistus (vrt. [3, s. 38]). Koska G on kaksijakoinen graafi ja se on k-sd@nndllinen,
on voimassa |A| = |B|; Joukosta A ldhtee k|A| verran sdrmid joukkoon B, ja koska
graafi G on k-sddnndllinen, joukosta B lihtee k|B| verran sdrmid joukkoon A. Koska
graafi on kaksijakoinen, on ndiden sirmien méiérian oltava sama, eli k|A| = k|B|,
mistd tietenkin seuraa, ettd |A| = |B|. Riittdi siis osoittaa, ettd G sisdltdd joukon
A sovituksen nojaten lauseeseen 3.2. Koska graafi on k-sd@nnollinen, mika tahansa
joukko S C A on yhdistettynd sen naapurijoukkoon N (S) sdrmill4, joiden lukumiéra
on tasan k|S|. Vastaavasti naapurijoukko N(S) on yhdistetty joukkoon S sidrmill4,
joiden lukumaiird on k|N(S)|. Selvisti siis joukosta S ldhtevit sarmit sisdltyvit sen
naapurijoukosta N(S) ldhteviin sdrmiin ja nyt k|S| < k|N(S)| , jolloin G toteuttaa

Hallin ehdon. |
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3.4 Sovituksista yleisilla graafeilla

Merkitddn graafin G komponenttien joukkoa Cg ja graafin G parittomien kompo-
nenttien mairdd ¢(G). Parittomat komponentit ovat siis niitd komponentteja, joiden

solmujen lukumééra on pariton.

3.5 Tutten lause

Lause 3.3. Graafilla G on 1-faktori, jos javainjos g(G-S) < |S|ainakun S C V(G)

Todistus (vrt. [1, s. 107]). Todistus vasemmalta oikealle on melko suoraviivainen.
Oletetaan, ettid graafi G sisiltaa 1-faktorin, eli jokainen sen solmu on sovitettu sir-
mailld. Nyt miké tahansa graafin G — § parittomista komponenteista tulee olla sovitet-
tuna sdrmaélld joukkoon S, jotta graafiin saadaan 1-faktori. Taten triviaalisti joukon
S solmujen lukuméérd |S| on ainakin yhtd suuri, kuin parittomien komponenttien
lukumaidiri graafissa G — S, eli pitee ¢(G — S) < |S].

Todistetaan seuraavaksi vastakkaisen suunta. Oletetaan siis, ettd seuraava ehto on

voimassa:
(3.1 q(G -9) < |S|

aina, kun § C V(G).

Jos graafilla G ei ole 1-faktoria, lisdtddan graafiin sdrmid, kunnes seuraavan siarmin
e lisddminen tuottaa graafiin 1-faktorin. Olkoon G’ tdllainen sdrmédmaksimaalinen
graafi, joka ei vield sisilld 1-faktoria. TallGin siis graafissa G’ + e on 1-faktori. Koska
graafi G’ on yhdiste graafin G komponenteista, on siind komponentteja, ja erityisesti
parittomia komponentteja, korkeintaan yhté paljon kuin alkuperdisessa graafissa G.

Nyt siis pitee seuraava epayhtilo:
(3.2) q(G" = 8) <q(G -S)

Nyt, jos S = 0, niin yhtédlon 3.1 mukaan ¢(G) = 0. Koska kaikki komponentit ovat
parillisia, ja parillisten komponenttien solmujen lukumééra on myo6s aina parillinen,
pitee, ettd |G’| = |G| = n, missi n on parillinen kokonaisluku.

Olkoon K sellaisten graafin G’ solmujen joukko, joiden asteluku on (n — 1),
eli solmuista ldhtee sdrmé kaikkiin muihin solmuihin. Lisiksi K # V(G’), silld jos

K =V(G’), niin G’ olisi tdydellinen graafi K, jolla on 1-faktori. Viitetddn nyt, ettd
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jokainen graafin G’ — K komponentti on tdydellinen, eli kaikki komponentin sol-
mut ovat keskendidn yhdistettyna toisiinsa sarmalld. Todistetaan viite vastaoletuksen
kautta.

Oletetaan, ettd jokin graafin G’ — K komponentti G| ei ole tiydellinen. Téten
komponentissa G| on erdit solmut a, b ja c siten, ettd ab € E(G’) ja bc € E(G’),
mutta ac ¢ E(G’). Liséksi, koska b € V(Gy), deg(b) < n — 1, on olemassa jokin
solmu d graafissa G’ siten, ettd bd ¢ E(G’). Télloin joukon K valinnan perusteella,

solmu d ei kuulu joukkoon K.

Kuva 3.5. Kuvassa olevat katkoviivat eivit kuulu graafiin G’, ja vahvis-

tetut viivat kuuluvat graafiin G.

Nyt graafin G’ valinnan perusteella kummallakin graafilla, G’ + ac ja G’ + bd,
on 1-faktori. Merkitddn faktoreita vastaavia sovituksia vastaavassa jarjestyksessa M
ja M,. Nyt on siis vilttdmatontd, ettd sarmid ac € M ja sarmd bd € M. Valitaan
seuraavaksi graafin G’ + {ac, bd} aligraafi H, joka on joukon (M U M)\ (M N M>)
sarmdindusoima graafi. (Poistettiin siis kaikki joukkojen M/ ja M, yhteiset sdarmiit)
Koska M ja M, ovat molemmat 1-faktoreita, jokainen graafin G’ solmu on sovitettu
niin joukossa M kuin my0s joukossa M5, ja aligraafi H on erillinen yhdiste parillisia
syklejd, joka sisdltdd sdarmid vuorotellen joukosta M; ja M>. Nyt meilld on kaksi

vaihtoehtoista tapausta:

1. Sdrmit ac ja bd kuuluvat eri komponentteihin graafissa H. Jos bd kuuluu
parilliseen sykliin C, niin joukon M; sdrmait syklissd C ja joukon M, sdrmait
muualla kuin syklissd C yhdessd muodostavat 1-faktorin graafissa G’. Tami
puolestaan on ristiriidassa sen kanssa, ettd G’ valittiin alun perin siten, etti se

ei sisdlla 1-faktoria. Ks. esimerkkikuva 3.6.
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2. Sarmit ac ja bd kuuluvat samaan komponenttiin C graafissa H. Koska jo-
kainen graafin H komponenteista on sykli, myos C on sykli. Solmujen a ja
¢ symmetrisyyden vuoksi voidaan olettaa, ettd solmut a, b, d ja c esiintyvit
annetussa jarjestyksessd syklissd C. Téten joukon M; sdrmiit, jotka kuuluvat
komponentin C osioon ba . ..c yhdessid sarmin bc ja joukon M, niiden sir-
mien kanssa, jotka eivit kuulu osioon bd ... c, muodostavat 1-faktorin graa-
fissa G'. Jdlleen, tamé on ristiriidassa graafin G’ valinnan kanssa, joten graafin

G’ — K komponenttien tdytyy olla tdydellisid. Ks. esimerkkikuva 3.7.

Nyt ehdon 3.2 perusteella, g(G’ — K) < |K|. Titen, solmu jokaisesta graafin G’ — K
parittomasta komponentista on sovitettu johonkin solmuun joukossa K. Lisiksi jél-
jelle jadneet solmut jokaisessa graafin G’ — K komponentissa (niin parittomassa
kuin parillisessakin komponentissa) voidaan sovittaa keskendén. Sovitettujen solmu-
jen kokonaismiéri on siis parillinen. Koska graafin G’ solmujen lukumaéiri |V (G”)|
on parillinen, jéljelle jddvit solmut joukossa K (jos niitd on), voidaan sovittaa kes-
kenddn. TAma antaa graafin G’ 1-faktorin. Erityisesti jos K = 0, niin ¢(G’) = 0
ja 1-faktorin olemassaolo on triviaalia. Kuitenkin valinnan perusteella graafilla G’
ei ollut 1-faktoria. Ristiriidan seurauksena olemme todistaneet, ettd graafilla G on

1-faktori. o

Kuva 3.6. Graafi H, jossa sdrmit ac ja bd kuuluvat eri komponentteihin
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Kuva 3.7. Graafi H, jossa sirmét ac ja bd kuuluvat samaan komponent-

tiin C.
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