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Fibonaccin luvut ovat keskiajan yhden tunnetuimman matemaatikon, italialaisen
Leonardo Fibonaccin kehittelemi numerosysteemi, joka muodostaa rekursiivisesti
maédriteltdvin lukujonon. Tdssd tydssd tutkitaan Fibonaccin lukujen perustaa ja yk-
sinkertaisia perusominaisuuksia, mitka johdattelevat tarkastelemaan Fibonaccin lu-
kuja jaollisuusominaisuuksien suhteen. Tyon keskeisessi roolissa on siis Fibonaccin
lukujen perusominaisuudet ja jaollisuus.

Ensimmadisessd luvussa esitellddn matemaatikko Leonardo Fibonacci ja tarkas-
tellaan hinen eliminkertaansa seki tarkeimpid matemaattisia teoksiansa. Luku joh-
dattelee lukijan historiallisen katsauksen kautta Fibonaccin lukuihin ja rekursiivisesti
maédritellyn lukujonon teoriaan. Rekursiivisessa madritelméssé lukujonon uusi jasen
lasketaan lukujonon edellisten jédsenten avulla. Rekursiivisesti mééritellyn lukujonon
idean Fibonacci esitteli vuonna 1202 teoksessaan Liber abaci, mikd perustuu pitkalti
aritmetiikkaan ja algebraan.

Tyon toinen luku sisdltdd tarpeellista perustietoa Fibonaccin luvuista ja siind
padstddn tarkastelemaan Fibonaccin lukujen perusongelmaa, jota seuraa lukujonon
rekursiivinen mééritelma. Tatd perusongelmaa Fibonacci havainnollistaa teoksessaan
Liber abaci kertoen kanien lisddntymisestd, siksi sitd kutsutaan kaniongelmaksi.

Rekursiivisen miidritelmédn myo6td voidaan esitelld Fibonaccin lukujen perusomi-
naisuuksia. Tdssd tyossa tarkeimpiin perusominaisuuksiin sisdltyy Fibonaccin luku-
jen summa ja Cassinin lause. Luvussa médritellddn myos Q-matriisi, jota voidaan
hyodyntdd erityisesti lauseiden todistuksessa. Kuitenkin suurimmaksi osaksi todis-
tuksissa kdytetddn induktioperiaatetta, joka on ominainen tapa Fibonaccin lukujen
ominaisuuksien todistamiseen.

Edeltavit asiat johdattelevat tutkielman padlukuun lukuun, jossa esitellddn Fi-

bonaccin lukujen jaollisuusominaisuuksia. Jaollisuusominaisuudet ovat yksi Fibo-



naccin lukujen sovellusalueista. Fibonaccin jaollisuusominaisuuksia késiteltdessa
saadaan lisdé tietoa Fibonaccin lukujen muistakin ominaisuuksista, kuten suurimman

yhteisen tekijdn madritelmasta.

Avainsanat: Fibonaccin luvut, Lukujono, Jaollisuus,
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1 Johdanto

Tassd tyossa tutkitaan Fibonaccin lukuja seki niiden sovelluksia jaollisuuden suhteen.
Tyon pédldhteend on kaytetty Thomas Koshyn teosta Fibonacci and Lucas Numbers
with Applications. Tadmén lisdksi pédéldhteen tueksi ja lisitietojen saamiseksi on
kiytetty Verner E. Hoggatin teosta Fibonacci and Lucas numbers.

Tutkielman ensimmaisessi luvussa esitellddn keskiajan Euroopan tunnetuimman
matemattikon Leonardo Fibonaccin eldmin historiaa. Luvussa kisitelldan Fibonaccin
tunnetuimpia teoksia ja niiden sisdltod, sekd merkitystd Euroopan matematiikan
kehitykseen.

Seuraavassa luvussa 3 siirrytidin Fibonaccin tunnetun perusongelman kautta lu-
kujen ominaisuuksiin. Fibonaccin lukujen perusongelmaa eli kaniongelmaa seuraa
lukujen rekursiivisen méadritelmén perusta. Tamén lisdksi esitelldéin Fibonaccin lu-
kujen yksinkertaisia perusominaisuuksia havainnollistavia lauseita sekid Q-matriisi,
jota kiytetddn erityisesti tirkeiden lauseiden todistamisessa.

Edeltavit asiat johdattelevat tutkielman péadlukuun lukuun 4, jossa esitellddn Fi-
bonaccin lukujen jaollisuusominaisuuksia. Jaollisuusominaisuudet ovat yksi Fibo-

naccin lukujen sovellusalueista.



2 Leonardo Fibonacci 1170-1250

Tassd luvussa esitelldin Leonardo Fibonaccin eliméid sekd tunnetuimmat teokset.
Luku perustuu Koshyn teokseen Fibonacci and Lucas Numbers with Applications
[2,s. 1-3].

Pisassa Italiassa syntynyt Leonardo Fibonacci tunnetaan keskiajan Euroopan mer-
kityksellisimpéani matemaatikkona. Fibonacci syntyi Bonaccin perheeseen vuonna
1170, ja hdanen uskotaan kuolleen vuonna 1250 syntymékaupungissaan. Hénet tiede-
taan myos nimeltd Leonardo Pisano.

Hinen isdnsd Guglielmo Bonacci oli menestyvi kauppias, joka 1190-luvulla
toimi toissd Bougiessa Eteld-Afrikassa, jossa Fibonacci sai varhaiskoulutuksensa
muslimitaustaisen opettaja ohjauksessa. Kyseinen opettaja esitteli Fibonaccille ara-
bialaisen numerojdrjestelmin ja arabialaisia laskentatekniikoita.

Aikuisena Fibonacci teki usein tydmatkoja Egyptiin, Syyriaan, Kreikkaan, Rans-
kaan ja Konstantinopoliin. Matkustellessaan hén tutustui eri maiden tutkijoihin ja
alkoi opiskelemaan silloin kiytOssi olevia erilaisia matemaattisia jirjestelmid ja mil-
laisia hyoOtyjd ne toivat ndissid maissa.

Fibonacci oli vakuuttunut arabialaisen lukujérjestelmén toimivuudesta ja kiytéan-
nollisyydestd verrattuna silloin kiytettyyn roomalaiseen jirjestelméddn. Hén julkai-
si uraauurtavan teoksensa Liber Abaci ("Helmitaulun kirja”) vuonna 1202, minki
myo6td arabialaiset numerot syrjayttiviat roomalaiset numerot. Teoksessa Fibonacci
kasittelee intialaisldhtoiset arabialaiset numerot ja myos nollan. Liber Abaci -kirjan
myoti arabialainen numerointijirjestelma ja aritmeettiset algoritmit kantautuivat Eu-
rooppaan.

Liber Abacin jidlkeen Fibonacci julkaisi kolme muuta tunnettua teosta. Vuonna
1220 ilmestyi Practica Geometriae (Practice of Geometry), joka esittelee geometrian
ja trigonometrian seki euklidisen tarkkuuden. Fibonacci kayttdd teoksessa algebraa
ratkaisemaan geometrisia ongelmia ja pdin vastoin, miki oli radikaali 1dhestymistapa
keskiajan Euroopalle.

Seuraavat kaksi teosta olivat Flos ja Liber Quadratorum (Nelion kirja), jotka
julkaistiin vuonna 1225. Molemmat kirjat kasittelevit lukuteoriaa, ja Liber Quadra-

torumin myo6td Fibonacci sai maineensa merkittdvina lukuteoreetikkona.



3 Fibonaccin luvut

3.1 Kaniongelma

Liber Abaci siséltdd oman aikansa aritmeettiset ja algebralliset tiedot. Sen lisédksi
teos sisdltdd monia matemaattisia perusongelmia, mukaan lukien kuuluisan “’kanion-
gelman”. Kyseisessd ongelmassa on tarkoitus selvittidd, kuinka monta paria kaneja

yksi kanipari voi synnyttidd vuodessa, jos:
1. kullakin kanilla sukukypsyyden saavuttaminen kestdd kuukauden,

2. jokainen pari tuottaa sekaparin joka kuukausi alkaen toisesta kuukaudesta,

3. yhtédédn kaneja ei kuole vuoden aikana.

Voidaan olettaa, ensimmaiisen kaniparin syntyneen tammikuun ensimméiinen piiv,
mistd seuraa ensimmadisen ehdon mukaan, ettd kanit ovat sukukypsid helmikuun en-
simmadinen pdivd. Tima ensimmadinen pari tuottaa siis sekaparin helmikuun aikana ja
ndin ollen ensimmiinen maaliskuuta pareja on kaksi, mutta ainoastaan alkuperdiset
kanit ovat sukukypsid. Huhtikuun alussa pareja on kolme, joista kaksi on suku-
kypsid. Ensimmaéinen piivé toukokuuta on viisi paria kaneja, joista kolme paria on
lisddntymiskykyisid ja sama kaava toteutuu vuoden loppuun asti.

Kaniongelman havainnollistamiseksi ovat tulokset kaniparien méérésti jokaisena
kuukautena esitetty alla olevassa taulukossa 3.1. Viimeinen rivi taulukossa kertoo
lopullisen vastauksen ongelmaan ja lisdksi taulukosta voi huomata saman lukusarjan

toistuvuuden. Niissd numerosarjoissa on kyse Fibonaccin luvuista.

Taulukko 3.1. Kaniongelma

Kuukausi 1.]2.13. (4. |5 6. 7. |8 |9 |10.|11.] 12
Aikuisia O|1 (1|23 |58 |13,/21|34|55| 89
Poikasia ryoj1r 1235 |8 |13]21 34|55
Kanejayhteensd | 1 | 1 |2 |3 |5 |8 |13 [21 34|55 |89 | 144




3.2 Fibonaccin lukujen ominaisuuksia

Kaniongelma taulukon alarivin numeroita kutsutaan Fibonaccin luvuiksi ja lukujen
muodostama lukujono (0,1,1,2,3,5,8,...) on Fibonaccin lukujono. Fibonaccin
luvuille on mahdollista muodostaa rekursiivinen maaritelma, jota késitelldin seuraa-

vaksi.

Miiritelma 3.1 (vrt. [2, s. 6]). Fibonaccin luvut F, mairitellddn rekursiivisesti

seuraavasti:
Fy=0
Fi=F=1
F,=F,_1+F,»> kunn>3.

Lause 3.1. Fibonaccin lukujen summa

n
ZPQ=%+H+5+W+E:EH—L (n=0,1,2,3...)
k=0

Todistus. Mairitelmén 3.1 perusteella voidaan luvut mééritelld myos kdédnteisesti:

Fo=F,-F;
Fi=F-F
Fry=F,—F

Fu-1=Fpe1 — Fy
Fy = Fup — Fuyr.
Laskettaessa nima termit yhteen saadaan summa:
Fo+Fi+Fa+-+Fy=(Fa—F)+ (F3—F) + (Fs = F3) + - + Fpeo — Fua.

Voidaan merkiti yhtdlon vasen puoli summamerkinnélld ja sieventid oikeaa puolta

vastalukujen avulla. Saadaan:

n
ZFk =-F+(n-FR)+(FB-FH+ -+ (Fo = F) + Fro
k=0

= Fy—2 — F1.

Koska F; = 1, niin olemme osoittaneet, etta

n
ZmFﬂﬁﬂ+5+m+n:aﬂ—L O
k=0



Lause 3.2. Fibonaccin lukujen summa, kun summausindeksi on pariton. Olkoon
n > 1. Silloin
n
Fru-1=Fi+F3+- -+ Fyp1 = Fo.
k=1

Todistus. Fibonaccin lukujen ominaisuuksia voidaan todistaa induktioperiaatteen
avulla, jota kdytimme nyt lauseen todistuksessa. Induktiotodistus etenee kolmen
vaiheen kautta.

Osoitetaan ensin, ettd viite on tosi, kun n = 1:
Foi=Foi-y=Fi=1=F=F,=F,.

Mairitelmén 3.1 perusteella lause pitee, kun n = 1.

Oletetaan nyt, ettd viite on tosi, kun n = k:

k
Z Foio1 = Fy.
i=1

Osoitetaan, ettd vaite on tosi, kunn = k + 1:

k+1

Z Frio1 = Fak41)-
i=1

Todistetaan, ettd induktioperiaatteen avulla, etti vidite on tosi kunn = k + 1:

k+1

Z Fry=F1+F3+- -+ Fok-1 + Fagre1)-1
i=1

io

= Fop + Fo(ren)-1
= For + Fore

= Forso

= Fa(k+1)-

Olemme osoittaneet, ettd viite pétee luvulle n = k + 1. Taten induktioperiaatteen
nojalla voidaan todeta, ettéd lause 4.2 pitee kaikille positiivisille kokonaisluvuille 7.

O

Lause 3.3. Fibonaccin lukujen summa, kun summausindeksi on parillinen. Olkoon
n > 1. Silloin

n
ZFZk:F2+F4+"'+F2n:F2n+l_1-
k=1



Todistus. Osoitetaan nyt ensin, ettd viite on tosi, kun n = 1:
Frp=Fon=F=1=2-1=F.4—F2=Fya— 1.

Fibonaccin lukujen rekursiivisen madritelmén 3.1 nojalla lause pétee, kunn = 1.

Oletetaan nyt, ettd véite on tosi, kun n = k:

k
Zin = Fors1 — 1.
i=1

Osoitetaan, etti viite on tosi, kunn = k + 1:

k+1

Z Fri = Fo(ksny41 — L.
i=1

Todistetaan, ettd induktioperiaatteen avulla, ettd viite on tosi, kunn = k + 1:

k+1

Zin =P+ Fat- o+ Fop + Fyra)
i=1

2 Forer — 1+ Fyk+1)
= Fopy1 + Fopin — 1
=Fp—1

= P+ — 1.

Olemme osoittaneet, ettd viite pétee luvulle n = k + 1. Titen induktioperiaatteen

nojalla voidaan todeta, ettd lause 3.3 pitee kaikille n > 1.

3.3 Cassinin lause
Lause 3.4. (Cassinin lause) Fibonaccin luvut toteuttavat seuraavan yhtdlon:
Fo1Fp — F,% =(-1D", kunn>1.

Todistus (vrt. [2, s. 74]). Kiytetddn lauseen todistamisessa induktioperiaatetta.
Kun n = 1, niin
Fi_1F4 - F12 = FoF, — F12
=0-1-1!
=—1.

10



Oletetaan, ettd lause on tosi kun n = k:
2 k
Fi1Fip1 — F = (=1)".
Osoitetaan, ettd vaite on tosi kunn = k + 1:

Fieany—1 Fieenyer — FEy = (=D
Tastd saadaan, etta:
Flsy-1F (k)41 — F;f+1 =FiFry2 — F,fﬂ

= (Fie1 — Fio1) (Fy + Fen) — F7y
=FyFpy + F13+1 — FiFio1 — Frg1 Fro1 — F;i]
2 FiFrst — FeFroy — FE = (=1)F
= FiFie1 = Fr(Froy + F) + (=1)F
= FiFis1 = FiFi + (=%
— (_1)k+1 )

Taten voidaan todeta induktioperiaatteen nojalla, ettéd viite on tosi kaikillen > 1. O

Seuraus 3.1. Mitkd tahansa kaksi perdkkdistd Fibonaccin lukua ovat suhteellisia
alkulukuja.
(Fr+1, Fr) =1, jokaisella k € N.

Todistus (vrt. [2, s. 75]). Olkoon g yhteinen tekijd luvuille Fy ja Fj. Cassinin

lauseen 3.4 mukaan ¢ | 1 ja ¢ | —1, miké on ristiriita. Taten (Fj41, Fx) = 1. O

Lause 3.5. Luvuilla

Fony  Fonsa,  Fopva,  4F2p41F2ni2F2043

on ominaisuus, ettd yksi isompi kun kahden luvun tulo on tdydellinen nelio.

Todistus (vrt. [2, s. 94]). Cassinin lauseen 3.3 mukaan 1 + F5,F>,40 = Fzzn ,1- Kuten

11



myos 1 + Fou1Fopes = F22n wial+ FonFong = F22n L3~ Silloin saadaan, etti:

1+ Fon(4F2p41 Fons2 Fone3) = 1+ 4(FonFans2) (Fane1 Fone3)
= 1+ 4(F3p = D(Fyp +1)
= 4F22n+1F22n+2 - 4(F22n+2 — F5,,12) =3 (Cassinin lause)
= 4F3,  Fyyp = 4F23F2, = 3
=4F; \F3 >~ 4F23(Fansz — Fape1) = 3
72

=4F; \F3 > — 4F2:3F2n40 + 4F 201 Fape3 — 3

2n+1
= 4F}, \Fy,.p — 4F23Fon + 4(F3, 5, +1) =3
= 4'F22n+1F22n+2 —4Fp1Fopen + 1

= (2F2n41Fapia — 1)

Olemme osoittaneet, etti 1+ F, (4 F2ps1 Fonsa Fons3) = (2Fp41 Fanso — 1)2. Tiiten yksi
isompi kun kahden luvun tulo on tdydellinen nelid. Muut tapaukset voidaan todistaa

samalla tavalla. O

3.4 Q-matriisi

Matriisien sovelluksia voidaan hyddyntédéd Fibonaccin lukujen ominaisuuksien todis-
tamiseen. Tassd luvussa esittelemme Q-matriisin, jota kidytdamme myOs apuna tyon
kannalta olennaisten identieteettien todistamisessa.

Tarkastelemme seuraavaksi Q -matriisia. Olkoon nyt:

11
e-|

10

Voimme laskea matriisin determinantiksi det@Q = 1-0—-1-1 = 1. Sen lisédksi

tarkastelemme tdméin Q -matriisin kolmea ensimmadisti potenssia:

I 1)1 1 2 1

0% = =
1 0/\l O 11
2 1)1 1 3 2

0’ = =
1 1J\1 0O 2 1
3 2\(1 1 53

0* = = ,
2 1)J\1 0O 3 2

Voimme nyt huomata, ettd () -matriisien potensseissa esiintyvén jirjestyksessd Fi-
bonaccin luvut (0,1,1,2,3,5,...).

12



11
Lause 3.6. Kunn > 1ja Q = (1 O)’ niin Q -matriisi toteuttaa ominaisuuden:

Fus1 F,
Fn Fn—l

Q" =

Todistus (vrt. [2, s. 363]). Osoitamme nyt induktiolla  -matriisin toteuttavan aina
viitteen.

Kun n = 1, niin:

F Fi 1 1
0! = - = Q.
F Fy 1 0
Oletetaan sitten, ettd vdite pitee, kun n = k:
0" - Frar F
Fr  Fry
Osoitetaan, ettd vaite on tosi, kunn = k + 1:
Qk+1 _ F(k+1)+1 Frv1 _ F(k+2 Fiv1
Frv1 Fles1)-1 Frv1 Fy

Matriisien laskusddntojen mukaan saadaan, ett:

Frv1 Fi
Fr  Fir

Qk+1 — Qle —

1 1
1 0
Fis1 + Fr Fi
Fk+Fk_1 Fk

Firio + Fi
Fk+1 + Fk

Induktioperiaatteen nojalla voimme todeta, ettd viite on tosi, kunn > 1.

Lause 3.7. Seuraavat identiteetit ovat voimassa, kun k > 1 ja h > 1.

(3.1) Frtne1l = Frs1 Fre1 + FiFi,
(3.2) Fisn = Frg1 B+ FrFjy-q,
(3.3) Frsn = FrFpe + Fr-1Fp,
(3.4) Fron1 = FrFp+ Fr_ 1 Fp1.

13



Todistus (vrt. [2, s. 364]). Identiteetit voidaan todistaa Fibonaccin  -matriisin las-

kusdannon avulla Q¥Q" = Q**" josta saamme:

Fra1 Fx
Fr  Fra

Fpy Fy
Fn  Fp

Fiinvi Fran

Fm+n Fm+n—1

ja edelleen

FiinFpo + FyFy Fro B+ FiFpy
FiFpg + FrFp FiFp+ Fr_1Fp

Fiinsi Frsn

Frsn  Frenat

14



4 Jaollisuusominaisuuksia

Téssd luvussa esitelldin Fibonaccin lukujen joitakin jaollisuusominaisuuksia.
Lause 4.1. Kun m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja, niin:

Todistus. Kaytetddn induktioperiaatetta lauseen todistamiseksi. (vrt.[2, s. 196]).

Lause pitee, kunn = 1:
Fp | Fpi = Fy | Fo.
Oletetaan ensin, etta vaite on tosi, kun n = k:
Fu | Fk.
Osoitetaan, ettd viite on tosi myos, kunn = k + 1:
Fin | Fm(k+1)-
Nyt lauseen 3.3 identiteetin perusteella
Fik1) = Fnkam = Fk Fpe1 + Frng—1F .
Koska induktio-oletuksen mukaan F), | Fj,x, niin viite pitee. O

Huomautus 4.1. Vuonna 1964 Leonard Carlitz kiinsi lauseen 4.1 kdyttamailld apuna
seuraavaa kaavaa:

Fo=Fomi1 B + Fpo Fr1,

missdr < s < 1.
Lause 4.2. Jos F, | Fy, niin h | k.

Todistus. (vrt.[2, s. 196]) Sijoittamalla k = k — h identiteettiin (3.2) saadaan, etti:
Fir = Fe—na1Fp + Fi—pnFp-1.
Oletamme, ettd Fj, | Fy, joten sijoittamalla edellinen yhtél6 oletukseen saadaan, etti:

Fy | Fr—ps1 Fp + Fe—pFp-1.

15



Selvisti Fj, | Fx—p+1Fp jahuomautuksen 4.1 mukaan (Fy4q, Fx) = 1,joten (F, Fr—1) = 1.
Taten Fy, | Fr_p.
Oletetaan tunnetuksi Eukleideen algoritmi. Merkitidin sen mukaan, ettd k = gh+r,

missd 0 < r < h. Silloin
Fh | Fk—qh eli Fh | Fr.

Mutta koska r < h, niin tiytyy olla r = 0. Téten, koska r = k — gh = 0, niin k = gh
jah|k. O

Seuraus 4.1. F, | F,, jos ja vain jos m | n.

Todistus seuraa suoraan lauseesta 4.1 ja 4.2.

Esimerkki4.1. Koska4 | 12 niin oletetaan, ettd myos Fy4 | F,. Fibonaccin lukujonon

mukaan Fy = 3 ja F, = 144, siis 3 | 144.

Apulause 4.1. (F,,_1, F,,) = 1 kaikillan > 1.

Todistus (vrt. [2,s. 198]). Olkoon d = (Fy,-1,F,). Talloin d | Fy,—1 ja d | F,.
Lauseen 4.1 mukaan F, | F,,, joten d | Fy,—1 ja d | Fy,. Lisdksi seurauksen 3.1

nojallad | 1, joten d = 1. Titen (F,—-1, F,,) = 1, joten lause on tosi. O

Apulause 4.2. Olkoon m = gn + r. Talloin (Fy,, F,) = F ).

Todistus (vrt. [2, s. 198]).

(Fin> Fn) = (Fgnsr, Fn)
= (Fyn-1Fy + FyoFr i1 Fy, F)  Huomautuksen 4.1 mukaan
= (Fgn1F, Fy)
= (F,, F,) Apulauseen 4.1mukaan
= (Fu, Fy).

Huomautusta 4.1 ja apulausetta 4.1 apuna kéyttden lause on osoitettu todeksi. O

Lause 4.3. Kahden Fibonaccin luvun suurin yhteinen tekiji on aina Fibonaccin
luku:
(Fm’ Fn) = F(m,n)-

16



Todistus. Oletetaan, ettd m > n. Soveltamalla Eukleideen algoritmia luvuille n ja m

saadaan seuraava yhtédloketju:

m=qon+ri, O0<ri<n
n=aqry+ry, 0<r<r;
rn=qary +r3, 0<r3<nr
r'n-2 = {4n-1¥rn-1 + 1y, OSrn<rn—l

Fn—1 = qntyn +0.

Lauseen 4.1 ja apulauseen 4.2 mukaan voidaan todeta, ettd (F,, , F,, ) = F,, . Titen
myos (F,, F,) = F,,. Nyt Eukleideen algoritmin mukaan r, = (m,n). Niin ollen

(Fs Fy) = F(m,n)~ O

n-17?

Seuraus 4.2. Jos (m,n) = 1, niin F,, F,, | Fp.

Todistus. Lauseen4.1 mukaan F, | Fy,;,jaF, | Fy,. Titen pienin yhteinen monikerta
[Fin, Fu] | Fip, mutta koska (F,, Fy) = Fopyy = 1, niin [F,, F,] = F, F,. Tistd
seuraa, etti:

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan tapausta (3,5) = 1, F3 = 2, F5 = 5 ja F|5 = 610.
Huomataan, etta:

2-5 | 610, eli F3F5 | F15.
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