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Tavallisen bitin tila voi olla joko 0 tai 1, mutta kvanttimekaniikkaan perustuva kubitti voi saa-
da naiden liséksi myoés tilojen superpositiotilan. Téllaisia kubitteja I10ytyy luonnosta, mutta niité
voidaan my6s valmistaa keinotekoisesti. Tallaisia keinotekoisesti valmistettuja kubitteja ovat esi-
merkiksi tydssa kasiteltavat suprajohtavat kubitit, jotka ovat sahkdisistd komponenteista koostu-
via makroskooppisia piireja. Suprajohtavassa tilassa elektronit muodostavat Cooperin pareja ja
aineen resistiivisyys katoaa. Resistiivisyyden katoaminen mahdollistaa makroskooppisen piirin
kvanttimekaanisen toiminnan. Suprajohtavat kubitit perustuvat séhkdiseen komponenttiin nimel-
tdan Josephsonin liitos, joka koostuu kahdesta suprajohtavasta elektrodista ja ndiden valissé ole-
vasta ohuesta eristekerroksesta. Josephsonin liitos tuo piiriin epalineaarisuutta, jotta energiati-
loista erottuu kubitilta vaaditut kaksi energiatilaa, joiden valinen energiaerotus poikkeaa riittavasti
muiden energiatilojen energiaerotuksista.

Suprajohtavien kubittien toimintaan liittyy parametreja, jotka perustuvat Schrédingerin yhté-
I6ssé esiintyvaan kytkentakertoimeen. Tyon tarkoituksena on 16ytda Josephsonin liitoksen mik-
roskooppisten ominaisuuksien yhteys kyseiseen kytkentakertoimeen ja ndin myds suprajohtavien
kubittien toimintaan vaikuttaviin parametreihin.

Ty6ssé tehtiin MATLAB-mallinnusta yksiulotteiselle Josephsonin liitokselle, jonka eristekerros
jaettiin viipaleisiin. Mallinnuksessa muutettiin eristekerroksen paksuutta eli eristeviipaleiden maa-
raa seka liitoksen suprajohtavien elektrodien ja eristeen kytkentdvoimakkuutta. Saatujen tulosten
perusteella litoksessa tapahtuva Cooperin parien tunneloituminen heikkenee eksponentiaalisesti
viipalemaaraan nahden, mutta heikkenemisnopeus on riippumaton kytkentdvoimakkuudesta.

Tuloksista voitiin paatella, ettd eksponentiaalinen tunneloitumisen heikkeneminen pienentaa
huomattavasti myos liitoksen Schrddingerin yhtaléssa esiintyvaa kytkentakerrointa. Suprajohtavan
kubitin energiatiloihin on kytkdksisséd parametri nimeltdan Josephsonin energia, joka on suoraan
verrannollinen kytkentakertoimeen, joten kubitin energiatiloihin on mahdollista vaikuttaa muokkaa-
malla liitoksessa esiintyvaa eristekerrosta.
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1. JOHDANTO

1980-luvun alkupuolella amerikkalaiset fyysikot Richard Feynman ja Paul Benioff toivat
esille ideaa kvanttimekaniikkaan perustuvista tietokoneista. Kvanttitietokoneiden toiminta
perustuu tavallisten bittien sijaan niin kutsuttuihin kvanttibitteihin eli kubitteihin. Bitti saa
tilanteesta riippuen joko arvon 0 tai 1, mutta koska kubitit perustuvat kvanttimekaanisiin
ilmidihin, voivat ne saada arvokseen myds naiden tilojen superpositioita. [1] Kubitteja voi-
daan valmistaa keinotekoisesti, mutta niita 16ytyy myds luonnosta [2]. Keinotekoisten ku-
bittien etu on ominaisuuksien muokattavuus. Tallaisten kubittien valmistusprosessin aika-
na, kubitin ominaisuuksia voidaan muokata eri kayttdtarkoituksia varten. Keinotekoisina
kubitteina voi toimia ty6ssa kasiteltavat suprajohtavat kvanttipiirit, joiden toiminta perus-
tuu komponenttiin nimeltdan Josephsonin liitos. [3]

Suprajohtavien kubittien toimintaan liittyy parametreja, jotka perustuvat Schrédingerin yh-
taldssa esiintyvaan kytkentakertoimeen. Tydn tarkoituksena on 16ytaa Josephsonin liitok-
sen mikroskooppisten ominaisuuksien yhteys kyseiseen kytkentdkertoimeen ja ndin myds
suprajohtavien kubittien toimintaan vaikuttaviin parametreihin.

Tydn toisessa luvussa kerrotaan yleisesti suprajohtavuudesta ja kyseisen ilmién yhtey-
desta keinotekoisiin kubitteihin. Seuraavassa luvussa perehdytdén kubittien toimintaan
ja erilaisiin kubittityyppeihin. Neljdnnessa luvussa tarkastellaan suprajohtavien kubittien
tarkeda komponenttia, Josephsonin liitosta, ja sitéd kuinka Josephsonin liitoksen materi-
aalivalinnoilla voidaan vaikuttaa valmistettaviin kubitteihin. Viidennessa luvussa tehdaan
mallinnusta Josephonin liitokselle ja analysoidaan mallinnuksen tuloksia.



2. SUPRAJOHTAVUUS

Vuonna 1911 hollantilainen fyysikko Heike Kamerlingh Onnes huomasi kokeellisesti elo-
hopean resistiivisyyden putoavan mittaamattoman pieneksi alle 4.2 kelvinin lampétilassa.
Kokeissa kavi ilmi, ettd taman |ampétilan Iaheisyydessa resistiivisyyden vdheneminen ta-
pahtui &killisesti ja elohopea oli paatynyt uudelle tilalle, jota Kamerlingh Onnes kutsui
suprajohtavaksi tilaksi. Lampétilaa, jonka alapuolella resistiivisyys on havinnyt, kutsutaan
kriittiseksi lampétilaksi. Mydhemmin huomattiin, ettd suprajohteet toimivat myés taydelli-
sind diamagneetteina eli ne eivat paasta ulkoista magneettikenttaa sisalleen. [4] Tassa
luvussa keskitytdan kuitenkin resistiivisyyden katoamiseen, silla se on suprajohtaville ku-
biteille valttamatén ominaisuus [3].

2.1 Resistiivisyys

Resisitiivisyys tarkoittaa ominaisuutta, jolla aine vastustaa séhkdvirran kulkua. Metalleis-
sa varauksenkuljettajina toimivat elektronit, jotka esiintyvat elektronipilvend positiivisten
ytimien ymparilld. Kun metallien elektronit altistuvat ulkoiselle sahkdkentalle, ne joutuvat
kiihtyvaan liikkeeseen. Elektronien liikettd metallissa vaikeuttavat atomien ytimet ja mah-
dolliset epapuhtaudet, joihin liilkkuvat elektronit voivat térmata.

Elektronien etenemiseen vaikuttaa my6s lampétila. Lampétilan kasvaessa atomiytimien
varahtely voimistuu ja todennakdisyys elektronien ja ytimien térmayksille kasvaa. Tallin
suuremmilla [Aampétiloilla aineen resistiivisyys on myds suurempi. [4] Jotta resistiivisyyden
katoaminen voitaisiin siis saavuttaa, on tilan oltava sellainen, jossa elektronien ja ytimien
térmayksia ei tapahtuisi tai yksittdiset tormaykset eivat vaikuttaisi virran kulkuun.

2.2 Cooperin pari

Tarkastellaan Cooperin parien muodostumista ensin klassisesta nakdkulmasta. Coulom-
bin lain mukaan saman merkkisen varauksen omaavat hiukkaset kokevat hylkivan vuoro-
vaikutuksen. Ytimia ei ole lukittu omille paikoilleen, vaan rakenne on elastinen ja ytimet
pystyvat hieman likkumaan lepoasemistaan. Alhaisissa lampdtiloissa metallien atomiy-
dinten varahtely on vahaista. Tasté johtuen negatiivisten elektronien kulkiessa positiivis-
ten ydinten Iahelld elektronin ympérilla olevat ytimet liikkuvat elektronia kohti luoden pai-



kallisen positiivisen varauksen. Toisen metallissa kulkevan elektronin lahestyessa positii-
visesti varautunutta aluetta se kokee attraktiivisen vuorovaikutuksen kyseista aluetta koh-
ti. Koska systeemi pyrkii minimoimaan energiansa, muodostavat vuorovaikuttavat elekt-
ronit pareja, jotka toimivat suprajohteissa varauksenkuljettajina. Tallaisia elektronipareja
kutsutaan Cooperin pareiksi. Parien valinen sidos on kuitenkin heikko ja lampétilan kas-
vu riittda rikkomaan parit. [4][5] Kvanttimekaanisesta ndkékulmasta tarkasteltuna Coope-
rin parien muodostumista voidaan kuvata hiukkasen vaihtona. Elektronit voivat vuorovai-
kuttaa keskendén niin kutsuttujen fononien avulla. Fononit ovat hilan varahtelyenergian
kvantteja, jotka esiintyvat vuorovaikutuksen aikana vain virtuaalisina hiukkasina. [4]

Cooperin parien muodostumisen edellytyksené on, ettéd parin muodostavien elektronien
spinien on oltava vastakkaissuuntaiset ja niiden liikem&éarien yhtd suuret, mutta vastak-
kaiset. Cooperin parin muodostavat elektronit ovat 1&htdisin fermienergian ymparistdsta,
joten fermienergian ympérille muodostuu energia-aukko, jossa ei ole mahdollisia elekt-
ronitiloja yksittaisille elektroneille. Tallainen energia-aukko kuvaa suprajohtavuuden voi-
makkuutta, silld Cooperin parien rikkominen vaatisi energia-aukon suuruisen energian.
Parin muodostavat elektronit ovat yksindan fermioneja, mutta niiden muodostama Coo-
perin pari on puolestaan bosoni. Parien bosoniluonteen takia, ne voivat asettua samalle
alhaisimmalle energiatilalle ja luoda tilan, jossa kaikki parit ovat vuorovaikutuksessa kes-
kenaan. Tallgin parit kayttaytyvat suuremman ryhméan tavoin, jolloin yksittéisten elektro-
nien sironta atomiytimista ei vaikuta virran kulkuun ja sahkdvirta voi kulkea materiaalissa
haviditta. [4][5]

Kvanttimekaanisesti Cooperin paria voidaan kuvata aaltofunktiolla. Alhaisimmalla ener-
giatilalla olevan parin aaltofunktio voidaan esittdd muodossa

P(r) = p'2(r)e®), (2.1)

jossa p on varaustiheys ja 6 on vaihe. Varaustiheys ja vaihe ovat molemmat reaalifunk-
tioita paikan r suhteen. [6] Edelld mainittuun aaltofunktioon palataan tarkemmin luvussa
4, kun kasitelladn Josephsonin liitosta ja aallon tunneloitumista.



3. KUBITIT

Tavalliset tietokoneet perustuvat klassilliseen fysiikkaan, ja ne kasittelevét tietoa bittien
avulla. Klassilliseen fysiikkaan rajoittumien kuitenkin rajoittaa tavallisten tietokoneiden las-
kentatehoa, silld bitin eri tilojen superpositiot eivat ole klassillisesti sallittuja. Kvanttitieto-
koneet puolestaan hyddyntavat kvanttimekaanisia ilmi6itd, jolloin edella mainitut superpo-
sitiotilat ovat mahdollisia. Tallaisilla kvanttimekaniikkaan perustuvilla tietokoneilla pysty-
tadan ratkaisemaan joitakin matemaattisia ongelmia klassista tietokonetta tehokkaammin.
Esimerkiksi Shorin algoritmi, jossa kokonaislukuja jaetaan tekijéihinsa, toimii kvanttitieto-
koneella tehokkaammin. [7]

3.1 Toimintaperiaate

Tavallinen bitti voi saada arvokseen joko arvon 0 tai 1. Klassinen tiedon kasittely perustuu
tallaisiin klassiseen fysiikkaa perustuviin bitteihin. Kvanttimekaniikkaan perustuva kvant-
tibitti eli kubitti voi saada tavallisen bitin arvojen lisaksi myds jonkin ndiden arvojen super-
position. Kubittien tilat ovat kaksiuloitteisia kompleksivektoreita ja tilalle kaytetdan mer-
kintd4 |¢). Kubitin mahdollisia tiloja voidaan havainnollistaa kuvan 3.1 Blochin pallolla.
(8191

Kuva 3.1. Kubitin mahdolliset tilat Blochin pallolla esitettynd (mukaillen Idhdetta [8]).



Tila voidaan talldin ilmaista pallokoordinaattien avulla kdyttden hyvaksi elevaatiokulmaa
0 ja atsimuuttikulmaa ¢

0 , 0
|1) = cos §IO> + e sin§|1>, (3.1)

jossa 0 <# <mja 0 <¢ < 27. Kubitin tilaa mitattaessa se kayttayttyy kuitenkin kuin taval-
linen bitti, koska tilaa mitattaessa superpositio romahtaa tietylla todennakdisyydella joko
tilaan |0) tai |1). Tasta johtuen kubitin tilan uudelleen mittaaminen johtaa taysin samaan
tulokseen kuin aiemminkin. [8]

Kvanttitietokoneen toiminta perustuu monista kubiteista koostuviin kubittirekistereihin. Ku-
bittirekisterien tilojen maara kasvaa eksponentiaalisesti kubittien maaran kasvaessa. Ti-
lojen superpositioluonteen takia useat rinnakkain tapahtuvat laskutoimitukset ovat myds
mahdollisia. Tilojen suuren maaréan ja rinnakkaisten laskutoimitusten takia kvanttitietoko-
neet pystyvat ratkaisemaan tietynlaisia laskutoimituksia klassista tietokonetta nopeam-
min. [8]

3.2 Luonnolliset kubitit

Kubittina voi toimia kvanttisysteemi, jolla on kaksi toisistaan erotettavaa tilaa [8]. Tallai-
sia systeemeita 16ytyy luonnosta valmiina, mutta niitd voidaan myds valmistaa. Kubittien
kasittely on klassisia bitteja hankalampaa, silla kubittien kvanttitilat ovat herkkia ymparis-
t0sta aiheutuvalle dekoherenssille. Jotta kubitteja voitaisiin kdyttda kvanttilaskentaan, on
niiden kuitenkin oltava kytkdksissa toisiinsa porttien avulla. [3]

Luonnossa esiintyvia kubiteiksi sopivia systeemeitd ovat esimerkiksi elektronin spin tai io-
nien siirtymadipolit [3]. Elektronin spin soveltuu kubitiksi, koska se voi olla yl6spain, alas-
pdin tai ndiden tilojen superpositiossa. Elektronin spinid hyddyntava kubitti valmistetaan
upottamalla elektroneja puolijohteeseen, jonka pinnalla on metallielektrodeja. Elektrodit
tuottavat séhkdmagneettisen kentén, jolla voidaan ohjata spinien magneettista dipolimo-
menttia. loneissa puolestaan tiloina |0) tai |1) voi toimia kaksi eri elektroniorbitaalitilaa.
loneja pidetaan paikallaan esimerkiksi optisten lasereiden avulla ja ymparistén aiheutta-
man dekoherenssin minimoimiseksi, niitd joudutaan pitdmaan ultratyhjiéissa, joissa paine
on erittdin matala. [7]

Luonnollisten kubittien etu on siina, etta niiden vapausasteet ovat luonnollisesti hyvin eris-
tettyja ulkopuolisesta ymparistostd, mika puolestaan vahentdd mahdollista dekoherens-
sia. Haasteina tallaisilla kubiteilla kuitenkin on koherenssin sailyttdminen nopeita porttio-
peraatioita edellyttavien liitosten muodostamisessa. [3]



3.3 Suprajohtavat kubitit

Suprajohtavat kubitit koostuvat elektronisista komponenteista. Téllaisten kubittien edelly-
tyksena on se, ettd komponenttien on oltava suprajohtavassa tilassa, jotta johde-elektronien
sirontaa ei tapahtuisi. Haviéton virrankulku on vaatimus sille, etta piiri voisi toimia kvant-
timekaanisesti. Suprajohtavien kubittien tilat eroavat luonnollisista kubiteista siten, etta
suprajohtavien kubittien tilat ovat sdhkédynaamisia tiloja kun taas luonnollisilla kubitetilla
ne ovat mikroskooppisia vapausasteita. Oleellista kubiteille on, etté energiatiloista erottuu
kaksi tilaa, joiden energiaerotus poikeaa riittavasti ylempien tilojen valisistéa energiaero-
tuksista. [3]

3.3.1 Kvanttimekaaninen LC-piiri

Kvanttimekaaninen LC-piiri ei itsessaan voi toimia kubittina, mutta se on tarkea osa siirryt-
tdessa suprajohtaviin kubitteihin. Tallainen LC-piiri koostuu kdamistd, kondensaattorista
ja naita yhdistavista liittimista. Piirin kaikki metalliosat ovat suprajohtavia kvanttikoherens-
sin saavuttamiseksi. [3] Piirin rakenne on esitelty kuvassa 3.2.

Kuva 3.2. Kvanttimekaanisen LC-piirin rakenne.

Kvanttimekaaninen LC-piiri kayttaytyy harmonisen varahtelijan tavoin ja sen Hamiltonin
funktio voidaan kirjoittaa muodossa
(I)2 Q2

H= 7+ 55 (3.2)

jossa ® on kd&min magneettivuo, L on kdamin induktanssi, () on kondensaattorin varaus
ja C' on kondensaattorin kapasitanssi. Yhtal6é 3.2 voidaan kirjoittaa muotoon

H = hwy(n + %), (3.3)

jossa termia wy = \/%70 kutsutaan varahtelijan resonanssitaajuudeksi. [3] Yhtalésta 3.3



huomataan, ettd LC-piirin energiatilojen véliset erot ovat yhtasuuria. Erojen yhtadsuuruus
merkitsee sita, etta tilojen |0) ja |1) valisia siirtymi& ei pystytd erottamaan muiden vie-
rekkaisten energiatilojen siirtymista, joten systeemi ei voi yksindan toimia kubittina. Sys-
teemiin voidaan kuitenkin tuoda epélineaarisuutta korvaamalla kdami vahvasti epaline-
aarisella komponentilla. Ainoa alhaisissa lampétiloissa toimiva vahvasti epélineaarinen
komponentti, jossa ei esiinny haviéita, on nimeltddn Josephsonin liitos. Josephsonin lii-
tos koostuu kahdesta paallekkain olevasta suprajohtavasta elektrodista seka niiden valilla
olevasta ohuesta eristekerroksesta. Josephsonin liitosta ja sen ominaisuuksia tarkastel-
laan tarkemmin luvussa 4. [3][7]

— Eg

Kuva 3.3. Vasemmalla on Josephsonin liitoksen piirrosmerkki ja oikealla LC-piiri, jonka
kdami on korvattu Josephsonin liitoksella (mukaillen ldhdetta [3]).

Josephsonin litoksen Hamiltonin funktio voidaan esittdd muodossa

H = FEc;(N — %)2 — Ejcosd, (3.4)
e

jossa Eqoy = % on Coulombin varausenergia yhdelle Cooperin parille litoksen kapa-

sitanssissa C';, N on liitoksessa olevien Cooperin parien maara, (), on liitosken jaan-
ndsvaraus, F; on liitoksen induktanssista aiheutuva Josephsonin energia ja 6 on supra-
johtavien elektrodien valinen vaihe-ero. [3] Hamiltonin funktiosta nahdaan energiatilojen
olevan epéatasaisesti jakautuneet, joten tilojen |0) ja |1) valiset siirtymat voidaan erottaa
muista siirtymista.

3.3.2 Perustyypit

Yhtalon 3.4 termeissa ()., E¢ ja E; havaitaan vaihteluita, jotka puolestaan aiheuttavat
kubittien epatarkkuutta. Termien E ja E/; vaihteluita voidaan pienentda parantamalla ku-
bitin valmistuksen laatua, mutta termin (), vaihtelut ovat satunnaisia. Jadannésvaraus (),
on perdisin liitoksessa olleesta varauksesta ennen kuin se liitettiin osaksi piirid. Jaannos-
varauksen vaihteluista aiheutuvia vaikutuksia voidaan védhentd@ muuttamalla piirin raken-



netta. Yhden Josephsonin litoksen omaavien kubittien tapauksessa on olemassa kolme
perustyyppid, joilla naité vaikutuksia pyritddn minimoimaan. Perustyyppeihin kuuluvat va-
rauskubitit, vuokubitit ja vaihekubitit. [3] Naiden piirien rakenteet on esitetty kuvassa 3.4.

Dext

(Y9 . X

a) b) C)

Kuva 3.4. Peruskubittityypit. a) Varauskubitti, b) vuokubitti ja c) vaihekubitti (mukaillen
ldhdetté [3]).

Cooperin pari laatikoksi kutsuttu kuvan 3.4 varauskubitti on perustyypeista yksinkertai-
sin. Siina jaadnndsvarauksen (), vaihteluita kompensoidaan kytkemalla piiriin jannitelah-
de. Piirissa on kytketty sarjaan jannitelahde, porttikondensaattori ja Josephsonin liitos,
jolloin piirin Hamiltonin funktioksi saadaan

H = Ec;(N — N,)? — Ejcos¥, (3.5)

jossa Eqy = 2(52209) ja N, = @250 Kasvattamalla suhdetta 540 voidaan systee-
min herkkyytta jddnndsvarausksen vaihtelulle pienentédd. Energioiden suhteen kasvaes-

sa systeemin epalineaarisuus kuitenkin védhenee, joten suhteelle on I6ydettéava tasapaino.

3]

Kuvan 3.4 vuokubitti, jota kutsutaan myés nimella RF-SQUID (engl. Radio frequency su-
perconducting quantum interference device) [7], koostuu Josephsonin liitoksesta, jonka
elektrodit on yhdistetty toisiinsa suprajohtavan silmukan avulla. Silmukkaan ohjataan eril-
lisen apukdéamin avulla tuotettu ulkoinen magneettivuo , jolloin piirin Hamiltonin funktioksi
saadaan

H=2L + % 5 cos [2—;@ ~ 3., (3.6)

jossa g on Josephsonin liitoksen varaus, L on suprajohtavan silmukan induktanssi ja ¢
on magneettivuo suprajohtavan silmukan Iapi. Suprajohtavan silmukan lisayksella ja ener-
gioiden suhteen g—é kasvattamisella saadaan vuokubitissa jddnndsvarauksen aiheuttamat
ongelmat vahaisiksi. [3]



Vaihekubitissa jaanndsvarauksen aiheuttaman ongelman ratkaisemiseksi kaytetdan ta-
savirtalahdetta. My6s tassa kubittityypissa varauksen vaihteluista aiheutuvia vaikutuksia
pyritddn vahentdmaén suurella energioiden suhteella g—é Piirin epélineearisuutta kasva-
tetaan kayttdmalla virtaa .J, joka on hyvin lahelld Josephsonin liitoksen kriittista virtaa J;.
Piirin Hamiltonin funktioksi saadaan

H = Ecyp? — Jpod — Jopo cos 6, (3.7)

_ (2

jossa Foy = 50, Poon skaalauskerroin ja § on vaihe-eron operaattori, jolle patee 6 =

mod 27. Nyt voidaan merkitd 2ep = (), jolloin yhtalé 3.7 saa muodon

2

=
2C;

— Jipgd — Jopo cosd. (3.8)
Taman kubittityypin erikoisuutena on kubitissa itsessadan oleva ominaisuus kubitin tilan
lukemiseen, joka perustuu tilan tunneloitumiseen ulos systeemista. Kyseinen ominaisuus
puuttuu kahdesta aiemmin mainitusta kubittityypista. [3]
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4. JOSEPHSONIN LIITOS

Luvussa 3 esille tullut sdhkdinen komponentti, nimeltdan Josephsonin liitos, mahdollistaa
suprajohtavien kubittien toiminnan. Se on ainoa nykyisin tunnettu vahvasti epalineaarinen
haviétén komponentti, joka toimii suprajohtavuuden mahdollistavissa alhaisissa lampéti-
loissa.

4.1 Liitoksen rakenne

Liitos koostuu kahdesta suprajohtavasta elektrodista ja naiden valissa olevasta ohuesta
eristekerroksesta. Liitoksen elektrodeja valmistetaan usein alumiinista ja elektrodien valiin
jadva eristekerros voidaan valmistaa hapettamalla elektrodin metallia, jolloin alumiinin
tapauksessa eristekerros muodostuu alumiiinioksidista. [3] Josephsonin litoksen rakenne
on esitetty kuvassa 4.1.

ERISTEKERROS

|

NS

SUPRAJOHTAVAT ELEKTRQODIT

Kuva 4.1. Josephsonin liitoksen rakenne (mukaillen I&hdetta [6]).

Liitoksen eristekerroksen on oltava riittdvan ohut, yleensd yhden nanometrin luokkaa,
jotta Cooperin parien tunneloituminen kerroksen lapi olisi mahdollista [3]. Tasté johtuen
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litoksen kayttaytyminen muuttuu, kun eristekerroksen paksuutta vaihdellaan ja taméa omi-
naisuus on tyéssa tehtavan mallinnuksen ideana.

4.2 Josephsonin ilmio

Téssa luvussa palataan takaisin luvussa 2 esiteltyyn Cooperin parien aaltofunktioon 2.1
ja tallaisen aaltofunktion tunneloitumiseen Josephsonin litoksessa esiintyvan ohuen eris-
tekerroksen lapi. Tunneloituminen on tarkea osa Josephsonin liitoksen toimintaa ja tdman
idean pohjalta voidaan johtaa kaksi litoksen toimintaa kuvaavaa relaatiota, joita kutsutaan
Josephsonin relaatioiksi.

Tutkimalla amplitudia 16ytaa elektroni puolen 1 elektrodissa, 11, ja vastaavaa amplitudia
puolen 2 elektrodissa, 15, voidaan muodostaa kuvan 4.1 mukaisen Josephsonin liitoksen
puolille 1 ja 2 Schrédingerin yhtalét

0
i % = U1 + Kby, (4.1)
m% — Uyby + K, 4.2)

joissa U, ja U, kuvaavat energioita. Jos puolien valilla on potentiaaliero V', voidaan kir-
joittaa energioille yhteys U; — Us; = qV'. Kytkentékerroin K on puolestaan liitokselle omi-
nainen tunneloitumisen voimakkuutta kuvaava termi, joka on tarkeassa osassa liitoksen
ominaisuuksia tutkittaessa. [6] Asettamalla energian nollakohdan liitoksen puoleenvaliin
voidaan aiemmat yhtélét kirjoittaa muodossa

0 %4
i % = +q7¢1 + K)o, (4.3)
L0 Vv
i _a@i? _ __q2 by + Ky (4.4)

Liitoksen puolien 1 ja 2 elektroneille voidaan muodostaa yhtélén 2.1 mukaiset aaltofunk-
tiot

Y1 = \/pre, (4.5)
Vo = /e, (4.6)

joissa 6, ja 05 ovat liitoksen eri puolien vaiheet ja p; ja p ovat puolien elektronitiheydet.



12

Sijoittamalla yhtalét 4.5 ja 4.6 aiempiin Schrédingerin yhtaldihin 4.1 ja 4.2, seka kirjoitta-
malla liitoksen puolien vélisen vaihe-eron muodossa (¢, — 6, = #) saadaan muodostettua
yhtalot

. 2 .
p1 = +ﬁK\/'02’01 sin 6, (4.7)
: 2 :
P2 = _ﬁKV p2p1 8in 0, (4.8)
K [ps 14
== [P osp— L= 4.9
0 A\ o€ o7 (4.9)
' K [p qV
= = LA 4.10
0y i\ o cos 6 + o ( )

Yhtal6iden 4.7 ja 4.8 avulla voidaan puolelta 1 puolelle 2 kulkeva virta kirjoittaa muodossa

2K
J = 7\/p1p251n9. (4.11)

Liitoksen ollessa osana virtapiiria p; ja p2 pysyvat vakioina ja vastaavat normaalia supra-

2Kpo
h

johtavan materiaalin elektronitiheyttd py. Nyt voidaan merkité = Jp, jolloin saadaan

muodostettua ensimmainen Josephsonin relaatio

J = Jysiné, (4.12)

jossa termi Jy on edellisessa luvussa esille tullut liitoksen kriittinen virta. [6] Kriittisen
virran yhtalésa huomataan, ettd myés se riippuu arvosta K eli kriittinen virta on tietylle
litokselle ominainen ja sen arvoa on mahdollista muokata. Ensimmaisesta relaation mu-
kaan litoksessa saadaan kulkemaan virta ilman ulkoista jannitettd ja virran suuruus on
valilla —Jy ja +J.

Yhtéldiden 4.9 ja 4.10 avulla saadaan kirjoitettua Josephsonin toinen relaatio

o . . qV
— =0=0,—0, = — 4.13
7 0 =0, — 06 o (4.13)

josta huomataan, etta jos liitokseen kytketaan tasajannite 1/, vaihe-ero vaihetelee lineaa-
risesti ajan suhteen ja liitoksessa kulkee sinimuotoinen vaihtovirta, jonka taajuus on

w= (4.14)
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Tutkitaan seuraavaksi liitokseen varautunutta energiaa. TAma energia voidaan ilmaista
yhtalolla

AE = /Pdt = /VJdt. (4.15)
Yhtélésta 4.13 voidaan ratkaista jannite

h do h df
V=-—=—— 4.16
qgdt 2edt ( )

ja nyt voidaan sijoittaa yhtalét 4.12 ja 4.16 litokseen varautuneen energian yhtaléén 4.15,

jolloin saadaan yhtalé

02
AE = / Jo sin (9)2—fi2 de . (4.17)

01

Kun yhtalon integraali lasketaan auki, saadaan yhtald muotoon

AE = —%A cos 6, (4.18)
e

josta huomataan, etta energia riippuu pelkastaan liitoksen alku- ja lopputilasta. Tallin
voidaan kirjoittaa yhtalé

E(0) = ——— cosb. 4.19
() = -, (4.19)
Yhtal6ssa 4.19 esiintyvad energian amplitudin maarittdvad kerrointa hQ—JCP kutsutaan Jo-
sephsonin energiaksi £; ja se on sama kuin liitoksen Hamiltonin funktiossa 3.4 esiinty-
va E;. [5] Kun Josephsonin energian yhtaléon sijoitetaan kriittisen virran J, maaritelma,
voidaan Josephsonin energia kirjoittaa muodossa

h 2Kpo  po
- ="K 4.20
2¢ h e ( )

J

Yhtéléstd huomataan, ettd Josephsonin energia on suoraan verrannollinen kytkentaker-
toimeen K. Koska Josephsonin energia £/; on litoksen Hamiltonin funktiossa esiinty-
va parametri, Josephsonin energiaa muuttamalla voidaan vaikuttaa suprajohtavan kubitin
energiatiloihin. Josephsonin energian yhtaléssa esiintyva kytkentakerroin K on liitokselle
ominainen ja sen arvoa on mahdollista muuttaa muokkaamalla litoksen ominaisuuksia.
Yksinkertainen tapa liitoksen muokkaamiseen on eristekerroksen paksuuden muuttami-
nen, joka onkin pddosassa seuraavassa luvussa tehdyssa liitoksen mallinnuksessa.
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5. JOSEPHSONIN LIITOKSEN MALLINNUS

5.1 Mallinnuksen teoria

Tydssé tehtavan mallinnuksen tarkoituksena on selvittdd Josephsonin liitoksen mikros-
kooppisten ominaisuuksien vaikutusta liitoksen toimintaan. Mallinnusta tehtiin MATLAB-
ohjelmistolla yksiulotteiselle Josephsonin liitokselle. Mallinnus perustui artikkelien [10],
[11] ja [12] kaltaisiin mallinnustapoihin, joissa kayttaytymista tutkitaan Greenin funktioi-
den avulla.

Tydn mallinnuksessa kaytettiin tydn ohjaajan, ylla esitettyihin referensseihin perustuvia,
Greenin funktioita ja tydn ohjaajan kirjoittamia perusskripteja seka tydssa muodostettua
paaohjelmaa, joka kayttda perusskriptejd hyédykseen. Mallinnuksessa Josephsonin lii-
toksen eristekerros jaettiin tasapaksuihin viipaleisiin, jotka puolestaan yhdistettiin toisiin-
sa. Yksittaisille viipaleille voidaan muodostaa omat Greenin funkiot, jotka voidaan rekur-
siivisesti yhdistdd koko eristeen kattavaksi funktioksi. Yhdistetyt viipaleet muodostavat
yhteisen eristekerroksen, jonka paksuutta voidaan muuttaa kayttamalla eri maaria eriste-
viipaleita. Eristeen lisédksi myds suprajohtaville elektrodeille muodostetaan Greenin funk-
tiot, jotka voidaan yhdistaa eristeen Greenin funktion kanssa koko liitoksen kattavaksi
funktioksi. Greenin funktiot toimivat mallinnuksessa hiukkasten propagaattoreina, jotka
kuvaavat hiukkasten mahdollisia siirtymié paikasta toiseen.

Cooperin parien syntyminen ja hajoaminen kytkevat elektronit ja aukot toisiinsa, joten
Greenin funktiot on muodostettava elektronien lisdksi myds aukoille. Tallaista parien syn-
tymisté ja hajoamista tapahtuu suprajohtavan materiaalin ja normaalin materiaalin raja-
pinnoissa, koska suprajohtavissa materiaaleissa varauksenkuljettajina toimivat Cooperin
parit ja normaaleissa materiaaleissa yksittaiset elektronit. Greenin funktioiden avulla muo-
dostetun tilatiheysmatriisin sdanndllisen alkion RN, ja anomaalisen alkion R A, kayttay-
tymistd seuraamalla voidaan tutkia liitoksessa tapahtuvan tunneloitumisen voimakkuut-
ta. RN, kuvaa yksittiisten elektronien tunnelloitumista liitoksen puolelta 1 puolelle 2
ja RA4 puolestaan kuvaa tilannetta, jossa puolelta 1 puolelle 2 tunneloitunut elektroni
muodostaa Cooperin parin puolen 2 elektronin kanssa. Kaytetyissa mallinnusohjelmissa
puolesta 1 kdytetddn merkintda a ja puolesta 2 merkintaa b.

Tydssa muodostettiin MATLAB-ohjelma A.1, joka toimi mallinnuksen paaohjelmana. Paa-
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ohjelman tarkoitus oli hyédyntaa tyén ohjaajan kirjoittamia aliohjelmia, joita olivat coupling-
aliohjelma B.1 ja supercoupling-aliohjelma C.1. Mallinnus tapahtui suorittamalla paaoh-
jelmaa eri parametrien arvoilla. Muutettavia parametreja olivat suprajohteiden energia-
aukot delgap, ja delgapy, suprajohteiden ja eristeen kytkentdvoimakkuutta kuvaava v ja
eristeviipaleiden maara nsl;. Padohjelma kutsuu coupling-aliohjelmaa ja supercoupling-
aliohjelmaa, joista ensimmaisessa muodostetaan eristeen kattava Greenin funktio ja jal-
kimmaisessa suprajohteen Greenin funktio. Jotta molemmille suprajohtaville elektrodeille
saataisiin muodostettua omat Greenin funktionsa, on supercoupling-aliohjelmaa kutsutta-
va kahdesti ja kaytettava elektrodeille ominaisia parametreja. Eristeen ja suprajohteiden
Greenin funktiot yhdistetdan paéohjelmassa koko liitoksen kattaviksi Greenin funktioiksi.
Muodostetuista Greenin funktiosta muodostetaan tiheysmatriisin sdannélliset alkiot RN,
ja anomaaliset alkiot RA ;.

5.2 Mallinnustulokset ja tulosten analyysi

Mallinusajosta suoraan saatavat kuvaajat ovat kuvan 5.1 kuvaajien kaltaisia. Kuvassa
5.1a erottuu suprajohteille ominainen energia-aukko yksittaisten elektronien mahdollisil-
le energiatiloille. Kuvassa 5.1b on esitetty tiheysmatriisin sdannéllisen ja anomaalisen
alkion kayttaytyminen energian funktiona. Alkioiden kuvaajien koherenssipiikit asettuvat
kuvan 5.1a koherenssipiikkien kanssa yhteneville paikoille, mik& kuvastaa alkioiden yh-
teyttd energia-aukkoon.

1.4 s 1[}-4
1.2 5 5
< g
210 S 25
=
S 0.8 £ 9
E c—
L ng o
w - ‘iﬁ -2.5
0.4 > RA
x -5 RN
0.2
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5
Energia (eV) Energia (eV)
(a) (b)

Kuva 5.1. Mallinnusajosta saatavat kuvaajat. Vasemmalla on kuvaaja elektronien Greenin
funktion Kayttdytymisestd, josta voidaan erottaa suprajohteelle ominainen energia-aukko.
Oikealla on kuvaaja tiheysmatriisin sddnnélisen ja anomaalisen alkion kdyttdytymises-
t4, jossa alkioiden koherenssipiikit asettuvat energia-aukon piikkien sijainneille. Kuvaajat
ovat tilanteesta, jossa molemmat elektrodit ovat suprajohtavia, v = 0.5 jansl; = 6

Kuvan 5.1b kuvaajien koherenssipiikkien korkeuksista muodostetaan kuvaajia, jotta kéayt-
taytymisté voitaisiin tutkia eristekerroksen paksuuden funktiona. Kuvasta huomataan, etta
koherenssipiikit voivat olla erikorkuisia ja vastakkaisilla puolilla, joten tulosten laskennas-
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sa piikkien korkeuksiksi lasketaan piikkien korkeuksien itseisarvojen keskiarvo. Ensim-
maiset tulokset eli kuvien 5.2 ja 5.3 tulokset muodostetaan tilanteelle, jossa vain ensim-
mainen liitoksen elektrodi on suprajohtava. Téllaisessa tilanteessa delgap, = 0.05 eV
ja delgap = 0 eV, ja talldin voidaan tarkastella niin kutsuttua proksimiteetti-ilmiéta, jossa
suprajohteen Cooperin pareja kulkeutuu myds normaalissa tilassa olevaan materiaaliin.

0.08 . . . . ‘ 107"
q sovite 1 sovite 1
o 0.07 O v=025 @ O v=0.25
3 S 10—2 .
2 0.06 sovite 2 g sovite 2
< O  v=050 e O =050
2 0.05 v o 3 .
~ q sovite 3 =~ 10 sovite 3
c c O v=0.75
= 004y O v=0.75 | =
B = 107 ]
? 0.02¢ ?
-5
10
% R )
1078 e
2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Eristeviipaleiden maara Eristeviipaleiden maara
(a) (b)

Kuva 5.2. RA-piikkien korkeuden riippuvuus eristeviipaleiden m&éardsta ja kytkentadvoi-
makkuudesta, kun vain ensimmdinen elektrodi on suprajohtava

Kuvan 5.2a tuloksesta huomataan, etta eristekerroksen paksuuden kasvattaminen pie-
nentdd anomaalisen termin piikin korkeutta. Tulokset nayttaisivat laskevan lahes ekspo-
nentiaalisesti, joten kuvan kuvaajiin sovitetaan eksponentiaaliset sovitteet. Kuvassa 5.2b
kuvaajat on esitetty logaritmisella asteikolla, josta on helpompi nahda piikin korkeuden
eksponentiaalinen lasku.

Kuvassa 5.3 on puolestaan tiheysmatriisin sdanndllisen alkion piikin korkeudet. Saan-
néllisten alkioiden piikkien korkeudet nayttaisivat kayttaytyvan lahes samalla tavalla kuin
anomaalisten, mutta talla kertaa tuloksissa esiintyy symmetrisyytta parillisilla ja paritto-
milla eristeviipaleiden maarilla. Kun parillisten ja parittomien viipaleméaérien piikkien kor-
keudet sijoitetaan omiin kuvaajiinsa, huomataan korkeuksien asettuvan logaritmisella as-
teikolla suoralle. Symmetriaominaisuus saattaa aiheutua siité, etta yksiulotteisen Joseph-
sonin liitoksen malli olisi mahdollisesti herkka kaytetylle Greenin funktio -mallille.

Seuraavat mallinnukset suoritetaan asettamalla molemmat elektrodit suprajohtaviksi el
delgap, = 0.05 eV ja delgap = 0.05 eV. Néistd mallinnuksista saadut tulokset on esi-
tetty kuvissa 5.4 ja 5.5. Tulokset muistuttavat paljon aiempia tuloksia, mutta talla kertaa
jo anomaalisen alkion tuloksissa esiintyy aiempi symmetriaominaisuus. Molempien alkioi-
den piikkien korkeudet laskevat naissékin tuloksissa eksponentiaalisesti viipalemaaraan
nahden.

Tuloksia tutkimalla voidaan havaita, etté logaritmisella asteikolla piikin korkeuksiin sovite-
tun suoran kulmakerroin ei ole riippuvainen termista v eli eristeen ja suprajohteen kytken-
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Kuva 5.3. RN-piikkien korkeuden riippuvuus eristeviipaleiden mééarésté ja kytkentévoi-
makkuudesta, kun vain ensimmadinen elektrodi on suprajohtava. Kuvissa c ja d on otettu
parillinen ja pariton viipalemdéaré erikseen. Symbolit kuten kuvassa 5.2.

nan voimakkuudesta. Tasta voidaan paatelld, ettd tunneloituminen heikkenee yhta no-
peasti kytkennasta riippumatta. Eksponentiaalinen tunneloitumisen heikkeneminen vai-
kuttaa voimakkaasti edellisessé luvussa esiteltyyn K termiin ja talléin myds Josephsonin
energiaan. Tasta johtuen Josephsonin liitoksia hyédyntavien suprajohtavien kubittien toi-
mintaan voidaan vaikuttaa muuttamalla liitoksien eristekerroksien paksuutta.

Tydssé kaytetty yksiulotteinen malli ei kuitenkaan ota erilaisten materiaalien rakenteellisia
ominaisuuksia huomioon. Todellinen eristekerros voi hyvinkin olla epajarjestynyt ja eris-
teen rakenne monimutkaisempi. Mahdollisesti tdman takia mallinnuksen tuloksissa ha-
vaittua parillisten ja parittomien viipalemaarien symmetriaominaisuutta ei todellisissa ma-
teriaaleissa havaita. Tydn yksinkertaistettu malli on kuitenkin hyvin kayttékelpoinen tydssa
tutkittujen selkeiden riippuvuuksien selvittdmiseen.
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Kuva 5.4. RA-piikkien korkeuden riippuvuus eristeviipaleiden maérésta ja kytkentévoi-
makkuudesta, molempien elektrodien ollessa suprajohtavia. Kuvissa ¢ ja d on otettu pa-
rillinen ja pariton viipalemé&éréa erikseen. Symbolit kuten kuvassa 5.2.
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Kuva 5.5. RN-piikkien korkeuden rijppuvuus eristeviipaleiden mééarésta ja kytkentévoi-
makkuudesta, molempien elektrodien ollessa suprajohtavia. Kuvissa ¢ ja d on otettu pa-
rillinen ja pariton viipalemé&éré erikseen. Symbolit kuten kuvassa 5.2.
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6. YHTEENVETO

Tassa kandidaatintydssa tutkittiin Josephsonin liitosta suprajohtavien kubittien kompo-
nenttina. Tydn tavoitteena oli 16ytaa Josephsonin liitoksen mikroskooppisten ominaisuuk-
sien yhteys litoksen Schrddingerin yhtalon kytkentadkertoimeen ja ndin myés suprajoh-
tavien kubittien toimintaan vaikuttaviin parametreihin. Mikroskooppisten ominaisuuksien
yhteyttd tutkittiin Greenin funktioihin perustuvalla MATLAB-mallinnuksella yksiulotteisel-
le Josephsonin liitokselle, jonka eristekerros jaettiin viipaleisiin. Mallinnuksessa muutet-
tiin eristekerroksen paksuutta eli eristeviipaleiden maaraa seka liitoksen suprajohtavien
elektrodien ja eristeen kytkentdvoimakkuutta.

Mallinnuksessa Cooperin parien tunneloitumista tutkittiin tarkastelemalla Greenin funk-
tioiden avulla muodostetun tiheysmatriisin séannéllisen ja anomaalisen alkion koherens-
sipiikkien korkeuksia. Tulosten perusteella liitoksessa tapahtuva Cooperin parien tunne-
loituminen heikkenee eksponentiaalisesti eristekerroksen paksuuden kasvaessa. Tyéssa
kuitenkin huomattiin, ettd heikkeneminen tapahtuu yhta nopeasti eristeen ja suprajohteen
kytkentdvoimakkuudesta riippumatta.

Josephsonin litoksen Schrédingerin yhtaléssa esiintyva kytkentékerroin on riippuvainen
Cooperin parien tunneloitumisesta eli tunneloitumisen eksponentiaalinen heikkeneminen
pienentdd kytkentakerrointa huomattavasti. Téstd johtuen kytkentékertoimeen suoraan
verrannollinen Josephsonin energia vihenee samassa suhteessa. Josephsonin energia
esiintyy liitoksen Hamiltonin funktiossa ja muuttamalla Josephsonin energiaa, on mah-
dollista muuttaa Josephsonin liitoksen omaavan suprajohtavan kubitin energiatiloja. Ta-
man perusteella voidaan paatella, ettd tyén tavoitteen mukainen tilanne on saavutettu,
silld Josephsonin liitoksen eristekerroksen paksuuden muokkaamisella voitaisiin muuttaa
valmistettavan suprajohtavan kubitin ominaisuuksia.

Jatkotutkimuksia ajatellen olisi mahdollista tutkia myds liitoksen vaihe-eron vaikutusta
Cooperin parien tunneloitumiseen. Vaihe-ero olisi mahdollista toteuttaa esimerkiksi ulkoi-
sen magneettikentan avulla. Taman kaltaisen tilanteen mallinnusta voitaisiin tehda tdman
tydn tapaisella MATLAB-mallinnuksella.
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LITE A: PAAOHJELMA

Mainscript.m A.1. Pddohjelma muodostaa aliohjelmien muodostamien Greenin funktioi-
den avulla litoksen kattavat Greenin funktiot. Ohjelma tuottaa myds kuvaajat elektronien
Greenin funktioista, sekd tiheysmatriisin sddnnbllisistd ja anomaalisista alkioista.

% Globaalit muuttujat, joita voidaan kdyttdd pddohjelman
% ja aliohjelmien véalilla

global nsl_i;

global t;

global E_main;

global muu;

global delgap;

% Eristeviipaleiden mddrdd nsl_i muutettiin ajojen véadlillé
nsl_i=2;

t=1.0;

muu=0.0;

% Liitoksen elektrodien a- ja b-puolien, sekd eristeen
% kemialliset potentiaalit

muu_a=0.0;

muu_b=0.0;

muu_i=0.0;

% Kytkentd suprajohteille ja eristeelle
% viipaleiden kytkentdd varten

t_i=0.5;

t s=1.0;

% Energia—-alueen mééritys
E_main=[-0.5:0.01:0.5];
ne=length (E_main) ;
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% Puolien a ja b vaiheet, sekd vaiheesta

% riippuvat energia-aukot. Energia-aukkoja
% muutettiin ajojen valilld, mutta vaihe-ero
% pidettiin nollana

pha_a=exp(0.0ixpi);

pha_b=exp(0.0i*pi) ;
delgap_a(1:ne)=0.05+«pha_a;
delgap_b(1:ne)=0.00+pha_b;

% Kytkentdkertoimet, joista muodostetaan eristeen ja suprajohteen
% kytkenmatriisit. Nditd muutettiin ajojen valilla, mutta

% sdilyttamdlld v_ai=v_ib

v_ai=0.25;

v_ib=0.25;

V_ai=[v_ai 0; 0 -v_ai];

V_ib=[v_ib 0; 0 -v_ib];

% Liitoksen kattavien Greenin funktioiden alustus
G_aa(1:2,1:2,1:ne)=0.0+0.01i;
G bb(1:2,1:2,1:ne)=0.0+0.01i;
G ba(1:2,1:2,1:ne)=0.0+0.01i;
G ba(1:2,1:2,1:ne)=0.0+0.01i;

% Aliohjelmista saatavia Greenin funktioita varten
global gni;
global hnt;
global gnn;

% Globaali muuttuja, jolla saadaan puolien a ja b
% suprajoteiden Greenin funktiot tallennettua
global GT;

GT(1:2,1:2,1:ne)=0.0+0.01i ;

% Muodostetaan eristeen Greenin funktio coupling-aliohjelmassa
t=t_i;

muu=muu_i;

run coupling.m;

% Muodostetaan a- ja b-puolien suprajohteiden Greenin funktiot
% supercoupling—-aliohjelmassa
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t=t_s;

muu=muu_a;
delgap=delgap_a;

run supercoupling.m;
G _a=GT;

gnn_a=gnn;
muu=muu_b;
delgap=delgap_b;

run supercoupling.m;
G _b=GT;

% A- ja b-puolien elektronien Greenin funktioiden , sekd

% tiheysmatriisin sddnnéllisen ja anomaalisen alkion alustus.
% Nédistd muodostetaan mallinuksen tuloksena saatavat kuvaajat.
GE_aa(1:ne)=0.0+0.01i;

GE_bb(1:ne)=0.0+0.01i;
RA_ab(1:ne)=0.0+0.01i;
RN_ab(1:ne)=0.0+0.01i;
I=eye (2) ;

% Silmukka energia-alueen yli
for in=1:ne
G_l=[gn1(in) 0; 0 hni1(in)];
G_IM1=[gnn(in) 0; O hnn(in)];

% Muodostetaan itse —energiat, joilla yhdistetddn eristeen
% Greenin funktiot suprajohteiden Greenin funktioihin
sigma_aa=V_ai=G_l11+«ctranspose (V_ai);

sigma_bb=ctranspose (V_ib)+G_I11«V_ib;
sigma_ab=V_ai-G_I+V_ib;

sigma_ba=V_ib+G_I+V_ai;

% Muodostetaan suprajohteiden Greenin funktioista
% védliaikaiset 2x2-matriisit

GT_a(1:2,1:2)= G_a(:,:,in);

GT _b(1:2,1:2)= G b(:,:,in);

% Muodostetaan liitoksen kattavat Greenin funktiot
G_aa(:,:,in)=inv((1-GT_a*sigma_aa)-GT_ax+sigma_ab+inv (|1-GT_b»
sigma_bb) +GT_b=sigma_ba) +GT_a;
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G_bb(:,:,in)=inv((1-GT_b+sigma_bb)-GT_b+«sigma_baxinv (I-GT_a=
sigma_aa) «GT_axsigma_ab) =GT_b;

G_ba(:,:,in)=inv(|I-GT_bssigma_bb)+GT_bssigma_ba=G_aa(:,:,in);

G_ab(:,:,in)=inv(|1-GT _assigma_aa)»GT_axsigma_ab+G_bb(:,:,in);

GE aa(in)=G_aa(1,1,in);
GE_bb(in)=G_bb(1,1,in);

RA_ab(in)=(G_ab(1,2,in)-conj(G_ba(2,1,in)))/2.i;
RN_ab(in)=(G_ab(1,1,in)-conj(G_ba(1,1,in)))/2.i;
end

figure(7);

plot (E_main,-imag(GE_aa), 'r-.");

hold on

plot (E_main,-imag(GE_bb) , 'k-.");

hold off

figure (8)

plot (E_main,RA_ab, ’b—-.’ ,E_main,RN_ab, 'r-.");
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LIITE B: COUPLING-ALIOHJELMA

Coupling.m B.1. Aliohjelma muodostaa eristekerroksen Greenin funktion rekursiivisesti.

% Eristeen vakioparametrit
epsia=0.0;

W=2.0;

E=E_main-muu;

zeta=0.1i;

g00(1:ne)=0.0+0.01i ;
g11(1:ne)=0.0+0.01i;
gn1(1:ne)=0.0+0.01i;
gnn(1:ne)=0.0+0.01i;
gnOn0(1:ne)=0.0+0.01i ;

% Yhden viipaleen Greenin funktio
g00=1./(2«W)+log ((E+zeta+W)./(E+zeta-W));

% Rekursiivisesti muodostettavien Greenin funktioiden
% gn1 and gnn alustaminen

gn1=g00;

gnn=g00;

gn0On0=g00;

% Silmukka viipaleiden yli
for isl=1:nsl_i-1
gbl1=t+«gn0On0.+gnt;
gbln=t+gnOn0.xgnn;
gnn=gn0On0./(1 -gbln);
gni=gbl1./(1 -gbln);
end

% Greenin funktiot aukoille



31 hni(ne:-1:1)=-conj(gni(1:1:ne));
32 hnn(ne:-1:1)=-conj(gnn(1:1:ne));
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LIITE C: SUPERCOUPLING-ALIOHJELMA

Supercoupling.m C.1. Aliohjelma muodostaa suprajohteen Greenin funktion rekursiivi-
sesti.

% Yksinkertainen malli suprajohtavuudelle. Aliohjelma

% muodostaa suprajohteelle Greenin funktion rekursiivisesti

% elektronien ja aukkojen Greenin funktioiden avulla.

% Suprajohteen vakioparametrit

nsl=500;
epsia=-0.1;
E=E_main-muu;
zeta=0.005i;
g00(1:ne)=0.0+0.01i ;
g11(1:ne)=0.0+0.01i;
gna(1:ne)=0.0+0.01i;
gnn(1:ne)=0.0+0.01i;
I=eye(2);

% Elektronien ja aukkojen Greenin funktiot yhdelle viipaleelle.
ee00in=E-epsia+zeta;
hh0Oin=E+epsia+zeta;

% terme ja termh ovat terminaalifunktioita tasoittamaan

% elektronien ja aukkojen Greenin funktioita. Rekursio

% aloitetaan ndillé§.
terme=1./(2+«t"2)«(E-epsia+zeta).»(1.-sqrt(1.0-4+«(t./ee00in)."2));
termh=1./(2«t"2)«(E+epsia+zeta).»(1.-sqrt(1.0-4+«(t./hh00in)."2));

% Viipaleiden kytkentd (elektronit ja aukot)
V=[t 0;0 -t];
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% GNO on Greenin funktio yhdelle viipaleelle.

% GN on Greenin funktio vuorovaikuttavalle systeemille,
% joka pdivitetddn jokaisella rekursiolla.

% Greenin funktion lohkot ovat [e-e e-h; h-e h-h];

% Silmukka enegia-alueen yli

for in=1:ne
dete=1./(ee00in(in)+«hh00in(in)-delgap(in)+conj(delgap(in)));
GNO=dete «[ hh00in(in) delgap(in);conj(delgap(in)) ee00in(in)];
GN=[terme(in) 0.0;0.0 termh(in)];

% Silmukka viipaleiden yli

for isl=1:nsl-1
Tme=1-GNO+V+GN=transpose (V) ;
GN=inv (Tme) «GNO;

end

% Silmukka viipaleiden yli loppuu
gnn(in)=GN(1,1);
gna(in)=GN(1,2);
% Suprajohteen Greenin funktio muodostuu kolmiulotteiseksi
% matriisiksi
GT(:,:,in)=GN;

end
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