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Biljardit ovat fysiikassa dynaamisia systeemejä, joissa hiukkanen törmäilee elastisesti tietyn
muotoisen alueen reunoista. Sinai-biljardi on kaoottinen systeemi, jossa hiukkasen liikettä rajoit-
taa neliönmuotoinen ulkoreuna sekä ympyrän muotoinen sisäreuna. Niin sanotussa pehmeässä
Sinai-biljardissa keskellä oleva kovareunainen eli elastisesti sirottava ympyrä korvataan pehmeä-
reunaisella, Fermi-funktion mallisella potentiaalilla. Tässä työssä Fermi-funktion amplitudi valittiin
suuremmaksi kuin tutkittavat ominaisenergiat, jotta systeemin faasiavaruus sisältäisi sekä kaootti-
sia että säännöllisiä ratkaisuja. Tutkielman tavoitteena oli kartoittaa kvalitiivisesti tämän pehmeän
Sinai-biljardin kvanttimekaanisten ratkaisujen käyttäytymistä.

Tutkittavan pehmeän Sinai-biljardin aikariippumaton Schrödingerin yhtälö ratkaistiin numee-
risesti itp2d-ohjelmalla. Ratkaisuista laskettiin todennäköisyystiheydet, jotka piirretiin tuhannelle
alimmalle ominaistilalle. Nämä omianistilat jaettiin todennäköistiheytensä perusteella kolmeen tar-
kastelukategoriaan: perustila ja alimmat viritystilat, kaoottiset ominaistilat sekä mahdolliset kvant-
tiarvet. Jokaista ominaistilaluokkaa tarkasteltiin lähemmin. Systeemin käyttäytymistä verrattiin myös
rajatapauksiin eli tavanomaiseen, täysin kaoottiseen Sinai-biljardiin sekä toisaalta säännölliseen
neliöbiljardiin. Lähellä perustilaa todennäköisyystiheydet olivat lokalisoituneita muistuttaen kak-
siulottisia, systeemin geometrian mukaisia atomiorbitaaleja. Suurilla viritystiloilla todennäköisyys-
tiheys jakautui tasaisesti klassillisen mekaniikan mukaiseen sallittuun alueeseen. Tämän tulkittiin
ilmentävän klassista ergodisuutta, jossa klassisesti kaoottinen liikerata käy lopulta mielivaltaisen
lähellä jokaista sallitun alueen pistettä. Joillain ominaistiloilla todennäköisyystiheydet olivat koros-
tuneet klassisen jaksollisen radan ympärille. Nämä korostumat muistuttivat kvanttiarpeutumista.
Havaittavissa oli yhtymäkohtia uuteen vuonna 2016 löydettyyn häiriöpohjaiseen kvanttiarpeutumi-
seen, mutta myöskään tavanomaista vuonna 1984 havaittua kvanttiapeutumista ei voitu poissul-
kea.

Avainsanat: Klassinen kaaos, kvanttikaaos, kvanttiarpi, biljardi, Sinai-biljardi

Tämän julkaisun alkuperäisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1. JOHDANTO

Biljardit ovat dynaamisia systeemejä, joissa hiukkanen liikkuu rajatulla alueella. Hiukka-

sen törmäykset systeemin reunaan ovat täysin elastisia ja törmäyskulma on sama kuin

tulokulma. [1] Biljardeilla on monia sovellutuksia, mutta yleisimmin niillä mallinnetaan kaa-

osta ja nanorakenteissa liikkuvia hiukkasia, esimerkiksi puolijohdemateriaalien kaksiulot-

teisissa kvanttipisteissä liikkuvia elektroneja. Biljardien tutkimisessa yhdistyy siis moni

tutkimusala kuten kaaosteoria, kvanttimekaniikka ja nanorakenteet.

Sinai-biljardissa rajattuna alueena on neliö, jonka sisällä on suoraseinäinen ympyrä. Ym-

pyrä sirottaa hiukkasia ulospäin systeemin reunoja kohti. Systeemi soveltuu erityisen hy-

vin kaaoksen tutkimiseen, sillä se on yksinkertainen malli, mutta silti riittävän monimut-

kainen kaaoksen esiintymiseen.

Tavanomaista Sinai-biljardia on tutkittu paljon matematiikassa sekä epälineaarisessa fy-

siikassa. Toisaalta tämä systeemi ei vastaa realistista mallia nanorakenteille, koska jyrk-

käreunaisia potentiaaleja ei saada käytännössä tuotettua. Tämä johtuu sähköstaattisen

Coulomb-vuorovaikutuksen luonteesta, joka pehmentää hiukkasten kokemaa (efektiivis-

tä) potentiaalia. Mallista saadaan realistisempi käyttämällä pehmeää Sinai-biljardia, jos-

sa keskusympyrä korvataan potentiaalitöyssyllä. Systeemiä ei ole juurikaan tutkittu ai-

kaisemmin, joten on mielenkiintoista tarkastella, miten hiukkanen käyttäytyy realistisessa

eli ns. pehmessä Sinai-biljardissa. Tässä tutkielmassa biljardin keskellä oleva potentiaa-

litöyssy on Fermi-funktion muotoinen.

Tutkielmassa tarkasteltavan pehmeän Sinai-biljardin tuhat alinta ominaistilaa ratkaistaan

numeerisesti aikariippumattomasta Schrödingerin yhtälöstä. Ratkaisuista piirretään to-

dennäköisyystiheydet tuhannelle alimmalle ominaistilalle. Ominaistilat jaotelleen toden-

näköisyystiheysjakaumansa perusteella kolmeen eri luokkaan: perustila ja alimmat viri-

tystilat, kaoottiset ominaistilat sekä mahdolliset kvanttiarvet. Jokaisesta eri ominaistila-

luokasta valitaan muutama tila lähempään tarkasteluun. Näin saadaan yleiskuva biljardin

kvanttimekaanisesta käyttäytymisestä.

Luvussa 2 esitellään lyhyesti dynaamisten biljardien teoreettista taustaa samalla tutus-

tuen klassiseen kaaokseen ja kvanttikaaokseen. Luvussa 3 kerrotaan, miten ajasta riippu-

maton Schrödingerin yhtälö ratkaistiin sekä tutkitaan mielenkiintoisia ominaistiloja. Lop-

putulokset on koottu yhteen luvussa 4. Kaikki tutkielmassa käytetyt kaavat ja tulokset ovat
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ilmoitettu atomiyksiköissä, joissa elektronin varaus on e = −1, redusoitu Planckin vakio

ℏ = 1, massa m = 1 ja tyhjiön permittiivisyyskerroin 1
4πε0

= 1.
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2. TEORIA

2.1 Klassinen kaaos

Kaaosta esiintyy kaikkialla luonnossa. Yleisesti kaaos mielletään epäjärjestykseksi, mut-

ta tieteessä se liittyy kykenemättömyyteen tehdä pitkän aikavälin ennusteita. Systeemi on

kaoottinen, jos sen liikettä kuvaavan yhtälön ratkaisuista osa on kaoottisia. Kaoottiset rat-

kaisut käyttäytyvät pitkällä aikavälillä epäsäännöllisesti. Ne eivät esimerkiksi lähene kohti

mitään faasiavaruuden pistettä tai asetu periodilliselle radalle. Tämä epäsäännöllisyys ei

johdu ulkopuolisesta vaikuttimista, kuten kohinasta vaan systeemin aikakehityksen epäli-

neaarisuudesta. Systeemi on siis determistinen. Systeemi on myös alkuarvoherkkä, jos

pieni muutos alkuarvoissa aiheuttaa eksponentiaalisen muutoksen ratkaisussa. [2] Al-

kuarvoherkkyys tunnetaan yleisesti perhos- ja lumipalloefektinä. Jos systeemin alkutila

tunnettaisiin täydellisesti, olisi käytöksen ennustaminen teoreettisesti mahdollista. Käy-

tännön sovelluksissa näin ei kuitenkaan ole lukuisten epätarkkuuksien vuoksi ja ennusta-

minen pitkällä aikavälillä käy mahdottomaksi mielekkäällä tarkkuudella. [3]

Tarkastellaan kaoottisen systeemin faasiavaruuden ratkaisua ajanhetkellä t = 0 pistees-

sä x(0) ja hyvin lähellä olevassa pisteessä x(0) + δ(0), missä δ(t) on näiden kahden

pisteen välinen etäisyysvektori. Kun kyseinen ratkaisu on alkuarvoherkkä, ajan kuluessa

pisteiden välinen etäisyys δ(t) kasvaa eksponentiaalisesti kuten kuvassa 2.1 havainnol-

listetaan. Toisin sanoen alkuarvon pieni muutos aiheuttaa suuren muutoksen käytöksessä

pitkällä aikavälillä.

Kuva 2.1. Havainnollistus, miten epätarkkuus systeemin kahden radan alkuarvoissa het-
kellä t = 0 kehittyy ajan funktiona.
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Riippuvuus alkuperäisen etäisyysvektorin pituuden |δ(0)| ja ajan t jälkeisen etäisyysvek-

torin pituuden |δ(t)| välille voidaan kirjoittaa muodossa

|δ(t)| ∝ |δ(0)|eλt, (2.1)

missä λ on Liapunovin eksponentti. Kun λ on positiivinen, on ratkaisu alkuarvoherkkä, ja

on olemassa aikahorisontti, jonka jälkeen ennustaminen käy käytännössä mahdottomak-

si. [3]

2.2 Kvanttikaaos

Klassisen kaaoksen määritelmä ei sellaisenaan päde kvanttimekaanisissa systeemeissä.

Schrödingerin yhtälö ja sen ratkaisut ovat lineaarisia, jolloin kaaosta klassisessa mielessä

ei voi ilmaantua. Toisaalta alkuarvoherkkyydestä ei ole mielekästä puhua Heisenbergin

epätarkkuusperiaatteen vuoksi. Kvanttimekaanista käytöstä kuvaavilla aaltofunktioilla on

todennäköisyystulkinta, jolloin ei voida puhua kvanttisysteemin liikeradoista klassisessa

mielessä. Edellä mainittujen syiden takia tutkimusalan syntyessä käytiin kiivasta keskus-

telua, tulisiko termiä kvanttikaaos käyttää ollenkaan. Toinen ehdotettu nimitys oli kvantti-

kaologia, mutta nimeksi kuitenkin valikoitui kvanttikaaos. [1]

Kvanttikaaoksessa tutkitaan kvanttimekaanisesti, miten klassisesti kaoottinen systeemi

käyttäytyy [1]. Kvanttikaoottisissa systeemeissä on havaittu monia kiinnostavia ilmiöitä

kuten Andersonin lokalisaatio, johtavuuden vaihtelu kvanttikuljetuksessa ja kvanttiarpeu-

tuminen nanorakenteissa [4, 5, 6].

Bohrin vastaavuusperiaatteen mukaan kvanttimekaanisen systeemin tulisi käyttäytyä klas-

sisen fysiikan ennustamalla tavalla, kun ominaisenergiat ovat suuria [4]. Tätä aluetta sa-

notaan semiklassiseksi rajaksi. Yksi kiinnostava kvanttikaoottinen ilmiö, jota ilmaantuu se-

miklassisella alueella, on kvanttiarpeutuminen. Kvanttiarpeutuneen ominaistilan todennä-

köisyystiheys on korostunut vastaavan klassisesti kaoottisen systeemin jaksollisen radan

ympärillä. Tämä voitaisiin tulkita klassisesti siten, että hiukkanen kiertäisi tällä liikeradal-

la. Ilmiön taustalla olevaa fysikaalista mekanismia ei tunneta täysin. Aaltopakettianalyysi

ennustaa arpien olemassaolon, mutta se ei pysty ennustamaan tarkasti, millä ominaisti-

lalla arpia havaitaan [4]. E. J. Hellerin löydettyä ilmiö [5] on havaittu, että kvanttiarvet ovat

yleisiä kaoottisilla biljardeilla. Lisäksi vuonna 2016 havaitut uudenlaiset, häiriöpotentiaalin

tuottamat kvanttiarvet [6] ovat voimakkaasti laajentaneet alan tutkimusta.

2.3 Biljardisysteemit

Biljardit ovat yksinkertaisia systeemejä, joissa voi kuitenkin esiintyä monimutkaista dynaa-

mista käytöstä. Tämän takia biljardisysteemit ne ovat mielenkiintoisia ja havainnollistavia
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klassisen ja kvanttikaaoksen tutkimuskohteita. Vaikka hiukkasilla on kvanttimekaanisen

aallon ominaisuuksia, voidaan niiden liikettä tarkastella nanoskaalan biljardisysteemeis-

sä. Lisäksi biljardisysteemit ovat hyödyllisiä myös optiikassa, kun valoa rajataan suljet-

tuihin nanorakenteisiin [7]. Kaksiulotteisessa biljardissa hiukkanen liikkuu vapaasti kovilla

seinämillä rajatussa alueessa, joka voi olla minkä tahansa muotoinen. Törmäykset seinä-

män kanssa ovat täysin kimmoisia, jolloin heijastuskulma on sama kuin tulokulma [1].

Jos biljardilla ei ole kaoottisia liikeratoja, on biljardi säännöllinen. Tällaisia ovat esimerkik-

si ympyrä- ja neliöbiljardit, jotka on esitetty kuvassa 2.2. Ympyräbiljardissa heijastuskul-

ma pysyy aina samana jokaisessa törmäyksessä aiheuttaen kuvan mukaisen liikeradan.

Kierrettyään kierroksen hiukkanen aloittaa reitin uudestaan eli liikerata on jaksollinen. [8]

Kuvassa 2.2b näkyy kaksi liikerataa neliöbiljardissa, joiden aloituspisteet eroavat hiukan

toisistaan. Symmetrian vuoksi radat eivät eroa toisistaan vaan ne ovat saman muotoisia

pysyen hiukan erillään toisistaan. Systeemin alkutilan pieni muutos ei siis vaikuta merkit-

tävästi liikerataan eli biljardi ei ole alkuarvoherkkä.

(a)
(b)

Kuva 2.2. Kuvassa vasemmalla ympyräbiljardi ja oikella neliö, jotka ovat yksinkertaisia
säännöllisiä biljardeja [9].

Tarkastellaan seuraavaksi, miten kaaos ilmenee biljardeissa. Täysin kaoottisessa biljar-

dissa säännöllisten ratojen suhde on häviävän pieni verrattuna kaoottisiin. Tällaisia ovat

esimerkiksi stadion- ja Sinai-biljardit [10], jotka on esitetty kuvassa 2.3.
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(a)

(b)

Kuva 2.3. Kuvassa vasemmalla stadion ja oikealla Sinai-biljardi, jotka ovat täysin kaootti-
sia biljardisysteemejä [9].

Kuvassa 2.3a havainnollistetaan kahta kaoottista liikerataa stadionissa. Alussa lähekkäin

olevat liikeradat eroavat toisistaan eksponentiaalisesti alkuarvoherkkyyden vuoksi toisin

kuin neliöbiljardissa. Klassisesti kaoottinen liikerata käy lopulta mielivaltaisen lähellä jo-

kaista sallitun alueen pistettä, kuten kuvan 2.3 radat havainnollistavat. Tämä ilmiö tunne-

taan ergodisuutena. Vaikka stadionin muotoinen biljardi on täysin kaoottinen, se sisältää

myös (marginaalisia) säännöllisiä liikeratoja. Klassinen hiukkanen voi esimerkiksi pouk-

koilla edestakaisin keskiosan seinien välissä.

2.3.1 Sinai-biljardi

Stadionin lisäksi tyypillinen esimerkki täysin kaoottisesta biljardista on Sinai-biljardi. Vas-

taavaa periodista mallia on hyödynnetty esimerkiksi Lorentz-kaasun tutkimisessa [11],

joka on yksinkertainen malli elektronille metallissa.

Sinai-biljardissa hiukkasen liike on rajattu kuvan 2.3b muotoiseen alueeseen. Neliön muo-

toisen alueen keskellä on ympyrän muotoinen reuna, josta hiukkanen heijastuu kimmoi-

sasti. Ympyrä neliöbiljardin keskellä aiheuttaa kaoottisen käytöksen. Kuten stadionissa,

systeemissä on muutamia säännöllisiä liikeratoja, joista kolmea erilaista jaksollista hiuk-

kasen liikerataa havainnollistetaan kuvassa 2.4.
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Kuva 2.4. Esimerkkejä Sinai-biljardin säännöllisistä liikeradoista.

Hiukkanen voi liikkua esimerkiksi suorakulmaisen muotoisella liikeradalla, jossa se kim-

poilee reunan seinämistä törmäämättä keskusympyrään. Rata on piirretty kuvaan punai-

sella. Toisissa mahdollisissa liikeradoissa hiukkanen törmäilee edestakaisin ulkoreunojen

välillä (sininen viiva) tai reunan ja keskustöyssyn välillä (violetti viiva).

2.3.2 Pehmeä Sinai-biljardi

Sovelluksien kannalta yllä kuvatun Sinai-biljardin (kovareunainen) suora seinä ei ole yleen-

sä realistinen malli nanorakenteille. On siis mielekkäämpää tutkia esimerkiksi systeemiä,

jossa keskusympyrä korvataan pehmeäreunaisella potetiaalilla. Tällainen systeemi tun-

netaan pehmeänä Sinai-biljardina. Toisin kuin perinteinen Sinai-biljardi, joka on täysin

kaoottinen systeemi, pehmeä Sinai-biljardi on dynaamisesti monipuolisempi, sillä sen

faasiavaruus sisältää kaoottisten liikeratojen lisäksi monimutkaisen joukon säännöllisiä

ratoja, joiden rakennetta ei ole kuitenkaan vielä tarkemmin tutkittu.

Tässä tutkielmassa Sinai-biljardin kovareunainen keskiympyrä korvataan Fermi-funktion

muotoisella pehmeällä pehmeällä potentiaalitöyssyllä

V (r) =
V0

1 + e
|r−r0|−d

σ

, (2.2)

missä V0 on potentiaalitöyssyn amplitudi, d efektiivinen säde, r0 töyssyn keskipisteen

paikka, joksi on valittu neliöbiljardin keskusta (origo), ja σ funktion pehmeyttä kuvaava

parametri. Kuva 2.5 havainnollistaa funktion muotoa.
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Kuva 2.5. Pehmeän Sinai-biljardin keskitöyssyä kuvaava potentiaali amplitudilla V0 =
4000, pehmeysparametrilla σ = 0,005 ja effektiivisellä säteellä d = 0,5.

Pehmeysparametri σ vaikuttaa töyssyn seinämän jyrkkyyteen. Rajatapauksessa σ = 0

seinä on täysin suora ja systeemi vastaa perinteistä Sinai-biljardia. Pehmeysparametri

vaikuttaa myös töyssyn lokaalisuuteen. Pehmeä töyssy jakautuu laakealle alueelle, kun

taas kova töyssy on selkeästi rajattu säteen d sisälle.

Jos keskitöyssy jätetään potentiaalissa huomiotta esimerkiksi asettamalla amplitudi nol-

laksi, systeemi redusoituu säännölliseksi neliöbiljardiksi. Kvanttimekaanisesti kyseessä

olisi silloin tavanomainen kaksiulotteinen ongelma, jossa hiukkanen on neliön muotoises-

sa laatikossa. Tällöin aaltofunktiot ovat muotoa

ψ(x, y) =
2

π
sin

[︂
nx

(︂
x+

π

2

)︂]︂
sin

[︂
ny

(︂
y +

π

2

)︂]︂
, (2.3)

missä laatikon sivun pituudeksi on valittu L = π ja nx sekä ny ovat kyseistä ominaistilaa

kuvaavat kvanttiluvut. Aaltofunktiot ovat nollasta poikkeavia laatikon sisällä kun −π
2
<

x < π
2

ja −π
2
< y < π

2
. Ominaistiloja vastaavat ominasienergiat saadaan kaavalla

E =
1

2
(n2

x + n2
y). (2.4)

Tässä työssä hiukkasen energiat ovat potentiaalitöyssyn korkeutta V0 merkittävästi pie-

nempiä. Tällöin töyssyä ei voida käsitellä vain pienenä häiriönä, vaan potentiaalitöyssyn

voidaan tulkita sekoittavan voimakkaasti häiriöttömän (hiukkanen laatikossa) systeemin

kvanttitiloja.
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3. SIMULAATIO JA TULOKSET

Tutkitaan edellisissä kappaleissa esitetyn pehmeän Sinai-biljardin kvanttimekaanista käy-

töstä. Lähempään tarkasteluun valitaan systeemi, jonka keskitöyssyn amplitudi on V0 =

4000, pehmennysparametri σ = 0,005 ja effektiivinen säde d = 0,5. Suhteellisen pienel-

lä pehmennysparametrilla σ saadaan aikaan lokalisoitunut keskitöyssy, jolloin systeemi

muistuttaa kovareunaista Sinai-biljardia. Ulkoreuna on neliön muotoinen laatikko, jonka

reunan pituudeksi valitaan L = π. Tällöin potentiaalitöyssyn efektiivisen säteen suhde

laatikon pituuteen on 2d/L = 1/π ≈ 0,318. Korkeimman työssä tarkasteltava ominaisti-

lan energia on E = 725, joka pienempi kuin töyssyn amplitudi V0 = 4000. Tällöin tarkas-

teltavat ominaisfunktiot sijaitsevat energia-alueella, jossa vastaava klassisen pehmeän

Sinai-biljardin faasiavaruus sisältää sekä säännöllisiä että kaoottisia alueita.

3.1 Schrödingerin yhtälö ja sen numeerinen ratkaiseminen

Schrödingerin yhtälö on kvanttimekaniikassa käytetty aaltoyhtälö, joka kuvaa hiukkasen

käyttäytymistä halutussa potentiaalissa. Koska tarkasteltavan pehmeän Sinai-biljardin po-

tentiaali on ajasta riippumaton, voidaan käyttää ajasta riippumatonta Schrödingerin yhtä-

löä, joka voidaan kirjoittaa muodossa

[︃
−1

2
∇2 + V (r)

]︃
ψn(r) = Enψn(r), (3.1)

jossa potentiaali V (r) koostuu systeemin neliömäisestä reunasta sekä yhtälössä (2.2)

määritellystä keskitöyssystä. Ratkaisuina saadaan systeemin ominaisenergiat En ja vas-

taavat aaltofunktiot ψn, jonka normin neliö |ψn|2 kuvaa hiukkasen todennäköisyystiheyttä

neliöbiljardissa. [12]

Pehmeän Sinai-biljardin aikariippumaton Schrödingerin yhtälö ei ole analyyttisesti ratkais-

tavissa, vaan se ratkaistaan numeerisesti hyödyntäen itp2d-ohjelmaa [13]. Ohjelma on

suunniteltu ratkaisemaan ajasta riippumaton Schrödingerin yhtälö yhden hiukkasen kak-

siulotteisille systeemeille. Ohjelma kykenee ratkaisemaan tuhansia ominaistiloja tehok-

kaasti käyttäen hyväksi imaginaariaikapropagaatioalgoritmia [14]. Ohjelmaa on aikaisem-

min hyödynnetty kvanttiarpeutumisen ja -kaaoksen tutkimiseen [6, 15, 16, 17].
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3.2 Pehmeän Sinai-biljardin ominaistilat

Valitun pehmeän Sinai-biljardin tuhat alinta energiatilaa ratkaistaan. Energiatiloja analy-

soidaan kvalitiivisesti tarkastelemalla niiden todennäköisyystiheyksien jaukaumia. Kaik-

kien ratkaisujen ominaistilojen todennäköisyystiheydet on esitetty liitteenä olevassa ku-

vassa A.1. Seuraavissa alakappaleissa tutkitaan erikseen perustilaa ja alimpia viritystilo-

ja, kaoottisia ominaistiloja ja mahdollisia kvanttiarpia. Systeemin käytöstä verrataan ra-

jatapauksiin, joista toinen on tavanomainen Sinai-biljardi, jossa keskusympyrä on kova.

Toisena rajatapauksena on säännöllinen kvanttimekaaninen neliöbiljardi.

Ennen yksittäisten tilojen tarkastelua tutustutaan systeemin symmetrioihin ja degeneraa-

tioon. Sinai-biljardin keskustöyssy on ympyräsymmetrinen, mutta reunaehdoista johtuen

itse biljardisysteemi on vain symmetrinen π/2-rotaatiossa. Systeemin ominaistilat voi-

daan jaotella kolmeen luokkaan symmetrian perusteella: ominaistilojen todennäköisyys-

jakauma voi olla symmetrinen joko vertikaalisen, horisontaalisen tai näiden molempien

peilauksien suhteen. Jokaista pelkästään vertikaalisesti peilautuvaa tilaa kohti on ole-

massa horisontaalisesti peilautuva tila, jonka energia on sama ja todennäköisyystiheys

π/2-rotaatiota vaille sama. Tällöin vastaava energia on kaksinkertaisesti degeneroitu-

nut. Näiden tilojen lineaarikombinaatio on myös systeemin ominaistila. Jos ominaistila

on symmetrinen sekä horisontaalisen ja vertikaalisen peilauksen suhteen, tila on dege-

neroitumaton eli degeneraation aste on yksi.

3.2.1 Perustila ja alimmat viritystilat

Tutkitaan ensin kvanttimekaanisia ratkaisuja pienillä ominaisenergioilla eli lähellä perusti-

laa. Tarkastellaan perustilaa (n = 0) sekä kolmea alinta viristystilaa (n = 1, 2, 3), joiden

todennäköisyysjakaumat ovat esitetty kuvassa 3.1, missä tummempi sävi viittaa korkeam-

paan todennäköisyystiheyden arvoon.
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(a) (b)

(c) (d)

Kuva 3.1. Pehmeän Sinai-biljardin perustila n = 0 (a) ja kolme alinta viritystilaa n =
1, 2, 3 (b-d).

Perustilan ominaisenergia on E = 3,175, joka on noin kolminkertainen neliöbiljardin pe-

rustilan energiaan E = 1. Tämä vahvistaa näkemystä, ettei keskustöyssyä voida olettaa

pieneksi häiriöksi eikä systeemiä siten voida käsitellä mielekkäästi soveltamalla häiriöteo-

riaa neliöbiljardiin.

Perustila ja kolmas viritystila ovat degeneroitumattomia ja symmetrisiä molempien pei-

lausten suhteen. Ensimmäinen viritystila on symmetrinen vertikaalisen ja toinen viritystila

horisontaalisen akselin suhteen. Tilojen ominaisenergia E = 3,593 on kaksinkertaisesti

degeneroitunut ja tilojen todennäköisyystiheydet ovat π/2-rotaatiota vaille samat.

3.2.2 Kaoottiset ominaistilat

Tarkastellaan seuraavaksi korkeampia viritystiloja. Lähellä perustilaa systeemin kvantti-

mekaaninen luonne tulee selkeästi esiin, koska tilat ovat laajalle lokalisoituneita muistut-

taen kaksiulotteisia, systeemin geometrian mukaisia orbitaaleja (vrt. atomiorbitaalit). Kun

siirrytään isommille energioille, niin ominaistiloja vastaavilla todennäköisyystiheyksillä on
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myös klassinen tulkinta. Tällöin voidaan tutkia, miten pehmeän Sinai-biljardin klassinen

kaoottinen dynamiikka ilmenee kvanttimekaanisesti. Tutkitaan esimerkiksi ominaistiloja

n = 781, 782, 843 ja 970, jotka on esitetty kuvassa 3.2.

(a) (b)

(c) (d)

Kuva 3.2. Pehmeän Sinai-biljardin ominaistilat n = 781, 782, 843 ja 970 (a-d).

Tilojen n = 781 ja 782 ominaisenergia E = 569 on kaksinkertaisesti degeneroitunut. Ti-

lat n = 843 ja 970 ovat puolestaan symmetrisiä molempien akselien suhteen ja ovat

degeneroitumattomia. Näissä ominaistiloissa todennäköisyystiheys on jakautunut suh-

teellisen tasaisesti klassisen mekaniikan mukaiselle alueelle, mikä heijastelee pehmeän

Sinai-biljardin kaoottista klassista dynamiikkaa. Tasainen todennäköisyystiheyden jakau-

tuminen on kuin kvanttimekaaninen vastine klassiselle ergodisuudelle.

3.2.3 Mahdolliset kvanttiarvet

Joissain korkeammissa virityistiloissa on havaittavissa selkeitä korostumia eli kohonneita

todennäköisyystiheyksiä klassisten jaksollisten epästabiilien ratojen kohdalla. Tutkitaan

kolmea ei-ergodista (säännöllistä) esimerkkitilaa, jotka on esitetty kuvassa 3.3. Jokaisen
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valitun esimerkkitilan todennäköisyystiheys on keskittynyt erilaisen radan ympäristöön.

(a) (b) (c)

Kuva 3.3. Pehmeän Sinai-biljardin ominaistilat n = 738, 801 ja 998 (a-c). Tiloissa on
havaittavissa mahdollisia kvanttiarpia, joita vastaavat klassiset radat on merkitty kuviin
viivoilla.

Kuvan 3.3a todennäköisyystiheys on keskittynyt kahden suorakulmaisen radan ympäris-

töön, joista toisen klassinen tulkinta on merkitty kuvaan punaisilla viivoilla. Klassinen hiuk-

kanen liikkuisi suorakulmaisella radalla kimmoten ulkoreunan seinämistä koskematta kes-

kustöyssyä. Kuvan 3.3b todennäköisyystiheys voitaisiin tulkita kahtena liikeratana, joissa

hiukkanen kimpoilisi vastakkaisten ulkoreunojen välisssä edestakaisin (sininen viiva). Ku-

van 3.3c todennäköisyystiheys on puolestaan keskittynyt neljän radan ympärille, joissa

hiukkanen kimpoilisi edestakaisin töyssyn ja ulkoreunan välillä (violetti viiva). Havaitut ra-

dat ovat mahdollisia myös olemassa kovaseinäisessä Sinai-biljardissa, kuten kuvassa 2.4

havainnollistetaan.

Nämä korostumat jaksollisten ratojen ympärillä muistuttavat kvanttiarpeutumista [5]. Ha-

vaittavissa on myös yhtymäkohtia uuteen kvanttiarpeutumismuotoon, jossa lokaalit häiriöt

aiheuttavat kvanttikaivon ominaistilojen arpeutumista [4, 6, 15, 16, 17]. Ilmiössä klassisen

mekaniikan mukaiset häiriöttömän systeemin jaksolliset radat jättävät jäljen eli kvanttiar-

ven vastaavan häirityn kvanttisysteemin korkeaenergisiin ominaistiloihin. Arpitilat muo-

dostuvat degeneroituneista tai lähes degeneroituneista häiriöttömän systeemin kvanttiti-

loista, joista paikalliset häiriöt suodattavat esiin klassista rataa muistuttavan arven. Kum-

matkin häiriöpohjaisen arpeutumisen elementit löytyvät tutkielman Sinai-biljardista: neliö-

biljardin degeneroituneet tilat, jotka kytkeytyvät klassisiin ratoihin ja potentiaalitöyssyn ai-

heuttama paikallinen häiriö. Ei kuitenkaan tiedetä, kuinka tässä työssä tarkasteltu poten-

tiaalitöyssy todellisuudessa vaikuttaa tilojen kytkeytymiseen. Toisaalta perinteistä kvant-

tiarpeutumista ei voida poissulkea. Kuvaan 3.3 piirretyt klassiset radat ovat mahdollisia

sekä pehmeässä Sinai-biljardissa että häiriöttömässä klassisessa systeemissä eli neliö-

biljardissa.
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4. YHTEENVETO

Biljardeilla pystytään tutkimaan sekä klassista että kvanttikaaosta. Niillä voidaan mallintaa

monia ilmiötä kuten nanorakenteissa liikkuvia hiukkasia tai klassisia aaltoja optoelektro-

nisissa systeemeissä.

Tavanomainen Sinai-biljardi on tyyppiesimerkki täysin kaoottisesta systeemistä, jota on

tutkittu paljon. Pehmeän Sinai-biljardin käyttäytymistä ei ole tutkittu yhtä paljon, vaikka

pehmeä potentiaali on realistisempi kuvaus monien käytännön sovellusten mallintami-

seen. Tässä tutkielmassa tutkittiin pehmeää Sinai-biljardia, jonka keskitöyssy muistuttaa

Fermi-funktiota. Pehmeysparametri valittiin pieneksi, jotta saataisiin läheinen vastaavuus

tavanomaiseen Sinai-biljardiin. Töyssyn korkeus valittiin siten, että kaikki tutkitut tilat on

rajattu keskitöyssyn ulkopuolelle; toisin sanoen kyseessä ei ole heikko paikallinen häiriö

neliöbiljardissa.

Aikariippumaton Schrödingerin yhtälö ratkaistiin valitulle pehmeälle Sinai-biljardille nu-

meerisesti itp2d-ohjelmalla. Ratkaistut todennäköisyystiheydet piirettiin tuhannelle alim-

malle ominaistilalle, jotka jaettiin kolmeen tarkastelualueeseen. Lähellä perustilaa hiukka-

sen todennäköisyystiheydet olivat lokalisoituneita. Energian kasvaessa todennäköisyys-

tiheys jakautui suhteellisen tasaisesti sallittuun alueeseen, minkä oletettiin ilmentävän

systeemin klassista ergodisuutta. Joillain korkeilla viritystiloilla oli havaittavissa mahdolli-

sia kvanttiarpia, mutta vielä ei tiedetä, ovatko kyseessä tavanomaiset vai häiriöpohjaiset

arvet. Tältä osin tarvitaan vielä jatkotutkimuksia. Lisäksi olisi syytä tehdä tilastollista ana-

lyysiä systeemin ominaisenergioista eri parametreilla. Näin voitaisiin arvioida systeemin

kaoottisuutta tarkemmin ja kattavammin.



15

LÄHTEET

[1] Stöckmann, H.-J. Quantum chaos: an introduction. Cambridge University Press,

1999.

[2] Lorentz, E. Deterministic nonperiodic flow. Journal of the Atmospheric Sciences 20

(1963), s. 130–141.

[3] Stroganz, S. Nonlinear dynamics and chaos. Perseus Books Publishing, 1994.

[4] Keski-Rahkonen, J. Quantum chaos in disordered two-dimensional nanostructures.

Tohtorinväitöskirja. Tampere university, 2020.

[5] Heller, E. Bound-state eigenfunctions of classically chaotic Hamiltonian systems:

Scars of periodic orbits. Physical Review Letters 53 (1984), s. 1515–1518.

[6] Luukko, P., Drury, B., Klales, A., Kaplan, L., Heller, E. ja Räsänen, E. Strong quan-

tum scarring by local impurities. Scientific Reports 6 (37656 2016).

[7] Gutzwiller, M. Quantum chaos. Scholarpedia, 2007. URL: http://www.scholarpedia.
org/article/Quantum_chaos.

[8] Rozikov, U. An introduction to mathematical billiards. World Scientific Publishing,

2018.

[9] Lakshminarayan, A. Classical and quantum chaos plus RMT and some applica-

tions. 2018.

[10] Sachrajda, A. S., Ketzmerick, R., Gould, C., Feng, Y., Kelly, P., Delage, A. ja Wasi-

lewski, Z. Fractal conductance fluctuations in a soft-wall stadium and a Sinai billiard.

Physical Review Letters 80 (9 1998), s. 1948–1951.

[11] Klages, R., Gil-Gallegos, S., Solanpää, J., Sarvilahti, M. ja Räsänen, E. Normal and

Anomalous Diffusion in Soft Lorentz Gases. Physical Review Letters 122 (064102

2019).

[12] Griffiths, D. ja Schroeter, D. Introduction to quantum mechanics 3nd ed. Cambridge

University Press, 2018.

[13] Luukko, P. ja Räsänen, E. Imaginary time propagation code for large-scale two-

dimensional eigenvalue problems in magneticfields. Computer Physics Commu-

nications 184 (2013), s. 769–776.

[14] Aichinger, M., Chin, S. ja Krotscheck, E. Fourth-order algorithms for solving local

Schrödinger equations in a strong magnetic field. Computer Physics Communica-

tions 171 (2005), s. 197–207.

[15] Keski-Rahkonen, J., Luukko, P., Kaplan, L., Heller, E. ja Räsänen, E. Controllable

quantum scars in semiconductor quantum dots. Physical Review B 96 (094204

2017).

http://www.scholarpedia.org/article/Quantum_chaos
http://www.scholarpedia.org/article/Quantum_chaos


16

[16] Keski-Rahkonen, J., Luukko, P., Åberg, S. ja Räsänen, E. Effects of scarring on

quantum chaos in disordered quantum wells. Journal of Physics: Condensed Mat-

ter 31 (105301 2019).

[17] Keski-Rahkonen, J., Ruhanen, A., Heller, E. J. ja Räsänen, E. Quantum lissajous

scars. Physical Review Letters 123 (214101 2019).



17

LIITE A: RATKAISTUT OMINAISTILAT

Kuva A.1. Kaikki ratkaistut ominaistilat.
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