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Riskillisia kohteita sisaltavia kokonaisuuksia, portfolioita, esiintyy useissa yhteyksissa esimer-
kiksi tekniikkaan ja rahoitukseen liittyvissa kysymyksissa. Portfolio-optimoinnissa pyritdan koko-
naisuudesta saatavan hyddyn maksimoimiseen, samalla altistuen mahdollisimman pienelle riskil-
le. Jotta ndiden ristiriitaisten tavoitteiden vélilld voidaan saavuttaa optimitila, on niitd molempia
pystyttdva mittaamaan objektiivisesti. Osakeportfolioissa hy6tya mitataan usein odotetulla tuotol-
la, mutta riskin mittaamiseen on useita vaihtoehtoja. Téssa tydssa kasitellddn conditional value
at risk -riskimittaa (CVaR), siihen perustuvaa tuotto-CVaR-portfolio-optimointia, sek& optimoinnin
tuottaman optimiportfolion epavakauteen liittyvaa haastetta. Tavoitteena on kirjallisuuteen pohjau-
tuen esittad yhden periodin tuotto-CVaR-portfolio-optimointimalli osakeportfoliolle ja vertailla sen
vakauttamiseksi esitettyja menetelmia.

Tybssé edetdén riskin mittaamisesta optimointimallin muodostamiseen ja kirjallisuuskatsauk-
seen vakautta parantavista menetelmista. Riskin mittaaminen aloitetaan esittelemalla value at risk
-mitta (VaR), joka antaa teoreettisen pohjan CVaR-mitan muodostamiselle. Matemaattisessa mie-
lessa johdonmukaiselta, eli koherentilta, riskimitalta vaadittujen ominaisuuksien avulla motivoi-
daan siirtyminen epakoherentista VaR:sta koherenttiin CVaR:iin. CVaR-mitta esitetdan yleises-
sd muodossa seka erdissa tarkeissa erikoistapauksissa. Optimointimallin muodostaminen aloi-
tetaan esittelemélld CVaR:n minimointia yksinkertaistava apufunktio. Apufunktiota minimoimal-
la saadaan tuotto-CVaR-optimointiongelma esitettyd parametriensa suhteen lineaarisesti. Kirjal-
lisuuteen tukeutuen kuitenkin todetaan, ettd perusmuotoinen tuotto-CVaR-portfolio-optimointimalli
tuottaa kaytannéssa hyvin epavakaita ratkaisuja seka riskimitan ominaisuuksista ettd markkina-
tietoon liittyvasta epavarmuudesta johtuen.

Tuotto-CVaR-portfolio-optimoinnin vakautta parantavien menetelmien vertailuun valikoitui 14
aihealueen artikkelia. Artikkelit jaoteltiin niissa esitettyjen menetelmien perusteella kolmeen ryh-
maéan: ongelmaa muokkaaviin menetelmiin, skenaarion muodostamista kasitteleviin erillismene-
telmiin ja naita yhdisteleviin yhdistelmdmenetelmiin. Katsauksen perusteella aihealueen kirjalli-
suudessa korostuvat ongelmaa muokkaavat menetelmat ja erityisesti robustin optimoinnin huo-
noimman tapauksen CVaR -menetelmd (WCVaR). WCVaR:n hyédyntdminen vaatii kuitenkin so-
veltajalta merkittdvan maéran 1ahtétietoja epavarmuudesta ja sen muodosta. Koneoppimismene-
telmét vaativat vdhemman I&htdtietoja, mutta niiden soveltaminen suureen portfolioon vaatii paljon
dataa. Erillismenetelmat auttavat saatavilla olevan datan tehokkaassa hyddyntédmisessa mutta ei-
vat huomioi epavarmuutta. Yhdistelmamenetelmat huomioivat epavarmuuden ja auttavat datan
hyédyntamisessd, joten ne saattavat olla soveltajalle hyvié vaihtoehtoja useimmissa tapauksissa.
Vakautta parantavien menetelmien valinta ja soveltamisen yksityiskohdat ovat silti vahvasti tilanne-
kohtaisia, joten aihealueen kirjallisuus saattaisi hydtya vakautta parantavien menetelmien kayttéa
ohjaavista paatéksentekomalleista.
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Collections of assets or other units involving risks, portfolios, are common in the fields of engi-
neering and finance. Decisions considering portfolios are utility-maximizing and risk-minimizing.
In order to make the decisions and optimize the trade—off between these conflicting objectives,
both of them must be measured objectively. With financial portfolios, the utility is often measured
using an expected return, whereas there are several risk measures presented in the literature. In
this thesis, Conditional Value at Risk measure (CVaR), CVaR-based portfolio optimization, and
the instability of optimum portfolio are considered. The objectives of this thesis are, by using ex-
isting literature, to present the return-CVaR portfolio optimization problem for share portfolio and
compare stability-improving methods presented in the literature.

The thesis is organized as follows. In the second chapter, risk measures are introduced by
starting with Value at Risk (VaR). Using CVaR over VaR is motivated by discussing the require-
ments for a risk measure to be coherent. Building on the theory of VaR, pivotal formulations of
CVaR are presented. In the third chapter, the return-CVaR portfolio optimization problem is built
by reformulating CVaR. The reformulation allows using the optimization shortcut presented in the
literature, which makes it possible to present the CVaR problem in a linear form. The third chapter
is concluded by obtaining that the return-CVaR portfolio optimization is unstable in practice due to
features of CVaR and uncertainty of market data.

In the literature review part, 14 papers presenting stability improving methods are discussed.
From this material, three groups of approaches are obtained: methods modifying the original prob-
lem, methods for producing scenarios, and methods combining both these approaches. According
to the literature review, the methods modifying the original problem are emphasized in the field:
especially, the robust optimization method worst-case CVaR (WCVaR) is used in several papers.
However, applying WCVaR requires a lot of information on the shape of the uncertainty. Machine
learning methods are less demanding on the initial information about the uncertainty, but they are
more data-intensive. Methods which only produce scenarios are not as data-intensive, but they
don’t take the uncertainty into account. Methods, which both modify the initial model and consider
scenario making, take uncertainty into account and allow using data more effectively. Thus, they
might be a decent choice for a practitioner in most cases. However, the choice of stability improv-
ing method and details in applying it are highly case-dependent, so the literature of the field might
gain from research of decision-making models for applying stability improving methods.

Keywords: CVaR, portfolio, optimization, coherent, risk, measure
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1. JOHDANTO

Sijoituspaatodksia tehtdessa tuotto ja riski ovat epailemattd merkittdvimpia sijoittajaa poh-
dituttavia asioita. Nykykasitykseen markkinoiden toiminnasta liittyy olennaisesti naiden
valilla tehtdva kompromissi: tuotolla ja riskilla ndhd&én olevan tietty suhde, jonka mukaan
suuremman tuoton tavoittelu vaatii usein myds suuremman riskin hyvaksymista. Yhteys
sindnsa tuntuu taysin intuitiiviselta, mutta se formalisoitiin ensimmaista kertaa vasta 50-
luvulla Markowitzin (1952) portfolioteorian yhteydessa. Sittemmin Markowitzin portfolio-
teoria on pysynyt keskeisimpana Iahtékohtana portfolio-optimointia k&sittelevassa kirjal-
lisuudessa, jossa etsitdan tuottojakauman odotusarvon maksimoivaa ja varianssin mini-
moivaa rakennetta portfoliolle (Kolm et al. 2014). Varianssi ei kuitenkaan ole taysin on-
gelmaton riskimitta: se kohtelee negatiivisia ja positiivisia tuottoja samalla tavalla. Lisaksi
tuotot eivat ole osakemarkkinoilla normaalisti jakautuneita (Mandelbrot [1963), joten tuot-
tojakauman kuvaaminen vain kahden ensimmaisen momentin, odotusarvon ja varianssin,
perusteella voidaan kyseenalaistaa (De Athayde & Fléres Jr2004).

Vaihtoehtoisia riskimittoja on kehitetty markkina- ja luottoriskin mittaamiseen. Naista ja-
kauman kvantiileihin perustuvat riskimitat ovat olleet paitsi soveltajien, myds saantelijoi-
den suosiossa. Etenkin Value at Risk (VaR), joka kertoo maaritetylla aikavalilla ja luot-
tamustasolla odotettavan rahamaéraisen tappion, ehti 90-luvulla vakiinnuttamaan paik-
kansa paitsi investointipankkien regulaatiossa (Basak & Shapiro 2001) myds luottoriskin
hallitsemisessa (Dowd & Blake 2006). VaR on suosiostaan huolimatta saanut melko suur-
ta kritiikkid osakseen muun muassa sen matemaattisista ominaisuuksista (Artzner et al.
1999) johtuen, ja 2000-luvun aikana mielenkiinto onkin siirtynyt koherenttien riskimittojen
suuntaan. VaR-kvantiilin ylittdvan tappion odotusarvon kertova Conditional Value at Risk
(CVaR) on saanut paljon huomiota portfolio-optimointiin liittyvassa tutkimuksessa sen li-
neaarisen muotoilun ansiosta (Mansini et al.[2014).

Lisaksi odotettu vaje (engl. Expected Shortfall, ES), jota usein kdytetdan synonyymina
CVaR:sta, on finanssialan saantelyn osalta vakiinnuttamassa paikkansa VaR:n seuraaja-
na: pankkialan Basel lll -suosituksissa nimittain korvattiin VaR markkinariskimittana ES:lla
(Basel Committee on Banking Supervision 2013). Koska myds regulatorinen ymparisté
tukee CVaR:n hyddyntdmistd, on etenkin institutionaalisilla sijoittajilla motiivi tarkastella
portfolion valintaa tuotto-CVaR-nakdkulmasta perinteisen tuotto-varianssi-nakdkulman si-
jaan. CVaR-rajoitteisen portfolio-optimoinnin hyédyntdmistd motivoivatkin seka alan saan-



tely, etté optimointiin liittyvat tekniset seikat.

Vaikka CVaR-rajoitteinen portfolio-optimointi vaikuttaa teoreettisesti erittdin houkutteleval-
ta vaihtoehdolta, karsivat sen kaytanndn sovellukset erdésta merkittavastd haasteesta:
optimoinnin tuottamat ratkaisut ovat erittéin herkkia estimointivirheille, eli optimiportfolio
muuttuu merkittavasti, vaikka pohjatiedot muuttuisivat vain vahan (Lim et al. 2011). Sama
patee myds odotusarvo-varianssi-portfolioihin (Black & Litterman [1992), mutta CVaR:n
pohjautuminen jakauman hantdpaan tietoon karjistdd ongelmaa. Tassa tydssa pureudu-
taankin CVaR-portfolioiden vakautta parantaviin menetelmiin.

1.1 Tyon tavoitteet ja rakenne

Ty6n tavoitteena on esittdd CVaR-rajoitteinen portfolio-optimointimalli kirjallisuuteen poh-
jautuen ja vertailla sen vakautta parantavia menetelmid. Ty6 toteutetaan kokonaisuudes-
saan kirjallisuuskatsauksena, joten olemassa oleva kirjallisuus muodostaa kaiken tyéssa
kaytettavan aineiston. Vakautta parantavia menetelmia vertaillaan niissa tehtavien ole-
tusten, CVaR-mallin muokkauksen ja oletettavien kayttékohteiden osalta. Vaikka tarkas-
telu rajataan osakeportfolion optimointiin, yleistyy valtaosa tydssa kasitellysta teoriasta ja
menetelmistd my6s muihin portfoliotyyppeihin.

Tydn toisessa luvussa tarkastellaan CVaR-pohjaista riskin mittaamista, joka on olennais-
ta optimointimallin esittdmisessd. Kolmannessa luvussa esitetdan tutkimusongelman, eli
CVaR-optimoinnin epavakauden ymmartamiseksi vaadittava teoreettinen tausta ja opti-
mointiongelman lineaarinen muotoilu. Neljdnnessé luvussa tarkastellaan kirjallisuudesta
I6ydettyja optimiratkaisun vakautta parantavia menetelmia ja tutkimussuuntauksia. Lo-
pulta paatelmissa pohditaan saavutettuja tuloksia ja niiden asettumista akateemisen tut-
kimuksen kontekstiin.

1.2 Tutkimusmetodologia

Koska tyd perustuu taysin jo olemassa olevaan kirjallisuuteen, korostuu sen toteuttami-
sessa tiedonhankinnan menetelmat ja tiedon jasentely. Tassa tydssa kaytettavia hakutyd-
kaluja ovat Elsevierin Scopus ja Googlen Google Scholar. Arvostetuilla alustoilla julkaistut
tekstit ohjaavat alojen tutkimusta ja ty6ssa kaytetaankin Julkaisufoorumin JuFo-luokitusta
aineiston rajauksessa. Tavoitteena on saada mahdollisimman korkeatasoisia teksteja mu-
kaan tarkasteluun valitsemalla kahden korkeimman luokituksen alustoilla julkaistuja artik-
keleita hakutuloksista. Esimerkiksi Operations Research ja Management Science ovat
aihealuetta kasittelevia lehtia, jotka tayttavat tAman kriteerin. Tiedon jasentely taas toteu-
tetaan aihealueesta tehdyn tutkimuksen kannalta pitkalti kronologisessa jarjestyksessé:
riskin mittaamisen haasteiden kautta siirrytdan portfolio-optimoinnin haasteisiin, joihin kir-
jallisuuskatsauksella pyritdan vastaamaan.



Tydn toisessa ja kolmannessa luvussa keskitytddn teoreettisen taustan seka portfolio-
optimoinnin perusmallin luomiseen, joten myds tarkasteltavassa kirjallisuudessa painottu-
vat viittausmaarien perusteella alan keskeisimmat julkaisut. Toisessa luvussa rajataan na-
kékulma viittausmaaran perusteella keskeisimpaan CVaR-rajoitteista portfolio-optimointia
kasittelevaan julkaisuun ja samalla maaraytyy tydssa kaytettavat merkinnat seké kolman-
nessa luvussa esitettava malli. My6s toisessa luvussa kasiteltdva koherentti riskin mittaa-
minen perustuu aiheen viitatuimpaan artikkeliin.

Varsinainen kirjallisuuskatsaus painottuu neljanteen lukuun, jossa esitetdan ja vertaillaan
vakautta parantavia menetelmid. Luvussa tarkasteltava aineisto on valikoitunut seuraa-
van periaatteen mukaan: Ensin muodostettiin katkaisumerkkia * hyddyntamalla haku-
lausekkeet stab* portfolio cvar ja robust* portfolio cvar, joilla suoritettin haut Scopus-
tietokantaan. Osumia léytyi vastaavassa jarjestyksesséa 32 ja 80. Osumista valittiin seu-
raavaksi kaikki JuFo-luokituksen 2 tai 3 lehdissd julkaistut artikkelit, ja naista rajattiin
mukaan tiivistelman perustella kaikki CVaR-portfolio-optimoinnin vakauttamiseen pyrki-
vat menetelmat: Olennainen valintaperuste oli, ettd menetelmat toivat jotain uutta CVaR-
portfolio-optimointiin verrattuna aikaisemmin kirjallisuudessa esitettyihin menetelmiin. Ta-
ten aineistosta rajautui pois esimerkiksi yksittéisiin sovelluskohteisiin hyédynnettyja me-
netelmia, joiden teoria oli esitetty aikaisemmassa julkaisussa. Nailla periaatteilla aineisto
rajautui edellad kaytetyssa jarjestyksessa 2 ja 11 artikkeliin hakulauseketta kohti.

Aineiston kattavuutta pyrittiin varmistamaan useilla menetelmilla: Ensinngkin testihakuja
suoritettiin ennen lopullisten hakulausekkeiden muodostamista. Esimerkiksi cvar-lyhen-
teen todettiin tuottavan paljon aiheeseen liittyvia osumia ja sen olevan kaytéssa portfolio-
optimoinnissa useammin kuin Expected Shortfall -termin. Liséksi Scholariin tehtiin tay-
dentavia hakuja, joilla pyrittin varmistamaan, etteivat tietokannan tai hakulausekkeiden
aiheuttamat rajoitteet jattédneet keskeisia artikkeleita aineiston ulkopuolelle. Scopuksesta
I6ytynyt aineisto osoittautui melko kattavaksi, silla Scholarista aineisto kasvoi vain Stil-
lin ja Kondorin (2010) artikkelilla, jota ei Scopuksesta I6ydy. Lisdksi tarkasteltiin [6yty-
neen aineiston keskeisia juurilahteitd, mutta taltdkaan osin aineistossa ei havaittu merkit-
tavia puutteita. Tydn rajauksista aiheutuvia ongelmia kirjallisuuskatsauksen luotettavuu-
delle pohditaan luvussa 5l



2. KOHERENTTI RISKIMITTA

Té&ssa luvussa esitellddn CVaR-riskimitta ja motivoidaan sen kdyttdminen verrattuna VaR-
mittaan. Koska CVaR voidaan tietyisséd tapauksissa esittdad yksinkertaisesti VaR-mitan
avulla (Rockafellar & Uryasev |2002), maaritelladn ensin VaR, ja perustellaan kirjallisuu-
teen tukeutuen sen matemaattiset heikkoudet. CVaR:n mé&arittelyn yhteydessa tarkastel-
laan mitan ominaisuuksia ja lopulta todetaan sen olevan koherentti. Luvussa kaytetta-
vat maaritelméat ja merkinnat ovat suurilta osin peraisin Rockafellarin ja Uryasevin (2000;
2002) artikkeleista, silld samoja maaritelmia hyddynnetdén laajalti portfolio-optimointiin
littyvassa kirjallisuudessa (katso esimerkiksi Zhu & Fukushima [2009]; Kolm et al. [2014;;
Anderson et al.|2020).

2.1 Value at Risk

Maaritellaan tappiofunktio portfoliolle, joka muodostetaan joukosta X vaihtoehtoja, esi-
merkiksi vaihtoehtoisia osakkeita, ja merkitdén valintaa tésté joukosta pdéatdsvektorilla x.
Osakeportfolion tapauksessa paatdsvektori voisi sisaltdad esimerkiksi valitut painot x jo-
kaiselle yksittéiselle osakkeelle valittuna kaikista mahdollisista painojen yhdistelmista X.
Kun tehtavia paatdksia on n kappaletta, merkitddn x € X C R". Kaikkien valittavien
paatosten joukko X on reaalivektoreiden osajoukko, silld joukkoon X voi kohdistua rajoit-
teita: voidaan esimerkiksi haluta, etté portfoliossa ei sallita lyhyeksi myyntid, jolloin joukko
X sisaltaisi vain ei-negatiivisia reaalivektoreita. Paatdsvektorin lisdksi vaaditaan tappion
kuvaamiseen satunnaisvektori y € R™, joka muodostaa paatdksesta riippumattomista te-
kijdista aiheutuneen vaikutuksen tappioon. Oletetaan, ettd y kuuluu todennékdisyysava-
ruuteen (€2, F, P), eli mitta P liittda todennékdisyyden otosavaruuden €2 sigma-algebran
tapahtumiin F siten, ettd y : 2 — R™ (Anderson et al. 2020). Osakeportfolion tapauk-
sessa y voisi sisaltaa esimerkiksi portfolion muodostavien yksittdisten osakkeiden tuoton,
jonka voi ajatella muodostuvan satunnaisesti ja rippumattomasti tehdysta paatdksesta «
(Rockafellar & Uryasev 2002). Nyt tappiofunktio on vektoriparametrinen funktio f(x,vy),
joka saa osakeportfolion tapauksessa muodon f(x,y) = —x’y, koska tappio mééritel-
la&n tuoton £’y vastalukuna (Rockafellar & Uryasev 2000).

Rockafellarin ja Uryasevin (2002) merkintdjen mukaisesti maaritellaan tappiolle raja ( ja
oletetaan, ettd tappiofunktio on jatkuva muuttujan = suhteen sekd mitattava satunnais-



vektorin y suhteen. Nyt todennakdisyys, etté raja ( ei ylity valitulla x:Il&, voidaan esittaa
heidan mukaansa muodossa

V(z,() = Plylf(z,y) < (] (2.1)

Mikali oletetaan lisdksi, ettd y noudattaa jatkuvaa jakaumaa, voidaan todennékdisyys
esittdd Rockafellarin ja Uryasevin (2000) mukaan analyyttisessa muodossa

U(x,() = /f( )<<f(w,y)p(y)dy,

missd p(-) on y:n jakauman tiheysfunktio.

On tarkeda huomata, ettd maaritelma [2.1] ei tosiaan vaadi satunnaisvektorin y jakauman
olevan jatkuva. Kaytannodn sovelluskohteissa ei nimittain useinkaan voida tarkastella jat-
kuvaa jakaumaa, vaan joudutaan turvautumaan rajalliseen otokseen y:sté: talléin jakau-
ma on diskreetti ja ¥ (, -) porrasfunktio (Rockafellar & Uryasev 2002). Kuten seuraavaksi
havaitaan, diskreetti tapaus aiheuttaa haasteita myds VaR:n maarittelyssa.

Koska funktion W(x, ) ei voida olettaa olevan jatkuva kaikkialla eikd mydskaan aidos-
ti kasvava, voi sen arvo olla jollain yhdistelmalla W (x*, (*) maarittelematon, tai silld olla
useita ratkaisuja (Rockafellar & Uryasev [2002). Taten Value at Risk tietylla luottamusta-
solla o € (0, 1) méaaritellaan yleisessé tapauksessa

VaR,(x) = min{(|V(x, () > a} (2.2)

(Rockafellar & Uryasev 2002). VaR on siis pienin portfolion tappion raja ¢, jolle patee,
etta sita ei ylitetd vahintdan luottamustasolla «. Yhtéléssa [2.2] esiintyy >, koska on mah-
dollista, ettd W(x, () ei ole maaritelty valitulla luottamustasolla «: talléin siis valittaisiin
kertymé&funktion seuraavaksi matalin arvo. Pienin raja min{-} vaaditaan, jotta VaR on
yksiké&sitteinen, kun yhtalolla ¥(x, () = « on useita ratkaisuja (Rockafellar & Uryasev
2002). Koska ratkaisuja saattaa olla useita, on luontevaa méaaritella niin sanottu ylempi
VaR, joka saa Rockafellarin ja Uryasevin (2002) mukaan muodon

VaR} (z) = inf{¢|¥(x, () > a}.

Kyseessa on siis suurin alaraja inf{-} niille portfolion tappioille, joita vastaavat kerty-
mafunktion arvot ylittdvat luottamustason a. Kaytdnndssa ylempi VaR vastaa yhtalén
U(x, () = « toteuttavien tappioiden suurinta arvoa, kun VaR vastaa pieninté arvoa.

Mikali U (x, -) voitaisiin olettaa jatkuvaksi ja aidosti kasvavaksi, olisi yhtalélla ¥ (x, () = «
aina yksikasitteinen ratkaisu ja VaR olisi tdméan yhtalén toteuttava tappio ¢ (Rockafellar
& Uryasev 2002). Tassa tapauksessa havaitaan, ettd VaR on yksinkertaisesti tappioja-
kauman kertymafunktion kaanteisfunktion ! (z, ) arvo eli a-kvantiili. Kertyméafunktion



kaanteisfunktiota kutsutaankin myés kvantiilifunktioksi (Bassett Jr & Koenker |1982).

Kuten jo aikaissmmin todettiin, kdytanndn sovelluskohteissa W (x, -) on kuitenkin usein
porrasfunktio, joten k&énteisfunktio ei ole maaritelty tai yksikasitteinen kaikille yhdistel-
mille W(x*, (*). Taten hyvin pieni muutos esimerkiksi vaaditussa luottamustasossa «
voi aiheuttaa suuren hyppayksen VaR-tasossa (Acerbi & Tasche 2002), kun diskreetin
jakauman portaalta hypatadan seuraavalle. Ongelmaa kasvattaa tarkastelun painottumi-
nen aivan jakauman hantdan: esimerkiksi Baselin viitekehyksessa kaytetty taso on ollut
a = 99% (Basel Committee on Banking Supervision 2013). Kaytettdessa esimerkiksi
historiaan pohjautuvaa jakaumaa VaR:n arvioinnissa voi hyvin suuria tappioita olla vain
muutamia, jolloin hypyt ndiden ja muun jakauman valilla saattavat olla &&rimmaisia. Epa-
vakaus kyseenalaistaakin VaR-mitan kayton riskin mittaamisessa seka vaikeuttaa sen
hybédyntamistéd optimoinnissa (Rockafellar & Uryasev |2002). Seuraavaksi havaitaan, etta
tdma ei kuitenkaan ole VaR:n ainoa ongelma.

2.2 Koherentit ominaisuudet

Yksi merkittdvimmistd markkinariskiin liittyvista kirjoituksista, jo pelkastaan viittausmaa-
rien perusteella, on Artznerin et al. (1999) artikkeli koherentista riskin mittaamisesta. Ar-
tikkelissaan he esittavat joukon ominaisuuksia, jotka matemaattisessa mielessa johdon-
mukaisen, eli koherentin, riskimitan tulisi toteuttaa. Tarkastellaan seuraavaksi naitd omi-
naisuuksia ja mitd ne portfolion riskin kayttaytymisen nédkékulmasta tarkoittavat.

Olkoon V satunnaistappioiden reaaliarvoinen joukko seké p riskimitta, joka on kuvaus
p : V. — R. Nyt riskimitta p on Artznerin et al. (1999) maaritelman mukaan koherentti,
mikali se toteuttaa seuraavat aksioomat:

(i) Siirtoinvarianssi: kaikille satunnaistappioille Z € V ja vakioille a € R péatee, etta
p(Z +a) = p(Z) + a.
(i) Subadditiivisuus: jos Z1, Z, € V, niin patee p(Z1 + Zs) < p(Z1) + p(Z2).
(iii) Positiivinen homogeenisuus: kaikille Z € V ja vakioille b > 0 pétee p(bZ) = bp(Z).
(iv) Monotonisuus: kaikille Z, Z, € V, joille Z; < Z,, patee myods ettd p(Z1) < p(Zs).

Aksioomien esitystapa eroaa hieman Artznerin et al. (1999) artikkelissa esitetysta, koska
he eivéat tarkastele taloudellisesta ndkdkulmasta tappioita, vaan voittoja. Esimerkiksi mon-
otonisuuden ehto olisi voittojen nakdkulmasta p(Z;) > p(Zs), kun Z; < Z,. Aksioomat
esitetdan tappioiden ndkdékulmasta, koska edelld maariteltiin VaR portfolion tappiofunk-
tion avulla ja samaa esitystapaa kaytetadan Rockafellarin ja Uryasevin (2002) artikkelissa.

Aksioomien vaatimukset ovat portfolion riskien nakékulmasta varsin intuitiivisia: Siirtoin-
varianssi tarkoittaa, ettd varman tappion lisddminen portfolioon kasvattaa portfolion riskia
juuri kyseisen tappion verran. Subadditiivisuus kannustaa hajauttamaan, koska kohtei-



den tuoma riski ei yhdessa portfoliossa voi olla suurempi kuin erillaan. Positiivisesta ho-
mogeenisuudesta seuraa, ettd position koon muuttaminen muuttaa mydés riskid samassa
suhteessa. Monotonisuuden mukaan myds kohteen riskin tulisi olla suurempi, mikali se
tuottaa aina vahintaan yhta suuren tappion kuin toinen kohde. (Bertsimas et al.2011)) Ko-
herentteja ominaisuuksia voikin pitéda portfolion riskin mittaamisen kannalta varsin perus-
teltuina vaatimuksina, jo ilman tarkempaa matemaattista tarkasteluakin. Toisaalta, Artz-
nerin et al. (1999) aksioomia on my®s kritisoitu esimerkiksi niiden tuottamista haasteista
mallien ennustekyvyn arvioimiselle (Ziegel [2016) ja riskin vakaalle estimoinnille (Cont et
al.2010).

Edellisessa luvussa sivuttiin jo VaR-mitan kayttoon liittyvaa vakausongelmaa. VaR:ia on
kuitenkin kritisoitu erityisesti, koska se ei ole koherentti: VaR ei toteuta subadditiivisuu-
den ehtoa (katso esimerkiksi Artzner et al. 1999; Acerbi|2002). On siis mahdollista, etta
yhdistetyn portfolion VaR on suurempi kuin kohteista erillaan laskettujen VaR:ien summa.
Vaikka subadditiivisuuden ehdon merkittdvyys kaytannén sovelluksissa on kyseenalais-
tettu (Cont et al. [2010), nayttda ehdon rikkominen ainakin joissain tapauksissa tuottavan
ongelmia portfolio-optimoinnissa (Frey & McNeil[2002). Koska VaR ei ole koherentti riski-
mitta, on myds portfolio-optimoinnissa keskitytty yhd enemman muiden mittojen hyddyn-
tamiseen.

2.3 Conditional Value at Risk

Vaihtoehtoisena riskimittana VaR:lle, Conditional Value at Risk (CVaR) on saanut huo-
miota paitsi sen parempien teoreettisten ominaisuuksien (Zhu & Fukushima 2009), myds
saantelyssa tapahtuneiden muutosten (Basel Committee on Banking Supervision 2013)
ansiosta. Lisaksi mitalle on I6ytynyt kaytdnndn sovelluskohteita esimerkiksi luottoriskin
hallinnassa (Andersson et al. 2001). Esitetdan seuraavaksi CVaR pohjautuen Rockafella-
rin ja Uryasevin (2002) artikkeliin.

Kuten jo VaR:n yhteydessa todettiin, portfolioon liitettdvén tappiojakauman f(x,y) ker-
tyméfunktiota ei usein voida kaytanndn tapauksissa olettaa jatkuvaksi. Maaritellaankin
myds CVaR ensin yleisessa tapauksessa.

Intuitiivisesti CVaR tarkoittaa VaR-tason ylittavien tappioiden odotusarvoa. Matemaatti-
sesti tdma tulkinta ei kuitenkaan ole yksikasitteinen, joten se vaatii tarkemman muotoilun,
jotta tulokset ovat hyédynnettavissa esimerkiksi portfolioiden riskien suuruuden vertai-
lussa. Mukaillen Rockafellaria ja Uryasevia (2002), tiettyyn luottamustasoon « liittyvan
CVaR:in voi kiteyttaa seuraavasti:

CVaR,, () on odotusarvo tappiojakauman a-hannéasta,

missé a-hanta méaaritelladn hantajakauman kertyméafunktion ¥, (x, ¢) avulla VaR:ia hyd-



dyntéen:

(2, () = 0, kun ¢ < VaR,(x) 2.3)

(WU (x,() —a]/[l —a], kun( > VaR,(x).

Hantdjakauman kertymafunktio skaalaa kaavassa esitetyn tappiojakauman al-
kuperaisen kertyméafunktion arvot VaR-tason ylittavalta valilta [« 1] valille [0, 1]. Skaa-
laus taytyy tehda, koska kertyméafunktion U (x, -) sisaltdessa hyppyja voi sama VaR-taso
vastata useampaa todennadkéisyyden arvoa (Rockafellar & Uryasev 2002): tdma vastaa
tilannetta, jossa diskreetin jakauman suuruusjarjestyksessaan perakkaisten tappioiden
¢~ ja ¢t valilla kertymafunktion arvo hyppaa. Oletetaan, ettd hyppy kertyméfunktion ar-
voissa tapahtuu valilla [o~, o] ja haluttu luottamustaso « sijaitsee naiden valissa, eli
a” < a < a'. Nyt CVaR maaritelman mukaan lohkaisee osan ylemmasta tappiosta
(T mukaan siten, etta se tulee valittuun luottamustasoon o nahden oikeassa suhteessa
painotetuksi CVaR:in arvossa.

Lohkaisuominaisuus nadhdaan suoremmin, kun maaritellddn CVaR,, painotettuna kes-
kiarvona VaR:sta ja niin sanotusta ylemméstéd CVaR:sta CVaR.. Ylempi CVaR on yksin-
kertaisesti odotusarvo VaR-tason ylittdvasta tappiosta, eli

CVaR( (z) = E[f(@,y)|f(z,y) > VaRa(z)]. (2.4)
Nyt CVaR luottamustasolla o voidaan esittdd muodossa
CVaR, () = Ao () VaR,(x) + [1 — Ao (x)] CVaR] (z), (2.5)

missa painokerroin \,(x) on tappioon z = VaR,(x) kaavan 2.3/ avulla yhdistetty toden-
nakoisyys
Aa(®) = [¥(2, VaRa(2)) — o] /[1 — o], (2.6)

joka saa arvoja valilla [0, 1]. Mik&li VaR taso on kuitenkin jo valmiiksi suurimmalla mah-
dollisella tappiolla, eli todennakéisyys ¥ (x, VaR,(x)) = A\,(x) = 1, ei CVaR,(x)" ole
maadritelty, jolloin asetetaan CVaR,,(x) = VaR,(x). (Rockafellar & Uryasev 2002)

Kaavasta on helppo n&hd4, ettd CVaR muodostuu painotettuna keskiarvona ja pai-
not ovat kaavan mukaisesti riippuvaisia luottamustason seka kertymafunktion arvon
vélisestd erotuksesta. Tama niin sanottu lohkaisuominaisuus on yleisen tappiojakauman
funktion tapauksessa tarked, koska CVaR kayttaytyy sen ansiosta vakaasti muutettaessa
luottamustasoa «. Luvussa [2.1] todettiin ettd VaR ei kayttdydy vakaasti, vaan pieni muu-
tos luottamustasossa saattaa heilauttaa VaR:n arvoa suuresti. Matemaattisesti ilmaistuna
CVaR:n vakaus tarkoittaa, ettd se on jatkuva ja silld on molemminpuoliset derivaatat a::n
suhteen avoimella valilla (0, 1) (Rockafellar & Uryasev 2002). Nama ominaisuudet ovat
myds optimoinnin kannalta tarkeita.



Jos tiedetaan, ettd tappiojakaumassa ei tapahdu hyppya valitulla luottamustasolla «, ei
lohkaisuominaisuutta tarvitse hyddyntaa ja CVaR vastaa ylemman CVaR:in arvoa. Tassa
tapauksessa voidaan siis asettaa kaavan 2.4 avulla

CVaR,(x) = E[f(x,y)|f(z,y) > VaRq(x)], (2.7)

mikd yksinkertaistaa CVaR:n tulkintaa huomattavasti. (Rockafellar & Uryasev |2002) Mi-
kali koko tappiojakauman kertyméafunktio W(x, ) voidaan olettaa jatkuvaksi tappiorajan
¢ suhteen, voidaan CVaR esittaa analyyttisesti Rockafellarin ja Uryasevin (2000) mukaan

muodossa )

CVaR,(z) = / f(@ y)n(y)dy, @8)
1 — & J f(ey)>VaRa(x)

kun o € (0, 1). Jatkuvan tappiojakauman kertyméfunktion oletus voisi liittyd esimerkiksi
tilanteeseen, jossa osakkeiden satunnaiset tuotot y noudattavat jotain tunnettua jakau-
maa, kuten Studentin t-jakaumaa. Talléin jakauman simulointia tai historiatietoja tappiois-
ta ei tarvita, vaan voidaan turvautua jakauman tunnettuun tiheysfunktioon p(y). Kaava
hyddyntaa tata tineysfunktiota ja ottaa méaaritelmallisesti odotusarvorﬂ VaR-tason ylit-
tavista tappioista, joten yhteys kaavojen [2.8]ja[2.7] vélilla on selva.

Vakauden lisdksi CVaR:lla on my@s toinen merkittdva ominaisuus: CVaR toteuttaa luvus-
sa[2.2]esitetyt aksioomat, eli se on koherentti riskimitta (Acerbi & Tasche [2002; Rockafel-
lar & Uryasev|2002). Erityisesti, CVaR toteuttaa subadditiivisuuden ehdon, jota VaR ei to-
teuta (Artzner et al.[1999). CVaR:ia voi pitdd myds konservatiivisempana mittana riskille,
kuin VaR:ia, koska kaikille luottamustasoille o patee

CVaR,(x) > VaR,(x),

eli CVaR dominoi VaR:ia (Rockafellar & Uryasev [2002). Lisaksi CVaR ndkee paremmin
tappiojakauman hantaan, silla se ottaa huomioon myds VaR-tason ylittavat tappiot las-
kiessaan niiden odotusarvon. Tasta syysta riskin mittaaminen CVaR:lla toteutetaan yleen-
s kayttden matalampaa luottamustasoa kuin VaR:lla (Anderson et al.|2020): esimerkiksi
Baselin suosituksissa VaR luottamustasolla o = 0.99 korvattiin CVaR:lla ja luottamus-
tasolla o = 0.975 (Basel Committee on Banking Supervision 2013). VaR:n kaytté vaatii
korkean luottamustason, jotta se huomioisi riittavasti kaikkein suurimpia tappioita. Kon-
servatiivisista ominaisuuksista johtuen CVaR:ia voi pitdd myds riskienhallinnan kannalta
perustellumpana mittana kuin VaR:ia.

Jos g(y) kuvaa satunnaisvektorista ¥ riippuvaa suuretta, on tdmén suureen odotusarvo

Elg(y)] = /g(y)py(y)dy,

missé py (-) on satunnaisvektorin tiheysfunktio (katso esimerkiksi Hyvarinen et al. 2001, s.20).
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3. CVAR PORTFOLIO-OPTIMOINNISSA

Luvussa 2 keskityttiin pAdasiassa tydssa kasiteltavien riskimittojen ominaisuuksiin ja niilla
tapahtuvan riskin mittaamisen teoriaan. Riskin mittaaminen on jo itsessaan usein kaytet-
ty sovelluskohde riskimitoille: esimerkiksi institutionaalisilla sijoittajilla voi olla velvoitteita
pitda portfolion riski tietyssa tasossa (Artzner et al.[1999) ja raportoida mitatusta riskista.
Vaikka kyseinen sovelluskohde vaatii epailematta riskimittojen hyddyntédmisté luvussa
kasitellyssa mittaustarkoituksessa, motivoi tilanne myés soveltavampia kayttotarkoituksia
mitoille.

Mikali portfolion riski tulee rajata tiettyyn tasoon, voidaan olettaa ettd hyétyaan maksi-
moiva rationaalinen sijoittaja (lat. homo economicus) pyrkii maksimoimaan tuoton naisséa
rajoissa. Kasitys hy6tydan maksimoivasta rationaalisesta toimijasta on lahtdisin jo John
Stuart Millin (1874) esseesta vuodelta 1836. Vaikka oletus rationaalisista sijoittajista on
mydhemmin kyseenalaistettu esimerkiksi Kahnemanin ja Tverskyn (1979) toimesta, on
taman tydn kannalta perusteltua olettaa riskin ja tuoton vélilla tehtavan paatéksen olevan
hy6tya maksimoiva: oli toimijan kokema hyéty sitten neutraali suhteessa riskiin tai ei. Kos-
ka sadantely ohjaa vahentamaan riskia, voidaan hyddyn maksimointi ymmartaa myds ris-
kin minimoimisena, kun tuotto on rajattu, vaikka sijoittaja itse ei olisikaan riskia kaihtava.
Tama duaalinen muotoilu onkin yleisesti kéytdssa portfolio-optimoinnissa ja sitd hyddyn-
taad myods téssa tydssa tarkasteltava Rockafellarin ja Uryasevin (2000) malli.

Riskimitan soveltavan hyddyntamisen kannalta on keskeista, ettd sen ominaisuudet tuke-
vat sovellustarkoitusta. Portfolio-optimoinnin kannalta eréita keskeisid ominaisuuksia ovat
muun muassa vakaus luottamustason suhteen ja muodostetun optimointiongelman kon-
veksisuus, joka takaa, etté lokaali minimiratkaisu on myés globaali minimi. Tuotto-CVaR-
optimointiongelma toteuttaa ndma ominaisuudet ja se pystytdan usein muotoilemaan te-
hokkaasti ratkaistavaan muotoon, kuten lineaariseksi optimointiongelmaksi (Rockafellar &
Uryasev 2002). Tassa luvussa esitetdan kirjallisuuteen tukeutuen tuotto-CVaR-portfolio-
optimointiongelma edellisessa luvussa tarkastellun tappiofunktion tapauksessa.

Vaikka edella todettiin CVaR:n olevan vakaa suhteessa luottamustasoon, vakaus ei kui-
tenkaan pade itse mittaamiseen. CVaR:ia onkin kritisoitu muun muassa sen herkkyydes-
ta estimointivirheille (Lim et al.|2011). Optimointiin littyvaa vakausongelmaa tarkastellaan
luvun lopussa.
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3.1 CVaR:n minimointi

CVaR:n hyddyntaminen portfolio-optimoinnissa l&hti liikkeelle Rockafellarin ja Uryasevin
(2000) artikkelista "Optimization of Conditional Value-at-Risk". Artikkelissaan he naytta-
vat, ettd CVaR-rajoitteinen optimointiongelma voidaan apufunktion avulla saattaa yksin-
kertaiseen muotoon, jonka ratkaisemisen yhteydesséd saadaan selville myds portfolion
VaR. Artikkelissaan "Conditional value-at-risk for general loss distributions" (Rockafellar
& Uryasev 2002) he yleistavat tulokset diskreeteille jakaumille. Esitetdan naihin artikke-
leihin tukeutuen CVaR-minimointiongelma ensin yleiselle tappiojakaumalle.

Tarkastellaan optimointiongelmaa, jossa tarkoituksena on minimoida CVaR. Formaalisti
ongelma voidaan esittdd muodossa

min CVaR,(x),

zeX

eli tavoitteena on valita kaikista joukon X vaihtoehdoista se paatés x*, joka minimoi
CVaR:lla luottamustasolla o mitatun riskin suuruuden. Suoraan luvussa esitettyjen
CVaR:n méaritelmien avulla tapahtuva minimointi olisi kuitenkin teknisisté syista haasta-
vaa, joten maaritelladn apufunktio, jonka avulla saatetaan ongelma helpommin ratkaista-
vaan muotoon. Rockafellarin ja Uryasevin (2002) mukaan CVaR luottamustasolla « voi-
daan esittdd muodossa

CVaR,(x) = mcin F,(x,(), (8.1)

missa apufunktio on

Fu(@,0) = ( + —— E{[f(z.y) — ]*}. (3.2)

11—«

Funktio [-]* pitda positiiviset arvot ennallaan ja muuttaa negatiiviset nollaksi, eli [t]T =
max{0, ¢}. Koneoppimisen yhteydessé kyseinen aktivointifunktio tunnetaan nimella tasa-
suuntaaja (engl. rectifier) (Glorot et al. 2011). Kaavassa esitetty muoto CVaR:lle on
tarpeellinen, koska nyt CVaR:n maarittely ei enaa tapahdu VaR:n avulla, vaan se saavu-
tetaan muuttujan ¢ suhteen aarellisen ja muuttujien ¢ seka x suhteen konveksin apufunk-
tion minimiarvona. Liséksi VaR:lle patee

VaR, (x) = joukon arg min F,(x, () vasen &éripiste, (3.3)
¢

eli se on ensimmainen kohta, jossa apufunktio saavuttaa pienimman arvonsa, eli CVaR:n.
Suora méaritelmallinen seuraus kaavoista [3.1]ja[3.3|on, etta

CVaR,(x) = F, [z, VaR,(x)]

(Rockafellar & Uryasev|2002). Tassa kappaleessa mainitut tulokset muodostavat yhdessé
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keskeisen pohjan optimointiongelman muotoilulle. Kyseisten tulosten todistukset sivuute-
taan tassa tydssa, mutta erityisesti konveksisuus on seuraus oletuksesta, etta f(x, y) on
konveksi paatésvektorin suhteen ja darellisyys siitd, etta tappiot eivat voi olla darettdmia.
Todistukset |6ytyvat Rockafellarin ja Uryasevin (2002) artikkelista.

Rockafellarin ja Uryasevin (2000) tarked l6ydds on, ettd CVaR:n minimointi paatés-
vektorin & suhteen voidaan muuttaa apufunktion minimoimiseksi kaikkien yhdistelmien
(x,¢) € X x R suhteen, eli

in CVaR,(x) = in F,(x, (). 3.4
Imnelgil 2 (m) (:c,glegglxR (m Q) ( )
Tulos on suora seuraus kaavassa esitetystd CVaR:n maarittelystd apufunktion
avulla: CVaR on apufunktion minimi muuttujan ¢ suhteen, joten CVaR:n minimi paatos-
vektorin suhteen on apufunktion minimi sekd paatésvektorin, ettd muuttujan ¢ suhteen.
Toisin sanoen, apufunktion minimoivalle pisteelle (x*, (*) patee

(x*, (") € argmin F,(x,() <= x* € argmin CVaR,(x), (" € argmin F,(x", (),

(x,)eXXR zeX CeR
eli kyseinen paatésvektori minimoi mydés CVaR:n ja (* apufunktion, kun paatésvektori on
vakio (Rockafellar & Uryasev [2002). Tasta syysta voidaan suoraan operoida apufunktiota
ja minimiratkaisun 16ytyessa tiedetaan, etta kyseinen ratkaisu minimoi myds CVaR:n. Ha-
vainto on merkittava, silld apufunktion minimointi ei vaadi jokaisen paatdsvektori-CVaR-
yhdistelman ratkaisemista, kuten suora CVaR:n minimointi vaatisi, vaan voidaan minimoi-
da numeerisesti huomattavasti kevyempi, konveksi apufunktio. Kyseessé on stokastinen
optimointiongelma, koska apufunktio [3.2] sisaltda odotusarvo-operaattorin, mutta konvek-
sisuus pitda ongelman helposti ratkaistavana (Rockafellar & Uryasev 2000). Ratkaisun
I6ytyessa, sitd vastaavat CVaR ja VaR saadaan suoraan selville kaavojen [3.1]ja[3.3| avul-
la.

3.2 Muotoilu lineaariseksi optimointiongelmaksi

Kaavassa[3.4] esitetty muotoilu CVaR:n minimointiin ei ole viela suoraan kaytettavissa op-
timoinnissa, koska apufunktion méaaritelm& sisaltdd odotusarvo-operaattorin. Mikali
satunnaisvektori y noudattaa jatkuvaa jakaumaa, jonka muoto tunnetaan, voidaan odo-
tusarvo ratkaista analyyttisesti, kuten kappaleessa [2.3] Tall6in apufunktio saa Rockafel-
larin ja Uryasevin (2000) mukaan muodon

1
l—«o

Fae) === [ fley) = Q") ©5)

Kaytanndssa jakaumaa ei usein tunneta ja yksinkertaiset jakaumaoletukset eivat ole
perusteltuja, esimerkiksi portfolion komponenttien riippuvuussuhteiden vuoksi. Talléin
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odotusarvoa joudutaan approksimoimaan esimerkiksi simuloimalla satunnaisvektorin y
jakaumaa. Tuloksena saadaan joukko yi,¥ys, ..., yny Satunnaisvektoreita, joiden avulla
odotusarvoa voidaan approksimoida kayttden otoskeskiarvoja saadaan apufunktiolle
approksimaatio

Fu(@,Q) = C+ m S ) — ¢, (3.6)

k=1
missa /N on simuloitujen satunnaisvektorien maara (Rockafellar & Uryasev 2000). Suur-
ten lukujen lain mukaan approksimaatio ﬁa(-) konvergoi kohti todellista apufunktion
arvoa, kun otoskoko NV kasvaa riittdvan suureksi (Zhu & Fukushima 2009).

Approksimaatiosta on helppo néhd4, etta se on Idhes lineaarinen tappiofunktion f(-) suh-
teen: erotukset f(x, yx) — ¢ vain skaalataan nolliksi, mikali tappio ei ylita tarkasteltavaa
rajaa (. Edelleen approksimaatio pysyy lahes lineaarisena paatdsvektorin  suhteen,
mikéli tappiofunktio on lineaarinen paatdsvektorin suhteen. Luvussa [2.1] maariteltiin tés-
sé tydssa tarkasteltava yksinkertainen tappiofunktio vektoritulona f(x,y) = —x’y =
—(z1y1 + T2y2 + - - - + T, Yn), joka on lineaarinen, joten myds approksimaatio pysyy
Iahes lineaarisena. Kyseisella tappiofunktiolla approksimaatio saa muodon

N
1
Fo(,0) = ¢+ == > [~z"yp — (], (3.7)
N(1—a«) ;
joka on konveksi funktio (Rockafellar & Uryasev 2000), mutta ei vield lineaarinen, koska
kaavassa esiintyy aktivointifunktio [-]*. Funktion[3.7] minimointi voidaan kuitenkin muuttaa
lineaariseksi optimointiongelmaksi muuttujien x ja ¢ suhteen, kun merkataan [—x 7y, —
¢]* = uy ja asetetaan rajoitteet

(3.8)
iy, +(+u, >0, VEe{l,...,N}

(Rockafellar & Uryasev 2000), jotka yhdessé apumuuttujavektorin u € RY elementtien
uy, avulla replikoivat epélineaarisen aktivointifunktion [-]* toiminnan: jalkimmaéinen rajoi-
te rajaa apumuuttujan arvot vahintdan yhta suuriksi funktion [-]* argumentin kanssa ja
ensimmainen rajoite takaa, etteivat ndma arvot ole negatiivisia.

Kaavassa [3.8 esitetyt rajoitteet liittyvat CVaR:n minimoinnin yksinkertaistamiseen, mutta
varsinainen tuotto-CVaR-portfolio-optimointi sisaltdd my6és muita rajoitteita. Jos paatds-

"Funktion f odotusarvon harhaton estimaattori on otoskeskiarvo

1 N
Blf) = 5 22 /),

missa y; on satunnaismuuttujan simuloitu arvo ja N simulointien méara (katso odotusarvon simuloinnista
esimerkiksi Hastings [1970).
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vektori @ tulkitaan osakkeille annettuina painoina, eli prosentuaalisina osuuksina koko

portfolion arvosta, niin saadaan paatosvektorille = (1, xo, . . ., z,,) joukkoa X rajaavat
ehdot
x; > 0, Vie{l,...,n
{ ! (3.9)
YT =1,

eli positioiden tulee olla positiivisia saatavilla oleviin kohteisiin, ja niiden tulee yhdessa
muodostaa koko portfolio. Lisaksi vaaditaan vield alaraja portfolion tuotolle, koska tuotto-
riski-optimointi on usean tavoitteen optimointiongelma, mikd ei ratkea yksikasitteisesti:
kuten jo tydn johdannossa todettiin, tuoton maksimointi ja riskin minimointi ovat mark-
kinoilla ristiriitaiset tavoitteet. Rockafellar ja Uryasev (2000) esittavat tuoton rajaamisen
pienimpaan hyvaksyttavaan portfolion tuottoon R, jolloin saadaan rajoite-epayhtald

'y — R >0, (3.10)

missad y on otoskeskiarvovektori simuloiduista tuotoista. Tallin hyvaksyttéavien portfo-
lioiden odotusarvon 7y tulee olla vahintddn R. Rajoitteet ja ovat lineaari-
sia, joten alkuperdinen ongelma sailyy lineaarisena. Nyt lineaarinen odotusarvo-CVaR-
portfolio-optimointiongelma voidaan kokonaisuudessaan esittda kaavojen B.9ja
avulla muodossa

N

i C+ ;)Zuk, @.11)

(,¢u)EXXRXRN N1-a« p

siten etta: xly, +CH+u >0, Vke{l,... N},
ng— R >0,

n
E T; = 1,
i=1

IZZO, V’iE{l,...,n},
ug > 0, \V/k?E{l,...,N},

missd minimoitava funktio on saatu sijoittamalla apumuuttuja kaavaan Koska
koko ongelma voidaan esittda parametriensa suhteen lineaarisesti, voidaan ratkaisemi-
seen kayttda tehokkaita lineaaristen ongelmien ratkaisumenetelmia, kuten Karmarkarin
(1984) sisapistealgoritmia tai duaali-simplex-menetelmaa, jotka ovat toteutettuna esimer-
kiksi Matlabissa.

Ongelman ratkaisu on tuotto-riski-nakékulmasta pareto-optimaalinen, eli se tarjoaa anne-
tuilla tiedoilla muodostetun tuotto-CVaR-yhdistelmén, jota parempaa yhdistelméa ei mah-
dollisten portfolioiden joukosta I6ydy. Toisin sanoen, ei ole olemassa portfoliota, jolla olisi
yhtéd hyva tuotto ja matalampi CVaR tai parempi tuotto ja yhtd hyva CVaR, kuin ratkai-
suportfoliolla. Kaytdnnbssa odotetulle tuotolle asetettu alaraja takaa, etta ratkaisu
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minimoi riskin, kun odotetun tuoton taytyy olla tietyn suuruinen. Taten muuttamalla odo-
tetun tuoton alarajaa R, saadaan uusia ratkaisuja painoille x, joiden riski on kdantaen
verrannollinen alarajaan R: talla tavalla saadut ratkaisut ovat kaikki pareto-optimaalisia ja
ne muodostavat niin sanotun tehokkaan rintaman saatavilla oleville portfoliovaihtoehdoil-
le. Odotettavaa on, etta tuoton alarajan ollessa riittdvan suuri, ei epayhtélén [3.10] toteut-
tavaa ratkaisua x enaa I6ydy, koska tuottojen otoskeskiarvovektorin y kaikki elementit /;
ovat pienempid, kuin vaadittu tuotto R.

Vaikka tassé luvussa esitetyssa portfolio-optimointiongelman muotoilussa tehdaan mel-
ko eparealistisia oletuksia, kuten jatetdan riskittéman koron vaikutus huomioimatta, apu-
funktion approksimointiin kaytettdvd menetelméa|[3.6|ei ole riippuvainen naista oletuksista.
Esimerkiksi riskiton korko sijoituskohteena voidaan huomioida tappiofunktiolla

f(w’ y) = _[mTy + Tf(l - wTe)]’

missa r ¢ on riskiton korkotaso ja e yksikkOvektori (Lotfi & Zenios 2018). Apufunktion hyd-
dyntaminen yleistyy my6s muille portfolio-optimoinnin tyypeille, joille on muodostettavis-
sa tappiofunktio f(x,y), kuten johdannaisportfolioille (Rockafellar & Uryasev 2000) ja in-
deksin replikointiin (Rockafellar & Uryasev|2002). Apufunktion[3.6]avulla CVaR:ia voidaan
kayttad optimointiongelmissa kohdefunktion liséksi myés rajoitteena (Rockafellar & Ury-
asev [2002). Ongelmien tarkempi muotoilu ja ominaisuudet, kuten konveksisuus tai line-
aarisuus, riippuvat asetetuista rajoitteista ja tappiofunktion muodosta. Varsinainen haaste
CVaR-optimoitujen portfolioiden hyddyntdmisessa on kuitenkin ratkaisujen kayttaytymi-
nen optimointiin k&ytetyn datan ulkopuolella. Tat4 ongelmaa tarkastellaan seuraavaksi.

3.3 Ratkaisun epavakaus

Taloudellisesta ndkdkulmasta tiedon puute ja epavarmuus eivat ole sama asia, silla tiedon
puute aiheuttaa mittausvirhetta, kun taas epavarmuus liittyy satunnaisen ilmién maaritte-
lemattdmaan jakaumaan: Knight (1921) teki eron kasitteiden vélille jo viime vuosisadan
alussa. Maaritelmat eivéat ole yksikasitteisia ja Lotfi sekd Zenios (2018) huomauttavatkin,
ettd optimointia kasittelevassa kirjallisuudessa kaytetdan epavarmuudesta usein termia
uncertainty, vaikka tarkoitetaan Knightilaisessa mielessa termia ambiguity. Tassa tydsséa
epavarmuus ei tarkoita parametrien mittausvirheesta aiheutuvia ongelmia, joita voidaan
pienentaa tarkemmilla estimointimenetelmilld ja suuremmalla otoksella, vaan koko toden-
nakoisyysmallin muotoon liittyvdd monitulkintaisuutta.

Portfolio-optimoinnin ndkdékulmasta epavarmuutta tai tiedon puutetta ei olisi, jos tuotot ge-
neroiva jakauma tunnettaisiin taysin, eli satunnaisvektorin y jakauman todellinen muoto
tiedettéisiin. Riski olisi silti olemassa, koska y on satunnainen, ja taten sen yksittaista
realisoituvaa arvoa ei voida varmuudella tuntea. Tiedon puutteen tapauksessa jakauman
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maarittelevia parametreja ei enda tunneta tarkasti vaan, ne ovat satunnaismuuttujia, mut-
ta tilanne ei viela sisalla epdvarmuutta. Jos data sisaltda myds epavarmuutta, jakaumaa
ei edes voida tuntea, vaan se vaihtelee esimerkiksi tietyissa rajoissa parametriensa suh-
teen ja saattaa muuttaa muotoaan taysin. Knightin (1921) mukaan markkinadata sisaltaa-
kin juuri epavarmuutta. Portfolio-optimoinnin kannalta seké tiedon puute etta epavarmuus
ovat ongelmallisia, koska ne heikentavat optimointiin kdytetyn tiedon edustavuutta suh-
teessa markkinoiden kayttaytymiseen kyseisen tietojoukon ulkopuolella, eli aiheuttavat
ratkaisuiden epdvakautta.

Tahan asti tydssa kasitellyt asiat ovat liittyneet CVaR:iin perustuvaan riskin maarittele-
miseen, mittaamiseen ja minimointiin. Edellisesséa luvussa johdetun optimointiongelman
kaytannon hyddyntamisessa on kuitenkin huomioitava markkinadataan liittyvat realitee-
tit, kuten epavarmuus, joille kaikki tuotto-riski-muotoiset optimointiongelmat ovat alttii-
ta. CVaR:n kannalta ongelma on erityisen merkittava, silla se ei ole riskimittana vakaa
(engl. robust) suhteessa pieniin muutoksiin sen arvioinnissa kaytetyssa datassa (Kou et
al. 2013): koska optimoinnissa minimoidaan CVaR:lla mitattua riskia, on epavakaus myds
optimoinnin ongelma. Liséksi portfolio-optimointiongelmat ovat yleisesti herkkid epéavar-
muudelle jakauman parametreissa (Black & Litterman 1992; Goldfarb & lyengar 2003}
Delage & Ye [2010), joten ratkaisun epavakaus on tuotto-CVaR-portfolio-optimoinnissa
merkittdva ongelma (katso esimerkiksi Kaut et al. 2007} Lim et al.|2011).
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4. RATKAISUN VAKAUTTA PARANTAVAT MENETELMAT

Tasséa luvussa esitetddn kirjallisuuskatsauksessa léytyneet vaihtoehdot tutkimusongel-
man, eli tuotto-CVaR-optimoinnin epavakauden, ratkaisemiseksi. Kasiteltavat artikkelit
on rajattu hakusanoilla 16ytyneestd laajemmasta joukosta ja niitd kasitelladn vain tyén
laajuuteen ja tuotto-CVaR-malliin tehtyihin rajauksiin ndhden mielekkaassa laajuudessa.
Aineiston ja tydn rajauksista tarkemmin luvussa(i]

Kirjallisuuskatsauksessa ldytyneet Iahestymistavat optimoinnin vakauden parantamiseen
voidaan karkeasti jakaa kolmeen ryhmaéan: ongelmaa muokkaaviin menetelmiin, tappioja-
kauman simuloimista kasitteleviin menetelmiin ja naita yhdisteleviin menetelmiin. Jako ei
ole taysin yksikasitteinen ja esimerkiksi optimointiongelman muokkaukseen keskittyvas-
sé artikkelissa saatetaan ottaa empiirisessa osiossa kantaa myés simuloinnin toteuttami-
seen. Seuraavaksi kasiteltdvat menetelmét onkin jaettu tiivistelman perusteella kyseisiin
ryhmiin, mutta jaon voisi tehda perustellusti myds jollain muulla tavalla.

4.1 Ongelmaa muokkaavat menetelmat

Ongelmaa muokkaavissa menetelmissd muutetaan luvussa esitettya tuotto-CVaR-
optimointiongelmaa minimoitavan funktion, rajoitteiden tai molempien osalta siten, etta
optimiratkaisut sietéisivat datassa olevaa epavarmuutta. Kirjallisuuskatsauksen perus-
teella tdma on tutkituin 1&hestymistapa tuotto-CVaR-optimoinnin vakauden parantamisek-
si ja erityisesti robustin optimoinnin menetelméat korostuvat myds yhdistelmamenetelmis-
sa. Tarkastellaan seuraavaksi katsauksessa l6ytyneita robustin optimoinnin ja koneoppi-
misen menetelmia.

4.1.1 Robusti optimointi

Useissa kaytdnndn paatdksentekotilanteissa, liittyivatpa ne sitten rakenteiden suunnitte-
luun tai portfolion muodostamiseen, voidaan ongelma esittdd satunnaisen komponentin y
ja paatéskomponentin  avulla. Ongelma voidaan ratkaista stokastisen optimoinnin me-
netelmin, kuten luvussa [3.2] esitetdan, mikali satunnaisuuden muoto, eli jakauma, tunne-
taan taysin. Usein jakaumaa ei kuitenkaan tunneta eksaktisti ja vaikka tunnettaisiin, me-
netelmaé ei voida valttamatta toteuttaa tdsmalleen optimiratkaisun & vaatimassa muo-
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dossa (Ben-Tal & Nemirovski[1998). Epavarmuudesta johtuen ratkaisu ei ole valttamatta
todellisuudessa kaypalla alueella: ratkaisuportfolio esimerkiksi rikkoo asetettua tuottovaa-
timusta. Robusti optimointi pyrkii ratkaisemaan tdman ongelman tilanteessa, jossa epa-
varmuus voidaan rajata tietylle alueelle, eli epdvarmuusjoukkoon (Ben-Tal & Nemirovski
1998).

Robusti optimointi on siis mallinnusmenetelma optimointiongelmien kasittelyyn, missa op-
timoinnissa kaytettavaan dataan liittyy epavarmuutta ja epavarmuus voidaan rajata tiet-
tyyn joukkoon (Ben-Tal & Nemirovski 2002). Menetelmé&ssa olennaisia kysymyksia ovat,
mitd parametreja epavarmuus koskee ja miten niitd vastaava epavarmuusjoukko tulisi
muodostaa. Ben-Tal et al. (2013) vastaavat jalkimmaiseen kysymykseen todeten, ettd
epavarmuusjoukon tulisi olla sopusoinnussa kaiken parametreista saatavilla olevan tie-
don kanssa. Lisaksi joukon tulisi olla heidan mukaansa tilastollisesti mielek&s ja sen avul-
la muodostetun optimointimallin ajallisesti ratkaistavissa oleva, tarkoittaen polynomista
aikakompleksisuutta. Kéytanndssa parametrien ja epavarmuusjoukkojen muotoilun suh-
teen voidaan tehd& hyvinkin erilaisia valintoja, mik& nakyy hauilla 16ytyneissa artikkeleis-
sa. Moninaisuudesta huolimatta, menetelmat voidaan lukea osaksi robustin konveksin
optimoinnin menetelmia, jotka saivat l1ahtélaukauksen Ben-Talin ja Nemirovskin (1998)
artikkelista.

Aineiston perusteella voidaan sanoa, ettd robustin optimoinnin soveltaminen tuotto-
CVaR-ongelmiin on lahtenyt liikkeelle Zhun ja Fukushiman (2009) artikkelista, jossa he
esittdvat huonoimman tapauksen CVaR (engl. worst-case CVaR, WCVaR) riskimitan.
He olettavat, ettd datan generoiva jakauma p(-) kuuluu epévarmuusjoukkoon P, jolloin
WCVaR voidaan CVaR:n avulla esittdd muodossa

WCVaR, = sup CVaR, (),

p(-)€EP

eli satunnaisvektorin y mahdollisista jakaumista huomioidaan pienimman yléarajan sup{-}
tuottava jakauma CVaR:n ratkaisemisessa. Toisin sanoen, epavarmuuden vallitessa WC-
VaR antaa epavarmoista vaihtoehdoista suurimman mahdollisen riskin arvon, miké tekee
mitasta melko konservatiivisen. Zhu ja Fukushima (2009) osoittavat, ettd mydés WCVaR
on koherentti riskimitta, joten CVaR:n tarkeasta edusta ei jouduta tinkimaan. Huang et
al. (2010) taas esittavat artikkelissaan suhteellisen robustin CVaR (relative robust CVaR,
RCVaR) mitan, jossa ideana on huomioida myés parhaat mahdolliset jakaumat epéavar-
muusjoukosta. Menetelma auttaa vahentdamaan WCVaR:n merkittdvaa konservatiivisuut-
ta, mutta se ei ole koherentti (Huang et al. [2010) ja ei ole saavuttanut kirjallisuudessa
vastaavaa suosiota, kuin WCVaR.

Robustia optimointia kasittelevat, kirjallisuuskatsauksessa |6ydetyt artikkelit ovat taulu-
kossa [4.1] Artikkeleista 16ytyy kolme lahestymistapaa epdvarmuuden késittelemiseen:
Ensimmainen vaihtoehto on, etta tuotot generoiva jakauma voi olla jokin tunnettujen ja-
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kaumien konveksi yhdistelma, jolloin tunnettujen jakaumien uskottavuusfunktioiden avulla
muodostetaan WCVaR-ongelma. Toinen vaihtoehto on, etta tuotot generoivan jakauman
parametreihin, kuten odotusarvoon ja varianssiin liittyy epavarmuutta. Kolmas vaihtoeh-
to on, ettéd datan generoivasta jakaumasta on vain simulointitulos, jonka muotoon liittyy
epavarmuutta.

Taulukko 4.1. Robustin tuotto-CVaR-optimoinnin menetelmét

Huomioitava epavarmuus Muoto
RCVAR
Huang et al. (2010) Tunnettujen jakaumien yhdistelma
WCVAR

Zhu ja Fukushima (2009) Tunnettujen jakaumien yhdistelm& Laatikko
Diskreetin jakauman todenndkéi- Elliptinen

syyksissa
Chen et al. (2011) Jatkuvien jakaumien joukko
Lotfi ja Zenios (2018) Diskreetissd jakaumassa, odo- Elliptinen
tusarvoissa ja kovarianssimatriisis- Polytooppi
sa
Van Parys et al. (2019) Jatkuvien jakaumien joukko Jakauma on yk-
sihuippuinen tai
monotoninen
Liu et al. (2019) Odotusarvoissa ja kovarianssimat-
riisissa
Du et al. (2020) Diskreetin jakauman todenndkéi- Kartiomainen
syyksissa

Zhu ja Fukushima (2009) esittavat artikkelissaan tunnettujen jakaumien konveksiin yh-
distelmaan pohjautuvan WCVaR-optimointiongelman, missa epavarmuusjoukko P koos-
tuu siis tunnettujen jakaumien, jatkuvien tai diskreettien, uskottavuusfunktioista. Vaik-
ka menetelmassa implisiittisesti oletetaan, ettd epavarmuusjoukon muodostavien jakau-
mien parametrit tunnetaan, niin Lotfi ja Zenios (2018) huomauttavat, etta silla voitaisiin
approksimoida myds momentteihin liittyvda epavarmuutta Marronin ja Wandin kernel-
estimaattituloksiin nojautuen.

Jakaumien konveksin yhdistelman erikoistapaus on, etta jakaumia tarkastellaan erillaan,
jolloin epavarmuusjoukko P koostuu esimerkiksi ristiriitaisista ennusteista tulevalle tuotto-
jen jakaumalle. Huang et al. (2010) esittavat taman ongelman RCVaR mitalle, ja toteavat
menetelman soveltuvan esimerkiksi useiden asiantuntija-arvioiden huomioimiseen port-
foliovalinnassa. Chen et al. (2011) taas tarkastelevat yleistetympaa tilannetta esittaen ro-
bustin CVaR ongelman tilanteessa, jossa epavarmuusjoukko P sisaltaa kaikki jakaumat,
joiden odotusarvovektori on p ja kovarianssimatriisi I', eli tuottojen jakaumasta tunne-
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taan kaksi ensimmaistd momenttia tarkasti. Van Parys et al. (2019) toteavat, etta vain
kahden ensimmaisen momentin asettaminen vakioiksi johtaa usein hyvin laajaan epa-
varmuusjoukkoon, joka sisdltda eparealistisia jakaumatapauksia. He esittavatkin, miten
kyseista joukkoa voi rajata sisallyttamalla malliin rakenteellista tietoa jakaumasta, kuten
yksihuippuisuuden tai monotonisuuden.

Toista aineistosta 10ytynytta epavarmuuden kasittelytapaa, eli tuotot generoivan jakau-
man momentteihin siséltyvaa epavarmuutta, kasittelevat Lotfi ja Zenios (2018) seka Liu
et al. (2019). Chen et al. (2011) ja Van Parysin et al. (2019) malleihin verrattuna ase-
telma on erilainen, koska nyt odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi eivat ole vakioituja,
vaan ne sisaltavat epavarmuutta ja niille muodostetaan yhteinen epavarmuusjoukko. Esi-
merkiksi Lotfi ja Zenios (2018) kasittelevat ellipsoidin muotoista epavarmuusjoukkoa, joka
huomioi odotusarvojen ja kovarianssien mahdollisen yhteisvaihtelun. Heidan muodosta-
massaan ongelmassa huomioidaan myds jakauman epavarmuus ja se onkin epavarmuu-
den osalta yleistetyin kirjallisuuskatsauksessa lI6ytynyt WCVaR-malli, jolle esitetdédn eks-
plisiittinen muotoilu. He tosin olettavat, etté tappiofunktio on lineaarinen, mutta kyseinen
oletus patee tassa tydssé kasiteltyyn tappiofunktioon.

Kolmas aineistosta 16ytynyt tapa kasitella epavarmuutta robustissa optimoinnissa on muo-
dostaa epavarmuusjoukko simulointituloksille. Zhu ja Fukushima (2009) tarkastelevat si-
muloidun jakauman todennakdisyyksiin liittyvaa epavarmuutta, jolloin yksittaista simuloin-
titulosta y; vastaa apufunktiossa [3.6 esitetyn vakiotodennédkoisyyden 1/N sijaan yksi-
I6llinen todenn&kodisyys Plyx] = 7. He nayttavat, ettd todennakoisyyksien rajaaminen
ellipsoidiseen tai laatikon muotoiseen epavarmuusjoukkoon johtaa lineaariseen WCVaR-
optimointiongelmaan tai muuhun helposti ratkaistavaan konveksiin ongelmaan, mikali tap-
piofunktio on lineaarinen: tosin he toteavat, etta erityisesti ellipsoidisen epavarmuusjou-
kon parametrien maarittely on kdytadnndssa haastavaa. Du et al. (2020) muodostavat kar-
tiomaisen (engl. conic) epavarmuusjoukon simuloitujen tuottojen ymparille. Zhun ja Fu-
kushiman (2009) sek& Dun et al. (2020) lahestymistavat voisivat sopia tilanteisiin, joissa
optimointiin halutaan ké&yttaa vain saatavilla olevaa dataa, eika oteta kantaa tuotot gene-
roivan jakauman ominaisuuksiin.

4.1.2 Koneoppimismenetelmat

Koneoppiminen kasittda useita eri menetelmékokonaisuuksia, joille yhteistd on koneen
kehittyminen suorittamassaan tehtédvassa tietoa hyédyntamalla (Jordan & Mitchell|2015).
Koneoppimisella ja tuotto-CVaR-optimoinnilla on muutakin yhteista, kuin tiedon hyddyn-
taminen parhaan ratkaisun etsimisessa: myds koneoppimisessa sietokyky datan sisal-
tamille virheille ja ratkaisuiden yleistyminen datan ulkopuolelle ovat keskeisia haasteita
(Jordan & Mitchell 2015). Taulukossa [4.2] esitetaan kirjallisuuskatsauksessa l6ytyneet ar-
tikkelit, joissa hyédynnetddn koneoppimisessa kaytettyja menetelmia datan ulkopuolisen
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suorituskyvyn parantamiseen.

Taulukko 4.2. Koneoppimismenetelmia hyddyntavét tuotto-CVaR-optimointimallit

Menetelmét Tavoite

Still ja Kondor (2010) SVM-muotoilu Lisata hajauttamista vahentamalla mallin
L2-normi kapasiteettia

Ban et al. (2018) PBR Vahentdd erityisen hyvin suoriutuvien
Ristiinvalidointi kohteiden merkitysta ratkaisussa

Still ja Kondor (2010) esittavat paatésvektorin & L2-normin, eli nelibsumman

n

) =) o

lisdédmistd minimoitavaan lausekkeeseen [3.11] ja lausekkeen muun osan kertomista va-
kioparametrilla. Nain muodostettu ongelma on heidan mukaansa lahes samanlainen, kuin
tukivektorikone (engl. support vector machine) v-SVM. He toteavat, ettd normi lausek-
keessa auttaa vakauttamaan ratkaisua, koska se vahentda mallin kapasiteettia, asettaen
paineen elementeille x; olla suurempia kuin nolla. TAma hajauttaa portfoliota ja vaikutus-
ta kontrolloidaan muun lausekkeen vakioparametrilla. He esittavat, ettd muitakin normeja
kuten L1, eli itseisarvojen summa, voitaisiin kdyttda lausekkeessa, mutta niiden vaikutus
ei valttamatta olisi vakautta lisdava. Lisaksi he muistuttavat, ettd vakioparametrin asetta-
minen on uusi ongelma, minké& ratkaisemista he eivét tarkastele syvemmin.

Ban et al. (2018) lahestyvat vakauden parantamista varianssin pienentamisen nakokul-
masta. He lisdavat ongelman muotoiluun rajoitteet tuoton ja CVaR:n otosvariansseille se-
k& esittavat ristiinvalidointiin (engl. cross validation) pohjautuvan algoritmin naiden rajoit-
teiden asettamiseen. Rajoitteiden avulla he pyrkivat vahentdmaan otoksessa olevien aa-
ripdiden vaikutusta optimiratkaisuun, mika heidén mukaansa parantaa ratkaisuiden kayt-
taytymistd myos otoksen ulkopuolella. He kutsuvat menetelmaa suorituskykypohjaisek-
si saantelyksi (engl. performance-based regularization, PBR) ja osoittavat, etta sille 16y-
tyy vastaava robusti ongelma, ellipsoidien muotoisilla epavarmuusjoukoilla odotusarvoille
ja kovarianssimatriisille. Lisaksi he tarkastelevat paatosvektorille asetettujen L1- ja L2-
normin rajoitteiden vaikutusta menetelmaan, mutta he eivat havaitse niilla merkittavasti
suorituskykya parantavaa vaikutusta.

Tuotto-CVaR-optimoinnin kannalta Banin et al. (2018) artikkelissa esitetdan myds eras
keskeinen todistus: he osoittavat, ettd kaytettdessa apufunktion approksimaatiota
optimointiongelman minimoiva vektori &* konvergoi otoskoon kasvaessa todelliseen ar-
voonsa. Taten kyseinen estimaattori on harhaton. Yleisesti portfolio-optimoinnin haaste
kuitenkin on, ettd saatavilla oleva data on parhaimmillaankin melko suppeaa verrattuna
mahdollisten kohteiden x; maaraan n, ja siksi optimoinnin vakaus karsii (Still & Kondor
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2010). Ban et al. (2018) eivat pystykdan osoittamaan tilastollisesti merkitsevaa eroa me-
netelmansa ja luvussa[3.2] esitetyn perusmuotoisen tuotto-CVaR-menetelmén suoritusky-
vyn vdlille, kun valittavien kohteiden mééaraé kasvatetaan.

4.2 Menetelmat skenaarioiden muodostamiseen

Edella kasitellyt menetelméat tuotto-CVaR-portfolio-optimoinnin vakauttamiseen keskitty-
vét luvussa [3.2] esitetyn optimointiongelman uudelleenmuotoiluun, esimerkiksi uuden ris-
kimitan tai lisattyjen rajoitteiden avulla. Mallin liséksi portfolio-optimoinnissa on kuitenkin
myds toinen keskeinen elementti, optimoinnissa kaytettava tieto, jota taulukossa 4.3 esi-
tettavat menetelméat hyddyntavat.

Taulukko 4.3. Skenaarioiden muodostamista kdsittelevat menetelmét

Menetelma Tavoite

ERILLISMENETELMAT

Topaloglou et al. (2002) PCA Hyddyntaa tarkeimpia korre-
laatiorakenteita

Ponomareva et al. (2015)  Momentteja vastaava Simulointi noudattaa maarat-
skenaario tyja momentteja

YHDISTELMAMENETELMAT

Zhu et al. (2014) Sekoitemalli ja WCVaR  Tunnettujen jakaumien yhdis-
telméan arviointi ja vakautus

Kakouris ja Rustem (2014) Copulat ja WCVaR Tuottojen riippuvuuksien mal-
lintaminen
Goel et al. (2019) Aikasarjamalli, copulat Tuottojen aikasarjojen ja riip-
ja MCVaR puvuuksien mallintaminen

Tassa luvussa kasiteltavat menetelmat keskittyvat malleille sydtettavan tiedon muodosta-
miseen ja kasittelyyn, jakaumista tehtyjen oletusten ja markkinahavaintojen perusteella.
Menetelmét on jaettu tiedon késittelya tarkasteleviin erillismenetelmiin, seka sitd mallin
muokkaukseen yhdisteleviin yhdistelmdmenetelmiin.

4.2.1 Erillismenetelmat

Topaloglou et al. (2002) Iahestyvat skenaarioiden, eli otantojen muodostamista puhtaasti
historiallisten tuottojen avulla. Hyddyntden padkomponenttianalyysia (engl. principal com-
ponent analysis, PCA) he pyrkivat tunnistamaan kohteiden tuotoista merkittavimmat kor-
relaatiorakenteet muiden kohteiden kanssa ja kayttamaan niitd hyddyksi simuloitavien
skenaarioiden muodostamisessa. PCA:ssa ideana on tunnistaa datalle lineaaritransfor-
maatio, joka muuttaa sen korreloimattomaksi vektoriksi, mika kaytanndssa tapahtuu rat-
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kaisemalla datan kovarianssimatriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit. Nyt korreloimatto-
man vektorin suurinta vaihtelua selittavat pddkomponentit saadaan suurimpia ominaisar-
voja vastaavien ominaisvektorien avulla. (Topaloglou et al. 2002) He valitsevat padkom-
ponenteista eniten datan vaihtelua selittavat komponentit ja muodostavat niille historialli-
sen datan perusteella otokset. Kayttamalla paddkomponenttien otoksia he voivat simuloida
uutta dataa, jolla on samat keskeisimmat korrelaatiorakenteet, kuin historiallisella datal-
la. Vaikka Topaloglou et al. (2002) kayttavat menetelmaa portfolion valuuttasuojauksen
yhteydessa, voisi sita kayttdad myds muiden useita arvopaperityyppeja sisaltavien portfo-
lioiden kanssa.

Toisinaan voidaan perustellusti tehda oletuksia datan generoivan jakauman ominaisuuk-
sista: esimerkiksi tuottojen odotusarvot ja kovarianssimatriisi saatetaan tuntea historial-
lisen tiedon perusteella tarkasti. Liséksi tietoa voi olla myds jakauman korkeammista
momenteista, kuten vinoudesta, jonka tiedetdan markkinatuotoissa olevan tyypillises-
ti tappiopainotteinen. Naitd tietoja voidaan hyddyntdd optimoinnissa maaritteleméatta
yhteisjakauman muotoa tarkemmin, jos voidaan muodostaa skenaarioita, jotka nou-
dattavat maarattyja momentteja. Ponomareva et al. (2015) esittdvat menetelmén, jolla
voidaan muodostaa tasmallisesti maarattyja odotusarvoa ja kovarianssimatriisia seka
keskimaaraista vinoutta ja huipukkuutta vastaavia skenaarioita tuottojen yhteisjakau-
masta. Heidan mukaansa menetelma vaikuttaa johtavan vakaisiin tuloksiin tuotto-CVaR-
optimoinnissa, jo pienelld skenaariomaaralla. He toteavat, ettd menetelma voisi sopia eri-
tyisesti asiantuntija-arvioiden hyddyntamiseen, kun tuotoista on saatavilla historiatietoa
vain vahan.

4.2.2 Yhdistelmamenetelmat

Edella késiteltiin aineistosta 16ytyneet skenaarionmuodostusmenetelmét, joiden vakaut-
ta parantava vaikutus perustuu optimoinnissa kaytettdvan datan laadun parantamiseen.
Toisaalta, kuten luvussa [3.3| kdy ilmi, epavakausongelma liittyy olennaisesti itse tuotto-
CVaR-optimointimalliin, joten pelkdn datan laatuun keskittyminen voidaan kyseenalais-
taa. Katsauksessa ldytyikin yhdistelmdmenetelmia, joissa yhdistetdan vakautettu opti-
mointimalli ja tuottojakauman mallinnus.

Zhu et al. (2014) esittavat toimintamallin robustiin tuotto-CVaR-optimointiin, joka yhdistaa
luvussaf4.1.1]mainitun Zhun ja Fukushiman (2009) WCVaR-mallin tunnettujen jakaumien
konveksille yhdistelmalle, eli sekoitemallille (engl. mixture model), ja vastaavien paramet-
rien valitsemisen. Zhun et al. (2014) sekoitemallissa sekoitejakauma on muotoa

ply) = Z Aipi(Y),

miss& mahdolliset jakaumat p;(y) oletetaan tunnetuiksi, mutta painot \; sisaltavat epa-
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varmuutta. Heidan mukaansa jakaumat p4, ..., p,, voisivat kuvata esimerkiksi mahdol-
lisia markkinatiloja ja painot Ay, ..., A, niiden esiintymistodennakdisyyksia. Esimerkiksi
Huangin et al. (2010) erillisten jakaumien joukkoon verrattuna kyseinen lahestymistapa
on joustavampi, koska Zhun et al. (2014) mukaan heiddn menetelma& mahdollistaa 1a-
hes minka tahansa tuottojakauman approksimoimisen. He esittavat suurimman uskotta-
vuuden menetelm&éan pohjautuvan algoritmin painojen arvioimiseksi ja miten ennakko-
tietoja painoista voidaan paivittda esimerkiksi asiantuntija-arvioiden avulla. Varsinainen
WCVaR-malli muodostetaan painojen ellipsoidiselle ja laatikon muotoiselle epavarmuus-
joukolle. Verrattuna luvussa esitettyihin menetelmiin, Zhun et al. (2014) esittama
toimintamalli on kattavampi, koska he ottavat kantaa myds jakauman mallintamisen me-
netelmaan ja vakauteen. Toisaalta, vaikka he esittdvat myds jakaumien py, ..., p,, va-
litsemiseen muutaman tydkalun, menetelman heikkoutena voidaan pitaa lahtékohtaista
oletusta siitd, etta jakaumat ovat tunnettuja.

Myds Kakouris ja Rustem (2014) hyddyntavat Zhun ja Fukushiman (2009) sekoitemal-
lia ja olettavat jakaumat tunnetuiksi. Tosin he kasittelevat juuri tiettya jakaumatyyppia, eli
copuloita. Kakourisin ja Rustemin (2014) mukaan Sklar esitteli copulat vuonna 1959 ja
maarittelee ne usean satunnaismuuttujan kertymafunktioiksi, joiden marginaalijakaumat
ovat tasajakautuneita. Marginaalijakaumien paikalla voidaan kayttdad mita tahansa kerty-
mafunktioita, mika heiddn mukaansa tekee copuloiden kaytdsta joustavaa verrattuna ta-
vallisiin usean satunnaismuuttujan kertymafunktioihin: satunnaismuuttujien jakaumat voi-
daan maarittda erilld&n niiden valisia riippuvuuksia kuvaavasta jakaumasta, eli copulas-
ta. Osakeportfolion tapauksessa yksittdisten osakkeiden jakaumat voidaan siis sijoittaa
copulaan marginaalijakaumiksi ja copulan muoto maaraa osakkeiden vélisen riippuvuus-
suhteen. Kakouris ja Rustem (2014) kasittelevat tietyt ehdot tayttavaa copularyhmaa, Ark-
himedeen copuloita, ja muodostavat kolmesta ryhm&an kuuluvasta copulasta sekoitemal-
lin WCVaR:in kayttdmiseksi. Esimerkissdan he olettavat, etta tuotot ovat log-normaalisti
jakautuneet ja kalibroivat copuloiden parametrit historiadataa kayttamalla: nain he voi-
vat simuloida tuottojen yhteisjakaumaa. Myds Goel et al. (2019) hyédyntavat copuloita,
mutta he kayttavat eri copulatyyppia, kéynnds copuloita (engl. vine copula), ja pyrkivat ai-
kasarjamallinnuksella huomioimaan vinoutuneet tuottojakaumat. He eivéat kayta robustina
riskimittana WCVaR:ia, vaan useilla eri luottamustasoilla mitatusta CVaR:sta (engl. mixed
CVaR, MCVaR) muodostettua suhdemittaa. Taten heiddn muodostamansa malli eroaa jo
melko paljon luvussa esitetysta ja siksi yhteys perinteiseen tuotto-CVaR-optimointiin
voidaan kyseenalaistaa.
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5. PAATELMAT

Kirjallisuuskatsauksen perusteella voidaan sanoa, etta tuotto-riski-portfolio-optimoinnin
epavakaus on laajalti tunnistettu ongelma portfolio-optimointia k&sittelevassa kirjallisuu-
dessa. Tassdkin aihealueessa Markowitzin (1952) kayttAma varianssi on edelleen suo-
sittu valinta riskimitaksi. CVaR nayttad kuitenkin 2000-luvun aikana nousseen toiseksi
merkittavaksi riskimittavaihtoehdoksi portfolio-optimoinnissa ja sen vakautta kasittelevas-
sé kirjallisuudessa. CVaR:sta kaytdsta tekee houkuttelevan Rockafellarin ja Uryasevin
(2000) esittama oikopolku, jolla optimointiongelma voidaan linearisoida. Lisaksi juuri va-
kautta kasittelevien menetelmien kannalta CVaR:n tarkastelu on mielenkiintoista, koska
silld on taipumus tehda ratkaisuista epavakaita. Katsauksessa ldytyikin useita eri mene-
telmia ja menetelmakokonaisuuksia, joilla epavakauteen pyritddn vastaamaan samalla
pitden ongelmat tehokkaasti ratkaistavina.

Vahvin kirjallisuuskatsauksessa l6ytynyt tutkimussuunta on Zhun ja Fukushiman (2009)
artikkelista alkanut robustin optimoinnin soveltaminen tuotto-CVaR-optimointiin kaytta-
malla WCVaR-riskimittaa. TAma lahestymistapa ottaa selvasti huomioon Knightilaisen
epavarmuuden, silld epdvarmuusjoukko koostuu vaihtoehtoisista jakaumista. Vakautta
parantava vaikutus perustuu siihen, ettd optimiratkaisu ei hyédynna vain yhté simuloi-
tua jakaumaa vaan maaritellyn epavarmuuden rajoissa huomioi suurimman mahdollisen
riskin. Siksi WCVaR-optimointi voikin olla melko konservatiivista, jos tuottorajoite on ase-
tettu matalalle ja epavarmuusjoukko on lavea. Perusmuotoiseen WCVaR-optimointiin on
esitetty useita vaihtoehtoja epadvarmuusjoukkojen muodostamiseen, mutta epavarmuutta
sisdltavien parametrien valinta ja usein myés joukon laajuuden méaéarittaminen jaavat so-
veltajan harteille. Yleisesti Ben-Talin et al. (2013) neuvo, jonka mukaan kaikki saatavilla
oleva informaatio tulisi hyédyntaa, on todennakdisesti hyva lahtdkohta epavarmuusjou-
kon rajaamiseen: jos epavarmuus liittyy esimerkiksi vain tuottoihin, kannattaa muodostaa
epavarmuusjoukko vain niille ja rajata sitd esimerkiksi asiantuntija-arvioiden avulla.

Katsauksessa I6ytyneet koneoppimismenetelmat eroavat filosofialtaan merkittavasti ro-
bustista optimoinnista. Kun WCVaR:lla pyritdan varautumaan tietojoukon huonoimpaan
mahdolliseen skenaarioon, SVM- ja PBR-menetelmat perustuvat kohinan, eli tietojoukon
sisaltdaman véadrén tiedon, vaikutuksen vahentamiseen. Robustiin optimointiin verrattu-
na koneoppimismenetelmien etuna voidaan pitaa sitd, ettd epavarmuusjoukkoa ei tarvit-
se muodostaa. Toisaalta, koneoppimismenetelmat taas siséltdvat omia parametrejaan,
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jotka taytyy maaritellad. Vaikka Ban et al. (2018) esittdvat dataohjautuvan menetelméan
PBR-mallin parametrien valitsemiseen, on koneoppimismenetelmissa soveltajan kannal-
ta ongelmallista tiedon vahainen maaréa verrattuna valittavien kohteiden maaraan: suuri
parametrimaara ei identifioidu vakaasti pienella tietojoukolla, mikd tekee taysin dataoh-
jautuvan portfoliovalinnan haastavaksi (Still & Kondor 2010). Koneoppimismenetelmiin
verrattuna robustin optimoinnin etuna voidaan pitda myds selvempaé markkinatiedon si-
séltaman epavarmuuden huomioimista, kun koneoppimismenetelmat |ahinnd poistavat
kohinan vaikutusta.

Optimointimallia muokkaavien menetelmien liséksi kirjallisuuskatsauksessa |6ytyi ske-
naarioiden muodostamista siihen yhdistavia menetelmia ja taysin skenaarioiden muodos-
tamiseen keskittyvia erillismenetelmia. Erillismenetelmien vakauttava vaikutus perustuu
luvussa[3.2] esitetylle mallille sydtettdvan datan laadun parantamiseen. Toinen I&ydetyista
erillismenetelmisté perustuu historiallisesta datasta tunnistettavien korrelaatiorakenteiden
hybdyntamiseen simuloinnissa ja toinen simuloinnin saamista vastaamaan jakaumaltaan
haluttuja ominaisuuksia. Menetelméat voisivat toimia erityisesti tarkkuuden parantamises-
sa, mutta ne eivat poista optimoinnin herkkyyttd epavarmuudelle. Katsauksessa I6ytyikin
myds yhdistelmamenetelmid, jotka pyrkivat vakauttamaan optimointia sekd skenaarioi-
den, ettd mallin kannalta. Naiden menetelmien kayttéa voisikin pitda perusteltuna, kos-
ka epavarmuus on yleinen markkinatiedon ominaisuus (Knight [1921) ja toisaalta tuotto-
CVaR-optimoinnilla on taipumus tuottaa epavakaita ratkaisuja (Kaut et al. 2007} Lim et
al. 2011). Vaikka ndmakin menetelmat siséltdvat omia parametrejaan, jotka taytyy aset-
taa, soveltajan kannalta ne ovat helpommin hyédynnettavissa: menetelmissa on valmiiksi
yhdistettyna markkinatiedon hyddyntdminen sek& optimoinnissa tapahtuva paatoksente-
ko ja molemmissa vaiheissa huomioidaan tuotto-CVaR-optimoinnin haasteet. Esimerkiksi
Zhun et al. (2014) artikkelissa esitetdan havainnollisesti, kuinka paatdksenteko portfolio-
optimoinnissa voisi edetd ja miten eri vaiheissa huomioitaisiin mahdolliset tietoldhteet se-
k& epavarmuuden muodot.

Kaiken kaikkiaan tuotto-CVaR-optimoinnin vakauttamista on lahestytty kirjallisuudessa
useista eri kulmista, joista laajimmin on késitelty robustin optimoinnin WCVaR-menetel-
maa ja sen mahdollisia muotoiluja. Ndma menetelmat huomioivat epdvarmuuden, mutta
toimivuus riippuu soveltajan rajaamasta epdvarmuusjoukosta. Joukon rajaaminen voi
olla varsin haastavaa ja vaihtoehtoiset menetelmét, kuten koneoppiminen, saattavat-
kin olla intuitivisempia kayttda (Ban et al. [2018). Kaytdnndssa menetelman valinta on
vahvasti tilannekohtaista, koska kaytettavissa oleva tieto voi vaihdella 1ahes yhtenevis-
ta asiantuntija-arvioista ja ennusteista ristiriitaisiin arvioihin tai pelkkdan historiatietoon.
Aihealueen kirjallisuus saattaisikin hy6tya laajempien toimintamallien tutkimuksesta, jos-
sa otettaisiin kantaa kaikkiin mallien vaatimien parametrien asettamiseen ja optimoinnin
toteuttamiseen.

Taman tydn keskeisin anti pohjautuen aihealueen kirjallisuuteen on seuraava: Luvussa
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CVaR:n mittaamisen teorian esittdminen ja motivointi mitan kayttamiseen VaR:iin ver-
rattuna. Luvussa [3]tuotto-CVaR-portfolio-optimointimallin ja siihen liittyvan epévakauson-
gelman esittdminen yksinkertaistetun osakeportfolion tapauksessa. Ja tuotto-CVaR-
portfolio-optimoinnin vakautta parantavien menetelmien tarkastelu luvussa Naista
viimeisena mainittu pyrkii vastaamaan tutkimusongelmaan, eli tuotto-CVaR-optimoinnin
epavakauteen, kirjallisuudessa esitettyjen menetelmien avulla. TAssd muodossaan, el
kaikkia tuotto-CVaR-optimoinnin vakautta parantavia menetelmid vertailevana kirjalli-
suuskatsauksena, tyd on kirjoittajan kasityksen mukaan ainoa laatuaan: muusta kirjalli-
suudesta I6ytyneet kirjallisuuskatsaukset tuotto-CVaR-optimoinnin vakautta parantavista
menetelmistd ovat sivuosassa kyseisissa julkaisuissa ja kasittelevat vain julkaisussa tar-
kasteltavan menetelméalueen tutkimusta, kuten robustia optimointia. Luvuissa [ ja [3]
esitettdva teoria I&hinna tukee luvun {4 muodostamista, mutta myds teorialla voi itses-
saan olla merkitysta suomenkielisenad esityksena CVaR-pohjaisesta riskin mittaamisesta
ja portfolio-optimoinnista, missa merkinnat ovat yhtenaisia.

Vaikka ty@ssa ei ole rajauduttu vakautta parantavien menetelmien tarkastelussa tiettyyn
tutkimusalueeseen, ei se ole silti kattava esitys kaikista kirjallisuudessa esitetyista me-
netelmista. Kirjallisuuskatsauksessa tehdyt valinnat voidaankin kyseenalaistaa: Esimer-
kiksi rajautuminen vain tason kaksi ja kolme JuFo-luokiteltuihin aineistoihin jattda suuren
osan hakutuloksista tarkastelun ulkopuolelle. Rajaus tehtiin vain, jotta aineiston koko py-
syisi kohtuullisena. Vaikka JuFo-luokitus ei kerro yksittéisen artikkelin laadusta, se indikoi
muun muassa julkaisualustan asettamista vaatimuksista artikkeleille. Tassa mielessa luo-
kitukseen perustuvaa rajausmenetelmaa voidaan pitda perusteltuna, koska se voi auttaa
siséllyttdmaéan rajattuun joukkoon tarkimman prosessin l&paisseita artikkeleita. Suurem-
pi haaste tdman tydn rajauksissa on kaytettyjen hakusanayhdistelmien maara, mika ei
valttamatta ole riittdva kaiken keskeisen aineiston Idytdmiseen. Toisaalta, valikoidussa ai-
neistossa tehdyn juurilahdehaun perusteella ei ilmennyt, ettd jokin erityisen keskeinen
artikkeli olisi rajautunut joukon ulkopuolelle.

Toinen tydn keskeinen rajoite on tuotto-CVaR-optimointimallin muodostamisessa tehdyt
valinnat. Tydssa esitetty malli ei salli esimerkiksi lyhyeksi myyntia ja kaikki kasitellyt me-
netelmat ovat olleet yhden periodin malleja, joissa markkinoille mennaan tietylla hetkella,
portfoliolle realisoituu satunnainen tuotto ja markkinoilta poistutaan. Kaytanndssa port-
folion hallinta on kutenkin sarja useita perakkaisia paatdksia, joita varten on kehitetty
dynaamisia malleja. Usean periodin vakaiden portfolio-optimointimallien teoreettinen ja
empiirinen vertaileminen voisikin olla tulevaisuuden tutkimusaihe.
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