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Esipuhe

Paikannustekniikoita ja niihin liittyvid algoritmeja on tutkittu Tampereen teknilliselld yliopis-
tolla usean laitoksen ja tutkimusryhmén voimin jo vuosikymmenen ajan. Tdhédn kurssin MAT-
45800 Paikannuksen matematiikka monisteeseen on kerdtty paikannuksessa tarvittavia algo-
ritmeja ja matemaattisia tyokaluja esimerkkien kera. Eri tekniikoiden ja laitteistojen yksityis-
kohtiin ei menni, vaan kurssin jidlkeen opiskelijan pitdisi pystyd ratkomaan sovelluskohtaisia
ongelmia tarvitsematta montaakaan kertaa keksid pyordd uudelleen.

Tamé moniste ja kurssi antavat vahvan pohjan kurssille TK7-2540 Paikannuksen menetelmidit,
jonka kanssa aikaisempina vuosina on ollut yhteinen moniste. Kidytdnnon syiden vuoksi aikai-
sempi moniste on nyt jaettu kahteen osaan siten, ettd molemmilla kursseilla on oma moniste.
Silti ko. kurssit liittyvét tiiviisti toisiinsa ja on erittdin suositeltavaa suorittaa molemmat kurssit
samana lukuvuonna.

Esitietoina tille kurssille oletetaan Insinddrimatematiikan tai Laajan matematiikan kokonaisuus
sekd perustiedot todennikoisyyslaskennasta. Lisdksi kurssi TK7-2530 Satellittipaikannuksen
perusteet on hyodyllinen, muttei suinkaan pakollinen esitieto. ”Virallista” kurssikirjaa ei timén
monisteen lisdksi ole. Kurssi on hyvin tiivis suhteessa asiasisiltoon, ja késittelemidmme asioita
sivutaan lukuisissa lahteissd, joista olemme pyrkineet viittaamaan ldhinnd verkosta tai TTY:n
kirjastosta 10ytyviin teoksiin. Kédytdnnon paikannuslaskuissa tarvittava menetelmépankki on
koottu eri matematiikan ja insinddritieteiden aloilta. Niiden vililld on usein koulukunta- ja
tulkintaeroja, joten olemme parhaamme mukaan koettaneet kéyttdd yhtendisehk6ja merkint6ja
ja esittdd yhteyksié eri ajattelutapojen vélilla.

Kurssin kotisivuille http://math.tut.fi/courses/MAT-45800/ tulee (toivottavasti erittdin
lyhyt) lista monisteesta 10ytyneistd virheisti.

Kiitokset prof. Robert Pichélle, Helena Leppikoskelle, Henri Pesoselle, Hanna Sairolle, Martti
Kirkko-Jaakkolalle ja muille tdhén tai edellisiin versioihin mydtédvaikuttaneille. Luvut, joita ei
vuoden 2010 toteutuskerralla késitelld, on merkitty tdhdelld (*).

Tampereella 8. joulukuuta 2009,
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Lukul

Taustaa

SIMO ALI-LOYTTY

Matemaattisesti katsottuna paikannuksessa on tarkoitus ratkaista tilan x € R” ”paras” estimaat-
tori yhtédlon

y=f(x)+e, (1.1)

perusteella. Téssd y sisdltdd mittaukset ja €:a kutsutaan virheeksi (tuntematon). Erds hyvin
tarked yhtdlon (1.1) erikoistapaus saadaan kun funktio f on lineaarinen, titd erikoistapausta
késitelladn kappaleessa 1.2. Usein virhetermi € ja mahdollisesti myds tila x mallinnetaan satun-
naismuuttujiksi, tdimidn vuoksi késittelemme todennédkoisyyslaskentaa kappaleessa 1.3. Luvun
lopussa kaésitellddn koordinaatistoja 1.4 ja liikkuvia koordinaatistoja 1.5, jotka kuuluvat luon-
nollisena osana paikannukseen. Ennen varsinaista asiaa muistutamme mieleen hieman matriisi-
laskentaa kappaleessa 1.1.

1.1 Matriisilaskentaa

Kisittelemma tissd kappaleessa paikannuksessa tarvittavaa matriisilaskentaa. Aluksi hieman
kertausta ja merkint6jen esittelyd listan muodossa. Olkoon A € R™*" reaalimatriisi. Tdlloin

e matriisin A nolla-avaruus A (A) = {x € R"|Ax =0}.

e matriisin A pystyriviavaruus 8 (A) = {y € R"|y = Ax;x € R"}.

e dim(® (AT)) = dim(% (A)) = rank(A).

“Ei ole ollenkaan itsestddn selvdd mitd tarkoittaa sana “paras”. Mallinnuksen erds tarkoitus on médrittad
kriteeri, jolla vertaillaan paremmuutta. Usein tdma kriteeri on nk. kustannusfunktio, joka on esimerkiksi muotoa

ly = f(®)11? tai E(]lx —£[?).



dim(2C (A)) +rank(A) = n (Dimensiolause).
e A on symmetrinen jos AT = A.

A on ortogonaalinen jos AT A =1, tilldin matriisin A pystyriveji kutsutaan ortonormaa-
leiksi.

e A € R™" on idempotentti jos AA = A.

A € R™" ja Ax = Ax, missd x # 0. Télloin A on matriiisin A ominaisarvo ja x on siihen
liittyvd ominaisvektori.

Esimerkki 1. Olkoon A idempotentti ja N matriisin A mielivaltainen ominaisarvo ja x sitd
vastaava ominaisvektori. Tdlloin

M=Ax=AAx=Nx= A=1taiA=0,

Joten matriisin A kaikki ominaisarvot ovat joko ykkosid tai nollia.
Olkoon A € R™" symmetrinen reaalimatriisi

e A on positiivisesti definiitti jos x” Ax > 0 kaikilla x # 0, merkitizn A > 0.
e A on positiivisesti semidefiniitti jos x” Ax > 0 kaikilla x, merkitiin A > 0.

e A>BjosA—B>0jaA>BjosA—B >0.

Esimerkki 2. Jos A > 0 ja A matriisin A mielivaltainen ominaisarvo ja x sitd vastaava ominais-
vektori. Tdlloin

M= Ax = A|x[? =xTAx > 0= A1 >0,
Jjoten matriisin A kaikki ominaisarvot ovat epdnegatiivisia.

Lause 1 (Schurin lause). Olkoon A € R"™" symmetrinen . Tdlloin on olemassa ortogonaalinen
neliomatriisi Q ja diagonaali matriisi A siten ettd

A =QAQ". (1.2)

Koska Q on ortogonaalinen neliomatriisi niin Q7 on sen kiizinteismatriisi. Yhtilosti (1.2) seuraa,
ettd AQ = QA, joten diagonaalimatriisin A diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot ja
matriisin Q pystyrivit ovat ndihin ominaisarvoihin liittyvit normalisoidut ominaisvektorit.

Mairitelmi 1 (Matriisin A > 0 nelidjuuri). Schurin lauseen mukaan symmetrinen positiivisesti
semidefiniitti matriisi A € R"*" voidaan kirjoittaa muotoon

A=Q[A,...,A]QT.

missd N > 0 kaikilla i € {1,...,n} (Esimerkki 2). Mdidritelléicin matriisin A nelidjuureksi*

A2 =Q[Vhi,..., V1 JQT.

*Yleensd matriisia B kutsutaan matriisin A nelidjuureksi jos A = BB. Joissakin tapauksessa my6s matriisia C kutsu-
taan matriisin A neliojuureksi jos A = CC” . Kumpikaan ylli olevista matriiseista (B tai C) ei ole yksikisitteinen.

Huomaa, ettd matriisi 22 > 0 toteuttaa molemmat méiritelmit ja on yksikisitteinen.



1.2 Ylimaaratty lineaarinen yhtialoryhma

Tarkastellaan lineaarista yhtdloryhméaa
Ax = y, (1 .3)

missd A € R™*" jay € R™. Jos m > n niin systeemii kutsutaan yliméaarityksi, jollainen voi
esiintyd esimerkiksi silloin kun mittauksia on enemmaén kuin tuntemattomia. Yleisesti ottaen
yliméaratylld ryhmélld ei ole tarkkaa ratkaisua, jolloin erds mahdollisuus on etsid ryhmén nk.
pienimmén neliGsumman ratkaisu eli

% = argmin_ ||y — Ax||°. (1.4)
Oletetaan, ettd rank(A) = n. Koska (harjoitustehtédvi 1.3)
ly—Ax|* = [[A(ATA) ATy —x) >+ [y — A(ATA) ATy %, (1.5)
niin yhtélon (1.4) ratkaisu on
£=(ATA)7IATY, (1.6)

Mikili yhtidloryhmiid Ax = y on tarkoitus ratkaista Matlab ohjelmistolla niin kannattaa kiyttaa
takakeno-komentoa A\y. Yleisemméssd muodossa lineaarinen yhtdloryhmi esiintyy muun
muassa Matriisilaskenta 1 kurssilla [22].

Esimerkki 3. Olkoon mittaus y ja alkuarvaus xo annettu. Laske estimaatti X, joka minimoi
lausekkeen ||y — Hx||? + ||xo — x||2.

5t = argmin, Ly — Hox|]2 + [} — ¥I]%)

= argmin y|_|H X 2
= argmin, X0 I
1.6 —1
O WTH) T (Hy+x0).
Esimerkki 4. Autoilija ajoi suoraa tietd ja sai seuraavat kaksiulotteiset paikkaratkaisut [ ;’ }
1
—1 0 0 | O N )
o lo |t 1]/ 2]

Ratkaise tien yhtdilé y = ax + b siten ettdi virhe 3, ||y — (ax; + b)||> minimoituu.

Nyt
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Yhtdlon (1.6) mukaan ratkaisu on
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Joten ratkaistu tien yhtilo on y = 26x+ 13
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1.3 Todennikoisyyslaskenta

Téssd luvussa kerrataan lyhyesti todennikoisyyslaskennan perusteita keskittyen normaalija-
kaumaa ja ehdolliseen todennédkoisyyteen. Satunnaismuuttujan mééritelméd ei anneta tédssi,
madritelmé 10ytyy prujusta [10]. Téassd kappaleessa merkitdén satunnaismuuttujaa tummen-
netulla symbolilla esim. X, joka voi olla joko vektori- tai skalaariarvoinen satunnaismuuttuja.
Myohemmissi kappaleissa tummennetun symbolin merkitys selvidd asiayhteydestid. Satunnais-
muuttujan x tiheysfunktiota merkitdén fy(x) tai px(x) ja kertyméfunktiota Fy(x). Satunnais-
muuttujien riippumattomuus on keskeinen késite: sitd tarvitaan muun muassa suodatuksessa
luvussa 3.

Miiéritelmi 2 (Riippumattomuus). Satunnaismuuttujat Xy, . .., Xy ovat riippumattomia, jos
k
FX1,-~-7Xk(x17 ... ,xk) = Fy, (x,-), Vxi,...,x; € R™.
1=
Lause 2. Satunnaismuuttujat X1, . .., Xy ovat riippumattomia, jos ja vain jos
k

le,...,Xk(-x17~"7-xk) = fX,‘(-xi)7 vxl?"'axkeRn'

1=

Esimerkki 5. Olkoon kaksiulotteisen satunnaismuuttujan x = [X1, 3| tiheysfunktio

1 kun x%—l—x% <1

fx1,x2(3€1,x2) = { L

0, muulloin

Ovatko satunnaismuuttujat X| ja Xp riippumattomat?

Nyt reunajakaumien tiheysfunktiot ovat

o0 5 5
=0/ 1= k <1 .
Jxi (x1) :/ fxl’xz(xl,xz)dxz = T X1, Kun |X1| =1 a
- 0, muulloin
% 2 /12
fxz(XZ) :/ fX1,X2(xlax2)dxl = n\/iv kun |X2| <l
e 0, muulloin

Koska esimerkiksi

4 1
Fa0)f2(0) = 5 # ~ = frx,(0,0),

niin lauseen 2 mukaan satunnaismuuttujat X1 ja Xp eivdt ole riippumattomat.



Maiiritelmi 3 (Odotusarvo). Oletetaan, ettd X on jatkuva satunnaismuuttuja ja integraali

| It

—00

suppenee. Tdilloin satunnaismatriisin g(X) odotusarvo on

Be(x) = [ gl fu)du

Odotusarvon lineaarisuudesta seuraa, etti

Lause 3. Jos A € RP*" ja b € R? ovat vakioita, niin

E(Ax+b) = AE(x) +b.

Satunnaismuuttujan x odotusarvon pyx = E(x) lisiksi satunnaismuuttujan (x — i) (X — px)”
odotusarvo on tdrked suure. Tétd odotusarvoa kutsutaan satunnaismuuttujan x kovarianssimat-
riisiksi ja merkitddn

Zx = V(x) = E((x— ) (x — px) ).

Huomaa, ettd kovarianssimatriisi £y > 0. Satunnaismuuttujan x korrelaatiomatriisi on
Ry = DZ:D, (1.7)

missd D on ldvistdjdmatriisi, jonka ldvistdjdlld on kovarianssimatriisin Zy ldvistdjdalkioiden
kidnteislukujen nelidjuuret.

Esimerkki 6. Olkoon x; riippumattomasti samoin jakautuneita jatkuvia satunnaismuuttujia,
siten ettd B(x;) = p ja V(x;) = . Mddritellddn satunnaismuuttuja x = 1 S x;. Nyt

E(i):/(;im) - ka(xk)dxl"'dxn:%i/xifxi<xi)dxi:ﬂ ja
i=1 =1

) T
_ 1 12 n
V= [ <; EW‘”)) (;J;(xj—m) [ [ o) -
-3 [w—ne—w" kﬂl Fuli)dn -, = 3.

Satunnaismuuttujaa X kutsutaan parametrin u harhattomaksi estimaattoriksi koska
E(Xx—pu) =0. Liscksi koska V (X) = %Z — 0, kun n — o, niin tdstd seuraa estimaattorin
tarkentuvuus eli jokaisella € > 0 P(||[X — u|| > €) — 0, kun n — .

1.3.1 Normaalijakauma

Oletetaan, ettd yksiulotteinen jatkuva normaalijakauma on tunnettu. Miéritelldén n-ulotteinen
normaalijakauma seuraavasti.



Maiiritelmi 4 (Normaalijakauma). Olkoon x n-dimensionaalinen satunnaismuuttuja, p € R"
ja 0 < X € R™", Tilloin x noudattaa n-ulotteista normaalijakaumaa parametrein u ja X, jota
merkitsemme X ~ N(u,2) tai x ~ N,(u,2), jos satunnaismuuttujalla a’ x noudattaa yksiulot-
teista jatkuvaa nomaalijakaumaa tai on vakiosatunnaismuuttuja jokaisella kiintedlld vektorilla
acR".

Olkoon x ~ N(u,X) tilloin normaalijakauman parametrit ovat satunnaismuuttujan x odotusarvo
u = E(x) jakovarianssimaatriisi £ = V(x). Olkoon x ~ N(y,X), jos = > 0 niin tdll6in satunnais-
muuttujan x tiheysfunktio on

mew (—%(X—MTZ“(X—M) : (1.8)

Mikili X ei ole positiividefiniitti niin se on singulaarinen, jolloin puhutaan singulaarisesta
normaalijakaumasta. Singulaariseen normaalijakaumaan tormaa tilldakin kurssilla. Esimerkiksi
luvussa 3 tilamallin virhe wy_; (3.1) voi hyvin noudattaa singulaarista normaalijakaumaa. Tami
tapahtuu esimerkiksi silloin kun tieddmme, ettd kéyttdja on paikallaan, jolloin paikan tilamal-
lina on yksinkertaisesti X; = X;_1 + W;_1, missd wy_; ~ N(0,0).

Jx(x) =

Esimerkki 7 (Normaalijakauman visualisointi). Kuvassa 1.1 on havainnollistettu satunnais-
muuttujan

x ~N(0,2), (1.9)

BT B IR R

missd

tiheysfunktiota alueessa { [ il } € R?||x1| < 12ja |x| < 12} .
2

12r

‘2 -6 0 6 12
*

Kuva 1.1: Kuvassa on havainnollistettu normaalijakauman (1.9) tiheysfunktiota kahdella eri tavalla.

Vasemmalla puolella kuvassa 1.1 on piirretty tiheysfunktion (1.8) arvoja ja oikealla puolella on
piirretty tiheysfunktion tasa-arvokdyrd, jonka sisdlld on 68% todenndkoisyysmassasta, katso

9



harjoitustehtdvd 1.10. Oikean puoleiseen kuvaan on myos piirretty janat jotka ovat ominaisvek-
toreiden suuntaisia ja joiden pituus on verrannollinen vastaavien ominaisarvojen neliojuureen.

Lause 4. Jos x ~ N(u,X) jay = AX+b niiny ~ N(Au+b,AZAT),

Esimerkki 8 (Normaalisti jakautuneiden satunnaismuuttujien generointi). Jos u ~ N,(0,1) niin

. . 1 .. . .
satunnaismuuttuja X = 22u+ u on normaalijakautunut parametrein u ja X (lause 4) ts.
x ~N,(u,2).

Joten jos osaamme generoida satunnaismuuttujia normaalijakaumasta N,(0,1) niin
osaamme generoida satunnaimuuttujia mielivaltaisesta normaalijakaumasta N, (u,%). Matlab-
ohjelmassa normaalijakautuneita satunnaismuuttujia voi generoida esimerkiksi komennoilla:

xl=sqrtm(Sigma) *randn(n, 1l)+mutai
x2=chol (Sigma, 'lower’ ) +randn(n,1)+mu.

Vaikka molemmat satunnaismuuttujat x; ja x» noudattavat normaalijakaumaa paramet-
rein u ja X ne eivit kuitenkaan ole sama satunnaismuuttuja koska kerroinmatriisit (joita
merkitddn matriisilla A, lause 4) sqrtm(Sigma) ja chol(Sigma, ’'lower’) ovat
erisuuret, molemmat toteuttavat kuitenkin vaadittavan ehdon ¥ = AAT, katso myds sivun 5
alaviite. Uusimmissa Matlab-ohjelmissa on myds valmis komento mvnrnd(mu’,Sigma) ’
(multi)normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien generointiin, joka perustuu Choleskyn hajo-
telmaan.

Kuvassa 1.2 on piirretty sadan kappaleen otos, osa otoksesta on kuvan ulkopuolella, esimer-
kissd 7 olleesta normaalijakaumasta (1.9). Ndin ollen voit verrata kuvaa 1.2 kuvaan 1.1.

12

2 s e .
0 S . . %
—6F . et .
-12 : . . . .
-12 -6 0 6 12

Kuva 1.2: 100 ndytteen otos normaalijakaumasta (1.9).

Lause 5. Olkoon x ~ N(u,X). Tilloin AX ja Bx ovat riippumattomia jos ja vain jos ASBT = 0.

10



Esimerkki 9. Olkoon

X X DIV
~N(| 2], | ? a Z=X—22.Y.
{Y} <[y} [ny Zny ] yyyy

Ovatko satunnaismuuttujat z ja 'y riippumattomat?
Koska
DIFVIEDY 0
es[E 2l
[ XY =yy ] S Zyy I

=[S0 —ZnE,'Zx Zy—2 zlzyy}[(l)]

0
= [ Zu—2n2,'Zx 0] [ I ] =0

niin satunnaismuuttujat Z ja'y = [ 01 ] [ ; } ovat riippumattomat (Lause 5).

13.2 y’-jakauma *
Miidritelmé 5. Satunnaismuuttuja z on y° jakautunut vapausastein n, merkitciin z ~ x> (n),

mikli silld on sama jakauma kuin satunnaismuuttujalla X x, missd x ~ N, (0,1).

Esimerkki 10. Olkoon x ~ N, (u,X) ei-singulaarinen satunnaismuuttuja. Nyt E_%(X —p) ~
N(0,1), jollon

(x—p) =7 (x—p) ~ % ().

Miiritelmi 6. Sarunnaismuuttuja z on epiikeskeisesti x> jakautunut vapausastein n ja epéikes-
keisyysparametrein N, merkitéicin z ~ x> (n,N), mikdli silli on sama jakauma kuin satunnais-
muuttujalla X x, missi x ~ N, (u,1) ja h = u" u.

Lause 6. Olkoon x ~ N, (u,2) ei-singulaarinen satunnaismuuttuja ja matriisi A symmetrinen
sekd matriisi AX idempotentti. Tdlloin

xL Ax ~ %° (rank (A) ,],tTAy) .

LGl . . N |
Todistus. Olkoon B =X2AX2. Matriisi B on symmetrinen koska matriisit A ja X2 ovat symmet-
risid ja idempotentti koska

demp

BB = 32ASAS? = SIASAYS SIASS 2 = B.

Schurin lauseen (Lause 1) ja esimerkin 1 mukaan

0
B = Q|: ran(l)< 0 :|QT,

11



0.5

Kuva 1.3: ’-jakaumien tiheysfunktioita.

missd Q on ortogonaalinen. Harjoitustehtévd 1.2 on ndyttdd, ettd rank(B) = rank(A). Méri-

telldéin rank(A)-dimensionaalinen satunnaismuuttuja y = [l A),O]QTZ’%X. Nyt lauseen 4
mukaan

1
y~ N( [Irank(A) ) O]QTZ_ H, Irank(A) ) :

Mairitelméan 6 mukaan

x/ Ax = XTZ_%Q [ IranS(A) 8 } QTZ_%X =yTy ~x*(rank(A),u” Ap).

1.3.3 Ehdollinen tiheysfunktio

Bayeslaisessa todennidkdisyyslaskennassa ehdollinen tiheysfunktio on keskeisessid asemassa.

Miiéritelméd 7 (Ehdollinen tiheysfunktio). Satunnaismuuttujan x ehdollinen tiheysfunktio
ehdolla y = y mdidritelldicin yhtdlolld

fx,y(x7)7>

fx|y(x|y) = fy(y) )

pisteissd, joissa nimittdijé on positiivinen.

Lauseen 2 mukaan huomaamme, ettd satunnaismuuttujat X ja y ovat riippumattomat jos ja vain
jos fxjy(x|y) = fx(x). Ehdollinen odotusarvo mééritelldén vastaavasti.

Maiiritelmi 8 (Ehdollinen odotusarvo). Satunnaismuuttujan x ehdollinen odotusarvo ehdolla
y = y mddritellddn yhtdlolld

[ee]

Exly=3) = [ fylalydr

12



On hyvi huomata, ettd ehdollinen odotusarvo E(x|y = y) riippuu satunnaismuuttujan y saamasta
arvosta y ja on ndin ollen itsekin satunnaismuuttuja, joka on méaéritelty samassa todennikoisyys-
avaruudessa kuin satunnaismuuttujay.

Esimerkki 11 (Ehdollinen tiheysfunktio). Oletetaan ettd kdyttdjin tila X on normaalijakau-
tunut x ~ N(0, 16) ja saadaan mittaus

—3X+v
y_2 9

missd virhe v ~ N(0,16) on riippumaton tilasta (satunnaismuuttujasta X). Tdlloin yhteis-
Jjakauman v tiheysfunktio on satunnaismuuttujien X ja v tiheysfunktioiden tulo. Harjoitus-

tehtdvin (1.13) perusteella

[f} ~N(0,16-1),

MG

Harjoitustehtdvdnd (1.14) on ndéyttdid, ettd tdlloin

x|y~N<£ ﬁ) . (1.10)

jolloin lauseen 4 mukaan

13713

Esimerkiksi jos saadaan havainto y = —12 niin tdlloin satunnaismuuttujan X ehdollinen
Jjakauma ehdolla y = —12 on N(—S%A%). Graafisesti ehdollinen tiheysfunktio saadaan
normalisoimalla tasolla'y =y oleva tiheysfunktio-osa. Vertaa kuvassa 1.1 vasemmalla puolella

tasolla y = —12 olevaa funktiota ja saatua normaalijakauman tiheysfunktiota (Kuva 1.4).

0.2]

0.1

[e2]
St

0
X

Kuva 1.4: Kuvassa on piirretty normaalijakauman N(—S%A%) tiheysfunktio vililld [—12,12], jota
voi verrata kuvan 1.1 vasempaan puoleen.
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14 Koordinaatistot™®

JUss1 COLLIN

Jotta paikannus olisi mielekistd, on paikkaratkaisut annettava etukiteen sovitussa koordi-
naatistossa. Lineaarinen koordinaatisto muodostetaan origon ja kannan avulla, esimerkiksi
(O,u,v,w), missi vektorit u, v ja w ovat lineaarisesti riippumattomia. Nyt miki tahansa paikka
voidaan esittdd komponenttiesityksenéd r = xu -+ yv + zw, ja koordinaatit x, y ja z ovat yksikésit-
teisesti madrittyja.

Paikannuksessa tormédd usein myos
kédyrdviivaisiin koordinaatistoihin,
tarkastellaan esimerkkind geodeettista
koordinaatistoa. Ensin  generoidaan
pyordhdysellipsoidi pyordyttdmalld el-
lipsid pikkuakselin ympéri. Tdma ellip-
soidi yleensd karakterisoidaan kahdella
parametrilla, isoakselin pituus a, ja
litistyssuhde f = % (b on pikkuak-
selin pituus). Geodeettiset koordinaatit
tassd koordinaatistossa on maédritelty
kuvan 1.5 mukaisesti.

¢, geodeettinen leveysaste. Huomaa etté
kyseessd on ekvaattoritason ja ellipsoidi-

pinnan normaalin vilinen kulma. Kuva 1.5: Geodeettiset koordinaatit. Kuvassa my0s
vastaavan suorakulmaisen koordinaatiston
A, geodeettinen pituusaste. Referenssi- akselit

meridiaanin ja paikan P meridiaanin
vélinen kulma.

h, geodeettinen korkeus. Etumerkillinen etdisyys ellipsoidipinnasta.

Matemaattisen maéritelmén lisdksi koordinaatisto pitdd sitoa maastoon. Ongelmana tidssd on
maapallon dynaamisuus — maapallo ei ole jiykkéd kappale. Koordinaatiston realisaatio sido-
taankin johonkin ajanhetkeen, eli epookkiin. Tyypillisesti origo on maapallon massakeskipiste,
positiivinen z-akseli kulkee pohjoisnavan lépi, referenssimeridiaani kulkee Greenwichin obser-
vatorion ldpi ja isoakselin pituus seké litistyssuhde saadaan sovittamalla ellipsoidi mahdolli-
simman hyvin maapallon keskimédrdiseen merenpinnankorkeuteen. GPS-jérjestelma kayttad
World Geodetic System 84 (WGS-84) koordinaattijirjestelmii [28]. Suomalainen koordinaatti-
jarjestelmén realisaatio (EUREF-FIN) on miiritelty Julkisen hallinnon suosituksessa 153 [9].
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14.1 Lineaarinen koordinaatiston vaihto

Paikannuslaskuissa joudutaan hyvin usein vaihtamaan koordinaatistoa. Esimerkiksi GPS-
laskuissa aloitetaan inertiakoordinaatistosta (satelliittien radat), siirrytddn geodeettisiin koor-
dinaatteihin (maapallon mukana pyorivd koordinaatisto) ja lopuksi yleensd kéytetddn vield
lokaalia koordinaatistoa jotta saadaan paikka tulostettua 2D kartalle. Inertiapaikannuslaskuissa
koordinaatistoja joudutaan vaihtamaan ehkd vieldkin useammin; anturit muodostavat oman
koordinaatiston, anturimittaukset ovat suhteessa inertiakoordinaatistoon ja gravitaation laske-
miseen tarvitaan sijainti geodettisessa koordinaatistossa. Merkitdin A-koordinaatit vektorilla
m? = [0 ap a3]” ja B-koordinaatit vektorilla m® = [B; B, B3]7. Tissi siis a; ovat paikan P
koordinaatit koordinaatistossa A ja [3; ovat saman paikan koordinaatit koordinaatistossa B. Koor-
dinaatiston vaihdossa etsitdidn funktiota

fi(m*) =m”. (1.11)

Lineaarisissa koordinaatistoissa timéa funktio on helppo 16ytidi. Oletetaan ettid koordinaatistoilla
on yhteinen origo. Paikkavektori q voidaan kirjoittaa kantavektoreiden ja koordinaattien avulla:

q = XAmA
q = Xpm®’

missd X:n sarakkeet ovat kyseisen koordinaatiston kantavektorit. Kantavektoreista muodostettu
matriisi on ei-singulaarinen, joten etsitty muunnos saadaan laskemalla

m? = XE‘XAmA.

Tulevissa yhtiloissi kiytetyt kantavektorit ovat ortonormaaleja, ja silloinhan X! = X7 . Lisiksi
asetetaan A:lle luonnollinen kanta X4 = 1, eli [e],e;,e3] jolloin muunnos yksinkertaistuu
muotoon

m? = XIT;mA.
Nyt voidaankin méairittdd paikannuksessa usein kéytetty suuntakosinimatriisi Cg:

m? = CEm?, (1.12)

A B

jossa m” on siis vektori ilmaistuna koordinaatiston A koordinaateissa ja m” on sama vektori

koordinaatiston B koordinateissa. Harjoitustehtidvini osoitat etti

cos(u,e;) cos(u,ep) cos(u,e3)
CB =] cos(v,e;) cos(v,e;) cos(v,e3) |, (1.13)
cos(w,e;) cos(w,ey) cos(w,e3)

missid (u, v, w) on B:n ortonormaali kanta. Koordinaatiston vaihto takaisin A:n on helppoa,
koska C = (C§)~! = (CE)T. Ketjusddntoi tarvitaan erityisesti inertiapaikannuslaskuissa:

c? =chch. (1.14)
Yhtilo (1.13) on varsin mukavassa muodossa koordinaatistojen kiertoja ajatellen.
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Esimerkki 12. Oletetaan ettd koordinaatistot Al ja A2 ovat aluksi yhtenevdit. Kierretddn A2
koordinaatistoa z-akselin ympdri kulman © verran. Koordinaatistoa Al kdyttdavd paikantaja
huomaa kiinnostavan esineen paikassa a’' = [1 1 1]7. Mistd koordinaatistoa A2 kéyttdvii
paikantaja loytdd tdmdn esineen?

Vastaus: Kierrot on hyvd heti mddiritelld oikeakditisiksi, eli vektorin v positiivinen kierto akselin
W ympdri vie v:n kdrked suuntaan w X v. Huom: Koordinaatiston kierrossa jokainen kantavek-
tori kierretdidin. Lasketaan suuntakosinimatriisi yhtdlon (1.13) mukaisesti:

cos(0)  cos(F—0) cos(3)
Cc43 = cos(3+0) cos(0)  cos(5) (1.15)
cos(%) cos(3)  cos(0)

Ratkaisu kysymykseen on siis a> = C43a*! = [cos(0) +sin(0) cos(0) —sin(0) 1] T

Jotta pédstddn yleisempiin pyorityksiin on hyvi esitelld muutamia asiaa helpottavia matemaat-
tisia tyokaluja. (ax) tarkoittaa ristitulon (3x3) matriisimuotoa:

0 —a;, a
axb=(ax)b=| a, 0 —a, |b (1.16)
—ay ay 0

Suuntakosinimatriisi ei ole ainoa tapa kuvata koordinaatistojen orientaatioita. Voidaan todistaa
(katso esimerkiksi [26, 16] ), ettd suuntakosinimatriisi on esitettdvissd muodossa

1 —cos(p)

sin{p) () + () (%), (1.17)

Cho=1+

missd p on pyorahdysvektori (rotation vector) ja p sen pituus. Kun koordinaatistoa A1 pyori-
tetddn akselin p ympiri kulman p verran, saadaan uusi koordinaatisto A2, ja yhtdlo (1.17)
kertoo suuntakosinimatriisin ja pyordhdysvektorin vélisen yhteyden. Harjoitustehtivina toteat,
ettd ei ole vilid ilmoitetaanko pyordhdysvektori koordinaatiston A1 vai A2 koordinaateissa.
Esimerkin 12 pydrihdysvektori on p = [0 0 0]7, ja harjoitustehtiviksi ji# osoittaa ettd kun
tdma sijoitetaan kaavaan (1.17) saadaan sama matriisin (1.15) transpoosi, kuten pitiddkin.

Koordinaatistojen viliset muunnokset ylld esitettiin matriisien avulla. Toinen yleinen tapa on
kédyttdd kvaternionialgebraa, jolloin esimerkiksi matriisia (1.17) vastaa kvaternioni (ks. esimer-
kiksi [5, 25, 16])

Al _ COS(lp)
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1.5 Liikkuvat koordinaatistot *

Lineaarisesti toisiinsa ndhden liikkuvien koordinaatistojen muunnokset ovat kédytdnnOssa
nopeuksien yhteenlaskua ja origon siirtoa. Tdssd kappaleessa alustetaan hieman muunnoksia
toistensa suhteen pyorivissi koordinaatistoissa.

Aloitetaan yksinkertaisesta pyorimisestd, jossa pyordahdysvektori (siis kulmanopeus ja pyorah-
dysakselin suunta) pysyvit vakiona. Oletetaan jilleen ettd koordinaatistot A1 ja A2 ovat aluksi
(t = 0) yhtenevit. Tilloin pyorahdysvektori voidaan esittdd muodossa

p = oru, (1.19)

jossa (= p) on kulmavauhti (rad/s), ¢ on aika ja u on yksikkdvektori. Yhtdlon (1.19) derivaatta
ajan suhteen on siis kulmanopeus

wW=p=ou. (1.20)

Nyt suuntakosinimatriisin (1.17) derivaatta ajan suhteen on

C4y = wcos(wt)(ux)+ wsin(wt)(ux)(ux)
A2 = [Tcos(wz) + sin(wz) (ux )] (wx). (1.21)

Tissi kohdassa kannattaa huomata ettd C45(Wx ) antaa saman tuloksen*.

EsimerkKi 13. Oletetaan etti esimerkin 12 kiertokulma on ajasta riippuva, 0(t) = wt. Miten
esine litkkuu koordinaatistoon A2 sidotun kdyttdjdin mielestd ?

Vastaus:
all = Cila*? =
Al Al A2
?? - jz%?ta 2 1 da*? N
R R - (1.22)
i — Cliwon” Ol <
dfl—?l = Cﬁ% (dfl—/:z +w X aA2>

Tédmd Coriolis-yhtdlo kertoo miten nopeusvektoreita muunnetaan pyorivéstd koordinaatistosta
toiseen. Vastaavasti a:n derivaatta A2 koordinaatistossa on

daA2 " daAl .
WICAI (7—WX3A). (123)
Nyt a?! on vakio (esine ei liiku Al koordinaatiston suhteen), joten
d A2
A C2(wx)atl. (1.24)
dt
Sijoitetaan 0(t) = wt yhtdloon (1.15) ja koskaw = [0 0 w]”, saadaan tulos
daA2 . . T 1.25
— = [wcos(owr) —wsin(wr) —wcos(wr) —wsin(wr) 0] . (1.25)
*Asian toteamista helpottaa kaava (ax )(ax) = —||a||*I+aa’
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Ketjusddnnon avulla voidaan lisdtd alkuasentotieto, eli jos aluksi (# = 0) koordinaatistojen
vélinen yhteys on Cﬁ\‘;(o) niin

Al _ AL A2(0)
Ca= CAz(o)CAz

ja matriisi Cﬁé(o) on vakio ajan suhteen ja siten

AL AL ~A2(0)
Cap= CAz(o)CAz

Inertiapaikannuksessa tarvitaan seuraavia koordinaatistoja:

e [nertiakoordinaatisto (1), ei-pyorivd, ei-kiihtyvd koordinaatisto. Newtonin liikelait
toimivat tdssd koordinaatistossa. Jossain tapauksissa (suhteellisuusteoria) pitdd vield
olettaa ettd I-koordinaatisossa ei ole gravitaatiota, mutta tdimén kurssin laskuihin I-
koordinaatiston approksimaatioksi kidy nk. ECI (Earth Centered Inertial) koordinaatisto.
ECI:n origo on maan massakeskipiste, ja akselit pitdvit suuntansa téhtiin ndhden.

e Maapalloon sidottu koordinaatisto (E), koordinaattiakselit on sidottu maapalloon,
z-akseli on maapallon pyorimisakselin suuntainten, x- ja y-akselit ovat pdivédntasaajan
tasossa. Kirjallisuudessa kédytetddn usein lyhennettd ECEF (Earth Centered Earth Fixed).
Maapallon py6rimisen vuoksi wh = [0 0 7.29 x 10737 (rad/s).

e Paikallinen koordinaatisto (L), akselit médrittdvit suunnat “ylos-alas”, “pohjoinen-eteld”
ja “ldnsi-itd”. Usein kdytetdan ENU (East, North, Up) jdrjestysti, eli x-akseli osoittaa
itddn, y-akseli pohjoiseen ja z-akseli osoittaa ylos luotilangan suuntaisesti. Kun origoksi
laitetaan kidyttdjdn paikka, on CE on paikan funktio ja w%L = wa + WIE 1> Missd viimeinen
termi kuvaa kéyttédjan liikettd maapallon suhteen.

o Laitteeseen sidottu koordinaatisto (B), nk. Body-frame. Inertiamittauksissa keskeinen
koordinaatisto. Gyrojen mittaus on WfB ja kiihtyvyysantureiden a? — g®, missi a on kiih-
tyvyys ECI:ssid ja g on paikallinen gravitaatiokiihtyvyys

INS-kirjallisuudessa kulmanopeusvektori esitetdéin usein indeksein wa, miké tarkoittaa B-
koordinaatiston kulmanopeutta I-koordinaatiston suhteen (w;p), ja vektori on ilmaistu B-
koordinaatistossa (w?). Alaindeksii ei siis kannata sekoittaa suuntakosinimatriisin alaindeksiin.
I-koordinaatistolla tarkoitetaan inertiakoordinaatistoa (ei pyori eikd kiihdy avaruudessa), ja B-
koordinaatisto on laitteeseen sidottu koordinaatisto. Vektori wa on itseasiassa ideaalisen gyrot-
riadin ulostulo. Yleisesti gyromittausten integrointi yhtdlon (1.20) avulla ei tuota pyordhdysvek-
toria, koska pyoridhdysvektorin suunnan muuttuessa ko. yhtalo ei endd pade. Pyordhdysvektorin

muutoksen ja mitattavissa olevan kulmanopeusvektorin differentiaaliyhtél6 onkin [3]

1 1 sin( )

. B B p p
=Wip+ = wipt+—(1————7-"—

p IB sz IB 2( 2(1 COS( ))

ja ylld késitellyn yksinkertaisen pyorimisen tapauksessa kaksi viimeistd termid ovat nollavekto-
reita. Tdhén tapaukseen palataan erilliselld INS-kurssilla.

)P X (P X W), (1.26)
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Harjoitustehtivii

1.1. Olkoon A € R™" symmetrinen. Osoita, ettd

A > 0 <= A : n ominaisarvot positiivisia
A>0=det(A)>0
A>0=A"1>0

1.2. Olkoon matriisi B > 0 ja A samankokoinen symmetrinen matriisi. Osoita, ettid

rank(BAB) = rank(A).

1.3. (a) Olkoon matriisin A € R™*" pystyrivit lineaarisesti riippumattomia (rank(A) = n).
Niyti, ettd matriisi A7 A on kiéntyvi.

(b) Osoita yhtdlo (1.5) oikeaksi.
1.4. Olkoon matriisit A > 0 ja B > 0. Niyti, ettd matriisi A + B on kééntyva.

5 —4

1.5. Olkoon A = [ 45

} laske A% .

1.6. Hae kaikki matriisit B € R?*2 siten, etti BB = I, mitki saaduista matriiseista ovat symmet-
risid ja positiivisesti definiitteja?

1.7. Kéyttdjd on tasasivuisen kolmion muotoisen rakennuksen sisdpuolella, jonka seinén
pituus on 6/. Kéyttdjan mobiililaite pystyy mittaamaan etdisyyden jokaiseen seinédén ja
nidma etdisyydet ovat /, 2/ ja 3. Mika kéyttdjin pienimmén nelidsumman estimaatti?

1.8. Olkoon A € RP*" ja b € RP vakioita ja x satunnaismuuttuja siten ettd V(x) = =. Laske

V(Ax+D)

1.9. Tarkastellaan systeemii y = Hx + ¢, missi € ~ N(0,0%1). Miki on estimaattorin
= (H'H) 'HTy

jakauma? Onko estimaattori harhaton (E(x — X) = 0)?
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1.10.

1.11.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

Anna kuvassa 1.1 oikealla puolella esiintyvian ellipsin yhtdlo. (opa. Matlab:
chi2inv(0.68,2) ~2.279)

n([A1[ 3] w1

Laske todennikdisyys P (a’x <0).

Olkoon

. Olkoon satunnaismuuttuja x ~ x2(n, ) jakautunut. Laske E (x).

Olkoon x ~ N(X,X,) ja y ~ N(§,Z,) riippumattomia satunnaismuuttujia, yksinkertai-
suuden vuoksi oletetaan ettd kovarianssimatriisit ovat kidntyvid. Osoita, ettd

HE(HEY)]

opa. Olkoon A ja C neliomatriiseita, tdlloin det ( [ g C } ) = det(A)det(C).

Todista yhtélo (1.10) lahtien mééritelmésta 7.

Johda suuntakosinimatriisi (1.13).
Johda ketjusédidntd (1.14).

Olkoon p koordinaatistojen A1 ja A2 vilinen pyorihdysvektori. Osoita etti p*! = pA2. Jos
C41 #1, niin 16ytyyko q # ap, o € R joka toteuttaa ¢! = g2

Kokeile kaavaa (1.17) vektoreillap; = [0 0 6 " jap,=[0 0 —6]"

Magneettijuna kulkee Helsingistd Rovaniemelle 300 km/h vauhtia. Kuinka suuri sivuttais-
voima tarvitaan, jotta juna pysyy koko ajan pohjoissuuntaisella radalla?

Miki on maan pyorimisakselin ja junan kulkusuunnan vilinen kulma ajan suhteen?
Oletetaan pallonmuotoinen maapallo siteelld R, junan massa M ja yksinkertaistetaan
Helsingin ja Rovaniemen koordinaatit:

Helsinki: 60°10'00” pohjoista leveytti 25°0'00” itiisté pituutta

Rovaniemi: 66°30’00” pohjoista leveyttd 25°0'00” itiisté pituutta
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1.20. Olkoon matkapuhelimen koordinaatisto (B) seuraavasti miirétty: numeroiden 9-6-3 osoit-

1.21.

tama suunta x-akseli, numeroiden 9-8-7 osoittama suunta y-akseli, ja z-suunta x-akselin ja
y-akselin ristitulo (ndytOstd ndyton katselijaan). Kdénné puhelinta -90 astetta puhelimen
y-akselin ympéri. Seuraavaksi, kdidnnd puhelinta 90 astetta x-akselin ympéri. Lopuksi,
kédnnd puhelinta 90 astetta y-akselin ympéri. Tee sama matemaattisesti, eli kirjoita suun-
takosinimatriisit. Miten kdy jos kiertojarjestystd muuttaa? Enté jos kierroissa kdyttddkin
kiertyméttomaén (esim. tyopOytiisi sidotun) koordinaatiston akseleita?

Osoita, ettd
“Al Al
Cir = Cian(wx).

Opa: (1.17),(121) jau’ (ux) =....
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Luku 2

Staattinen paikkaratkaisu

NI1ILO SIROLA

Paikannuksella (positioning, localization) tarkoitetaan vastaanottimen koordinaattien ja mahdol-
lisesti muiden mielenkiintoisten suureiden (nopeus, asento, kellovirhe, jne) estimointia. Paikan-
nustehtdvissd voi olla kdytossd eri ldhteistd tulevia ja monen tyyppisid mittauksia, jolloin
ongelman ratkaisemiseksi muodostetaan ensin mittauksia kuvaava matemaattinen malli, ja
sovelletaan sithen sopivaa matemaattista koneistoa. Mikééan malli ei kuvaa todellisuutta tarkasti,
ja usein vaikka 1lmié tunnettaisiinkin kohtalaisen tarkasti pdddytdédn silti kdyttdméén jotain
yksinkertaisempaa mallia koska se sopii parhaiten siihen matemaattiseen menetelméén jota
halutaan (osataan?) kdyttdd ongelman ratkaisuun.

Staattisella paikkaratkaisulla, erotuksena aikasarjaan jota késitelldéin luvussa 3, tarkoitetaan
yksittdisen paikkaestimaatin laskemista useasta samanaikaisesti tehdystd mittauksesta, riip-
pumatta aimmista tai tulevista mittauksista tai estimaateista. Valitusta mittausmallista riip-
puen paikannustehtivéd voidaan muotoilla epélineaarisen yhtdloryhmin ratkaisemiseksi joko
pienimmén nelidsumman mielessd (kappale 2.3), tarkasti (kappale 2.2), tai uskottavuuden
(kappale 2 .4) tai todennidkdisyyden suhteen (kappale 2.5).

Suurin osa staattiseen paikannukseen tarvittavista menetelmistd tulee estimointiteoriasta,
ks. esimerkiksi verkosta saatava Kuopion yliopiston luentomoniste [27].

2.1 Mittausyhtilot

Kaikkia mittausprosessin yksityiskohtia ei yleensd joko tunneta tarkasti tai niité ei ole jarkevaa
ottaa mukaan malliin. Usein yksinkertaiset mallit ovat riittdvén tarkkoja ilman ettéd laskennasta
tulee liian tyoldstd. Esimerkiksi mittausvirhe koostuu aina useista eri osatekijoistd joilla voi
olla monimutkaisia keskindisii riippuvuuksia, mutta silti se melkein aina mallinnetaan yhdelld
normaalijakautuneella termilla.
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Mittausmalli voidaan esittdd tiheysfunktiolla tai yhtdlomuodossa. Aloitetaan yhtdlomuodosta,
joka on yksinkertaisempi mutta rajoittaa hieman mita voidaan ottaa mittauksiksi (esim. kaikkien
mittausten pitdd olla numeerisia). Mittausten ajatellaan muodostuvan “todellisesta arvosta” ja
virheesti:

mittaus = teoreettinen arvo paikassa x + virhe.
Kootaan kaikki mitatut arvot vektoriin y ja kirjoitetaan mittausyhtdloryhmi muotoon
y=h(x)+v (2.1)

jossa mittausfunktio h saa olla miki tahansa tunnettu vektoriarvoinen vektorifunktio ja v on
mittausvirhevektori, jonka todennikoisyysjakauma oletetaan tunnetuksi.”

Esimerkki 14 (Mittausyhtiloitd). Etdisyysmittaus paikassa s olevaan asemaan voidaan
kirjoittaa mittausyhtdalond

r=ls—x|+v,
Jjossa r on mitattu etdisyys, X on paikka ja ||s — x|| ( = h(x) ) on todellinen etdiisyys.

GPS:n pseudoetdisyysmittaus puolestaan Lem T T T~
voidaan kirjoittaa muotoon

p=lls=x[+b+v,

jossa b on vastaanottimen kellovirheestd
(clock bias) johtuva siirros metreind. Koska
myos kellovirhe b on ratkaistava tunte-
maton siind missd paikkakin, liitetddn se todellinen /,(
tilavektoriin siten ettd tilan kolme ensim- etaisyys '
mdiistd komponenttia, merkitddn X1.3, sisdl-
tivdat paikan ja viimeinen, x4, kellovir-
heen. Jos mittauksia on useaan eri satelliit-
titn/asemaan, voidaan mittausyhtdlot (2.1) kirjoittaa vektorimuotoon

Kellovirhe

S
Py 3

pseudoetdisyys

Kuva 2.1: Kellovirhe ndkyy saman suuruisena
virheend kaikissa pseudoetiisyyksissa.

P1 Is1 —X1:3]| +x4 Vi
| = s +
Pn ||Sn_Xl:3||+x4 Vn

Kun mittaukset on tehty ja mittausyhtdlot selvilld, haetaan paikka/tilaestimaatti X joka sopii
mittauksiin parhaiten. Ratkaisuja ja ratkaisumenetelmid on erilaisia riippuen siitd mité tarkoi-
tetaan sanoilla ”sopii” ja ”parhaiten”. Aina ratkaisu ei ole edes yksikésitteinen, vaan useampi
paikkaehdokas voi sopia mittauksiin yhtd hyvin.

*Tosieldamdssd mittausvirheiden jakauman arvioiminen siirtotien, ldhettimen ja vastaanottimen ominaisuuksien
perusteella tai empiirisesti mittausdatasta on kokonaan oma ongelmansa johon tissé ei syvennytd. Oletetaan vain
ettd “jostain” on saatu etukiteen tietdd (eli arvattu) mittausvirheen jakauma tai edes varianssi.
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2.2 Suljetun muodon ratkaisut

Suljetun muodon ratkaisu, tai suora ratkaisu, on yleisnimi sekalaiselle joukolle epé-iteratiivisia
algoritmeja. Etuna on, ettei algoritmi tarvi alkuarvausta iteraation aloittamiseen, iteraation lope-
tusehtoja tarvitse virittdd, eikd ole pelkoa védrdén ratkaisuun suppenemisesta. Jos ongelmalle
on useita ratkaisuja, suljetun muodon ratkaisu antaa ne kaikki. Yleispédtevdd suljetun muodon
ratkaisua ei ole, vaan se pitdd johtaa erikseen jokaiselle mittausmallille, esim. [1, 6, 15, 21].

Geometrisissa ratkaisuissa ajatellaan, ettd jokainen mittaus miirittdd tila-avaruuteen jonkin
pinnan jolla mittausyhtdlo toteutuu, esimerkiksi etdisyysmittaus méédrdd kolmiulotteiseen
paikka-avaruuteen pallopinnan, erotusetdisyysmittaus hyperboloidin, jne. Tehtdvin ratkaisut
ovat kaikki ne pisteet joissa kaikki mittausyhtdlot toteutuvat, eli joissa kaikki mittauspinnat leik-
kaavat. Toinen ldhestymistapa, josta Bancroftin menetelmai alla esimerkkind, on algebrallinen
jossa erilaisilla laskutempuilla koitetaan 16ytdd mittausyhtidloryhmélle erikoisratkaisu.

Suljetun muodon ratkaisuilla on kéyttod iteratiivisten menetelmien alkuarvauksina, mutta
muuten ldhinnéd teoreettisessa tutkimuksessa ja ongelman visualisoinnissa, koska niilld on
vaikea mallintaa mittausvirheitd.

EsimerkKi 15 (Bancroftin menetelma [1]). Jos kaikki mittaukset ovat pseudoetdisyysmittauksia
(esimerkiksi jos kéiytetdicin pelkdsticin GPS-mittauksia), voidaan erds pienimmdin neliosumman
ratkaisu* laskea suljetussa muodossa seuraavasti. Aloitetaan mittausyhtdloryhmdistd

Is1 =x[| +b = y1

I8n = x| +b = yn.

Kikka 1: Siirretddn b:t yhtdloiden oikealle puolelle ja korotetaan yhtdlot puolittain toiseen.
Saadaan n yhtdlod muotoa:

Isi —x||* = (yi — b)*
& |sill* — 287 x + ||x||> = y7 — 2yib + b*.

Huom. puolittain nelidinnistd johtuen ratkaisuun tulee useita haaroja jotka pitdd lopuksi kaikki
tarkastaa. Esimerkiksi kaikki ratkaisut joille y; — b < 0 ovat mahdottomia.

Kikka 2: Kerditédn nelitermit uuteen muuttujaan h = ||x||> — b*, jolloin saadaan lineaarinen
yhtdlo jossa on muuttujina X, b ja \:

2sTx — 2yib = M+ |Isi]|* — y?.

*Ratkaisu ei ole sama kuin iteratiivisella menetelmilld saatu, menetelmit minimoivat hieman eri funktioita.
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Kootaan kaikki yhtdlot lineaariseksi systeemiksi ja ratkaistaan se X:n ja b:n suhteen pienimmdn
neliosumman mielessd:

7 <2 | [ It 1> =t
: = || AN+ .
T _, b ' 22
2Sn _2yn _1 HSHH ~Yn
- i i
|2t -2 1 257 —2y It 1> =t
X
bl = : A+ f :
o _25; —2yn 1 25y —2yn 8n]|* —y7
=p =q

@ b =ra= [l ]

jossa AT = (ATA)_IAT Jja vektorit p ja q voidaan laskea tunnetuista suureista. Alkuperdinen
yvhtdloryhmd siis toteutuu (pienimmdn neliosumman mielessd) jos ja vain jos

x=dA+e

2.2
b= f\A+g. 2-2)

Sijoitetaan ndmd takaisin h:n mddritelmddn:
= |Ix|* =% = [|dh+e|® — (fh+g)%,
kerrotaan neliotermit auki ja sievennetddn muotoon
(I[d[* = 22+ (2d"e = 2fg — A+ [|e||* — g =0

Jjoka on toisen asteen yhtdlo h:n suhteen ja kaikki muut termit ovat tunnettuja. Ratkaistaan
Jjuuret ja lasketaan vastaavat X ja b sijoittamalla juuret kaavaan (2.2). Vaikka kdypid ratkaisueh-
dokkaita joskus saadaan kaksi, GPS:n satelliittigeometria on sellainen ettd toinen ratkaisuista
on ulkoavaruudessa ja voidaan rajata pois.*

2.3 Iteratiivinen pienin neliocsumma

Kirjoitetaan mittausyhtdloryhma (2.1) uudelleen residuaalin avulla:

Residuaali kuvaa yhteensopimattomuutta mittausten ja oletetun paikan x vililld, ja jos
mittaukset ovat virheettomid se menee nollaan todellisessa paikassa (mutta mahdollisesti myos
muissa pisteissd). Pienimmin nelidsumman menetelmén ideana on méérittdad paikkaestimaatti X
joka minimoi lausekkeen ||p(x)||? eli p(x)p(x) eli 3 pi(x)>.

*Ellei sovellus ole esim. kuuraketin paikannus. ..
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Jos mittausvirheitd ei ole, residuaali menee nollaan todellisessa paikassa X:

jolloin residuaalin normin minimoinnin sijaan voitaisiin sama(t) ratkaisu(t) 10ytdd my0s ratkai-
semalla mittausyhtdléryhma suoraan (ks. kappale 2.2). Tavallisesti mittauksissa on aina virhettd,
jolloin residuaalilla ei vélttamittd ole lainkaan nollakohtia, ja paikkaestimaatti saadaan ratkai-
semalla minimointitehtiva:

A . T
X =arg mxlnp(x) p(x). (2.3)
Epilineaarinen optimointi on vaativa ongelma eiki sille tunneta yleispatevii ratkaisukeinoa.

Jos minimoitava funktio on hyvinlaatuinen ja kdytossd on alkuarvaus ’riittdvdn” ldheltd
minimid, voidaan kéyttdd iteratiivista optimointimenetelméd, joissa ajatuksena on aloittaa
alkuarvauksesta x¢ ja laskea siitd ldhtien askeleet x1.,X», jne, kunnes ratkaisu ei endi muutu.
Gauss-Newtonin menetelmissid [11, kappale 4.2.1], [14, s.93], [23, kappale 9.6] (jota paikan-
nusyhteydessd yleensd nimitetdén iteratiiviseksi pienimmén neliGsumman menetelméksi) resi-
duaali linearisoidaan pisteen x; ympdristossi kiyttdmaélld ensimméisen asteen Taylorin kaavaa
P(Xx +Axy) = p(x¢) + P’ (xx)Ax, ja koitetaan 16ytid sellainen askel Axy, etti linearisoitu residu-
aali menee nollaan:

P(Xi+1) = P(Xk + Axg) =~ p(xg) +p' (x) Axg = 0.

Merkitéin residuaalin derivaattaa eli Jacobin matriisia J; = p'(x;) = W (x) ja jirjestetién
yhtdld muotoon

JeAx, = —p(Xy),
jonka pienimmén neliosumman ratkaisu (1.6) on
Axi = —(Tg 1)~ TP (%)
Iteraatioaskeleeksi saadaan téten
Xer1 =X — (IF7) 1T p(xy). (2.4)

Algoritmin toteutusta varten tarvitaan alkuarvaus xg, josta ldhtien iteraatiota toistetaan kunnes
ratkaisu on supennut johonkin pisteeseen X (tai maksimi-iteraatiomédird tulee tidyteen). Voidaan
todistaa ettd iteraatio suppenee jos alkupiste on “riittdvén ldhelld” minimid ja residuaalin toinen
derivaatta on “riittdvén pieni” [14]. Esimerkiksi satelliittipaikannuksessa maapallon keskipiste
toimii paremman tiedon puutteessa alkuarvauksena koska mittausyhtilot ovat ldhes lineaarisia.

Jos jotkut mittaukset ovat tarkempia kuin toiset, voidaan algoritmia vield parantaa otta-
malla mukaan painomatriisi joka pakottaa hyvélaatuiset mittausyhtdlot toteutumaan tarkemmin
kuin huonompilaatuiset. Kun painomatriisina kdytetdin mittauskovarianssimatriisin inverssid ja
ratkaistaan siis tehtidvia

X = argmxinp(x)TZ*Ip(x), (2.5)

saadaan minimivarianssiestimaatti (todistus esim. [18, luku 6.A.1], tai epédsuorasti maksimi-
uskottavuuden avulla jidljempéna).
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Algoritmi 1 Gauss-Newtonin menetelmé (Iterative Least Squares)

1. Valitse alkuarvaus X ja lopetustoleranssi 8. Aseta k = 0.
2. Laske J; = h'(xy).
3. Askel: Xp1 = X¢ + Axy, jossa Ax; = —Ji\ (h(x¢) —y)

4. Jos lopetusehto ||Axg|| < O ei toteudu, kasvata k:ta ja toista kohdasta 2.

Algoritmi 2 Painotettu Gauss-Newtonin menetelma (Iterative Weighted Least Squares)

1. Valitse alkuarvaus Xq ja lopetustoleranssi d. Lisdksi tarvitaan mittauskovarianssimatriisi
3 =cov(v). Aseta k =0.

2. Laske J; = h'(xy)
3. Askel: Xpy1 = X¢ + Axy, jossa Ax; = —(Z’%Jk)\ (Z’% (h(xx) — y))

4. Jos lopetusehto ||Axg|| < 9 ei toteudu, kasvata k:ta ja toista kohdasta 2.

Esimerkki 16 (Jacobin matriisin laskenta). Olkoon meilld etdisyysmittaukset kolmeen asemaan
paikoissa S, Sy ja S3. Nyt mittausyhtdloryhmd on

i [s1 —x|| Vi
2| = (lls2=x[[| + |2
y3 [s3 —x|| V3

Newtonin algoritmissa tarvittava Jacobin matriisi on siis

) Isi—xl] [Zlsi—x|
1) = Znx) = 2 sl | = | & s
I3 —x|| 2 ||s3 — x|
_ ="
HSI_X
- |-
S>—X
_(83*X)J~
[[s3 —x]]

eli oletetusta paikasta X kohti asemia osoittavat yksikkovektorit pinottuna matriisiksi.
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2.3.1 Virheanalyysisti

Itse paikka- tai tilaestimaatin lisdksi meitd kiinnostaa ratkaisun virhearvio. Mittauksissa on aina
kohinaa, joten paikkaestimaatin laskemisen jidlkeen olennainen kysymys on kuinka ldhelld todel-
lista paikkaa estimaatin voidaan luvata olevan.

Virheitd voidaan luokitella eri tavoilla, mutta teoreettisen tarkastelun kannalta kiinnostava jako
on mallinnettuihin ja mallintamattomiin virheisiin. Mallinnetut virheet ovat niitd joita etuka-
teen odotammekin systeemissé olevan, eli useimmiten mittauskohina, jonka systeemin mittaus-
geometria etukédteen ennustettavissa olevalla tavalla muuntaa paikkaestimaatin kohinaksi. Erdt
menetelmét jopa eivit toimi kunnolla jos mittauksissa ei olekaan kohinaa.

Mallintamattomia virheitd ovat mm.:
e mallinnusvirheet: véarit oletukset/arvaukset mittauskohinan jakaumasta tai riippuvuuk-

sista, mittausresoluutio tai havaitsemiskynnys, epitarkat luonnonvakioiden arvot, . ..

e numeeriset virheet: johtuvat ddrellisestd laskentatarkkuudesta (ja joskus varomattomasta
ohjelmoinnista)

e approksimaatio-, katkaisu- ja ndytteistysvirheet: algoritmin tahallista ”optimointia”

e muut: ympdiristotekijit, laitteiston vidrinkdytto, koodausbugit, . ..

Tissé luvussa kisitellddn vain mallinnettuja virheitd, jolloin saadut virherajat ja -arviot tiukasti
ottaen pitdvit paikkansa vain jos muun tyyppisid virheiti ei ole, eli kaikki mallit ovat oikein
ja laskut tehdéén darettomalla tarkuudella. Kdytannossd titen laskettuja virherajoja joudutaan
tulkitsemaan varovasti: ”’jos malli olisi oikein, niin...”.

Estimaatin virhettid voidaan (algoritmia ohjelmoimatta) tutkia eri tavoin:
e Virhepropagaatio: kun mittausvirheiden (=syotteen) jakauma/kovarianssi tunnetaan,

laske ratkaisun (=tulosteen) jakauma/kovarianssi

e Luotettavuusalueet: laske todennékoisyys ettd oikea paikka on annetun alueen sisilléd, tai
laske alue jonka sisdlld paikka on esim. 95% todennékdoisyydelld

e Herkkyysanalyysi (perturbation analysis): paljonko pienet muutokset mittauksissa muut-
tavat ratkaisua. Jos mittauksille y saadaan estimaatti X, paljonko estimaatti muuttuu jos
mittaus onkin y =y + Ay, jossa muutos Ay oletetaan suhteellisen pieneksi?

2.3.2 Painottamattoman pienimmén nelicsumman virheanalyysi

Olkoon X todellinen paikka, y virheettomét mittaukset ja mittausvirhe v. Merkitdéin pienimmén
neliosumman ratkaisua X ja sen virhettd u, eli X = X+ u. Jos pienimmén neliGsumman mene-
telméd on supennut tdhidn ratkaisuun, se tarkoittaa ettd iteraatioaskeleen (2.4) pituus tdssa
pisteessd on nolla, eli:

)T (h(x+u) — (F+V)) = 0.
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(Derivaattamatriisi J on toki x:n funktio, mutta jos u oletetaan pieneksi, niin J on ldhes
vakio tarkasteltavalla alueella ja sen riippuvuus x:std voidaan unohtaa.) Linearisoidaan vield
mittausyhtélot: h(X) ~ h(X) 4 Ju, jolloin saadaan

JTH" T (h(E)+Hu—(F+v)) =0
~
=y
N -0"n"1Tv=0
u= TNy

Jos mittausvirhe on normaalijakautunut, v ~ N(0,X), seuraa Lauseen 4 (s. 10) perusteella etti
u~N (0,7 =30 ). (2.6)

Erikoistapauksessa jossa mittausvirheet ovat jakautuneet riippumattomasti ja identtisesti, eli
S = oI, paikan virhe sievenee muotoon u ~ N (0, o?(J71 )’1). Nyt mittausvirheistd johtuvan
estimointivirheen kovarianssi koostuu kauniisti mittausvirheiden varianssin o ja mittausgeo-
metriasta riippuvan matriisin (J7J)~! tulosta. GPS-yhteydessi matriisista kiiytetisin nimed DOP
matrix (Dilution of Precision) [18, kappaleet 6.A.1-2] , josta voidaan laskea erilaisia DOP-
lukuja seuraavasti:

Global/Geometric Dilution of Precision: GDOP = /tr(J7J)~1

Position Dilution of Precision: PDOP = ¢ (7)Y (1.1

Horizontal Dilution of Precision: HDOP = ¢ a[(079) (1.1
Vertical Dilution of Precision: VDOP =  /[(JT1)~1] 3 3,
Time Dilution of Precision: TDOP = /[(JTT)71] 4 4)

DOP-lukujen hyoty on siind ettd satelliittigeometrian “hyvyys” saadaan tiivistettyd yhteen
lukuun, jonka jidlkeen paikkavirheen hajontaa voidaan arvioida yksinkertaisesti kertomalla
mittausvirheen hajonta DOP-luvulla. Jos mittauksilla on eri hajonnat, virhekaava (2.6) ei
sievene DOP-muotoon, ks. tehtdava 2.5.

Painotettakoon vield ettd kaavan (2.6) johdossa virhe u oletettiin pieneksi jotta mittaus-
funktio h(x) pystyttiin linearisoimaan estimaatin ympéristossd. Mitd suuremmat epélineari-
suudet mittausyhtédloissd on, eli mitd “kaarevampia” niiden maédrittelemét pinnat ovat, sitd
huonompi arvio paikan virheelle télla tavalla saadaan. (ks. tehtdva 2.17)

Huomioita:
1. Painotettu pienimmin nelidsumman menetelméd antaa varianssimielessd optimaalisia
tuloksia kunhan mittauskovarianssi tiedetddn, tai toisin péin ajateltuna, jos mittaukset

noudattavat niille oletettua jakaumaa. Pienimmin neliosumman kriteeri on herkka suurille
mittausvirheille, “roskamittauksille”, joten ne tulisi havaita ja poistaa.
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2. Jos mittausyhtédlé on kovin epilineaarinen, Gauss-Newtonin menetelmi voi kiyttdytya
huonosti ja jokin muu vapaa optimointimenetelmi kuten gradienttihaku tai Levenberg-
Marquardt voi olla parempi. Jos mittausyhtéloissd on epédjatkuvuuskohtia, joudutaan ne
yleensd joko muuttamaan jatkuviksi tai kidyttdméin jotain Monte Carlo -algoritmia. [23]

3. Mittausmalliin voidaan ottaa yhtiloiden lisédksi my0s epdyhtidlomuotoisia rajoitteita (esim.
soluverkon sektoriraja), mutta silloin tehtdvd muuttuu sidotuksi minimointitehtivéksi
joka on kertaluokkaa vaikeampi ratkaista.

2.4 Uskottavuauden maksimointi

Mittausyhtédlod yleisempi esitys mittausmallille on ehdollinen todennékdisyystiheysfunktio
p(y | x), joka voidaan lukea "todennikGisyys ettd mitataan y jos ollaan paikassa x” (ks. kappale
1.3.3). Kun lausekkeessa x pidetddin muuttujana ja mittauksia y vakiona, funktiota nimitetdén
uskottavuusfunktioksi (likelihood) ja tulkitaan sitd niin ettd mitd suurempia arvoja uskottavuus-
funktio saa mittauksilla y ja paikassa x, sitd paremmin kyseinen paikka “sopii” mittauksiin.
Uskottavuusfunktiota merkitéin joskus L(x|y). Riippumattomien mittausten yhteinen uskotta-
vuus saadaan kertomalla yksittdisten mittausten uskottavuusfunktiot keskenéén.

Jos mittausmalli on annettu yhtdlomuodossa y = h(x) + v, se on helppo kirjoittaa uskottavuus-
muotoon silld v =y — h(x) ja v:n jakauma tunnetaan, joten

p(y |x) = py(y —h(x)),

jossa py on tunnettu virheen jakauma. Uskottavuusfunktion avulla annettun mittausmallin muut-
taminen mittausyhtiloiksi sen sijaan onnistuu vain erikoistapauksissa. Uskottavuuden maksi-
mointi (maximum likelihood) on siis menetelména yleiskdyttoisempi kuin aiemmin esitetyt.

Kun mittausmalli uskottavuusmuodossa tiedetdédn ja saadaan mittaus, ratkaisu X haetaan siten
ettd sen uskottavuus mittausten valossa on mahdollisimman suuri: X = argmaxy p(y|x). Tdhén
voidaan kidyttdd epélineaarisen optimoinnin keinoja, esimerkiksi Newtonin menetelméd. Jos

Kuva 2.2: Esimerkkejd mittausten uskottavuusfunktioista. 1) etédisyys tukiasemasta, 2) suuntakulma
tukiasemaan, 3) etdisyys ja kulma yhdessé (edellisten tulo)
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mittauksia on vidhin, uskottavuusfunktiolla ei valttamittéd ole yksikésitteistd maksimia (esimer-
kiksi kuvan 2.2 vasen tai keskimmaiinen tilanne).

Esimerkki 17. Tutkitaan n mittauksen ryhmdid
y=h(x)+v

jossa virhe v jakautunut normaalijakauman mukaisesti, v ~ N(0,X). Moniulotteisen normaa-
lijakauman tiheysfunktio on py(z) = Cexp (—32' £~ 'z) , vakio C = (2m) "2 det(2) /2 ei ole
tissd oleellinen.

Nyt uskottavuusfunktio on

Py 1) = ply ~hix) = Cexp (5 (5~ h)= (y—h(x) ).

Koska kovarianssimatriisi £ on positiividefiniitti, eksponenttifunktion argumentti on aina
ei-positiivinen. Tdten suurimman uskottavuuden ratkaisu loydetddn minimoimalla lauseketta
(y —h(x))"="!(y —h(x)), joka on tdsmdlleen sama kuin painotetun pienimmdn neliosumman
kohdefunktio painomatriisilla 3.

Normaalijakautuneille virheille siis maksimiuskottavuus ja painotettu pienimmdn neliosumman
menetelmd (2.5) ovat identtiset, ja tdmd johto on yksi perustelu sille miksi painomatriisina
kéiytetddin nimenomaan mittauskovarianssimatriisin inverssid.

2.5 Bayesilainen ratkaisu

Edelld kisitellylld mittausten uskottavuusfunktiolla p(y | x) ei sindnsd ole mitdén konkreet-
tista tulkintaa, kiinnostavampi suure olisi tilan/paikan todennékoisyys ehdollistettuna saaduilla
mittauksilla p(x | y). Tdmi voidaan laskea Bayesin kaavalla:

__p(x)p(y|x)
S p(x)p(y | x)dx

jossa p(y | x) on mittausmallin uskottavuusfunktio ja p(x) on mittauksista riippumaton prio-
ritieto joka antaa tiheysfunktion muodossa “valistuneen arvauksen” x:n mahdollisista arvoista.
Kun saatu mittaus y sijoitetaan kaavaan, vastauksena saadaan posteriorijakauma eli ehdollinen
todennékoisyysjakauma tilalle x.

p(x|y) (2.7)

Bayesin kaava antaa todennikoisyysjakauman p(x | y) joka on informatiivisempi kuin pelkké
tilaestimaatti X — jakauma sisiltidd kaiken tiedon jota tilasta prioritiedon ja mittauksen perus-
teella on. Jakaumasta voidaan tarpeen mukaan laskea odotusarvo tai suurimman uskottavuuden
estimaatti, kovarianssiestimaatti, luottamusvélejd, jne. ja sitd voidaan kayttdd prioritietona
seuraavan ajanhetken paikkaratkaisulle.

Jos kisiteltavit tiheydet ovat vdhinkdidn monimutkaisempia, posterioritiheytté ei yleensé pysty
ratkaisemaan analyyttisesti, vaan turvaudutaan johonkin approksimaatioon tai Monte Carlo -
integrointiin joka toimii mielivaltaisille funktioille. Tdstd enemmaén luvussa 3.5.
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Esimerkki 18. Tutkitaan yksiulotteista tehtdvdd, jossa mitataan tukoksen paikkaa 10 metrin
pituisessa putkessa. Olkoon mittausvirheen jakauma N(0, (3m)?).

Uskottavuusfunktio on nyt normaalijakauman tiheysfunktio (vakiokerroin ei ole olennainen)

p(y|x) =Cexp G%)

ja priorina kéytetdidn paremman tiedon puutteessa tasajakaumaa putken sisdlld:

ll jos 0 <x <10

X)) =
p( ) 0  muuten.

Jos mittaustulokseksi saadaan vaikkapa y = 8 metrid, saadaan Bayesin kaavasta (2.7)

ppsly)  PECe(-53)
P8 [x)dx [ px)Cexp (-5 )
eXP(_<xT§>2)

2
= Oloexp (— (XISS) )dx

0 muuten

p(XIy)Zf

Jjos0<x <10

0.1788exp (~U555) jos0<x <10

0 muuten

Prioritietoa kdytettiin tdssd vain rajoittamaan estimaatti sallitulle alueelle. Jos esineen summit-
tainen paikka putkessa olisi ollut tiedossa, sitd olisi voinut kdyttdd myos priorina.

Saatu posteriorijakauma p(x|y) kuvaa nyt

0.2r o parhaan tietomme mukaan esineen sijain-
priori _ posteriori titodenndkoisyyttd  putken eri  kohdissa.
01l N ~ M. _ Jakaumalle voidaan tavalliseen tapaan
Al . mittaus laskea odotusarvo pu = [xp(x|y)dx ~ 6.76

/7 e _ ja varianssi 6> = [(x—u)?p(x|y)dx =~ 2.122,

O o 5 10 15 o0 Mittaus y = 8 siis siirsi prioriestimaattia

o o x =5 hieman kohti putken oikeaa pdicityd.
Kuva 2.3: Posteriori on priorin ja mittauksen uskot-

tavuuden normalisoitu tulo. Jos timdin jilkeen tehtdiisiin vield uusia riip-

pumattomia mittauksia (ja oletetaan ettei

paikannettava esine litku vdlilld), voidaan tdstd ratkaistua posterioria kdyttdd uutena priorina
Jja kaikista mittauksista saatu informaatio tulee kéytettyd optimaalisesti.
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2.5.1 Bayesilainen virheanalyysi

Aiemmin mainittiin ettd Bayesin ratkaisu tuottaa paikan todennédkoisyystiheysfunktion, josta
voidaan laskea seki paikkaestimaatti ettid sen keskineliovirheen odotusarvo

MSE:/(x—ﬁ)(x—ﬁ)Tp(x | y)dx

jossa integraali yleensd lasketaan numeerisesti [20]. Jos estimaattina X on odotusarvo E(x | y),
keskineliovirhe on médritelmén mukaan sama kuin posteriorikovarianssi.

Esimerkki 19. Esimerkissd 17 havaittiin pienimmdn neliosumman menetelmdn ja maksimius-
kottavuusmenetelmdn yhtymdkohtia. Todetaan vield ettd normaalijakautuneille mittauksille
Bayesilainen virhekovarianssi on (liki pitden) sama kuin pienimmdn neliosumman menetelmdilld
virhetarkastelussa saatu. Olkoon mittausvirheiden jakauma v ~ N(0,0°1), ja priori p(x) vakio
koko avaruudessa™. Nyt uskottavuusfunktio on

joten

o p0p(y %) ply]x)
Px1Y) Ip®)p(y|x)dx  [p(y]|x)dx
Ciexp (— (h(x)_Y)T(h(X)—Y))

. 2072
[Crexp (_ (MX)*Y%ZEMX)*Y)) dx
(h(x) —y)" (h(x) —y)
=(Chexp (— 72

Tehddicin samanlainen linearisointi tosipaikan ympdrilld kuin pienimmdn neliosumman analyy-
sissd: h(x) ~ h(X) +J(X —x) =y +JAX = y — Ay + JAX, jolloin saadaan

JAX — Ay)T (JAx — A
p(x|y) =~ Caexp <—( y;gg y>) :

Jjoka, toisin kuin (2.6), riippuu realisoituneesta mittausvirheestd Ay eikd ainoastaan sen jakau-
masta. Vertailun vuoksi kokeillaan sijoittaa Ay = 0 silld perusteella ettd mittausvirheet ovat
nollakeskeisid, jolloin saadaan

1 AXTTTJAX

p(x|y)|ay=0 ~ Crexp (—5?)
1 _

= Crexp (—EAXT (0?77 IAX)

joka on tiheysfunktio jakaumalle Ax ~ N(0, o>(J7T)~1) eli sama tulos joka saatiin edellisessdi
kappaleessa pienimmdin neliosumman menetelmdlle samoin oletuksin (ks. sivu 29). Toteutu-
neesta mittausvirheestd Ay riippuen Bayesin estimaatin jakauma vaihtelee tdmdn ympdrilld.

*Usein ajatellaan ettd priori on tasan jakautunut eli sen tiheys on vakio koko avaruudessa, mikd aiheuttaa risti-
riidan koska tiheysfunktion integraalin pitiisi olla 1. Kdytdnnossi tasan jakautunut priori supistuu laskuista pois,
ja periaatteessa voidaan ajatella ettd kdytettiin prioria joka on tasan jakautunut ’riittividn” suuressa alueessa jonka
ulkopuolelle jad niin vihin todenndkdisyysmassaa ettei se vaikuta tuloksiin. Toinen saman lopputuloksen tuottava
vaihtoehto on olettaa etté priori on jakautunut N (0, MT) mukaan ja ottaa raja-arvo kun M — oo,
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2.6 Luottamusvilit

Luottamusvalilld tarkoittaa yksiulotteisessa tapauksessa vilid jonka sisdlld estimaatti on esim.
99% todennikoisyydelld.” Luottamusvéli on yleensi keskitetty estimaatin ympdrille, mutta voi
toki olla asetettu my0Os epasymmetrisesti. Moniulotteisessa tapauksessa kdytetddn yleensi esti-
maattiin keskitettyja luottamuspalloja tai ellipsoideja, mutta jdlleen mikéén ei estd kdyttamésta
minkd muotoista aluetta tahansa, kunhan sen sisélle jad haluttu osa estimaatin jakaumasta.

Jos estimaatin jakauma on tiedossa, luottamusvili (tai kdédntéden tietyn vilin sisdidn jddva toden-
nikoisyys) lasketaan integroimalla jakaumaa halutun vélin yli:

Pa<x<bly)= [ ple]vi

Normaalijakauman tapauksessa voidaan kdyttdd suoraan normaalijakauman kertyméfunktiota ja
sen kédnteisfunktiota ja saadaan tutut nyrkkisdédnnot £20 sisélld on 95% todennékoisyydestd,
430 sisilld 99.7% jne.

Tosieldmissd mittausten jakaumaa ei tunneta, jolloin estimaatinkaan jakauma ei ole tiedossa.
Sen varianssi voidaan kuitenkin yleensd approksimoida. Normaalijakaumasta johdetut luotta-
musvilit eivit endd pidd paikkaansa, mutta vastaavia luottamusvilejd saadaan Chebyshevin
epdyhtélosti, joka antaa alarajan sille kuinka paljon todenndkodisyysmassaa tietyn vélin ulko-
puolella voi pahimmillaan olla, kun jakauman varianssi on 6°:

P(lx—%|>No) < . (2.8)

Kaavan perusteella esimerkiksi yli kolmen sigman péaéssi keskiarvosta voi olla korkeintaan 1/9
todennékoisyydestd, miké tarkoittaa ettéd oli jakauma miki tahansa, vililld X +- 30 on aina vihin-
tddn 8/9 ~ 89% todennikoisyydestd.

Vastaava n-ulotteinen kaava on

P (x> 1 /irace(®) ) < %

jossa 2 on jakauman kovarianssimatriisi. Jos muuttujilla on suuria korrelaatiota tai eri suuruus-
luokkaa olevat varianssit, vihemmén sievennetty kaava

P <\/(x—§()TZ—‘(x—§<) > wﬁ) < 2.9)

*Tdmi on Bayesilainen tulkinta jota paikannuslaskuissa kdytdmme hiikdilemaéttd. Pohjimmiltaan kyse on siitd miten
satunnaisuus pitdisi mallintaa matemaattisesti. Frekventistisen tulkinnan mukaan todennékoisyys tarkoittaa sité,
ettd jos koe toistetaan “monta” kertaa, niin todennékoisyyden mukainen osuus tapahtumista tapahtuu. Bayesilai-
sessa tulkinnassa todennikoisyys on pikemminkin subjektiivinen epdvarmuuden mitta, joka kertoo paljonko tietoa
(tai arvauksia) systeemisti on.

Katsantojen ero ndkyy mm. luottamusvilin tulkinnassa. Frekventistisessd mielessd 99% luottamusviili tarkoittaa
sitd, ettd ettd todellinen paikka on jokin kiinted arvo ja 99% tapauksista luottamusvéli saadaan laskettua niin ettid
todellinen paikka osuu sen sisille. Bayesilainen tulkinta vastaa paremmin intuitiota: todellinen paikka on satun-
nainen ja osuu 99% todennikoisyydelld laskemamme luottamusvilin sisélle.
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antaa tiukemman rajan.

Kaavan (2.9) avulla voidaan my6s médrittdd luottamusellipsoidin yhtélo, esimerksiksi 95%
ellipsoidi saadaan valitsemalla yhtilon oikealle puolelle 1 /A% = 0.05 (eli korkeintaan 5% toden-
nikoisyydesta saa olla ellipsoidin ulkopuolella), josta seuraa A = 1/1/0.05. Siis ellipsoidi

n
E 7 :{ —X TZ?I —X —}
959 x| (x—%) (x—%X) < 0.05

sisdltdd vihintddn 95% todennédkoisyysmassasta (vrt. tehtdva 1.10 sivulla 20).

Yhteenveto ja huomioita

e Paikannustehtdvd voidaan muotoilla joko epilineaarisen yhtdloryhmén ratkaisemi-
seksi tai maksimiuskottavuuden/Bayesilaisen posteriorin hakemiseksi. Kumpikin tehtavi
ratkeaa joko standardeilla optimointimenetelmilld tai numeerisella integroinnilla [20],
johon palataan luvussa 3.5.

e Jos mittausyhtilot ovat ldhes lineaarisia niin ettd J(x) = h’(x) on ldhes vakio ratkaisun
lahelld (jolloin sitd voidaan merkitd pelkistdédn J) ja mittausvirheet ovat normaalijakau-
tuneita tai ne voidaan hyvilld omallatunnolla siten mallintaa, pienimmén nelidsumman
ratkaisu ja Bayesilainen ratkaisu ovat asymptoottisesti samat.

e Suljetun muodon ratkaisut ovat tydlaampid johtaa, ja yleensd herkempiéd mittausvirheille.
Ne ovat kuitenkin joskus hyodyllisid alkuarvauksen tai tehtdvin kaikkien ratkaisujen etsi-
miseen.

Harjoitustehtivia

2.1. Tuntemattomana on kaksiulotteinen paikka x = [xl xz} . Kirjoita mittausmalli, kun
mittaus y on

(a) kohinainen arvio koordinaatista x;
(b) kohinainen etdisyys kiintedin asemaan s = [s 1 sz]

(c) kohinainen suuntakulma asemasta s siten ettd 0-kulma osoittaa pohjoiseen ja kulma
kasvaa myotidpdiviin

(d) asemiins' ja s? mitattujen kohinaisten etiisyyksien erotus

2.2. Ideaalinen INS antaisi mittauksena kohinaisen nopeusvektorin v B-koordinaatistossa
sekd pyordhdysvektorin p joka méirittelee B-koordinaatiston asennon lokaalin L-
koordinaatiston suhteen. Kirjoita mittausyhtdlo nopeusvektorille v kun p oletetaan
virheettomaéksi.
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2.3.

24.

2.5.

26.

2.7.

2.8.

29.

Tuntemattomana on kaksiulotteinen paikka x. Mittausmalli on

100 0]" —x :
y=h(x)+v= [HH[[O 50]]T_X|H +v, jossav~ N(0,10°1)

(a) Kirjoita residuaalin p(x) ja sen derivaattamatriisin J = p’(x) kaavat.

(b) Saadaan mittaus y = [108 46]T. Miké on Newtonin menetelmén ensimmaéinen
askel jos alkupaikkana on x = [0 0]”.

Johda painotetun Gauss-Newtonin menetelmén (Algoritmi 2) iteraatioaskel, eli niyti ettd
se minimoi lausekkeen p(x)” =~ !p(x).

Johda paikkavirheen jakauma painotetulle Gauss-Newtonin menetelmille (Algoritmi 2)
samaan tapaan kuin kappaleessa 2.3.2 kun painomatriisi on W ja mittausten kovarianssi-
matriisi on .

Tutka mittaa etdisyyttd kohteeseen seké etidisyyden muutosta. Tutka-antenni on asennettu
pyorivin varren piihin niin etti sen paikka ajanhetkelld # on s(¢) = [cos? sint]”.
Kirjoita mittausyhtdloryhmé ja sen derivaattamatriisi hetkelld ¢ kun tilavektorissa on
kohteen 2D-paikka ja nopeus: x = [r r2 vi v2]7.

(Huom. tarkkana koska derivoidaan ajan suhteen ja koska tilavektorin suhteen.)

Olkoon mittausmalli lineaarinen, y = Hx + v, ja Xo annettu vektori. Johda estimaattori X
joka minimoi lausekkeen ||y — Hx||> + ||xo — x| .

Kehiti suljetun muodon ratkaisu (vrt. esimerkki 15 sivulla 24) yhtdloryhmaille

st — x|l =1

18 =x[[ = ya-

Ratkaise tehtdvén 2.3 paikannusongelma saamallasi kaavalla.

Esim. WLAN-verkoissa ei useinkaan ole mahdollista tai jarkevdd muuttaa mitattua signaa-
litehoa etdisyysmittaukseksi. Sen sijaan voidaan kidyttdi ns. fingerprint-menetelmii, jossa
kalibrointivaiheessa valitaan joukko paikkoja p;, i = 1...n, ja mitataan niissd kaikkien
kuuluvien signaalien tehot a; € R™, ja paikannusvaiheessa verrataan tehtyjd tehomit-
tauksia tietokantaan.

Kirjoita mittausmalli, kun oletetaan ettd mittauskohina on riippumattomasti normaalija-
kautunutta varianssilla 0 ja oletetaan etti tietokantaan on saatu méiritettyd mittauksen
odotusarvot kussakin kalibrointipisteessa tarkasti. Mieti millaisella algoritmilla kirjoitta-
masi mittausmallin pystyisi ratkaisemaan. (Mahdollisia ratkaisuja on monta eikd miké&4n
ole ihan suoraviivainen.)
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2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

Kirjoita seuraavia mittausyhtilgitd vastaavat uskottavuusfunktiot p(y | x).
(@) y=x>+v, v~ Tas[-1,1]
(b) y=h(x)+v, v~ Tas[—1,1]
(c) y=1jos|s—x|| <100, muuten y =0
(d) y=1jos [[s—x|+v <100, v ~N(0,1), muuten y =0
(@ y=lls—x|* s~N(,I)

Tas[—1, 1] tarkoittaa tasajakaumaa ko. vililldi. Huom. Kohdissa (c) ja (d) mittaus y on
binddrinen, jolloin sen uskottavuusfunktioksi riittdd ilmoittaa p(0 | x) ja p(1 | x).

Mittausmalli on y = floor(x +v), jossa v ~ N(0, (1/2)?).

(a) Mikd on nidin saadun mittauksen uskottavuusfunktio? Luonnostele uskottavuusfunk-
tion kuvaaja y:n funktiona jollain kiintelld x:114, ja x:n funktiona jollain kiinte&lld
y:1l4.

(b) Miké on uskottavuusfunktio jos saadaan n riippumatonta mittausta?

(c) (Matlab-lisédtehtdvd) Tehdddn viisi riippumatonta mittausta ja saadaan arvot
0,—2,—1,0 ja —1. Jos lattiafunktio jatettdisiin huomiotta, saataisiin x:n estimaatiksi
mittausten keskiarvo —0.8.

Piirrd uskottavuus sopivalla vililld (esim. [—2,1]) ja arvioi siitd maksimiuskotta-
vuusestimaatti.

Johda Bayesin kaava (2.7) ehdollisen tiheysfunktion mééritelmésti (s. 12).

Kun seké priori ettd uskottavuus ovat yksiulotteisia normaalijakaumia, my06s posteriorija-
kauma on normaalijakauma. Johda sen parametrit.

1/2 kun —1<x<1
0 muuten ‘
Mikd on jakauman odotusarvo ja varianssi?
(y+1)/2 kunx>0ja—-1<y<I1
Mittausmallion p(y | x) =< (1—y)/2 kunx<0ja —1<y<1.
0 muuten
Selvitd itsellesi mitd tima mittausmalli tarkoittaa, eli miten x:n arvo vaikuttaa mitatun y:n

jakaumaan. Laske posteriorijakauma, ja sen perusteella Bayesilainen tilaestimaatti ja sen
varianssi.

Olkoon priorijakauma p(x) =

Tutkitaan Chebyshevin epdyhtiloa (2.8).

(a) Jos x on jakautunut kaksipuoleisen eksponenttijakauman mukaan, eli p(x) = %e*M ,
sen odotusarvo on 0 ja keskihajonta /2. Laske 67% luottamusvili [—a, a] seki
tarkasti, ettd Chebyshevin epdyhtélolla.

(b) Milld jakaumalla yhtdsuuruus P(|x —%| > o) = 1 totetuu?
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Tietokonetehtavia

2.16. Jatkoa tehtdvain 2.3:

(a) Ohjelmoi Newtonin menetelméd (Algoritmi 1 sivulla 27), ja aja se alkuarvauk-

sista xg = . Kiiyti lopetustoleranssia & = 107>, Mihin ratkaisuun paddyttiin ja

0
montako iteraatioaskelta tarvittiin?

. Mihin ratkaisuun pdéddyttiin ja

(b) Aja algoritmi uudelleen alkuarvauksesta xg = “88}

montako iteraatioaskelta tarvittiin?

(c) Piirrd residuaalin normi alueessa x € [—50,150], y € [—50,150] Matlabin surf-
komennolla. Arvioi kuinka ldhelld oikeaa ratkaisua alkuarvauksen tédytyisi olla jotta
iteraatio 10ytda oikean ratkaisun.

2.17. Jatkoa edelliseen tehtidvain.
Koska kaikilla mittauksilla on sama varianssi o
moitua muodossa o> (J7J)~!.
Olkoon todellinen paikka X¢ye = [0 0]7. Paikkaestimaatin jakaumaa voidaan approksi-
moida numeerisesti simuloiduilla mittauksilla. Nythin y ~ N([100 50], 0°1).

2 saadaan paikkavirheen kovarianssi esti-

(a) Laske paikkaestimaatti tuhat kertaa eri mittausrealisaatiolla, ja laske saatujen esti-
maattien kovarianssi ja sen virhe laskettuun kovarianssiestimaattiin *(J7.J)~! kun
o= 1jakun o= 10.

(b) Piirrd DOP-arvoja alueessa x € [—50,150], y € [-50,150] Matlabin surf-komen-
nolla. Voi olla tarpeen leikata liian suuret arvot pois kuvasta, esim. piirtdd
min(DOP,10).
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Luku3

Suodatus

SIMO ALI-LOYTTY

Suodatuksessa kiytetddn nykyisten mittausten lisdksi my0Os kaikkia aikaisempia mittauksia
tilaestimaatin laskennassa. Perusedellytys aikaisempien mittauksien kiytolle paikannuksessa
on tilamalli

xp = fr1(Xk—1) + W1, (3.1)

joka kertoo kuinka seuraava tila riippuu edellisestd tilasta. Termid fila on kéytetty paikan sijasta,
koska ei haluta rajoittaa tilan muuttujia pelkkién paikkaan. Yhtédlossa (3.1) kdytetdén seuraavia
merkintdjd: x; on tila, f; on tilansiirtofunktio ja w; on tilamallin virhe. Alaindeksi k viittaa
ajanhetkeen #;. Tédssd kappaleessa paikannettavan tila x tulkitaan stokastiseksi prosessiksi.

Maiiéritelmi 9 (Stokastinen prosessi). Olkoon (Q, ¥ ,P) todenndkdoisyysavaruus ja T paramet-
rijoukko. Stokastinen prosessi on sellainen kuvaus x : Q x T — R", ettd jokaisella kiintedlld
t € T, x(+,t) on satunnaismuuttuja, jota yleensd merkitcicin X, tai X(t).

Koska tila on stokastinen prosessi niin tilaestimaatin laskeminen tapahtuu kaksivaiheisesti.
Kullakin ajanhetkelld ratkaistaan tilan ehdollinen jakauma ehdolla mittaukset

Pxlyix (X |y1:k)-

Téassd mittauksilla y; ., tarkoitetaan kaikkia saatavilla olevia mittauksia, sekd nykyisid ettd aikai-
sempia mittauksia. Mittauksetkin tulkitaan satunnaismuuttujien realisaatioiksi. Mittausyhti-
16ind toimivat samat yhtilot kuin staattisessa tapauksessa (2.1)

Vi = hy(xp) + vi, (3.2)

missi y; on mittaukset, h; on mittausfunktio ja v; mittausvirhe. Ehdollisen jakauman laskemi-
seen tarvitaan tilamallin ja mittausyhtidloiden lisdksi myos alkutila xo. Kun tilan ehdollinen
jakauma on ratkaistu, voidaan siitd laskea toivottu estimaatti, joka on optimaalinen valitun
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kriteerin suhteen. Néitd optimaalisia estimaatteja késitellddn kappaleessa 3.4. Samoin voidaan
laskea my0Os muita mielenkiintoisia suureita kuten estimointivirheen kovarianssimatriisi.

Jotta estimointi voitaisiin jarkevésti suorittaa kohtuullisessa ajassa tdytyy tilan ehdollinen
jakauma pystyéd ratkaisemaan rekursiivisesti sen sijaan, ettd kéytettédisiin koko mittaushistoriaa
joka ajanhetkelld. Tami onnistuu kun tehdddn muutamia riippumattomuusoletuksia. Ensim-
mdinen oletus on, ettd virheet wy ja v, ovat keskendin riippumattomat ja valkoista kohinaa,
joka tarkoittaa, ettd virheet ovat riippumattomia muiden ajanhetkien virheistd. Yksinkertai-
suuden vuoksi oletetaan myds ettd virheet ovat nollakeskisid, tarvittaessa muutetaan tilansiirto-
jamittausfunktioita niin, ettd virheistd tulee nollakeskisia. Liséksi oletetaan, ettd virheet wy ja v
ovat riippumattomia alkutilasta xo. Néilld oletuksilla tilan ehdollinen jakauma voidaan ratkaista
rekursiivisesti. Asiaa kdsitellddan tarkemmin kappaleissa 3.2 ja 3 .4.

Tilan ehdollisen jakauman ratkaisemista aikasarjassa, jonka avulla voidaan ratkaista haluttu
estimaatti, kutsutaan suodatukseksi (filtering). Suodatuksella on monia etuja verrattuna staat-
tiseen paikkaratkaisuun. Ensinnédkin suodatuksen avulla voidaan kéyttdd optimaalisesti kaikki
mittaukset hyodyksi riippumatta siitd kuinka monta mittausta minékin ajanhetkeni saadaan.
Tdmé parantaa paikannuksen tarkkuutta huomattavasti verrattuna staattiseen paikannukseen.
Suodatuksen avulla voidaan hyddyntédd helposti myds mahdollista muuta informaatiota paikan-
nuksessa kuten esimerkiksi karttatietoa, tukiasemien sektori/maksimikantamatietoa. Suodatus
antaa myOs mahdollisuuden tehdd paikannuksesta entisti vikasietoisempi erilaisilla virhemal-
leilla, joilla voidaan ottaa huomioon vaikka epdsuoraa etenemisti tai muulla tavalla aiheutuneita
virheellisid mittauksia. Lisdksi suodatuksen avulla paikkaratkaisu voidaan my0s laskea vaikkei
kyseiselld ajanhetkelld ole saatu yhtddn mittausta, koska tilamallin avulla voidaan ratkaista
tulevan tilan jakauma ilman mittauksia. Toisaalta suodatuksella on myds haittapuolia, ensin-
nikin useissa tapauksissa ehdollisen jakauman laskeminen ei ole mahdollista analyyttisesti ja
vaikka laskenta voidaan tehdd numeerisesti se vie tyypillisesti monta kertaa enemmén laskenta-
aikaa kuin staattinen paikannus. Lisdksi suodatuksessa oletetaan, ettd tiedetdiin alkutila, tila-
malli ja virheiden jakaumat joita staattinen paikannus ei vélttdmittd tarvitse. Useinkaan ndmé
eivit ole kovin hyvin tiedossa, jolloin malli ei vilttimaéttd vastaakaan todellisuutta niin hyvin
kuin staattisessa tapauksessa.

Kuten edelld todettiinkin, tilan ehdollista jakaumaa ei voida useinkaan ratkaista analyyttisesti.
Kuitenkin jos seké tilamalli ettd mittausyhtélot ovat lineaarisia ja jakaumat (virheiden jakaumat
ja alkutila) ovat normaaleja niin tilan ehdollinen jakauma voidaan ratkaista jokaisella ajan-
hetkelld. Algoritmia joka timén ratkaisee kutsutaan Kalmanin suodattimeksi, joka on nimetty
Rudolf E. Kalmanin mukaan [12]. Kuitenkin tim& on vain yksi ndkokulma Kalmanin suodat-
timeen, silld vaikka jakaumat eivit olisikaan normaaleja niin Kalmanin suodatin toimii siltikin
parhaana lineaarisena harhattomana estimaattorina (BLUE, Best Linear Unbiased Estimator).
Kalmanin suodatinta kisitelldin kappaleessa 3.2, BLU-estimaattorin ndkokulmasta ja harjoitus-
tehtavind 3.7 on ndyttdid ettd se ratkaisee myos tilan ehdollisen jakauman. Kalmanin suodatti-
mesta on my0s lukuisia approksimaatioita tapauksille, joissa tilamalli ja/tai mittausyhtdlot eivit
ole lineaarisia; néitéd epélineaarisia Kalmanin suodattimia késitelldén kappaleessa 3.3.

Varsinaista bayeslaista suodatusta, joka ratkaisee yleisen suodatusongelman, kisitelldin kappa-
leessa 3.4. Numeerisia menetelmid yleisen bayeslaisen ongelman ratkaisemiseksi esitelldédn
kappaleessa 3.5.
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3.1 Vakionopeusmalli

Tilamalli, kuten mittausmallikin, on riippuvainen tarkasteltavasta systeemistd. Selvistikin
paikallaan olevalle paikannettavalle optimaalinen tilamalli on erilainen kuin vékijoukon seassa
poukkoilevalle pyoriilijédlle. Tamén vuoksi on kehitelty esimerkiksi interaktiivinen monimalli-
menetelmd (IMM, interactive multiple model), joka perustuu siithen ettd suodattimella on useita
mittaus/tilamalleja ja suodatin pyrkii ratkaisemaan my0ds mikd mittaus/tilamalli on oikea [24].
Tétd ongelmaa pyritddn ratkaisemaan myo6s adaptiivisilla suodattimilla kuten aikaisemmin oli
puhetta. On hyvd muistaa, ettd usein joudutaan tyytyméién koviinkin yleistyksiin mallien valin-
nassa, kuitenkin tarkoitus on saada aikaa mahdollisimman hyvin toimivat ja tarpeeksi yksinker-
taiset mallit. Tédsséd kappaleessa esitelldédn yksi yksinkertainen tilamalli, jota kutsutaan vakiono-
peusmalliksi.

Vakionopeusmallissa jota on sovellettu satelliittipaikannukseen tilana usein on kolmiulotteinen
paikka, kolmiulotteinen nopeus, kellopoikkeama ja sen derivaatta. Télldinen malli on esitetty
esimerkiksi kirjoissa [4] [19] [13] [7]. Tésséd kuitenkin késitelldédn vakionopeusmallia ilman
kellopoikkeamaa ja sen derivaattaa. Ndiden lisddminen késittelyyn on kuitenkin suoraviivaista.

Mallinnetaan tila stokastiseksi differentiaaliyhtéaloksi
dx = Fxdt + Gdp, (3.3)

missi

0 I . 0
"=[o0] # o=[i]
Télloin nopeuden virhe on mallinnettu Brownin liikkeeksi 3. Brownin liikkeen 3 diffuusiomat-
riisiksi valitaan yksinkertainen diagonaalimatriisi Q. = 021, missi 62 kuvaa tilamallin nopeuden
virhetti akseleiden suuntaan. Tarkemmin sanottuna o? kuvaa siti, kuinka paljon nopeuden

virheeseen tulee lisdd varianssia yhden sekunnin aikana pohjois-eteld-, itd-ldnsi- ja korkeus-
suunnissa.

Stokastinen differentiaaliyhtdlon (3.3) ratkaisu voidaan diskretoida tilamalliksi (katso esim.[17,
s.171] tai [8, s.200])

Xp = Pp_ 1 X1 +Wi_1,

missi

By = ei-1F — [ 1 Al }

0 I

Merkintd Ar = t; — t;,_ tarkoittaa aika-askeleen pituutta. Tilamallin virhe wy on valkoista, nolla-
keskistd, normaalijakautunutta kohinaa, joka oletetaan riippumattomaksi alkuehdosta xq. Tila-
mallin virheen kovarianssimatriisi Q; on

Qi = V(We1) :/tk ®(1,1)GQ.G D (1, 1)  dt —

Tk—1

1 A3 1 A2
IAPT AL
AT AT | ¢
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3.2 Kalmanin suodatin

Kalmanin suodatin ratkaisee suodatusongelman jossa tilamalli ja mittausmalli (mittausyhtdlot)
ovat lineaarisia. Télloin tilamalli on

Xk = Pp_1X—1 +Wi_1, (34)

missd X on prosessin tila, @ on tilansiirtomatriisi ja wy on tilamallin virhe, joka oletetaan
nollakeskiseksi valkoiseksi kohinaksi ja riippumattomaksi mittauksien virheistd sekd alkutilasta.
Tilamallin virheen kovarianssimatriisi merkitdén matriisilla Q. Mittausmalli puolestaan on

Yi = HgXp + Vi, (3.5)

missd y; on mittaukset, Hy on mittausmatriisi ja v; on mittausmallin virhe, joka oletetaan
nollakeskiseksi valkoiseksi kohinaksi ja riippumattomaksi tilamallin virheistd sekd alkutilasta.
Mittausmallin virheen kovarianssimatriisia merkitddn matriisilla Ry, joka oletetaan positii-
videfiniitiksi. Tilamallin ja mittausmallin lisdksi Kalmanin suodatin tarvitsee alkutilan Xg.
Merkitddn alkutilan odotusarvoa vektorilla X ja kovarianssimatriisia vakiomatriisilla Py, joka
oletetaan positiividefiniitiksi. Hattumerkintd viittaa estimaattoriin, joka on mittausten funktio.
Tosin tdssd tapauksessa estimaattori on vakiosatunnaismuuttuja, koska ajanhetkelld 7y ei saada
yhtédédn mittausta. Kovarianssimatriisi Py voidaan tulkita myos keskinelidvirhematriisiksi (MSE)
E (eye)) , missd ey = xo — Ko.

Kalmanin suodattimen tarkoituksena on ratkaista paras lineaarinen harhaton estimaattori tilalle
X;. Riippumattomuusoletusten vuoksi timé voidaan tehdé rekursiivisesti, tdlldin estimaattori on
muotoa

Re=[ Tt Ky ] [ X;;‘ } : (3.6)

missd X;_; on tilan x;_| paras lineaarinen harhaton estimaattori ajanhetkelld 7, |, matriisilla
Pyx_1 merkitidiin vastaavaa keskineliovirhematriisia. Ajanhetken #; mittauksia merkitdén satun-
naismuuttujalla yy.

Seuraavaksi johdetaan sellaiset matriisit J;_; ja Kg, ettd Kalmanin suodatin olisi paras line-
aarinen harhaton estimaattori. Parhaalla tdssid tarkoitetaan, ettd estimaattorin keskineliovirhe-
matriisin jilki tr(E(exel )) = E(e! e;) olisi mahdollisimman pieni. Tétd estimaattoria kutsutaan
pienimmén keskinelidvirheen estimaattoriksi (MMSE-estimaattori). Koska estimaattorin tulee
olla harhaton, saadaan yhtilo

E(xt) =E(&) = [ Ji-1 K | [ E]g((;k)l> } .

Kéyttden hyviksi estimaattorin X;_; harhattomuutta, tilamallia (3.4) ja mittausmallia (3.5)
saadaan

O 1 E(x¢—1) =T 1 E(x—1) + K Hg @1 E(x1)-
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Témin yhtélon tulee olla voimassa riippumatta odotusarvosta E(x;_1), joten
Ji—1 = Op—1 — KeHg Py (3.7)

Tilan x; parasta lineaarista harhatonta estimaattoria, joka ei kdytd hyvikseen nykyisen ajan-
hetken #; mittauksia kutsutaan priori-estimaattoriksi. Toisin sanoen priori-estimaattori on samaa
muotoa kuin kaavan (3.6) estimaattori, kun matriisi K; on asetettu nolla-matriisiksi. Tall6in
priori-estimaattori, johon miinus yldindeksina viittaa, on kaavan (3.7) mukaan

& =D X (3.8)

Priori-estimaattorin keskineliovirhematriisi ndin ollen on

- o o T

P, =E((xx—% ) (xk—%;)")

(3.4) T

="E ((Pr_1€x—1 +Wi1)(Pi—1€x—1 +wWi_1)")

r.ton T T T

= ®,_1E (ek_lek_l ) o, +E (wk_lwk,l)
T
= Q1P 1D +Qx—1-

Kaavan (3.6) estimaattoria, joka kdyttdd hyvikseen my0Os ajanhetken 7; mittaukset kutsutaan
posteriori-estimaattoriksi. Posteriori-estimaattorin virhe on

€ = Xg — f(k
= X — (Pp—1 — KiHe@p—1)Re—1 — Kiyk (3.9)
(3.5)

= (I — Kka) (Xk — ﬁk_) — Kka

Koska priori-estimaattorin virhe e, = x; — X;,” on oletusten mukaan riippumaton mittaus-
virheesti v niin posteriori-estimaattorin keskineliovirhematriisi on

P, =E (ee})

(3.9) _
=" (1-KgHp)P, (1— KeHy) " + KeReKY (3.10)
harj3.2 _ _ _ '
YL p —PoH! (HP HY +Ry) THLP,
+(K¢B—P, H{B~")(K(B—P, H{ B~ )T,
missd B = (HkP,;H,{ + Rk)%. Matriisin Py jdlki on pienin mahdollinen kun matriisin
(K¢B—P, Hi B~ ") (K4B—P, H{B~")” (3.11)

jilki on pienin mahdollinen, koska summan muut termit eivdt riipu matriisista Kg.
Matriisin (3.11) jdlki on pienin mahdollinen kun KyB — P, H/ B~! = 0, harjoitustehtivd 3.3,
ja tdmén yhtdlon ratkaisu on

Ky =P, Hf (H¢P Hf +Ry) ™" (3.12)

Tatd matriisia kutsutaan Kalmanin vahvistukseksi. Kokoamalla tulokset yhteen saadaan
Kalmanin suodattimeksi estimaattori

% =X+ Kelyx — Hikp), (3.13)
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misséd priori-estimaattori on annettu kaavassa (3.8) ja Kalmanin vahvistus kaavassa (3.12).
Téamin estimaattorin keskineliovirhematriisi (3.10) voidaan kirjoittaa muotoon

Py = (I-KiHy)P, .
Algoritmissa 3 on annettu Kalmanin suodatin tiiviissd muodossa.

Kaavassa (3.13) olevaa mittauksen y; ja ennustetun mittauksen y; = HyX, erotusta y; — HyX;
kutsutaan innovaatioksi. Mittauksen ennusteen keskineliovirhematriisi (innovaation kovarians-
simatriisi) on HkP/:H]Z + Ry (harj. 3.1). Innovaation hyviksi kdyttdminen on ldhes ainoa tapa
jolla suodattimen toimintaa voidaan tarkkailla ajon aikana. Koska innovaation kovarianssimat-
riisi tiedetddn voidaan tehda tilastollisia testejd, jotka kertovat onko realisoitunut mittaus toden-
ndkoinen vai ei. Monet ns. robustit suodattimet tekevit tdlldisia testejd ja mikéli tuloksena on
ettd mittaus on epdtodennékoinen niin sitéd ei joko kdytetd ollenkaan tai sitten sitd painotetaan eri
tavalla kuin "normaaleja” mittauksia. Myoskin monet ns. adaptiiviset suodattimet hyodyntivit
innovaatioita kun ne pyrkivit ajon aikana madrddméadn/pdivittimiin suodattimen parametreja
esimerkiksi virheiden kovariansseja [2, luku 11].

Algoritmi 3 Kalmanin suodatin

e Tilamalli: X =D 1X41 +Weep,  V(Wro1) = Qg
e Mittausmalli: yi = Hixi + v, V(vi) =Ry
e Mittaukset: Yim = {V1,Y2, -, Ym}

o Alkutila-estimaatti ja -MSE: Xy ja Pg

1. Asetetaan k = 1.

2. e Priori-estimaatti: £, = Q1%
e Priori-MSE: P, =@ 1P @] |+ Qg
e Kalmanin vahvistus: K; = P,;H,Z (HkP,:H,Z +Ry) !
e Posteriori-estimaatti: & =%, + Ky (yx — HeX,)
e Posteriori-MSE: Py = (I— K Hy)Py

3. Lopetetaan jos k = m, muutoin asetetaan k = k + 1 ja palataan kohtaan 2.

Esimerkki 20 (Kalmanin suodattimesta). Kuvassa 3.1 on esimerkki tilanteesta, jossa
on kdytetty kappaleessa 3.1 kdsiteltyd kaksiulotteista vakionopeusmallia. Vakionopeusmalli
toteuttaa Kalmanin suodattimen tilamallille asettamat oletukset. Esimerkin parametrit ovat
seuraavat.

T (1021 0
XO:[OOSO],P():_ 0 321},
I 1 [l 1p
— — 3 2
® lo 1}’ Q B 1}’ (3.14)
(302 0
H=[10] ja R__0 502}

44



Tosireitti on piirretty kuvaan mustalla katkoviivalla. Kalmanin suodattimen kdyttdmdit
mittaukset (paikkakoordinaatit) on merkitty kuvaan punaisilla pisteilld, jotka on aikajdrjestyk-
sessd yhdistetty toisiinsa ohuella viivalla. Kalmanin suodattimen antama paikkaestimaatti on
piirretty kuvaan yhtendiselld siniselld viivalla.

Kuva 3.1: Kuvassa on paikannettavan reitti minuutin ajalta mustalla katkoviivalla. Paikannusjar-
jestelmi antaa mittausmallin mukaisia paikkamittauksia sekunnin vilein, saadut paikka-
mittaukset ovat merkitty kuvaan punaisilla pisteilld. Sininen yhtendinen viiva kuvastaa
mittauksista suodatettua paikkaestimaattia.

3.3 Epilineaariset Kalmanin suodattimet

Kalmanin suodatin on erittdin suosittu lineaarisille systeemeille, koska se on verrattain nopea
laskea ja tarvitsee vain vihin oletuksia. Tdmén vuoksi Kalmanin suodattimesta on tehty lukuisia
laajennuksia myos epilineaarisille systeemeille (3.1), (3.2). Tdssd kappaleessa esitelldédn perus-
idea johon useimmat Kalmanin suodattimen laajennukset perustuvat. Aluksi esitimme hieman
yleistetyn version BLU-estimaattorista. Olkoon

< |: } ) { ; :| ’ . ( { :| ) |: y :| .

Ry = X+ Py, P (v — ),

E((x — %¢) (% —R¢)7) = Py, — Py, PPy,

(3.15)

Kalmanin suodattimen epilineaariset laajennukset pyrkivit ratkaisemaan yhtdlossd (3.15)
olevat tuntemattomat suureet, X, Vk,Puq, Py, = PyTxk,Pyyk, jollakin  approksimaatiolla.
Kiytdmme tilldisistd algoritmeista yleisnimitystd epélineaarinen Kalmanin suodatin, jonka
algoritmi on annettu sivulla 46. Seuraavaksi késittelemme hieman tarkemmin kahta yleisesti
kdytossd olevaa epilineaarista Kalmanin suodatinta, nk. laajennettua Kalmanin suodatinta

(EKF) ja hajutonta Kalmanin suodatinta (UKF) [24].
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Epilineaarisia Kalman suodattimia kiyttdessd on hyvd muistaa, etteivdt ne varsinaisesti edes
approksimoi optimaalista ratkaisua, jota kisitelldin kappaleessa 3.4. Tamén vuoksi esim. EKF
saattaa antaa tdysin vidrid tuloksia kuten sivun 54 esimerkissd. Kuitenkin useissa tapauk-
sissa epdlineaariset Kalmanin suodattimet toimivat varsin hyvin (kts. harjoitustehtidva 3.14) ja
ne vaativat usein selvésti vihemmaén laskentaan kuin yleiset Bayeslaisen suodattimen numee-
riset approksimaatiot joita késitellddan kappaleessa 3.5. Ndiden vuoksi epilineaariset Kalmanin
suodattimet ovat suosittuja.

Algoritmi 4 Epilineaarinen Kalmanin suodatin

e Tilamalli: X, =fi (kal) +Wr_1, V(kal) =Qr_
e Mittausmalli: Vi = g (Xx) + v, V(vi) =Ry
e Alkutila-estimaatti, -MSE ja mittaukset: £, Po ja y1.m = {y1,Y2,--,Ym}

1. Asetetaan k = 1.

2. e Priori-estimaatti: X, =X
e Priori-MSE: P, =Py
e Posteriori-estimaatti: £ =%, + nyku*yi (Y& — V)
e Posteriori-MSE: P, =Py, — nykP;ylexk,

3. Lopetetaan jos k = m, muutoin asetetaan k = k + 1 ja palataan kohtaan 2.

3.3.1 Laajennettu Kalmanin Suodatin

Laajennettu Kalmanin suodatin (algoritmi 4) on epilineaarinen Kalmanin suodatin, joka
perustuu tilamallin ja mittausmallin 1. asteen Taylorin sarjan approksimaatioon.

e Tilamallin approksimaatio:
X & fi 1 (Re—1) + Pr—1 (Xk—1 — Rk—1) + Wi, missd P =, (X—1) ja

e Mittausmallin approksimaatio:

Vi ~ hi (&, ) +He(x¢ — £ ) + Vi, missa Hy = hy (£,).

Talloin algoritmin 4 tuntemattomat suureet saadaan helposti laskettua ja ne ovat:

3]+
{Pxxk Py, } :l P; P, H] }

Py, Py, HP,  HPp HY +Ry

missd P, = @ 1Py CD,{_] + Qg—1. On mahdollista kiyttdd myos korkeamman asteen Taylorin
sarjaa approksimoitaessa ylld lueteltuja suureita. Tosin korkeampiasteisia sarja-approksimaa-
tioita kiytettdessd yleensd joudutaan olettamaan enemméin priori- ja posteriori-jakaumista
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esimerkiksi normaalisuus, ettd saadaan kaavassa (3.15) olevat suureet laskettua. Usein my0s
jo ensimmdisen asteen Taylorin sarjan laskeminen analyyttisesti tuottaa vaikeuksia ja on jois-
sakin tapauksissa mahdotonta. Tdémén vuoksi on kehitetty epélineaarisia Kalmanin suodattimia,
joissa el tarvitse laskea tilasiirtofunktion tai mittausfunktion derivaattaa. Seuraavassa kappa-
leessa kisiteltdvd UKF on eris tdlldinen “derivaattavapaa” suodatin.

3.3.2 Hajuton Kalmanin Suodatin

“Derivaattavapaa” epilineaarinen Kalman suodatin UKF (Unscented Kalman Filter) perustuu
numeeriseen integrointimenetelméédn jota kutsutaan hajuttomaksi muunnokseksi (UT). UT
approksimoi funktion f(x) odotusarvoa nk. o-pisteiden {xo,...,xy—1} avulla kun tiedetdén
satunnaismuuttujan x jakauma. Td@méd numeerinen integrointimenetelméd voidaan Kkirjoittaa
muotoon

E(f(x)) = /f(x)p(x)dx% E (%), (3.16)

missd painot w; ja sigma-pisteet y; valitaan siten, ettd approksimaatio on tarkka tietyn asteiselle
polynomille f(x) mikali satunnaismuuttuja x on normaalisti jakautunut.

Olkoon 7 tilan dimensio, satunnaismuuttujan x odotusarvo X ja kovarianssimatriisi P. Tall6in
yleisesti kdytetty o-pisteiden valinta sisédltdd 2n + 1 pistettd, jotka ovat

Indeksi (i)  Paino (w;) o-piste (¥;)
0 KKW x

(3.17)

1,...,” 2(](1"»") .£+ \/K—i_n\/ﬁel
n+1,...,2n 2(Kl+n) £— K+ nvPei_,,

missi /P tarkoittaa sellaista matriisia jolle pitee, etti \/13\/13T = P. Parametri K > —n on
vapaasti valittava vakio. Kyseisilld o-pisteiden ja painojen valinnoilla approksimaatio (3.16)
on tarkka mikéli satunnaismuuttuja X on normaalisti jakautunut ja funktio f(x) on kolmannen
asteen polynomi. Lisdksi valinta kK = 3 —n minimoi neljdnnen asteen polynomin integraali-
approksimaatiovirhettd ja sen takia se on yleisesti kidytossd, katso harjoitustehtdvi 3.8.

Olkoon nyt {Xqu’---vX(N—l)k,l} ajanhetken f; posteriori-jakauman perusteella generoidut
o-pisteet. Télloin algoritmin 4 tuntemattomat suureet saadaan ratkaistua:

N-—1 N-—1

= > o (o), Fe= Y o by, ),
ir1=0 ix—1=0
N-—1
Pop = > 0 (Fee1 Ot 1) — %) (B 0 1) — %) T + Qe
ir—1=0

N—1
Pyy, = E Wi (Xik|kfl _xk)(hk(xik\k,l) _yk)T ja

it 1=0
N—1 ,
Py, = E Wi (hk(Xz‘Hk,]) _)_’k)(hk(Xik‘k,l) — )" +Ry,

ir-1=0
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missd ¥, = fi— 1(Xi,_,)- Toinen tapa on generoida ndmé priori-jakauman o-pisteet priori-
jakaumasta, jonka odotusarvo on X ja kovarianssimatriisin on Py, jolloin tulokset hieman
poikkeavat edellisesti toteutuksesta.

3.4 Bayeslainen suodatin

Tassd kappaleessa kiytetddn luvun alussa sivulla 39 esitettyjd tilamallia, mittausmallia ja
alkutilaa ja niille annettuja oletuksia mm. riippumattomuusoletukset. Bayeslaisen suodatuksen
tavoitteena on ratkaista tilan ehdollinen tiheysfunktio ehdolla mittaukset,

A
pxk|y1:k(xk|y1:k) = p(xk|yl:k)-

Lyhennysmerkintdd kdytetdén mikéli asiayhteydestéd helposti huomaa mitd merkinté tarkoittaa.
Oletetaan, ettd tiedetédn tilan ehdollinen tiheysfunktio edelliselld ajanhetkelld p(xg—_1|yix—1)-
Témin hetken ehdollinen tiheysfunktio ehdolla aikaisemmat mittaukset p(xi|yi.x—1) saadaan
ratkaistua Chapman-Kolmogorov yhtél6n ja riippumattomuuksien avulla

pOk|yr—1) = /P(Xk|xk1)P(Xk1|y1:k1)dxk1~
Tétd jakaumaa kutsutaan priori-jakaumaksi. Ehdollinen tiheysfunktio p(xg|x;_;) saadaan
johdettua tilamallista

3.1
e 1) 2 pag G — it ().

Nyt Bayesin sddnnon ja virheiden riippumattomuusoletuksien nojalla saadaan ratkaistua kaava
tdménhetkiselle ehdolliselle tiheysfunktiolle ehdolla nykyiset ja aikaisemmat mittaukset.

P(Xkly1x) = Pklx) p(ely1e—1)
| J p(ielxic) p (i yr:e—1) doxi

Tétéd jakaumaa kutsutaan posteriori-jakaumaksi. Osoittajan ensimmadistd termid

32
POXK) = Pye—yeixe k%) =L Py, 0k —hye(x))

kutsutaan uskottavuudeksi, huomaa ettei tdméd ole todennikdisyystiheysfunktio. Posteriori-
jakauman tiheysfunktio on verrannollinen priori-jakauman tiheysfunktion ja uskottavuuden
tuloon. Nimittdjind on normalisointivakio p(yk|y1:x—1), joka kertoo uuden mittauksen ehdol-
lisen tiheysfunktion arvon ehdolla aikaisemmat mittaukset. Tédstd suodatusta voi jatkaa rekursii-
visesti.

Kuten jo todettiinkin niin lineaaris-gaussisessa tapauksessa Kalmanin suodatin ratkaisee
tamin suodatusongelman, kts. harjoitus 3.7. Kuitenkaan yleisessd tapauksessa posteriori-
jakaumia ei voida analyyttisesti ratkaista. Tdmén vuoksi on kehitelty useita numeerisia mene-
telmid posteriori-jakauman approksimointiin. Néitd menetelmid kisitellddn tarkemmin kappa-
leessa 3.5.
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Optimaalinen estimaattori

Bayeslainen suodatin antaa posteriori-jakauman, kuitenkin kdytdnnon sovelluksissa yleensa
halutaan tietdd optimaalinen tilan estimaattori ja arvio estimointivirheelle. Estimaattorilla tarkoi-
tetaan mielivaltaista funktiota, jonka argumentteina ovat mittaukset ja alkutila. Optimaalinen
tarkoittaa tdssd sitd ettd kyseinen estimaattori, jonka realisaatioita estimaatit ovat, minimoi
jonkin skalaarisen kustannusfunktion L(x; — X;) odotusarvon, lyhyesti kirjoitettuna

X = argming E(L(x¢ —X¢)).

Kustannusfunktio voidaan valita monella eri tavoin ja néin saadaan erilaisia optimaalisia esti-
maattoreita. Yleensd oletetaan, kuten tdssikin kappaleessa, ettd kustannusfunktio on epinegatii-
vinen ja origossa se saa arvon nolla. Koska

E(L(x¢ — %)) = E(E(L(xx —X¢)[y1:0)), (3.18)
niin riittdd 10ytdd sellainen estimaattori joka minimoi ehdollisen odotusarvon
K¢ = argming B(L(x; —&;)) = argming, E(L(xx — &) [y 14 = Y1), (3.19)

kaikilla mittausten arvoilla y.;. Erds hyvin yleinen estimaattori on pienimmin neliGsumman
estimaattori. Talloin pyritdin minimoimaan virheen normin nelién odotusarvoa, jolloin

N o 112
L(Xk — Xk) = ”Xk — Xk” . (320)
Voidaan osoittaa, ettd kustannusfunktiota (3.20) vastaava estimaattori on posteriorin odotusarvo

Kianase = E(Xk|Y1:6 = Y14),

(kts. harjoitus 3.9). Itseasiassa téitd samaa kustannusfunktiota kdytettiin myos Kalmanin suodat-
timen johtamiseen (kappale 3.2). On kuitenkin hyvéd muistaa, ettd Kalmanin suodatin minimoi
vain odotusarvoa (3.18) lineaaristen estimaattorien joukossa, kun taas tissd kappaleessa kési-
teltdvit optimaaliset estimaattorit minimoivat ehdollisen odotusarvon (3.19) kaikkien estimaat-
toreiden joukosta. Toinen yleinen estimaattori on maximum a posteriori eli MAP-estimaattori,
nimen mukaan télloin estimaattori on

Kiniap = argmax,, p(xkyik)-
MAP-estimaattori minimoi nk. hit or miss-kustannusfunktion L = limg | Lg, missé

o\ 17 ka_ﬁkHza
Lo (%= %) —{ 0, [xe—%e] <5
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3.5 Suodatuksen numeerisia menetelmia

Tassd kappaleessa kasitellddin numeerisia menetelmid suodatusongelman ratkaisemiseksi.
Hyviltd numeeriselta menetelmiltd vaaditaan, ettd silli on parametri N, jota kasvattamalla
menetelmin antama ratkaisu ldhestyy oikeaa ratkaisua. Toisaalta yleensd myos laskenta-aika
kasvaa parametrin kasvaessa. Usein tdmd parametri on parien {p}(x),w}} (i =1,...,N) luku-
mdéréd N, joiden avulla voidaan approksimoida posteriori-jakauman tiheysfunktiota

N
P(xelyr) = Y oppi(xi).
1=1

Esimerkiksi partikkelisuodattimella (kappale 3.5.2) ja pistemassasuodattimella

Pic(xx) = 80k —x3),

missid O on delta-funktio (Diracin deltamitta). Hila-suodattimella pf( (xz) on joukon A; karakte-
ristinen funktio ja gaussisella mixture suodattimella p} (x;) on normaalijakauman tiheyfunktio.

Partikkelisuodattimen ja pistemassasuodattimen suurin eroavaisuus on siind, ettd partikkelisuo-
dattimessa partikkelit {x}{} valitaan satunnaisesti kun taas pistemassasuodattimessa ne ovat
determinisesti madrétyt. Partikkelisuodatin perustuu Monte Carlo -integrointiin, jota késitelldén
seuraavassa kappaleessa.

3.5.1 Monte Carlo -integrointi

Monte Carlo -integrointi perustuu suurten lukujen lakiin.

Lause 7 (Vahva suurten lukujen laki). Olkoon z1,2,,...,z, riippumattomia, samoin jakautu-

neita satunnaismuuttujia. Talloin*
lim Z, = =
(S

Jjos ja vain jos jakaumalla on odotusarvo ja E(z) = p.

Kirjoitetaan integraali muotoon

I:/g(Z>dZ:/% /h (z)dz, (3.21)

misséd f(z) > 0 on satunnaismuuttujan z tiheysfunktio. T#ll6in edellisen lauseen mukaan otos-
keskiarvo

_ 1 &
=- Z (3.22)

*Tdlloin sanotaan, ettd otoskeskiarvo suppenee melkein varmasti. Melkein varmasta suppenemisesta seuraa myos
suppeneminen todenndkoisyyden mielessd, josta edelleen seuraa suppeneminen jakauman mielessd.
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suppenee melkein varmasti kohti integraalia 7 (3.21). Mikili E(h(z)?) on olemassa niin satun-
naismuuttujan 4, varianssia voidaan approksimoida

Vi) =, [ 1)~ EG@IP fdz~ 15 3 () o)

n

AN
2ol (3.23)

Lisiksi voidaan osoittaa, ettd osamaira (vrt. keskeinen raja-arvolause)
hn —E(h(2))
lahestyy jakauman mielessd satunnaismuuttujan N(0, 1) jakaumaa.

Esimerkki 21 (Monte Carlo-integrointi). Olkoon satunnaismuuttuja z ~ N(0, 1) ja

3 2
_ [ (=27, [z <1
£ {o, > 1

Tdlloin integraalin [ g(z)dz = 1 Monte Carlo -approksimaation erds realisaatio on noin 1.005,
yhtiilé (3.22) ja tdmdn approksimaation varianssin approksimaatio on noin 3.045-107> (3.23)
kun simuloitujen satunnaismuuttujien mddrd n = 10*. Nditi arvoja vastaavan normaalija-
kauman tiheysfunktio on piirretty vasemmalle puolelle kuvaan 3.2. Tiheysfunktion taustalla on
piirretty histogrammi tuhannesta Monte Carlo -simulaatiosta. Histogrammi muistuttaa paljon
normaalijakaumaa jonka odotusarvo on yksi, aivan teorian mukaan. Kuvassa 3.2 oikealla
puolella on tutkittu Monte Carlo -integroinnin virhettd verrattuna satunnaismuuttujien simu-
loituun mdidirdidin n. Pisteiden taustalle on piirretty log-log asteikolla oleva suora, joka kuvastaa

. . . _1
teorian mukaista suppenemisnopeutta O(n™2).

80 T T : r : .
—Jakauma N(1.005,3.045e-5) -+ Virheen itseisarvo
Il Approksimaatioiden jakauma —"Suora" log(err)= —0.5log(n)+log(a)
107
107
[0}
£
bS .
107
10° 10* 10°

pisteiden Ikm (n)

Kuva 3.2: Kuva esimerkin simulaation tuloksista, selitykset 10ytyvit tekstista.
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3.5.2 Partikkelisuodatin

Tiassd kappaleessa késitelldén partikkelisuodattimia [24]. Partikkelisuodatin perustuu Monte
Carlo-menetelméén ja se approksimoi priori- ja posteriori-jakaumia otoksilla ko. jakaumista nk.
partikkelipilvilld. Algoritmi 5 kuvaa yleisti partikkelisuodatinta. Itse asiassa kyseistd algoritmia
voidaan pitdd partikkelisuodattimien suodatusperheen algoritmina, koska valitsemalla mallin
parametrejd sopivasti saamme erilaisia partikkelisuodattimia. Niitd valintoja késitellddn tissa
kappaleessa. Lisdksi on hyvéd muistaa ettei timé ole yleisin formulointi partikkelisuodattimelle
vaan on olemassa vield yleisempii tai jollakin tavalla eroavia partikkelisuodattimia.

Algoritmi S Partikkelisuodatin

e Tilamalli: x; =1f;_ (Xk—l) +Wi—1, Pw,_, (W)
e Mittausmalli:  yx = hg(Xx) + Vg, py, (V)
o Alkutila ja mittaukset:  px,(X) ja yi.m = {¥1,¥2,---,Ym}

e Partikkelien mird ja ehdokasjakaumat: N ja g(xe|xt |, )
Téassd algoritmissai=1,...,N.

1. e Simuloidaan niytteet x}, jakaumasta py, (x)

Asetetaan o) = & jak =1

2. e Simuloidaan partikkelit x; jakaumista g(xx|x. |, yx)

ka (yk_hk(x;c))pwk,I (x;(_fkfl (x;gf] ))
FLEARIINYY

i
Asetetaan w, = w;_;

i

. . . ; w
3. Normalisointi: 0}, = oz
it O

4. Lasketaan pyydetyt estimaatit, esim:
e Posteriori-odotusarvo: X ~ Eivz ! m};xf(
. . . oo ol N i (i ~ i ~N\T
e Posteriori-kovarianssimatriisi: Py ~ ¥ .1 | wj, (xk —xk) (xk —xk)
5. Uudelleenniytteistys tarvittaessa:
e Simuloidaan partikkelit x; jakaumasta ¥ 0?8 (x; — x1)
1

i1
e Asetetaan 0 =5

6. Lopetetaan jos k = m, muutoin asetetaan k = k+ 1 ja palataan kohtaan 2.

Sekventiaalinen painotuspoiminta (sequential importance sampling SIS) on yksinkertainen
partikkelisuodatin ja se saadaan algoritmista 5 kun uudelleennéytteistys (kohta 5) jitetddn pois.
Taméi kuitenkin aiheuttaa sen ettd ajan kuluessa kaikki paino kertyy vain muutamalle partik-
kelille. Talloin kdytdnnosséd katsoen kaikki muut painot ovat nollia, silloin joudutaan kulutta-
maan paljon laskentakapasiteettia ilman ettd silld olisi vaikutusta posteriori-jakauman approk-
simaatioon. Tdmén vuoksi SIR-suodattimessa (sampling importance resampling) uudelleen-
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ndytteistys tehdén joka askeleella, lisdksi ehdokasjakaumina g(x|xi |, yy) kéytetddn priori-
jakaumia p(xg[x; ). Tdlldin algoritmissa kohdassa 2 oleva painojen kaava sievenee muotoon

i = py, (k — ().

SIS-suodattimessa ei tehdd ollenkaan uudelleennéytteistystd, kun taas SIR-suodattimessa se
tehdddn joka ajanhetki. Kumpikaan néistd ei yleisesti ottaen ole optimaalinen tapa toimia.
Tamin vuoksi on kehitelty tapoja, joilla voi arvioida kannattaako uudelleenniytteistys vai ei.
Erds tdlldinen tapa on laskea approksimaatio effektiiviselle ndytteiden lukumaéarille

1
Negp A? ———

N )
Yic1 (mi)z
ja mikali timi on pienempi kuin tietty kynnysarvo niin tehdiin uudelleennéytteistys, muuten ei.
Effektiivinen nédytteiden lukumiiri arvioi kuinka monta niytetti oikeasta posteriori-jakaumasta
tuottaisi saman tarkkuuden kuin suodattimen kayttimai partikkeli pilvi.

Uudelleenndytteistys voidaan tehdd monella eri tavalla. Algoritmissa 6 on esitetty nk. syste-
maattinen uudelleennéytteistys. Laskennallisesti raskaampi uudelleennéytteistysalgoritmi (nk.
multinomi uudelleennéytteistys) saadaan kun simuloidaan systemaattisessa uudelleenniytteis-
tysalgoritmissa vertailupisteet z; ~ Tas(0, 1] joka kerta. Systemaattisessa uudelleenndytteistimi-

sessd jokaisesta vilistd (51, +] otetaan yksi ndyte. Timé takaa sen etté jos partikkelin paino

(1),’( > %, missd [ on luonnollinen luku, niin uudelleennéytteistetyssé partikkelijoukossa partik-
keli xi esiintyy ainakin / kertaa. Tdma pitee my0s nk. ositetussa (stratified) uudelleennaytteis-
tyksessd missd simuloidaan yksi vertailupiste jokaiselta véliltd (%, ﬁ] ja muuten toimitaan
kuten algoritmissa 6.

Algoritmi 6 Systemaattinen uudelleennéytteistys

e Partikkelit ja painot {xf(,u)};}, missdi=1,...,N.
1. Simuloidaan ldhtopiste: z; ~ Tas(0, %] ja asetetaan i = 1.
2. Lasketaan nykyinen vertailupiste z; = z; + (i — 1)%

3. Asetetaan xj = x,’(, missd j médritdin s.e. Eljzl 005( <z < 2{:1 u)f{.

4. Jos i = N niin asetetaan (1);.( = % kaikilla 7 ja lopetetaan, muutoin astetaan i =i+ 1 ja
palataan kohtaan 2.

Ehdokasjakaumat g (x¢|x; |, yx) mainittiin edelld SIR-suodattimen kohdalla, joka kiyttéd priori-
jakaumia p(xc|x; ) ehdokasjakaumina. Priori-jakaumia kéytetésin muissakin partikkelisuodat-
timissa usein ehdokasjakaumina vaikkeivét ne olekaan optimaalinen valinta effektivisen néyt-
teen koon kannalta. Optimaalinen valinta efektiivisen nédytteiden méérdn kannalta olisi kdyttaa
posteriori-jakaumia p(xk|x}'(7 1»Yk) ehdokasjakaumina. Kuitenkaan yleensd niitd ei tunneta”,
jolloin usein paadytiddn kiyttimaiin joko priori-jakaumia tai posteriori-jakaumien approksimaa-
tioita, jotka voidaan laskea vaikka epilineaarisella Kalmanin suodattimella (kappale 3.3).

*Koska juuri niitdhéin ollaan ratkaisemassa.
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Esimerkki 22 (PF ja EKF). Kuvassa 3.3 on paikannusesimerkki kdyttden partikkelisuodatinta
(PF) ja laajennettua Kalmanin suodatinta (EKF). Systeemin tila on neliulotteinen, kaksi paik-
kakoordinaattia ja kaksi nopeuskoordinaattia, muutenkin tilamallin parametrit ® ja Q ovat
samoja kuin Kalmanin suodattimen esimerkissd (3.14). Mittauksina puolestaan on sekunnin
vdlein etdisyysmittaus (katso esimerkki 14 sivu 23) kahdesta tukiasemasta, jotka on myds piir-
retty kuvaan. Tdlloin mittausmalli on

[Xps; — X }
= —|—V
Yk [ [Xps, — x| | T

missd Xps, = { _%)50 ]’Xsz = { 280 } ja vi ~N(0,101). Alkutilana systeemissdi on
—150 202 0 0 0
o N -30 0 202 0 0
0 3 o 0 52 0
3 0O 0 0 52

Kuvaan on piirretty suodattimien antamat paikkaestimaatit, jotka ovat tdssd tapauksessa
posteriori-jakaumien odotusarvojen approksimaatioita. Ajanhetkind {0, 10,20,30,40} on piir-
retty EKF antamia kovarianssimatriiseja vastaavat ellipsit. Ellipsit on mddritelty siten, ettd
Jjos posteriori-jakaumat olisivat normaaleja EKF:n antamin parametrein niin ellipsi edustaisi
posteriori-jakauman tiheysfunktion tasa-arvo kdyrdd siten ettd n. 68% todenndkoisyydelld tila
on ellipsin sisdlld.

Kuvassa 3.3 kdytetty partikkelisuodatin on
miljoonan partikkelin SIR-suodatin (s. 52).

Tosi reitti ts . TRy . 77 .
O Partikkeli suodatin A‘@, Partikkelipilviii on havainnoillistettu ajan-
A Laajennettu Kalmanin suodatin A2 hetkilld {0,10,20,30,40} sadalla partikke-

.AAAA lilla, jotka on saatu alkuperdisestd miljoonan
partikkelin joukosta hyodyntien systemaat-
tista uudelleenndiytteistystd (algoritmi 6).
Koska partikkelien mdicird on verraittain
suuri niin voidaan ajatella, ettd partikke-
lisuodatin edustaa esimerkissd jonkinlaista
referenssisuodatinta.

Kuvasta huomataan, ettd ajanhetkelld 40
Kuva 3.3: Kuva esimerkin tilanteesta. ~ posteriori-jakauma on  selvéisti kaksihuip-
puinen jakauma. EKF on ldhtenyt seuraa-

maan toista ndistd huipuista, joka on hyvin

ominaispiirteistd EKF:lla. Tdssd tapauksessa EKF on “valinnut” vdidirdn huipun ja télléin sano-
taan ettd EKF on hairahtunut. Tdlloin EKF antaa tdysin vddrid tuloksia, kuitenkin toisaalta
EKF:n antama virheen kovarianssimatriisi osoittaa, ettd EKF luottaa hyvin paljon kyseiseen
estimaattiin ja tdmd aiheuttaa sen ettd EKF ei jatkossakaan kovinkaan helposti ”loydd” oikeata
paikkaa vaikka posteriori-jakauma muuttuisi yksihuippuiseksi, esimerkiksi mittauksia tulisi
muistakin kuin ndistd kahdesta tukiasemasta. Nyrkkiscicintond voidaankin pitdd, ettd EKF :dd
kannattaa soveltaa systeemiin, jos posteriori-jakaumat muistuttavat normaalijakaumaa eli ovat
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vksihuippuisia ja jakauman hédnndt” menevdit kovaa vauhtia kohti nollaa, mutta télldisessd
kaksihuippuisessa tapauksessa EKF:n soveltaminen alkaa olemaan aika riskialtista. Tosin
tamdkin tilanne muuttuisi tdysin mikdli etdisyysmittauksia tulisi vield kolmannestakin tukiase-
masta tai reitti ei kulkisi ldhelld tukiasemien kautta kulkevaa suoraa.

Harjoitustehtivii

3.1.

3.2.

3.3.

34.

3.5.

3.6.

Niytd, ettd mittauksen y; = Hyxy + v; ennusteen ¥, = H, X, keskinelidvirhematriisi on
H,P H] +R,.

Oletetaan, ettd matriisi R on symmetrinen positiivisesti definiitti ja matriisi P on symmet-
rinen positiivisesti semidefiniitti. Osoita, ettd

(1—KH)P(I—KH)T +KRK” =P — AAT + (KB—A)(KB—A)7,
missd B = (HPH? +R)? ja A =PH'B"!.

Olkoon A mielivaltainen reaalimatriisi, ndytd ettd nollamatriisi on yksikésitteinen ratkaisu
tehtiville argmin, tr(AAT).

Olkoon paikan priori-jakauma x ~ N (6,8) ja mittausmalli y = 2x 4 4v, missd satun-
naismuuttuja v ~ N(0, 1) on riippumaton paikan priorista. Mikéd on paikan ehdollinen
jakauma kun mittaus y = 147 Téssé priori ja mittaus ovat annettu samalla ajan hetkella.

Olkoon paikan priori-jakauma

(S )

ja mittausmalli y = X + X + v, misséd satunnaismuuttuja v ~ N(0, 10) on riippumaton
paikan priorista. Miki on paikan ehdollinen jakauma ehdolla mittaus y = 43? Téssé priori
Jja mittaus ovat annettu samalla ajan hetkella.

Ositetulle matriisille pétee (tarkista)

A Bl (A—BD-IC)"! —A-1B(D—CA~!B)"!
Cc D| | -D'c(A-BD'C)"! (D—-CA~'B)~! ’

mikali tarvittavat kiddnteismatriisit ovat olemassa. Toisaalta tiedetdén, ettd symmetrisen
matriisin kifinteismatriisi on symmetrinen. Ndiden tietojen soveltamisessa matriisiin

p~! HT
e Nl
saattaa olla apua seuraavassa tehtdvissd. Lisdksi olkoon A ja B ovat symmetrisié, positii-
visesti definiitteji matriiseja. Nyt jos A < B, niin B~! < A~! [10, Korollaari 3.3 .4.].
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(a) Osoita, ettd (P~! +H'R™'H)~! = P—PH’ (HPH” +R)~'HP, tiissi P > 0 jaR > 0.

(b) Osoita, ettd lineaaris gaussisessa tapauksessa posteriorin kovarianssimatriisi on
“kasvava’”. Siis osoita, ettd jos 0 < P; <P niin0 < P{ <PJ, missi P; = (I-K;H)P;
jaK; =PH (HPH" +R)~!.

3.7. (a) Olkoon X1 ~ N(%_1,Pr_1), Wr_1 ~N(0,Qx_1) ja vt ~ N(0,Ry) riippumattomia
satunnaismuuttujia. Miké on satunnaismuuttujan

)L 4 ][
Vi Hy®,—y Hp I k-l
Vi

jakauma?
(b) Olkoon

B

niytd, etti x|y = y ~ N(X+ 202 (1 = 5), B — Zn 2y Zpa)-

(c) Sovella (b)-kohdan tulosta (a)-kohdan jakaumaan ja vertaa saatua tulosta kappa-
leessa 3.2 esitettyyn BLU-estimaattoriin.

3.8. Niytd, ettd yksiulotteisessa tapauksessa UT kéyttden kaavassa (3.17) annettuja pisteitd
approksimaatio (3.16) on tarkka kolmannenasteen polynomille. Tdssd luonnollisestikin
p(x) on jakauman N(u,0?) tiheysfunktio. Milld perusteella valinta k = 2 on jirkevi?
(vihje: [x*p(x)dx = u* + 6p*0* +30%)

3.9. Osoita, ettii posteriorin odotusarvo minimoi odotusarvon E(||x; — & ||2|y14 = y1:¢)-

3.10. Olkoon paikan priori-jakauma x ~ Tas(0,3r). Mittausmallina on y = sin(X) + v, missi
satunnaismuuttuja v ~ Tas(— %, %) on riippumaton priori-jakaumasta. Mikd on posteriori-
Jakauman tiheysfunktio kun saadaan mittaus y = %?

3.11. Olkoon w:n tiheysfunktio py(w) = N%(w) ja x:n tiheysfunktio

Px(x) = aNg' (x) + (1 — @) N&* (x),

missi0 <a<1ja

Cexp(—5(x—p)TE  (x—p))
Ne () = : det(2nX) .

Satunnaismuuttujat w ja x ovat riippumattomia. Olkoon satunnaismuuttuja y = Fx +w,
missd F on vakiomatriisi.

(a) Laske E(y).
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(b) Laske y:n tiheysfunktio.
3 7 H N
Lemma: Jos 21,2, > 0 niin N (x)Ng(y) = Ng, (x) Ng¥(y), missd f = e+ K(y — Hp),

exp(—3 (x—p)"= (x—p))
\/det(2n=) '

S =(1-KH)X,K=3H"3 ! 5 =HZHT + 3 jaNg(x) =

Tietokonetehtiavit

3.12.

3.13.

Ohjelmoi Kalmanin suodatin, jonka méérittely nidyttdd seuraavanlaisesta.

[X,P] = kalman(x0,P0,F,Q,Y,H,R)

o0 o°

% x {k+1} = Fx {k}+w
$ y _{k} = Hx {k}+v
%
IN: x0 = alkutila hetkelld 0 (R"n)

o0 o©

alkutilan kovarianssimatriisi

= tilansiirtomatriisi

liikemallin virheen w kovarianssimatriisi

= mittaukset Y=[y 1,...,y _k](R"(m \times k),
m mittausta joka ajanhetki)

"'mittausmalli’’

mittausvirheen v kovarianssimatriisi

00 00 o° o° 0° oP oP

o
c
=

o m <O = 9d

o

> nwon Il I
I

[x 0,x 1,...,x k], missd x i on estimaatti hetkelld i.
keskineliovirhematriisi ajanhetkelld i

o0 o©

P(:,:,1)

function [X,P] = kalman(x0,P0,F,Q,Y,H,R)

Testaa suodatinta sivulta http://www.students.tut.fi/~aliloytt/menetelmat/
harkat.html 16ytyvilld datalla ja visualisoi suodattimen antamia tuloksia. Sddsté teke-
misi koodit myohempéd kayttod varten (tehtivi 3.14).

Laske Monte Carlo integroinnilla lauseke

_ Jaexp (—3xTx) dx

1
N 21_;1; exp (—%xTx) dx

b

missd A = [0,2] x [0,2]. Liséksi tutki Monte Carlo simulaatioiden suppenemista kohti

tarkkaa arvoa
I 1 —exp(—2) { 1 ]
Van(@(0) - @(-2)) L 1 ]
missd @ on jakauman N(0,1) kertyméfunktio. Kyseinen integraali esittid posteriori-

jakauman odotusarvoa, mikili priori-jakauma on N(0,I) ja mittauksena tieto, etti tila
sijaitsee alueessa A.
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3.14.

Ohjelmoi kaksi suodatinta joukosta {EKF, UKF, PF}. Suodattimien maédrittelyn tulee
ndyttdd seuraavanlaisesta.

$ [X,P,...] = suodatin(x0,P0,F,Q,Y,S,R)
% x {k+1} = Fx {k}+w
% y_{k} = h(x_{k})+v,

o©

missd (h(x _{k})) i on etdisyysmittaus tukiasemaan s i.

% IN: x0 = alkutila hetkelld 0(R"n)

$ PO = alkutilan kovarianssimatriisi

$ F = tilansiirtomatriisi

% Q0 = liikemallin virheen w kovarianssimatriisi
% Y = mittaukset Y=[y 1,...,y k](R"(m \times k),
% m mittausta joka ajanhetki)

% S = tukiasemien koordinaatit [s_1,...,s_1]

$ R = mittausvirheen v kovarianssimatriisi

%

$0UT: X =[x0,x1,...,x k], missd x i on estimaatti hetkelld 1i.
% P(:,:,1) = keskinelidvirhematriisi ajanhetkelld i
function [X,P,...] = suodatin(x0,P0,F,Q,Y,S,R)

Lisdksi testaa ja vertaile suodattimia sivulta http://www.students.tut.fi/
~aliloytt/menetelmat/harkat.html Ioytyvilld datalla ja visualisoi suodattimien
antamia tuloksia.
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Hakemisto

>,5,19

\,6,27

2,19

¥>-jakauma, 11, 20

>.5

Az, matriisin nelidjuuri, 5
o-piste, 47

Bancroftin menetelma, 24
Bayesilainen tulkinta, 34
Bayesin kaava, 31, 37
Bayesin suodatin, 48
BLUE, 40

Chebyshevin epidyhtilo, 34
Coriolis-yhtilo, 17

Dilution of Precision (DOP), 29
dimensiolause, 5
DOP, 29

ehdokasjakauma, 53
ehdollinen tiheysfunktio, 12
epikeskeinen y2-jakauma, 11, 20
epilineaarinen Kalmanin suodatin, 45, 46
estimaatti
minimivarianssi-, 26
estimaattori, 4, 49
BLUE, yleistetty, 45
harhaton, 19
maksimiposteriori (MAP), 49
maksimiuskottavuus, 30
paras lineaarinen harhaton, 40

pienimmin keskineliovirheen (MMSE),

42
posteriori-, 43
priori-, 43

estimointi, 22
EUREF-FIN, 14

fingerprint-menetelma, 36
frekventistinen tulkinta, 34

Gauss-Newtonin menetelma, 27
Gaussian mixture -suodatin, 50

geodeettinen koordinaatisto, 14

GPS, 14,23,24

gyrotriadi, 18

hajuton Kalmanin suodatin, 47
harhaton estimaattori, 42

idempotentti, 5

innovaatio, 44

Iterative Least Squares, 27

Iterative Weighted Least Squares, 27

Jacobin matriisi, 26

Kalmanin suodatin, 42, 44
Kalmanin vahvistus, 43
kellovirhe, 23
kertyméfunktio, 7
koordinaatisto
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lineaarinen, 14
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korkeus
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likelihood, 30
linearisointi, 26
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malli
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maximum likelihood, 30
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lineaarinen, 42
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tiheysfunktio, 31
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rank, 4, 19
residuaali, 25
riippumattomuus, 7

satunnaismuuttuja, 7
generoiminen, 10
kovarianssi, 8
mallinnus, 34
odotusarvo, 8
riippumattomuus, 7
yhteisjakauma, 13

Schurin lause, 5

SIR-suodatin, 52

SIS-suodatin, 52

stokastinen prosessi, 39

suljetun muodon ratkaisut, 24

suodatin
Gaussian mixture, 50
hajuton Kalmanin (UKF), 47
Kalmanin, 42
laajennettu Kalmanin (EKF), 46
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SIR, 52
SIS-, 52

suodatus, 39, 40
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ehdollinen, 12
mittausmallin, 30
normaalijakauman, 8
posteriori, 31
priori, 31
vakio-, 33
tila, 4,22, 23, 39
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tilamalli, 39, 42
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uskottavuuden maksimointi, 30
uskottavuus, 30

valkoinen kohina, 40
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Weighted Least Squares, 27
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