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Tassa tutkielmassa rakennetaan pohjaa Galois’'n teorialle ja tutustutaan sen alkeisiin. Galois’'n teoria on
abstraktin algebran osa-alue, joka késittelee kuntateorian ja ryhmateorian vélista yhteyttd. Sen avulla monia
kuntateoriaan liittyvid ongelmia voidaan ratkaista ryhmateorian avulla. Esimerkiksi polynomin termien ker-
rointen tarkastelun sijaan voidaan tarkastella saman polynomin juurten permutaatiokuvausten muodostamaa
ryhm&a. Taman ryhmén ominaisuuksien perusteella voidaan péatella esimerkiksi, ettd voidaanko kyseisen
polynomin juuret esittdd &arellisind yhteen-, vdhennys-, kerto- ja jakolaskuista ja juurenotoista koostuvina
lausekkeina.

Galois’n teoriaan ei voida kuitenkaan hypaté suoraan pelkan kandidaatintutkinnon aineopintoihin kuulu-
van algebran kurssin pohjalta. Nykyaikainen Galois'n teoria perustuu kuntalaajennusten teoriaan, johon ma-
tematiikkaa opiskeleva henkild t6rméa yleensa aikaisintaan maisteritason opinnoissa. Kuntalaajennus muo-
dostuu kahdesta kunnasta, joista ensimmaista kutsutaan lahtékunnaksi ja toista laajennuskunnaksi. Kaikki
lahtékunnan alkiot siséltyvat laajennuskuntaan, jossa on yleensa myds lahtékuntaan kuulumattomia alkioita.
Voidaan siis ajatella, ettd lahtékuntaa on laajennettu liittdmalla sinne uusia alkioita.

Taman tutkielman alussa méaritellaan perusteellisesti polynomi ja esitelladn muita siihen liittyvia kasit-
teitd ja lauseita. Erityisesti jaollisuuden késite on tarked. Tamén jélkeen maaritelladn kuntalaajennus ja ké-
sitelldén sen teoriaa polynomien pohjalta, jonka jalkeen rakennetaan Galois’'n teorian perusteet kuntalaajen-
nusten pohjalta. Lopuksi todistetaan, ettéd polynomin juurten permutaatiokuvausten muodostaman ryhmén
koko on sama kuin sellaisen kuntalaajennuksen aste, jossa kyseisen polynomin kerroinkuntaa on laajennettu
littmalla siihen sen juuret.

Tyén tarkoituksena on jatkaa kandidaatintutkintoon kuuluvalla abstraktin algebran kurssilla kasiteltyjen
asioiden pohjalta ja esitella Galois’n teorian alkeiden ymmartamiseen vaadittavat kasitteet ja todistukset mah-
dollisimman tdsmaéllisesti ja aukottomasti. Kokonaisuudessaan tdma tutkielma antaa lukijalleen hyvén pohjan
kuntalaajennuksista ja Galois'n teorian alkeista, josta on hyva jatkaa esimerkiksi Galois’'n teorian ja muun
abstraktin algebran opiskelua.

Avainsanat: abstrakti algebra, moderni algebra, polynomi, kuntalaajennus, Galois’'n teoria

Taman julkaisun alkuperaisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.
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1 JOHDANTO

Galois’n teoria on yksi modernin algebran helmista. Se luo kuntateorian ja ryhmateorian vélille yh-
teyden, jonka avulla voidaan selittdd esimerkiksi miksi toisen, kolmannen ja neljannen asteen po-
lynomiyhtaldn ratkaisukaava on tiettyd muotoa ja miksi sellaista ei ole olemassa viidennen tai sita
korkeamman asteen polynomiyhtalélle. My6s jotkin klassisen geometrian ongelmat voidaan osoit-
taa mahdottomiksi ratkaista. Pelkk&a harppia ja viivainta, jossa ei ole merkintéja pituuksille, kayt-
tdmalla on mahdotonta jakaa mielivaltainen kulma kolmeen yht& suureen osaan tai piirtdé kuution

pohjalta uusi kuutio, jonka tilavuus on kaksinkertainen alkuperaiseen néhden.

Ensimmaisessa luvussa maéritellddn polynomit ja todistetaan niitd koskevia tarkeitd lauseita. Po-
lynomit maaritelldan sellaisella tavalla, joka toimii yleisen renkaan tapauksessa, jolloin polynomin
kerrointen ei valttamatta taydy olla esimerkiksi reaalilukuja. Sitten kasitellaédn polynomin astetta ja
jaollisuutta, joita tarvitaan jakoyhtélén méaarittelemiseksi. Lopuksi tarkastellaan polynomin nollakoh-
tia.

Toisessa luvussa kasitellaén kuntalaajennusten teoriaa. Maéritelladn kuntalaajennus ja algebral-
lisuuden késite, jonka jalkeen siirrytdan kasittelemaan minimaalipolynomeja. Kuntalaajennukselle
maaritellddn myds aste sen muodostaman vektoriavaruuden avulla, jonka jalkeen lopetetaan hajo-

tuskuntiin ja separoituvuuteen.

Kolmannessa luvussa tarkastellaan itse Galois'n teoriaa méaarittelemalld Galois’'n ryhméan kasite.
Normaalisulkeumien kautta siirrytdén kohti Galois’n teorian paalauseesta, josta lopuksi todistetaan
heikennetty versio aikaisemmin rakennetun teorian pohjalta.

Ty6n tarkoituksena on esitelld kuntalaajennusten teoriaa ja Galois’n teorian alkeita. Lukijalta olete-
taan hyvaa tuntemusta modernin algebran perusteista esimerkiksi teoksen [2] pohjalta. Tutkielman
rakenne ja sisalté pohjautuu teokseen [3].



2 POLYNOMIT

Tassa luvussa tarkastellaan polynomia ja siihen liittyvia kasitteitd modernin algebran nakdkulmasta.
Esitetty teoria perustuu teokseen [2].

2.1 Polynomirengas

Mé&éritelldan polynomin ja polynomirenkaan kasitteet yleisen renkaan tapauksessa. Renkaan maa-
ritelImé& on esitetty lahteessé [2, s. 163]. Liséksi tAssa tutkielmassa kaikki renkaat ovat vaihdannaisia
ja ne sisaltavat neutraalialkion kertolaskun suhteen. Myds kunta toteuttaa lahteessa annetun maa-
ritelmén [2, s. 178].

Polynomit ajatellaan usein lausekkeina, jotka koostuvat muuttujan x potenssien ja vakioiden tuloista
ja summista. Niiden tarkastelu modernin algebran kannalta vaatii kuitenkin tdsmallisemman maari-
telméan, joka esitetdan seuraavaksi.

Maéaritelma 2.1 (Polynomi). Olkoon p = (pg, p1, . . .) = (pn) &aretdn jono renkaan R alkioita. Jos on
olemassa sellainen indeksi m, etté p,, = 0, kunn > m, niin jonoa p sanotaan renkaan R polynomiksi.
Kaikkien renkaan R polynomien joukkoa merkitdan R[x].

Toisin sanoen, polynomit maariteltiin 4arettdémina jonoina, joissa on vain &érellinen méara nollasta
poikkeavia alkioita. Seuraavaksi maaritellaan naille jonoille yhteen- ja kertolasku.

Maéaritelma 2.2 (Summa ja tulo). Olkoot p ja g joukon R[x] alkioita. M&aritellaén yhteenlasku sel-
laiseksi, etta

p+q=po+qop1+qi...)=pPn+qn)

ja kertolasku sellaiseksi, etta

n
pq = (Pogo, Pog1 + P1qo, - - -) = (Z piQn—i) :
i=0

Renkaan R polynomien joukko R[x] muodostaa renkaan edella maariteltyjen yhteen- ja kertolas-
kun suhteen. Todistus on suoraviivainen ja loytyy lahteesté [2, s. 285]. Tasta lahtien joukkoa R[x]
kutsutaan polynomirenkaaksi.

Vaikka polynomi on méaéaritelty darettdmand jonona, voidaan se silti esittdd summana muuttujan x

potenssien avulla. Ensin pitda kuitenkin maaritelld, ettd mik& tdma muuttuja x on.



Maaritelma 2.3 (Nolla- ja vakiopolynomi). Olkoon p = (po, p1, p2, . . .) polynomirenkaan R[x] alkio.
Polynomia p sanotaan vakiopolynomiksi, jos p,, = 0, kunn = 1,2,3,... Jos liséksi py = 0, poly-
nomia p sanotaan nollapolynomiksi. Jos polynomi ei ole vakiopolynomi, niin sitd sanotaan vakiosta

eroavaksi. Vastaavasti, jos polynomi ei ole nollapolynomi, niin sitd sanotaan nollasta eroavaksi.

Huomataan, etté jokaista polynomirenkaan R[x] vakiopolynomia p vastaa yksik&sitteinen renkaan
R alkio pg, missé pg jonon p ensimmainen alkio. Vakiopolynomi p voidaankin siis samaistaa alkion
po kanssa.

Huomautus 2.4. Polynomirenkaan R[x] vakiopolynomia p = (po, 0,0, . . .) voidaan merkita lyhyesti
renkaan R alkiolla py, jolloin merkitdén p = po.

Esimerkki 2.5. Jos p = (2,0,0,. . .) niin voidaan merkita lyhyesti, ettd p = 2.

Polynomit esitetdan usein tuntemattoman alkion x avulla. M&éritelld&n seuraavaksi tdma alkio x

polynomina.

Maéaritelma 2.6. Polynomirenkaan R[x] alkiota (0, 1,0, . . .), jossa kaikki paitsi toinen alkio ovat nol-

lia, merkitd&n symbolilla x.

Apulause 2.7. Olkoon n luonnollinen luku. Mé&dritelldén, ettd x" tarkoittaa tuloa, jossa polynomi
1 kerrotaan polynomilla x tdsmélleen n kertaa. Talléin x™ on polynomi, jonka jonoesityksen kaikki
alkiot ovat nollia paitsi x); = 1.

Todistus. Vaite on selvasti tosi tapauksissa n = 0 ja n = 1 vakiopolynomin ja polynomin x méaé&ri-
telman nojalla. Liséksi jos vaite on tosi kun n < k, missa k on luonnollinen luku, joka on suurempi
kuin 1, niin vaite on tosi myds tapauksessa n = k + 1, koska polynomien tulon maaritelman nojalla

polynomin x¥*! = x* . x jonoesityksen ainoa jollasta eroava kerroin on x; 1 = xf - x; = 1. Véite on
siis tosi kun n on mika tahansa luonnollinen luku matemaattisen induktioperiaatteen nojalla. O

Lause 2.8. Olkoon p = (po, p1, P2, - - .) polynomirenkaan R[x] alkio. T&lléin polynomi p voidaan

[e6]
PN
n=0

Todistus. Jos p, on nollapolynomi niin p,x" = 0. Muussa tapauksessa polynomin p,x" jonoesi-

esittda ddrettbméand summana

tyksen ainoa nollasta eroava alkio on polynomia p,, vastaava vakio. Talléin polynomien summan

(o]
2 "
n=0

se kerroin jonka indeksi on n, on polynomia p,, vastaava renkaan R alkio, jolloin

pP= i pnx".
n=0

maaritelmé&n nojalla polynomin



Esimerkki 2.9. Polynomi (2,3,0, 1,...), jossa on tdsmaélleen kolme nollasta eroavaa alkiota, voi-
daan esittaa muodossa x> + 3x + 2.

2.2 Polynomin aste

Yksi térkeimmisté polynomeihin liittyvista késitteista on jaollisuus ja se tullaan mé&arittelemaan po-
lynomeille melko samanlaiseen tapaan kuin kokonaisluvuille. Ennen t&ta téytyy kuitenkin méaritella

polynomeille astefunktio.

Maaritelma 2.10 (Johtava kerroin). Olkoon p polynomirenkaan R[x] alkio ja olkoon n suurin sellai-
nen luonnollinen luku, etta p,, # 0. Talléin kerrointa p,, sanotaan polynomin p johtavaksi kertoimeksi.

Polynomia p sanotaan perusmuotoiseksi, jos sen johtava kerroin on 1.

Maéaritelma 2.11 (Polynomin aste). Olkoon p polynomirenkaan R[x] nollasta eroava alkio. Talléin
on olemassa suurin sellainen kokonaisluku n, ettd p,, # 0, jolloin maaritelladn deg (p) = n. Nolla-

polynomin tapauksessa johtavaa kerrointa ei ole, joten nollapolynomille ei mé&aritelld astetta.

Polynomin asteelle on voimassa intuitiivisia, mutta hyddyllisid ominaisuuksia. Kahden polynomin
summan aste on korkeintaan suurempi summattavien polynomien asteista ja kahden polynomin tu-
lon aste on korkeintaan tulon tekijéiden asteiden summa. Naméa eivat ole yhtaloita, koska summat-
tavien polynomien johtavat kertoimet voivat kumota toisensa summassa ja myéskin tulon tekijéiden
johtavien kerrointen tulo voi olla nolla yleisen renkaan tapauksessa.

Lause 2.12. Olkoot p ja q polynomirenkaan R[x]| nollasta eroavia alkioita. Télléin on voimassa
epdyhtélé
deg(p+q) < max{deg (p),deg(q) }

Todistus. Merkitdan polynomin p + g astetta symbolilla n. Jos n on suurempi kuin polynomin p aste,
niin p,, = 0 ja vastaavasti jos n on suurempi kuin polynomin ¢ aste, niin g,, = 0. Polynomin p + ¢
johtava kerroin p, + g, ei kuitenkaan saa olla nolla, joten varmasti p, # 0 tai ¢, # 0. Talldin on

oltava n < deg (p) tai n < deg(q), jolloin alkuperéinen epayhtalé on tosi. O

Lause 2.13. Olkoot p ja q polynomirenkaan R[x] nollasta eroavia alkioita. Oletetaan myés, ettd pq
ei ole nollapolynomi. Téll6in on voimassa epdyhtalé

deg (pq) < deg(p) +deg(q)-

Todistus. Merkitdan deg (p) = n ja deg(g) = m. Tarkastellaan polynomin pg astetta k > n + m
olevaa kerrointa. Polynomien kertolaskun mé&aritelmén mukaan tdma kerroin on

k
Z Piqk—i-
i=0

Tama summan jokainen yhteenlaskettava on kuitenkin nolla, koska kun i < n, niin gx—; = 0 ja kun

taas i > n, niin p; = 0. Polynomin pgq aste on siis korkeintaan n + m. O



2.3 Polynomien jaollisuus

Polynomin aste ja sen tarkeimmét ominaisuudet on nyt k&sitelty. Maarittelldan seuraavaksi polyno-
mien jaollisuus, joka mahdollistaa myds osaméaaran ja jakojadnndksen maarittelyn samaan tapaan
kuin kokonaisluvuille. Jaollisuuden madrittely myos vaatii sen, ettéd polynomin kertoimet muodos-
tavat renkaan sijasta kunnan, jolloin jokaiselle nollasta eroavalle kertoimelle 16ytyy kdanteisalkio
kertolaskun suhteen. Jatkossa kun puhutaan polynomirenkaasta K[x] oletetaan, etta rengas K on
liséksi kunta. Tama polynomirengas ei kuitenkaan ole itsesséan kunta, koska esimerkiksi polyno-
milla x ei ole siind k&énteisalkiota.

Maaritelma 2.14 (Jaollisuus). Olkoot p ja d # 0 polynomirenkaan K[x] polynomeja. Sanotaan,
ettd polynomi d jakaa polynomin p, jos on olemassa sellainen polynomirenkaan K[x] alkio ¢, etta

p=qd.

Kokonaislukujen jaollisuuteen liittyy 1aheisesti alkuluvun ké&site. Polynomirenkaan tapauksessa téata
kasitetté vastaa jaoton polynomi, joka maaritellddn seuraavaksi.

Maéaritelma 2.15 (Jaoton polynomi). Olkoon p polynomirenkaan K[ x] alkio. Polynomia p sanotaan

jaottomaksi, jos sité ei voida esittdd kahden vakiosta eroavan polynomin tulona.

Todistetaan seuraavaksi jakoyhtald, joka takaa yksikasitteisen osamaaran ja jakojdanndksen Idyty-

misen silloin kun polynomi jaetaan nollasta eroavalla polynomilla.

Lause 2.16 (Jakoyht&ld). Olkoot p ja d + 0 polynomirenkaan K|[x| alkioita. T4lléin on olemassa
sellaiset yksikasitteiset polynomirenkaan K| x| alkiot q ja r, ettd

p=gqd+r,
missd joko r on nollapolynomi tai deg (r) < deg (d).

Todistus. Jos polynomi d jakaa polynomin p, niin vaite seuraa suoraan jaollisuuden méaaritelmasta.
Muulloin maaritelldan joukko
A={p-td|teK[x]}.

Polynomien asteet ovat aina ei-negatiivisia kokonaislukuja, joten hyvéan jérjestyksen periaatteen
nojalla joukossa A on polynomi s, jonka aste on pienin mahdollinen. Merkitdan deg(s) = n ja
deg (d) = m. Tarkastellaan tilannetta, jossa n > m. Talléin polynomi

s — Spdtd X"

on joukossa A ja sen aste on pienempi kuin polynomin s aste. On siis oltava n < m. Koska s on
joukossa A, on olemassa sellainen polynomi ¢, ettd p—td = s. Nytvalinnat g = f jar = s toteuttavat

jakoyhtalon.



Olkoot parit (¢, r) ja (¢’,r’) kaksi ratkaisua jakoyhtaléon. Talléin (g — g’)d = r’ — r. Polynomi d
siis jakaa polynomin r’ — r. Tdma on kuitenkin mahdollista vain kun r’ — r = 0, koska muuten olisi
voimassa epayhtald

deg(d) < deg((qg — q')d) = deg(r’ —r) < max {deg (r'),deg (r)} < deg(d).

Tulon nollasd&nndn nojalla talléin on oltava myds g — ¢’ = 0. Jakoyhtélén ratkaisu on siis yksikéasit-
teinen. O

2.4 Polynomin juuret

Jokaista polynomia kohti on olemassa polynomikuvaus. Polynomikuvauksen avulla voidaan mééari-

tella polynomin juuret sita vastaavan polynomikuvauksen nollakohtina.

Maéaritelma 2.17 (Polynomikuvaus). Olkoon p = (po, p1, P2, - - -) polynomirenkaan R[x] alkio. M&a-
ritella&n polynomikuvaus
p:R—R

sellaiseksi, ettd renkaan R alkio @ kuvautuu renkaan R alkioksi

o0
5 .
n=0

Maaritelma 2.18 (Juuret). Olkoon p polynomirenkaan R[x] alkio ja a renkaan R alkio. Talldin « on

polynomin p juuri, jos p(a) = 0.

Polynomit jaetaan usein tekijéihin juurtensa avulla. Seuraava lause todistaa, etté jos polynomilla on
jokin juuri, niin kyseinen polynomi voidaan jakaa perusmuotoisella ensimmaisen asteen polynomilla,

jonka ainoa juuri kyseinen juuri on.

Lause 2.19 (Juurten ja tekijoiden yhteys). Olkoon p polynomirenkaan K| x] alkio. Kunnan K alkio «
on polynomin p nollakohta, jos ja vain jos polynomi x — « jakaa polynomin p renkaassa K|[x].

Todistus. Jos polynomi x — a jakaa polynomin p, niin on olemassa sellainen kunnan K polynomi g,
ettd on voimassa p = (x — a)q. Talléin p(@) = (@ — a)d(a) = 0.

Toisaalta jos @ on polynomin p nollakohta, niin jakoyhtalén nojalla 16ytyy kunnan K polynomit g ja
r jotka toteuttavat yhtalén

p=x—-a)g+r,

jossa joko r on nollapolynomi tai
deg(r) <deg(x —a) = 1.

Talléin r on vakiopolynomi. Koska p(a) = (a — a@)g(a) + (@) = F(a) = 0, niin  on nollapolynomi,

jolloin polynomi x — « jakaa polynomin p. O



Samaan tapaan kuin kokonaisluvuilla, on myds polynomeilla yhteisié tekij6itd. Kahden polynomin
yhteinen tekija jakaa ne molemmat. Liséksi voidaan méaritelld suurin yhteinen tekija, joka on jaolli-
nen kaikilla ndiden polynomien yhteisilla tekijéilla.

Maaritelma 2.20 (Yhteinen tekija). Olkoot p ja g polynomirenkaan K[x] alkioita. Polynomirenkaan
K[ x] alkiota, joka jakaa seka polynomin p etta polynomin g, sanotaan niiden yhteiseksi tekijaksi.

Maaritelma 2.21 (Suurin yhteinen tekija). Olkoot p ja g polynomirenkaan K| x] alkioita. Niiden yhtei-
nen tekija on suurin yhteinen tekija, jos mielivaltainen polynomien p ja g yhteinen tekija jakaa sen.
Suurin yhteinen tekija ei kuitenkaan ole nimestéan huolimatta yksikasitteinen. Nimittain suurimman
yhteisen tekijan kertominen millé tahansa polynomirenkaan K[x] nollasta eroavalla vakiopolynomil-
la tuottaa toisen suurimman yhteisen tekijan. Polynomien p ja g perusmuotoista suurinta yhteista
tekijad merkitaan syt (p, ).

Vaikka usein ajatellaan, etta suurin yhteinen tekija olisi yksikasitteinen, niin néin ei kuitenkaan ole. Jo
kokonaislukujenkin joukossa suurimman yhteisen tekijan vastaluku on my&s suurin yhteinen tekija.
Perusmuotoinen suurin yhteinen tekija on kuitenkin yksikasitteinen.

Viimeisin suoraan polynomeihin liittyvé tulos on Bézout’'n lemma, josta on hydtya kun myéhemmin
todistetaan, ettd yksinkertaisen kuntalaajennuksen mielivaltainen alkio on jonkin polynomifunktion
arvo kyseisen kuntalaajennuksen virittavalla alkiolla.

Lause 2.22 (Bézout'n lemma). Olkoot a ja b polynomirenkaan K| x] nollasta eroavia alkioita. Téll6in
Iéytyy polynomirenkaan K|[x] alkiot p ja q, jotka toteuttavat yhtalén

ap + bg = syt(a,b).
Todistus. Tarkastellaan joukkoa
S={ap+bq|pqeKlx]}.

Joukko S ei ole tyhja, koska valitsemalla p = 1 ja g = 0 voidaan todeta, ettd polynomi a on joukossa
S. Hyvan jarjestyksen periaatteen nojalla joukossa S on perusmuotoinen polynomi d = as + bt,
jonka aste on pienin mahdollinen.

Polynomien jakoyht&lén nojalla on olemassa polynomit g ja r, jotka toteuttavat yhtalén
a=qd+r,
jossa joko r on nollapolynomi tai deg (r) < deg (d). Talléin polynomin
r=a-qd=a-qas— gbt =a(l —gqs)+ b(—qt)

on oltava nollapolynomi, koska muuten polynomin d aste ei voisi olla pienin. Taten polynomi d jakaa
polynomin a ja vastaavasti se jakaa myds polynomin b.



Olkoon ¢ polynomien a ja b yhteinen tekijg, jolloin on olemassa polynomirenkaan K[ x] polynomit u
ja v, jotka toteuttavat yhtalét a = cuja b = cv.

Talloin d = as + bt = c(us + vw), joten polynomi ¢ jakaa polynomin d, jolloin d on polynomien
a ja b suurin yhteinen tekija. Kun polynomit s, ja d kerrotaan polynomin d johtavan kertoimen

kdanteisluvulla, saadaan uudet polynomit, jotka toteuttavat alkuperaisen yhtalén. d



3 KUNTALAAJENNUKSET

Kuntalaajennuksen idea on lisata johonkin olemassa olevaan kuntaan uusia alkioita, jonka jélkeen
saatua joukkoa taydennetdan muilla alkioilla kunnes se on kunta. Esimerkiksi rationaalilukujen kun-
taan voidaan lisata V2. Jotta tasta joukosta saataisiin kunta, pitaa lisata kaikki reaaliluvut muotoa
a + bV2, missa a ja b ovat rationaalilukuja. Taman luvun teoria pohjautuu teokseen [4].

3.1 Kuntalaajennus

Aloitetaan kuntalaajennusten tarkastelu méarittelemalla kuntalaajennus ja joitakin sen tyyppeja.

Madéritelma 3.1. Olkoon kunta K kunnan L alikunta. Nama kaksi kuntaa muodostavat yhdessa
kuntalaajennuksen, jota merkitaan L/K. Tassa yhteydessa kuntaa K kutsutaan /dht6kunnaksi ja

kuntaa L laajennuskunnaksi.

Esimerkki 3.2. Reaalilukujen kunta R on kompleksilukujen kunnan C alikunta, joten C/R on kun-
talaajennus, missa R on lahtdkunta ja C on laajennuskunta.

Kuten jo aiemmin todettiin, kuntalaajennus muodostetaan usein lisddmalla johonkin l1&htékuntaan
uusia alkioita, jonka jalkeen saatu joukko taydennet&an laajennuskunnaksi.

Maaritelma 3.3. Olkoon L/K kuntalaajennus ja A joukko kunnan L alkioita. Joukon A virittdmd kun-
ta, jota merkitdan K(A), on pienin kunnan L alikunta, joka sisaltda joukon A. Joukkoa A kutsutaan

virittéjdjoukoksi.

Koska kunta K on kunnan L alikunta, niin todetaan, ettd K(A) on varmasti olemassa. Jos pienem-
paa kaikki joukon A alkiot siséltdvaa kuntaa ei ole, niin paadytadan uusia alkioita lisdamalla lopulta
kuntaan L, joka sisaltda jokaisen joukon A alkion.

Kuntalaajennuksen virittajajoukko A on usein &arellinen. Tallin sen virittimaa kuntaa voidaan mer-
kita K (a1, s, . . ., ay), missd a; ovat joukon A alkiot, kuni = 1,2, ..., n. Erityisesti, jos joukossa
A on vain yksi alkio «, niin sen virittdmaa kuntaa merkitddn K («). Yhden alkion virittdma kunta
esiintyy niin usein, etta siihen liittyvéalle kuntalaajennukselle annetaan erikseen nimi.

Maaritelma 3.4 (Yksinkertainen kuntalaajennus). Kuntalaajennusta L/K kutsutaan yksinkertaisek-
si, jos on olemassa sellainen kunnan L alkio «, ettd L = K(«).
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Esimerkki 3.5. Olkoon laht6kuntana rationaalilukujen kunta Q. Tarkastellaan alkion V2 virittamaa
laajennuskuntaa Q(V2). Tunnetusti alkio V2 ei ole rationaaliluku, joten kunta Q(V?2) sisaltaa ra-
tionaalilukujen liséksi alkioita, jotka eivat ole rationaalilukuja. Mitka kaikki alkiot kunta @(\/5) sitten

sisaltaa?

Kunnan on oltava suljettu siind méé&ritellyn yhteen- ja kertolaskun suhteen. Voidaankin siis todeta,
etta alkio a + bV2, missa a ja b ovat rationaalilukuja, I8ytyy kunnasta Q(V2). Lisaksi jokaiselle al-
kioille on 16ydyttéva vasta-alkio yhteenlaskun suhteen ja jokaiselle nollasta eroavalle alkiolle k&an-
teisalkio kertolaskun suhteen. Luvun a + bV?2 vasta-alkio —a — b2 on kuitenkin selvasti samaa
muotoa. Mydskin jos molemmat luvuista a ja b eivéat ole nollia, luvun a + bV?2 kaanteisluku

a b
- V2
a?-2b? a2 -2p

on myds tatd samaa muotoa. TAma laajennuskunta voidaankin siis esittdd muodossa
Q(V2) = {a—i—b\@la,be@}.

Todetaan viela, etta kuntalaajennus Q(V2)/Q on yksinkertainen, koska sen laajennuskunnan voi
virittdd yhdelld alkiolla sen lahtékunnasta.

Lahtékunnan laajentamista ei tarvitse tehda kerralla. Samaan tulokseen paastaan kun laajenne-
taan ensin kunta K kunnaksi M ja sitten kunta M kunnaksi L. ltseasiassa jokainen kuntalaajennus
voidaan esittda perékkaisten yksinkertaisten kuntalaajennusten avulla. Tdméa on erittéin hyddylli-
nen ominaisuus, koska se mahdollistaa todistusten rakentamisen matemaattisen induktioperiaat-

teen kautta.

Maéaritelma 3.6. Olkoon L /K kuntalaajennus. Jos myds L/M ja M /L ovat kuntalaajennuksia, niin
kuntaa M sanotaan kuntalaajennuksen L /K vdlikunnaksi.

Esimerkki 3.7. Valitaan lahtékunnaksi rationaalilukujen kunta Q ja tarkastellaan alkioiden V2 ja
V3 virittamaa laajennuskuntaa @(\/Z \/§). Yritetaan esittda laajennuskunnan alkiot samaan tapaan
kuin esimerkissa, jossa tarkasteltiin kuntaa Q(V2). Ensimmainen mieleen tuleva arvaus tille esi-
tykselle on a + bV2+ cV/3, missa alkiot a, b ja c ovat rationaalilukuja. Tama ei kuitenkaan riit4, koska
esimerkiksi lukua V2V3 = V6 ei voida esittaa tassa muodossa. Alkio V6 taytyy siis ottaa viela tdhan
esitykseen mukaan.

Selvasti kaikki alkiot a + bV2 + ¢V3 + dV6, missa alkiot a, b, ¢ ja d ovat rationaalilukuja, sisalty-
vat tdhan laajennuskuntaan ja itseasiassa muodostavat tdman laajennuskunnan kokonaan. Nama
kaikki alkiot voitaisiin kuitenkin esittaa myds muodossa (a + bV2) + (¢ + dV2)V3.

Kunta @(\/Z \/5) oltaisiin siis voitu muodostaa laajentamalla l1&htékunta @ ensin kunnaksi Q(\/ﬁ)
virittavan alkion V2 avulla ja sen jalkeen kunnaksi @(\/Z \/5) virittavan alkion V3 avulla. Toisaalta
oltaisiin voitu myds lahted laajentamaan I&htdkuntaa ensin alkiolla V3 tai V6. Havainnollistetaan

néiden kuntalaajennusten vélisid suhteita seuraavalla kuvalla
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Q(V2) Q(V6) Q(V3)

Q(V2,vV3)

Edellisesta kuvasta nahdaan, etta lahtiessa rakentamaan kuntaa Q(V?2, V3) virittava alkio kerral-
laan, voidaan edeta kolmea eri reittid pitkin ja p&atya silti samaan lopputulokseen. Vaikka virittavia
alkioita olivatkin vain V2 ja V3, on kuvaan silti otettu mukaan alkion V6 virittama kunta. Tama joh-
tuu siita, etta kunnat Q(V2, V3), Q(V2, V6) ja Q(V/3, V6) ovat kaikki itseasiassa taysin sama kunta.
Kolmatta néista alkioista ei tarvitse ottaa mukaan erikseen, koska se saadaan kertomalla kahden

muun tulo sopivalla rationaaliluvulla.

Polynomit ja kuntalaajennukset liittyvéat |aheisesti toisiinsa. Usein lahtdkuntaan K halutaan lisata,
jonkin sen polynomirenkaan K[x] alkion juuret. Maaritella&n seuraavaksi tahan liittyva algebralli-
suuden késite.

Maaritelmé 3.8. Olkoon « kunnan K alkio. Alkiota @ sanotaan algebralliseksi kunnan K suhteen,
jos on olemassa sellainen polynomirenkaan K[x] nollasta eroava alkio p, jonka nollakohta a on.

Maaritelma 3.9. Kuntalaajennusta L/K sanotaan algebralliseksi, jos kaikki kunnan L alkiot ovat

algebrallisia kunnan K suhteen.

Jokaiselle algebralliselle alkioille 16ytyy yksikasitteinen pienintd mahdollista astetta oleva perusmuo-
toinen polynomi, jonka kertoimet ovat Idhtékunnan alkioita ja jonka juuri kyseinen alkio on. Tata po-
lynomia kutsutaan kyseisen alkion minimaalipolynomiksi.

Maaritelma 3.10. Olkoon L/K kuntalaajennus ja olkoon kunnan L alkio « algebrallinen kunnan
K suhteen. Alkion @ minimaalipolynomi m, on pienintd mahdollista astetta oleva perusmuotoinen

kunnan K polynomi, jonka juuri @ on.

Minimaalipolynomilla on monia ominaisuuksia. Yksi néisté on se, etta se tietyn alkion minimaalipo-
lynomi jakaa kaikki polynomit, joiden juuri kyseinen alkio on. Tama todistetaan seuraavaksi.

Lause 3.11. Olkoon L /K kuntalaajennus ja olkoon kunnan L alkio « algebrallinen kunnan K suh-

teen. Télléin alkion a minimaalipolynomi m, jakaa polynomin p, jos a on polynomin p nollakohta.

Todistus. Polynomien jakoyhtalén nojalla on olemassa sellaiset polynomit g ja r, etté

p=qma+r,
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jossa joko r on nollapolynomi tai deg (r) < deg (m,) . Talléin jakoyhtéldssa esiintyvid polynomeja
vastaaville polynomikuvauksille on voimassa yhtél®

pla) = ga)mg (@) + 7).

Koska @ on minimaalipolynominsa nollakohta, niin 7(@) = 0. Jos r ei ole nollapolynomi, voidaan se
kertoa johtavan terminsa kdanteisluvulla, jolloin saatu polynomi on minimaalipolynomia m,, pienem-
piasteinen perusmuotoinen polynomi, jonka nollakohta @ on. Taten siis r on nollapolynomi, jolloin

mg, jakaa polynomin p. O

Todistetaan seuraavaksi, etta tdma yksikasitteinen minimaalipolynomi on todella olemassa.

Lause 3.12. Olkoon L /K kuntalaajennus ja olkoon kunnan L alkio « algebrallinen kunnan K suh-
teen. Alkiolla a on yksikdsitteinen minimaalipolynomi.

Todistus. Alkio « on algebrallinen kunnan K suhteen, joten se on polynomirenkaan K[x] nollasta
eroavan polynomin m nollakohta. Olkoon polynomin m johtava kerroin a. Talléin a~'m on perusmuo-
toinen. Tallaisista perusmuotoisista polynomeista voidaan valita pienintd mahdollista astetta oleva,

jolloin valittu polynomi on alkion @ minimaalipolynomi.

Olkoot m ja n alkion @ minimaalipolynomeja. Talldin polynomien jaollisuuden ja lauseen 3.11 nojalla
on olemassa sellaiset polynomit p ja g, ettd m = pn ja n = gm. Edellisesté seuraa, ettd m = pgm,
jolloin (1 — pg)m = 0. Minimaalipolynomi ei voi olla nollapolynomi, joten tulon nollasdannén nojal-
la pg = 1. Polynomit p ja g ovat siis vakiopolynomeja ja koska m ja n ovat minimaalipolynomeina
perusmuotoisia, on oltava p = g = 1, jolloin m = n. Taten alkion minimaalipolynomi on yksikésittei-
nen. t

Todistetaan seuraavaksi, ettd alkion @ minimaalipolynomi m, on ainoa perusmuotoinen jaoton po-

lynomi, jonka juuri tdmé kyseinen alkio on.
Lause 3.13. Alkion a minimaalipolynomi m,, on jaoton.

Todistus. Olkoot p ja g sellaisia polynomeja, ettd m, = pg. Tall6in tulon nollasdannén nojalla joko
pla) = 0 tai g(a) = 0. Symmetrian nojalla voidaan valita p(a) = 0. Talléin lauseen 3.11 nojalla on
olemassa sellainen polynomi a, ettéd p = amg,. Nyt on voimassa m, = mgyagq, jolloin polynomien a
ja g on oltava vakiopolynomeja. Taten m, on siis jaoton. O

Lause 3.14. Olkoon L /K kuntalaajennus. Olkoon p polynomirenkaan K[x] perusmuotoinen jaoton
polynomi. Olkoon kunnan L alkio a on algebrallinen kunnan K suhteen ja olkoon a polynomin p
nollakohta. Télléin p on alkion a minimaalipolynomi.

Todistus. Olkoon m, alkion @ minimaalipolynomi. Talléin lauseen 3.11 nojalla on olemassa sel-
lainen polynomi ¢, ettd p = gm,. Koska p on jaoton ja perusmuotoinen, on oltava ¢ = 1, jolloin
p=m. O
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Seuraava apulause todistaa, etta kun kuntaa laajennetaan jollakin alkiolla, niin kaikki laajennuskun-
nan alkiot voidaan esittda sijoittamalla tdmé& kyseinen alkio kahden alkuperaisen kunnan polyno-
mifunktion osamaaraén. Sen avulla todistetaan vield vahvempi lause, jonka mukaan kaikki alkiot

voidaan esittda sijoittamalla tAma virittdva alkio johonkin alkuperaisen kunnan polynomifunktioon.

Apulause 3.15. Olkoon L/K kuntalaajennus ja « kunnan L alkio. Talléin kunnan K («) jokaista
alkiota k kohti on olemassa sellaiset polynomirenkaan K| x] polynomit p ja g, ettd x = p(a)d(a)™".

Todistus. Olkoon M kunnan L osajoukko joka koostuu alkioista j(e)g(e)~"!. Voidaan valita

p = q = 1, joten joukossa M on jokin muukin alkio kuin kunnan L nolla-alkio. Jos tulo p(a)g(a)™!
ei ole nolla, niin sen kaanteisalkio §(a)p(a)~! ei ole mydskaan nolla, jolloin se on joukossa M eli
jokaisella joukon M alkiolla on k&anteisalkio. Valitaan joukon M alkiot

F)g@)™ ja pla)g(a).
Selvasti niiden erotus ja tulo
(Fl@)q'(@) - p'(@)d(@) G@) '), p@)p'(@)ge) "¢ (@)

ovat myds joukon M alkioita.

Joukko M on siis kunta. Jokainen kunnan K alkio k” on kunnassa M, koska voidaan valita
p =k’ ja g = 1. Lisdksi my6s @ on kunnassa M, koska voidaan valita p = k ja g = 1. Mutta L on
pienin kunnan K laajennus joka sisaltda alkion «, jolloin M = L. O

Lause 3.16. Olkoon L/K kuntalaajennus ja a kunnan L alkio. Talléin jokaista kunnan K («) alkiota
k kohti on olemassa yksikasitteinen polynomirenkaan K[ x] polynomi p, jonka aste on pienempi kuin
alkion a minimaalipolynomin aste ja jonka polynomikuvaus p kuvaa alkioksi k eli p(«) = k.

Todistus. Olkoon S niiden kunnan K(«) alkioiden k joukko, jotka voidaan esittdd muodossa

k = pla),

jossa p on nollapolynomi tai deg (p) < deg(m, ). Joukko S ei ole tyhja, koska « ja kaikki kunnan
K alkiot kuuluvat siihen. Olkoot p(«) ja g(@) joukon S alkioita. Jos p(a) = 0 tai G(@) = 0 niin alkiot
pla)—g(a) = (p - §) (@) japla)j(a) = (pg) (@) ovat selvasti myds joukossa S. Muussa tapaukses-
sa polynomin p — g aste on pienempi kuin polynomin m,, aste, jolloin alkio p(@) —g(a) = (p — §) (@)
kuuluu myés joukkoon S. Polynomien jakoyhtalén nojalla on olemassa sellaiset polynomit a ja b,
etta

pq = meb + a,

jossa joko a on nollapolynomi tai deg (a) < deg (m, ). Talléin alkio p(a)d(a@) = (pg) (@) = d(a)
kuuluu my6s joukkoon S. Lauseen 3.13 nojalla m, on jaoton, joten syt (p, m,) = 1, jolloin lauseen
Bézout’'n lemman nojalla on olemassa sellaiset kunnan K polynomit a ja b, ettd pa + mob = 1.
Talloin
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a(a) = p(@)7!, joten alkion p(a) kaanteisalkio on joukossa S. Joukko S on titen kunnan K(«)
alikunta, mutta koska a kuuluu siihen, niin S = K(a). O

3.2 Kuntalaajennuksen aste

Maaritellaan seuraavaksi kuntalaajennukselle aste, jonka avulla voidaan arvioida kuinka suuri laa-
jennettu kunta on suhteessa alkuperaiseen kuntaan. Lineaarialgebrassa vektoriavaruudelle on maa-
ritelty dimensio, joka on kyseisen vektoriavaruuden kantavektorien lukumaéra. Valitaan vektoriava-
ruuden vektorien joukoksi kuntalaajennuksen laajennuskunta ja skalaarien joukoksi sen l1ahtékunta.
Talldin kuntalaajennuksen virittédvien alkioiden avulla voidaan muodostaa talle vektoriavaruudelle
kanta, jonka koko kertoo vektoriavaruuden dimension. Vektoriavaruuden maaritelma 16ytyy lahtees-
ta [4, s. 159].

Maaritelma 3.17. Kuntalaajennuksen L/K aste on sama kuin K-vektoriavaruuden L dimensio ja
sitd merkitdan [L : K]. Kuntalaajennusta sanotaan aarelliseksi, jos sen aste on aarellinen.

Tassa tutkielmassa késitelldan vain aarellisia kuntalaajennuksia. Kuntalaajennuksen aste voi kui-

tenkin my6s olla &éretdn ja Galois’'n teoriaa voidaan rakentaa my6s &arettémassakin tapauksessa

1.
Lause 3.18. Olkoot L/K, L/ M ja M /K &drellisid kuntalaajennuksia. Talléin
[L:K]=[L:M][M:K].

Todistus. Olkoon A = {ay,ay, ..., a,} K-vektoriavaruuden M kantajaolkoon B = {b, b», ..., b}
M-vektoriavaruuden L kanta. Jokainen vektoriavaruuden L alkio x voidaan esittdd muodossa

Toisaalta jokainen A; on vektoriavaruuden M alkio, joten se voidaan esittdd muodossa

n
/11‘ = Z/inaj.
j=1

Talldin

3

M

1l
—_

Hjiajbi,
j=11i

joten K-vektoriavaruuden L alkiot voidaan esittda vektorien a;b; lineaarikombinaationa, joten ky-
seiset vektorit virittdvat vektoriavaruuden L. Koska B on kanta, yhtélé

m
Z b =0
i=1
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on voimassa vain jos jokainen 4; =0, i=1,2,...,m. Toisaalta

n
/li = Zuﬁaj =0
Jj=1

onvoimassavainjos u;; =0, j=1,2,...,n. Taten siis

m
Z ,ujl-ajbi =0

J=1i=1

n

vainjos u;; =0, j=12,...,n, i=12...,m.

Vektoriavaruuden L virittdjavektorit a; b; ovat siis lineaarisesti riippumattomia, joten ne muodostavat
kannan, jolloin K-vektoriavaruuden L dimension on nm. O

Todistetaan viela yksinkertaisen kuntalaajennuksen asteen ja sen virittdvan alkion minimaalipoly-
nomin asteen valinen yhteys. Nimittain alkion minimaalipolynomin aste on sama kuin sen virittdman
yksinkertaisen kuntalaajennuksen aste.

Lause 3.19. Olkoon K (@) /K kuntalaajennus ja m,, alkion a minimaalipolynomi. Talléin
[K (@) : K] = deg (mq) .

Todistus. Lauseen 3.16 nojalla jokaista kunnan K(«) alkiota k kohti on olemassa kunnan K po-
lynomi p, joka toteuttaa yhtalén k = p(a), jossa joko p on nollapolynomi tai deg (p) < deg (my).
Jokainen K-vektoriavaruuden K(«) alkio voidaan siis ilmaista sen alkioiden 1, «, a2, ..., a" lineaa-
rikombinaationa, missa n = deg (m,) — 1. Toisaalta a voi olla polynomin p nollakohta vain jos p on

nollapolynomi, joten n&ma vektorit ovat lineaarisesti rippumattomia. d

Kun l&htékuntaa laajennetaan jonkin polynomin juurilla, voidaan rakennetusta laajennuskunnasta
paatella monia asioita pelkéstdan tdman polynomin pohjalta. Polynomin juuria ei siis valttdmatta
tarvitse tietdd laajennuskunnan tarkastelemiseksi. Tdma on keskeinen idea seuraavassa luvussa.
Lahteesta [4] I6ytyva todistus viidennen asteen yhtaldn ratkaisukaavan mahdottomuudelle perustuu
juurikin siihen, ettd kaikilla juurilausekkeista koostuvilla virittdjajoukoilla on tietty ominaisuus, jota
jokaisen viidennen asteen polynomin juurten muodostamalla joukolla ei ole, jolloin p&atelldan, etta
kaikkien viidennen asteen polynomien juuria ei voida esittda juurilausekkeina.
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4 GALOIS’N TEORIAA

Tarvittavat pohjatiedot polynomien ja kuntalaajennusten teoriasta esitettiin edeltavissa luvuissa ja
nyt siirrytdan itse Galois’n teoriaan. Polynomin maaritelma aivan luvun 2 alussa pohjautuu sen esi-
tykseen jonona jonkin renkaan alkioita ja saman luvun lopussa todettiin polynomin nollakohtien yh-
teys siihen miten polynomi jakautuu tekijoiksi pienempi asteisten polynomien tulona. Galois’n teo-
rian p4aidea onkin, etté polynomia voidaan tarkastella termiensé kertoimien sijaan myds sen juurien
kautta. Tassa luvussa kaytetddn myds ryhmié ja niiden perusominaisuuksia, kuten ryhman kokoa,
jotka l6ytyvat esimerkiksi 1ahteesta [2]. ltse Galois’n teoria pohjautuu teokseen [4].

4.1 Automorfismit

Maaritelma 4.1 (K-automorfismi). Olkoon L/K kuntalaajennus. Isomorfismi f : L — L on
K-automorfismi kunnassa L, jos kunnan K alkiot k toteuttavat yhtalén

f(k) = k.

Naiden K-automorfismien muodostamaa ryhmé&a merkitdén Aut (L/K). Isomorfismi f on siis

K-automorfismi, jos se kiinnittdd kunnan K alkiot.

Todistetaan seuraavaksi, ettd ndma automorfismit permutoivat minimaalipolynomin juuret eli kuvaa-

vat polynomin juuren joksikin saman polynomin juureksi.

Lause 4.2. Olkoon L /K algebrallinen kuntalaajennus ja a kunnan L alkio. Olkoon a’ jokin alkion «
minimaalipolynomin my, juuri. Télléin on olemassa yksikasitteinen K -automorfismi

¢:K(a) > K(a),
joka toteuttaa yhtélén ¢ (@) = o’'.
Todistus. Olkoon ¢ homomorfismi, joka kiinnittd&d kunnan K alkiot ja joka toteuttaa yhtalén
pla)=a'.

Riittda osoittaa, ettd ¢ injektio, koska sen maarittely- ja maalijoukko ovat samat. Kuvaus ¢ on
homomorfismi, joten kaikilla kunnan K polynomeilla p on voimassa ¢ (5 («)) = p(a’). Lauseen
3.16 nojalla jokaista kunnan K («) alkiota B kohti 16ytyy yksikasitteinen polynomi ¢, jonka aste on
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pienempi kuin minimaalipolynomin m,, aste ja joka toteuttaa yhtalon § (@) = B. Nyt jos on voimassa
¢ (B1) = ¢ (B2), niin ¢ (B — B2) = 0. Talldin 16ytyy kunnan K polynomi r joka toteuttaa yhtalén
B = B1— B2 =7 () jajonka aste on pienempi kuin alkion & minimaalipolynomin aste. On kuitenkin
oltava ¢ (81 — B32) = ¢ (7 (@)) = 7 (a’) = 0. Polynomin r on siis oltava nollapolynomi, jolloin 8; = 5.
Annetut ehdot méérittelevat kuvauksen ¢, joten se on myds yksikasitteinen. O

4.2 Hajotuskunta

Lopuksi todistettavassa Galois’n teorian paalauseen heikennetyssa versiossa tarkastellaan kun-
talaajennuksen automorfismien muodostaman ryhman ja kuntalaajennuksen virittdvien alkioiden
perakkaisten yksinkertaisten kuntalaajennuksen muodostaman rakenteen yhteyttd. Nama virittavat
alkiot ovat usein jonkin alkuperdisen kunnan polynomin juuret. Kun kaikki ndmé juuret on lisétty
kuntaan, jakautuu tdmé polynomi tekijéihinsé kyseisessé kunnassa.

Maéaritelma 4.3 (Polynomin hajoaminen). Olkoon p polynomirenkaan K[x] alkio. Sanotaan, etté p

hajoaa kunnassa K, jos se voidaan esittdd muodossa
p=klx—a) - (x—an),
missa «j, . . ., @, ja k ovat kunnan K alkioita.

Maaritelméa 4.4 (Hajotuskunta). Olkoon p kunnan K polynomi. Pienint& kuntaa, jossa p hajoaa,

sanotaan polynomin p hajotuskunnaksi.

Lause 4.5. Olkoon p = (po, p1, P2, - - .) polynomirenkaan K[ x] alkio ja olkoon kunta L polynomin p
hajotuskunta kunnan K suhteen. Olkoot lisdksi a jokin polynomin p juuri. Jos o on K-automorfismi

kunnassa L niin o (a) on myés polynomin p juuri.
Todistus. Olkoon « jokin polynomin p juurista. Tallin
~ k
pla) =) pra* =0.
k=0
Koska o on K-automorfismi, niin
- k
o (@) = ) peo (@) =0.
k=0
Mutta talléin alkio o~ (@) on polynomin p juuri. O
Edellinen lause kertoo, ettéd K-automorfismit polynomin hajotuskunnassa permutoivat sen juuret jol-
lakin tavalla. Tatd ominaisuutta voidaan kayttda hyddyksi polynomin hajotuskunnan suhteen muo-

dostetun kuntalaajennuksen Galois’n ryhman selvittdmisessa. Galois'n ryhmat esitellaén seuraa-
vaksi.
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4.3 Galois’n ryhmét

Automorfismin maaritelmassa esiintyvaltd kuntalaajennukselta vaaditaan muutamia lisdominaisuuk-
sia, jotta niiden muodostama ryhma olisi Galois’n ryhma.

Maaritelma 4.6 (Normaali laajennus). Sanotaan, ettd kuntalaajennus L/K on normaali, jos jokai-
nen kunnan K jaoton polynomi, jolla on nollakohta kunnassa L, hajoaa kunnassa L. Normaalin
laajennuksen idea siis on, etta polynomi jakautuu joko kokonaan tekijéihinsa tai ei ollenkaan.

Kuntaa ei haluta laajentaa useampaan kertaan samalla alkiolla, koska jo olemassa olevan alkion
littdminen kuntaan ei muuta sitd mitenkdan ja on siksi aivan turhaa. Seuraavaksi maariteltavalla
separoituvuudella taataan, ettd polynomilla ei ole samaa juurta kahdesti, jolloin viritthessa kunta-
laajennusta polynomin juurten pohjalta ei tehda ylimaaraista ty6ta.

Maaritelma 4.7 (Separoituvuus). Olkoon p polynomirenkaan K[x] jaoton polynomi ja olkoon X' po-
lynomin p hajotuskunta. Polynomia p sanotaan separoituvaksi, jos se voidaan esittdd muodossa

p=k(x-o01) - (x=on),

missa k on kunnan K alkio ja o, .. ., 0, kunnan X eri alkioita.

Maaritelma 4.8 (Separoituva laajennus). Algebrallista kuntalaajennusta L/K sanotaan separoitu-

vaksi, jos kunnan K mielivaltaisen alkion @ minimaalipolynomi m, on separoituva.

Kootaan &éarellisyys, normaalius ja separoituvuus yhden kasitteen alle Galois’'n laajennukseksi. Ga-
lois'n laajennuksen automorfismien muodostamaa ryhm&a kutsutaan Galois’n ryhmaksi. Naiden
maéaritelmien avulla voidaan todistaa heikennetty versio Galois’n teorian p&alauseesta joka esittaé,

ettd Galois’n laajennuksen aste on sama kuin sen Galois’n ryhman koko.

Maaritelma 4.9 (Galois’n laajennus). Jos kuntalaajennus on &arellinen, normaali ja separoituva sita

sanotaan Galois’n laajennukseksi.

Maaritelma 4.10 (Galois'n ryhma). Olkoon L/K Galois’'n laajennus. Talloin sen K-automorfismien
muodostamaa ryhmaa Aut (L/K) sanotaan Galois’n ryhméksi ja sitd merkitdan Gal (L/K).

Esimerkki 4.11. Olkoon L polynomin x> — 2 hajotuskunta. Maéritetaan kuntalaajennuksen L/Q
Galois’n ryhma.

Polynomin x? — 2 juuret ovat +V2, jolloin polynomin x* — 2 hajotuskunta on Q(\/i). Esimerkissa
3.5 todettiin, ett kaikki kunnan Q(V?2) alkiot voidaan esittda muodossa a + bV?2, missé a ja b ovat

rationaalilukuja.

Galois’n ryhma koostuu Q-automorfismeista, jotka lauseen 4.5 nojalla permutoivat polynomin x> —2
juuret eli jos f on Q-automorfismi niin f(V2) = V2 tai f(¥2) = —V2. Koska automorfismit ovat
homomorfismeja niin tapauksessa f(V2) = V2 kunnan Q(V2) alkiolle a + bV?2 on voimassa

fla+bV2) =a+bV2,
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jolloin f siis on identiteettikuvaus. Jos taas f(V2) = —V2, niin
fla+ b\/i) =a—bV2.

Molempia juurten permutaatiota vastaa siis yksikasitteinen Q-automorfismi, joten Gal(L/Q) on kah-
den alkion ryhma.

Todistetaan lopuksi heikennetty versio Galois'n teorian paalauseesta, joka antaa pintaraapaisun
Galois’n teorian luomasta yhteydeysté kunta- ja ryhméateorian vélille.

Lause 4.12. Olkoon L/K Galois’n laajennus. T&lléin sen aste [L : K] on sama kuin sen Galois’n
ryhméan Gal (L /K) koko.

Todistus. Jos aste [L : K] = 1, niin L = K, jolloin on tadsmélleen yksi K-automorfismi. Muulloin on
olemassa kuntaan K kuulumaton kunnan L alkio . Koska Galois’'n laajennus L /K on algebrallinen,
on alkiolla @ minimaalipolynomi m,. Minimaalipolynomin juuret a’ eivat kuulu kuntaan K, joten

separoituvuuden nojalla deg (m,) > 1. Tallgin lauseiden 3.18 ja 3.19 nojalla

[L: K]

RO K@ ]

<[L:K].
Kuntalaajennus L/K (a’) toteuttaa edelleen Galois’n laajennuksen ehdot, joten siis
[L: K ()] =|Gal(L/K ()]

Koska kuntalaajennus L/K on normaali ja separoituva, kunta K («) on alkion @ minimaalipolynomin
hajotuskunta ja minimaalipolynomin juuret ovat erillisid. Lauseen 4.2 nojalla jokaista minimaalipo-
lynomin m,, juurta @’ kohti on olemassa tdsmalleen yksi K-automorfismi, joten niitd on vahintaan
[K (@) : K] = deg (m,) kappaletta. Lauseen 4.5 nojalla jokainen K-automorfismi kuitenkin permu-
toi minimaalipolynomin juuret, joten niita ei voi olla yhtad&n enempaa. Siispé jokaista permutaatiota
kohti on yksikasitteinen K-automorfismi lauseen 4.2 mukaan.

Kaikki ryhman Gal (L/K) alkiot voidaan muodostaa valitsemalla yksi automorfismi seka ryhmasta
Gal (L/K (a")), ettda ryhméasta Gal (K (a’) /K) . Siispa kuntalaajennuksen L/K Galois’n ryhmén
koko voidaan esittaé tulona

|Gal (L/K)| = |Gal (L/K (a))| |Gal (K () /K)| .

Koska kuntalaajennuksen L/K (a’) aste ja kuntalaajennuksen K (a’) /K aste ovat pienempia kuin
kuntalaajennuksen L/K aste, voidaan niiden Galois'n ryhmien koot esittda vastaavien vektoriava-
ruuksien dimensiona, jolloin

|Gal (L/K)| = [L : K ()] [K (') : K] .
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Lopulta lauseen 3.18 nojalla seuraa, etta
|Gal (L/K)| =[L : K].
O

Esimerkki 4.13. Esimerkin 4.11 Galois'n ryhmén koko voitaisiin laskea lauseen 4.12 avulla. Polyno-
mi x% -2, jonka aste on kaksi, on nimittain alkion V2 minimaalipolynomi. Alkion minimaalipolynomin
aste on sama kuin sen virittiman kuntalaajennuksen aste. Koska polynomi x> — 2 on separoituva
ja hajoaa kunnassa @(\5), voidaan lauseen 4.12 nojalla todeta, ettd kyseisen kuntalaajennuksen
Galois’n ryhman koko on sama kuin kyseisen kuntalaajennuksen aste eli kaksi.

Lauseen 4.12 avulla huomataan, etta tietyn tyyppisilla kuntalaajennuksilla (Galois’n laajennuksilla)
on yhteys kuntaan lisattavien alkioiden muodostamiin polynomeihin ja edelleen naiden polynomien
juurten permutaatioihin. Polynomia vastaavan Galois’n laajennuksen Galois’n ryhméan avulla voi-
daan saada hyédyllista tietoa polynomin juurista. Esimerkiksi polynomin X —4x+2 juurten permu-
taatioiden muodostama ryhma ei vastaa mitdan algebrallisten lukujen virittdmaa kuntalaajennusta,
joten viidennesta asteesta eteenpain ei voi olla pelkastaan niiden avulla muodostettua yleista rat-
kaisukaavaa [4, s. 216]. Peruslaskutoimitukset ja juurilausekkeet eivét siis mahdollista yleista rat-
kaisukaavaa.

Todellisuudessa Galois’n laajennuksen ja sen Galois’n ryhméan valinen yhteys on syvempi kuin mita
lause 4.12 antaa ilmi. Galois’n ryhman kaikkien aliryhmien koot ovat my®s samoja kuin niita vastaa-
vien Galois’'n laajennusten virittdvien alkioiden osajoukkojen virittdmat laajennukset. Tama tutkiel-
ma on vasta raapaissut pintaa Galois’n teoriasta todistamalla heikennetyn version Galois’'n teorian
paalauseesta, joka I8ytyy kaikessa loistossaan esimerkiksi teoksista [3] ja [4].
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5 YHTEENVETO

Ensimmaisessa luvussa maariteltiin polynomiin liittyvia peruskasitteita yleisessa kunnassa ja maari-
teltiin ja todistettiin joitakin niiden ominaisuuksia, kuten polynomien yhteen- ja kertolasku, polynomin
asteen kayttaytyminen naissé operaatioissa ja jakoyhtald.

Kun tarvittava pohja oli luotu, paéstiin esittelemaan kuntalaajennukset. Kuntaa voidaan laajentaa
lisddmalla siihen uusia alkiota. Usein kuntaa halutaan laajentaa lisddmalla siihen jonkin polynomin
juuret, jolloin kyseessa on algebrallinen kuntalaajennus. Algebrallisille alkioille voidaan mé&éaritella
yksiké&sitteinen minimaalipolynomi, joka on pienintd mahdollista astetta oleva perusmuotoinen poly-
nomi, jonka juuri tdma alkio on. Lopuksi mé&éariteltiin kuntalaajennuksen aste sita vastaavan vekto-
riavaruuden dimension kautta ja huomattiin, etta kaikki alkion viritdman laajennetun kunnan alkiot
voidaan esittédd alkuperaisen kunnan polynomifunktion arvoina, kun polynomifunktioon sijoitetaan

tama virittava alkio.

Viimeisessa luvussa paastiin Galois’n teorian alkeisiin. Ensin maariteltiin kunnan automorfismit ja to-
distettiin, etta alkion minimaalipolynomin eri juurten virittdmét kunnat ovat kesken&én isomorfisia ja
ettd ndma automorfismit permutoivat polynomin juuret jollakin tavalla ja muodostavat siksi ryhman.
Sitten maériteltiin normaalit ja separoituvat kuntalaajennukset joiden avulla mééariteltiin Galois’n laa-
jennus. Viimeiseksi todistettu heikennetty versio Galois’'n teorian paélauseesta kertoo Galois'n laa-
jennuksen asteen ja sitd vastaavan Galois’n ryhmé&n koon olevan sama. Taté yhteytta voidaan so-
veltaa esimerkiksi viidennen asteen yhtalén ratkaisukaavan mahdottomuuden todistamisessa.
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