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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa kisittelemme jaollisuutta renkaissa. Sen lisdksi vertailemme jaol-
lisuutta kokonaisluvuilla ja renkaan alkioilla sekd polynomeilla ja renkaan alkioilla.
Tutkielman luvussa 2 tarkastelemme aluksi luettelonomaisesti tarkeimpid mééri-
telmid ja tuloksia kokonaislukuihin, polynomeihin ja renkaisiin liittyen. Niiden avulla
pyrimme yhtendistimaén lukijan ja tutkielman kisitystd tuloksiin liityen ja esittele-
maién tutkielmassa kaytettyja merkintdjd. Naitd tuloksia tarvitsemme luvuissa 3 ja
4.
Luvussa 3 kasittelemme jaollisuutta renkaissa. Ensimmaiseksi esittelemme jaol-
lisuuden médritelmén renkaissa. Sen jdlkeen esitimme muita sithen liittyvii tuloksia.
Jaollisuuden vertailua késittelemme luvussa 4. Vertailemme aluksi kokonaisluku-
jen jarenkaan alkioiden jaollisuutta. Sen jilkeen pohdimme hieman kokonaislukujen
ja polynomien jaollisuuden yhteyttd. Luvun lopuksi vertailemme my6s polynomien
ja renkaan alkioiden jaollisuutta. T4t vertailua varten esittelemme my6s polynomi-
renkaan kasitteen ja siihen liittyvid tuloksia. Polynomirengasta ja polynomien jaolli-
suutta késittelemme hieman suppeammin lukijalta odotettujen pohjatietojen vuoksi.
Lukijalta edellytimme algebran perusasioiden tuntemista. Odotamme muun muas-
sa, ettd lukija tuntee renkaan tarkan méaaritelmén sekd kommutatiivisuuden késitteen.
Lisidksi odotamme lukijalta laaja kisitystd kokonaislukujen ja polynomien jaollisuu-
desta. Pdilihteend kidytamme Rotmanin kirjaa First Course in Abstract Algebra.
Muina lihdeteoksina kdytimme kahta Burtonin teosta Elementary Number Theory
ja A First Course in Ringas and Ideals, Hautajédrven, Ottelin ja Wallin-Jaakkolan teos-
ta Laudatur 2: Polynomifunktiot sekd Hésidn ja Rimon teosta Johdatus abstraktiin

algebraan.



2 Valmistelevia tarkasteluja

Luvussa 2 esitimme lyhyesti muutamia piddaiheemme késittelyssd tarvitsemiamme

tuloksia ja lisdksi luvun 4 vertailussa tarvitsemiamme tuloksia.

2.1 Kokonaisluvuista

Tassd aliluvussa esitimme kokonaislukujen jaollisuuteen liittyvid perustuloksia, joita
hyodynndmme myShemmin luvussa 4.

Miirittelemme ensin kokonaisluvun (vrt. [5, s. 1-2]).

Miaritelmi 2.1. Kokonaisluku on luku, joka kuuluu joukkoon {0, 1, -1,2,-2,3,... }.

Kokonaislukujen joukkoa merkitdin vahvennetulla kirjaimella Z. Voidaan merkitd
Z=A{0,1,-1,2,-2,3,...}.
Seuraavaksi maéarittelemme kokonaislukujen jaollisuuden (vrt. [5, s. 37]).

Mairitelma 2.2. Olkoot a ja b € Z. Luku b on jaollinen luvulla a, merkitdin
alb,
jos on olemassa sellainen luku ¢ € Z, ettd b = ac.

Esimerkki 2.1. Olkoon a = 3 ja b = —15. Télloin 3 | (—15), silld —15 = 3(-5).

Toisaalta 3 1 14, silli ei ole olemassa sellaista lukua ¢ € Z, ettd 14 = 3c.

Esittelemme seuraavaksi kokonaislukujen jaollisuudelle ominaisia tuloksia (vrt.
[1,s. 20-21]).

Lause 2.1. Olkoot a, b, c,d, e € Z. Tdlloin ovat voimassa seuraavat tulokset:
1.a|0,1]|a,al|a,
2. Josa | l, niina = +1,
3. Josa | bjac|d, niinac | bd,
4. Josa|bjab|c, nina]c,

5. Josa|bjab | a,niina = +b,



6. Josa | bjab #0, niin |a| < |b|,

7. Josa | bjaa | c, niina | (bx+cy), kun x ja y ovat mielivaltaisia kokonaislu-

kuja.

Todistus. Todistamme aluksi ensimméiisen kohdan. Nyt a | 0, koska 0 = ca, kun
¢ =0. Lisdksi 1 | a, koskaa = cl, kun ¢ = a. My6s a | a, koska a = ca, kun ¢ = 1.

Seuraavaksi todistamme toisen kohdan. Oletamme, ettd a | 1. Koska luku 1 on
kokonaislukujoukon neutaalialkio, sen voi jakaa vain +1, joten a = +1.

Seuraavaksi todistamme kohdan 3. Oletamme, ettd a | b ja ¢ | d. Nyt b = ax,
d = cy, joten bd = (ac)(xy). Voidaan merkitd ac | bd.

Seuraavaksi toidstamme kohdan 4. Oletamme, ettd a | b ja b | c. Nyt b = ae ja
¢ = bd, joten ¢ = a(de), joten a | c.

Seuraavaksi todistamme kohdan 5. Oletamme, etti a | b ja b | a. Nyt b = ca
jaa =db.Nyta = dca,jotendc =1 (taia = b =0). Siis d = =1 jac = £1. Siis
a==b.

Seuraavaksi todistamme kohdan 6. Oletamme, etti a | b ja b # 0. Nyt b = ca.
Jos |a| > |b], niin ¢ ¢ Z. Joten tdytyy olla, ettd |a| < |b|.

Lopuksi todistamme viimeisen kohdan. Oletamme, ettda | bjaa | c. Nytb = ad,
¢ = ae, joten bx + cy = a(dx + ey). Ndin ollen a | (bx + cy).

Naiin olemme todistaneet lauseen 2.1 kaikki kohdat. O

2.2 Polynomeista

Téssd aliluvussa esitimme polynomien jaollisuuteen liittyvid perustuloksia (vrt. [3,
s. 6-241]), joita hyddynnamme myohemmin luvussa 4.

Miirittelemme ensin polynomin (vrt. [3, s. 6-7]).

Mairitelma 2.3. Polynomiksi kutsutaan summalauseketta, jossa on muuttujien tuloja
ja skalaarilla kertomisia, mutta muuttuja ei esiinny nimittdjassa.

Polynomeja merkitiin usein isoilla kirjaimilla P, Q, R . . .. Esimerkiksi

P(a) =a*+2a -1

R(x,y) = —x*y* +x)°

ovat polynomeja. Polynomeille voidaan laskea arvoja eri muuttujien arvoilla samoin

kuin funktioille.



Esimerkki 2.2. Lausekkeet 2x> —4x?+x — 10 ja “3—2 +5ab - bé + 1 ovat polynomeja.
Seuraavaksi méairittelemme polynomien jaollisuuden.

Maaritelma 2.4. Olkoot S ja P polynomeja. Merkitiddn

P(x) = Q(x)S(x) + R(x),
missd Q(x) on jakolaskun osamiiri ja R(x) on jakojddnnds. Jos jako menee tasan,

voidaan sanoa, ettda polynomi P(x) on jaollinen polynomilla S(x) ja merkitddn S(x) |
P(x).

Maaritelma 2.5. Joskus jakolaskua ei voi laskea siten, ettd vastaukseksi saisi poly-
nomin. Jos nimittdjddn jid muuttuja, sanotaan lauseketta rationaali- eli murtolausek-

keeksi (vrt. [3, s. 21]).

Esimerkki 2.3. Olkoot A(x, y) = 3xy? ja B(x,y) = 12x%y. Nyt

B(x,y) 12x2y _4x
A(x,y) — 3xy2  y

Talloin vastausta kutsutaan miiritelman 2.5 nojalla rationaalilausekkeeksi.

Esimerkki 2.4. (Vrt. [3, s. 24].) Luku on jaollinen kolmella, jos sen numerojen

summa on kolmella jaollinen. Esimerkiksi luvun 123 numeroiden summa 1+2+3 = 6

on kolmella jaollinen ja my6s luku 123 on itse kolmella jaollinen.
Jaollisuussddannon voi johtaa osittelulain avulla. Nelinumeroinen luku abcd voi-

daan esittda muodossa
abcd = 1000a + 1006 + 10c +d = (999 + 1)a+ (99+ 1)b+ (9+ 1)c +d.

Oletetaan, ettd luku abcd on jaollinen kolmella.

Merkitdin
abcd = 1000a + 1006 + 10c +d = (999 + )a+ (9+ )b+ (9+ 1)c +d.
Nyt osittelulain nojalla
99+ 1)a+ 99+ 1)b+(9+1)c+d=999a+1a+99b +1b+9c + 1c +d.

Talloin termit 999a, 995 ja 9c¢ ovat triviaalisti kolmella jaollisia, joten luvun abcd
kolmella jaollisuus riippuu nyt lukujen a, b, ¢ ja d summastaa +b +c +d.
Niin olemme todistaneet, ettd nelinumeroinen luku abcd on jaollinen kolmella,

jos sen numerojen summa on jaollinen kolmella.
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Renkaista

Tassd aliluvussa esitimme renkaisiin liittyvid tuloksia, joita tarvitsemme myohem-

min luvussa 3.

Ensin médrittelemme renkaan késitteen (vrt. [2, s. 1]).

Miaritelmé 2.6. Rengas on jarjestetty kolmikko (R, +,-), joka siséltdd epdtyhjian

ryhmén R ja kaksi laskutoimitusta + ja -, jotka on mééritelty joukossa R siten, ettd

1.

2.

10.

(R, +) on kommutatiivinen ryhma,

(R, ) on puoliryhmi,

. laskutoimitus - on distributiivinen (molemmilta puolilta) laskutoimituksen +

suhteen.

Toisin sanoen on voimassa aksioomat:

.a+b=b+aaina, kuna, b € R,

.a+(b+c)=(a+b)+caina, kuna,b,c € R,

on olemassa sellainen alkio O € R, etti 0 + a = ¢ aina, kun a € R,

. aina, kun a € R, on olemassa sellainen alkio a’ € R, ettia’ + a = 0,

. a(bc) = (ab)c aina, kun a, b,c € R,

on olemassa sellainen alkio 1 € R, jota kutsutaan ykkosalkioksi, ettd 1la = a

aina, kun a € R,

a(b+c) = ab + ac aina, kun a,b,c € R, ja (a + b)c = ac + bc aina, kun

a,b,c € R.

Esittelemme seuraavaksi kommutatiivisen renkaan méaéritelmin (vrt. [5, s. 216]).

Mairitelma 2.7. Kommutatiivisessa renkaassa R on on madritelty edellisten lisdksi

myOs seuraava ominaisuus, kun a, b € R:

ab = ba.

Esimerkki 2.5. Kokonaislukujen joukko Z on kommutatiivinen rengas, jossa on

madritelty yhteenlasku ja kertolasku (edelld olevat aksioomat ovat voimassa lasku-

toimitusten suhteen). (Vrt. [5, s. 216].)



Huomautus. Madritelméan 2.6 aksioomista 4 — 7 voimme huomata, ettd R on Abelin

ryhmd yhteenlaskun suhteen.

Lause 2.2. Jos R on kommutatiivinen rengas, jossa 1 = 0, niin tdilloin renkaalla R

on vain yksi alkio: R = {0}. Sitd kutsutaan nollarenkaaksi.
Todistus. Sivuutetaan. (Vrt. [5, s. 220].) O

Mairitelma 2.8. (Vrt. [5, s. 220].) Kommutatiivinen rengas (jossa 1 # 0) on koko-

naisalue, jos sielld on supistussaanto:

Josca=cbjac#0,niina = b.



3 Jaollisuus renkaissa

Luvussa 3 kisittelemme jaollisuutta renkaissa. Esittelemme ensin jaollisuuden méa-

ritelmén ja lisdksi kdsittelemme sen muita ominaisuuksia (vrt. [5, s. 224-226]).

Mairitelmi 3.1. Olkoot a ja b kommutatiivisen renkaan R alkioita. Télloin alkio
a jakaa alkion b renkaassa R (eli alkio a on alkion b jakaja eli alkio b on alkion a
monikerta), merkitaan

alb,

jos on olemassa sellainen alkio ¢ € R, ettd b = ca.

Esimerkki 3.1. Olkoot a ja b kommutatiivisen renkaan R alkioita. Jos 0 | a, tédlloin

a=0-b.Kun0-b =0, tiytyy ollaa = 0. Taten O | a, jos a = 0.

Huomautus. Jaollisuus a | b ei riipu vain alkioista a ja b vaan my0s kommutatiivi-

sesta renkaasta R.

Esimerkki 3.2. Olkoon a ja b kommutatiivisen renkaan R alkioita. Olkoon a = 5,
b=2jaR=Q.Tilloina | b eli 5| 2. Eli on olemassa sellainen alkio ¢ € Q, etta
2=5-c. Tilldinc = 2.
Toisaalta, jos rengas R = Z, niin jaollisuus ei pdde. Ei ole olemassa sellaista

alkiotac € R,etti2 =5 - c.

Miiéritelmi 3.2. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja a, b, ¢ € R. Télloin renkaan

R alkioiden lineaarikombinaatio on sa + tb, missi s,t € R.

Maaritelma 3.3. Olkoon u € R. Jos on olemassa sellainen alkiov € R, etta uyv = 1,
niin alkio v on alkion u kdcinteisalkio. Merkitiin u~!. Jos alkiolla on kiznteisalkio,
se on yksikko.

Olkoon a € R. Kun r € R, tilloin alkio a on liitdnndinen alkion r kanssa, jos on

olemassa yksikko u € R siten, ettd a = ur.

Lause 3.1. (Vrt. [2, 5. 91].) Olkoon R kommutatiivinen rengas ja a,b,c € R.
1.al0,1]a, ala,
2. Jos a | 1, niin a on yksikko,

3. josa | bjac|d, niinac | bd,
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4. josa|bjab|c, niina|c,
5. josa | b jaa | c, niin a jakaa kaikki bx + cy, kun x,y € R.

Todistus. Aloitetaan todistamalla ensimméinen kohta. Nyt a | 0, koska 0 = ca, kun
¢ = 0. Lisdksi 1 | a, koska a = c1, kun ¢ = a. Edellisen nojalla a | a, koska a = ca,
kun c = 1.

Seuraavaksi todistamme kohdan 2. Oletamme, ettd a | 1. Merkitdan 1 = ca. Nyt
miiritelmin 3.3 nojalla ¢ = a~! eli alkio @ on kiiintyVvi.

Seuraavaksi todistamme kolmannen kohdan. Oletamme, ettd a | b ja ¢ | d. Nyt
b =axjad = cy, joten bd = (ac)(xy). Voidaan merkiti ac | bd.

Seuraavaksi todistamme kohdan 4. Oletamme, ettd a | b ja b | c. Nyt b = ae ja
¢ = bd, joten ¢ = a(de), joten a | ¢

Lopuksi todistamme viidennen kohdan. Oletamme, ettia | bjaa | c. Nytb = ad
jac =ae,joten bx + cy = a(dx + ey). Nédin ollen a | (bx + cy).

Naiin olemme todistaneet kaikki kohdat. O

Lause 3.2. (Vrt. [2, 5. 92].) Olkoot a ja b kokonaisalueen R nollasta poikkeavia

alkioita. Tdlloin seuraavat kohdat ovat yhtdpitdvid:
1. a ja b ovat liitdinndiisid,
2. a|bjab|a,

3. (a) = (b), missd (a) = {ra|r € R} alkion a generoima pddihanne [vastaavasti

(b)].

Todistus. Oletetaan, ettd a = bu, kun u on kddntyva. Talloin b = au™!, jotena | b
jab | a.Jos a | b, voidaan merkitd b = ax, kun x € R. Jos b | a, voidaan merkita
a = by, kun y € R. Edelleen b = (by)x = b(yx). Kun b # 0, supistussddnnon
nojalla 1 = yx. Néin ollen alkiolla y on kédénteisalkio renkaassa R. Nyt a = by, joten
a ja b ovat liitanndisia.

Nyt olemme todistaneet, ettd kohdat 1. ja 2. ovat yhtédpitavia.

Kun a | b, voidaan merkitd b = ac, kun ¢ € R. Nyt siis b € (a), eli (b) C (a).
Kun b | a, voidaan merkitd a = bd, kun d € R. Nyt siis a € (b), eli (a) C (b).
Edellisistd voidaan paitelld, ettd (a) = (b).

Nyt olemme todistaneet, ettd kohdasta 2. seuraa kohta 3..

Jos (a) = (b), niin edellisestd voidaan todeta, ettd @ = by, kun y € R, ja b = ax,

kun x € R. Tasté seuraa edelleen samoin kuin edelld jo todistettiin, ettia | bjab | a.
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Nyt olemme todistaneet, ettid kohdasta 3. seuraa kohta 2..

Niin ollen olemme todistaneet koko lauseen. O

Lause 3.3. Olkoon R kokonaisalue ja a,b € R. Nyta | b ja b | a, jos ja vain jos on

olemassa yksikko u € R siten, ettd b = ua.

Todistus. Jos a | b ja b | a, on olemassa sellaiset alkiot u,v € R, ettd b = ua
jaa =vb. Eli b = ua = uvb. Kun b = 1b ja b # 0, supistussddnnon nojalla
kokonaisalueessa R pitee, 1 = uv, joten alkio u on yksikko.

Pdinvastoin, oletetaan, ettd b = ua, missid u € R ja alkio u on yksikko. Selvisti,

a | b. Olkoon uv = 1. Talloin vb = vua = a, ja titen b | a. O

12



4 Jaollisuuden vertailua

Luvussa 4 tarkastelemme jaollisuuden eroja kokonaisluvuilla, polynomeilla ja ren-
kaan alkioilla. Aliluvuissa 2.1 ja 2.2 ja luvussa 3 késittelimme jaollisuuden mééri-
telmid kokonaislukujen, polynomien ja renkaiden osalta. Aliluvussa 4.1 késittelem-
me kokonaislukujen ja renkaan alkioiden jaollisuutta. Aliluvussa 4.2 kisittelemme

polynomien ja renkaan alkioiden jaollisuutta.

4.1 Kokonaisluvut ja renkaat

Kuten aliluvun 2.3 esimerkissid 2.5 totesimme, kokonaislukujen joukko Z on kom-
mutatiivinen rengas. Siitd voimme edelleen todeta, ettd kokonaislukujen joukon Z
jaollisuus on osa renkaiden jaollisuutta. Siind pétee siis samat sd@nnot kuin renkaiden
jaollisuuden yhteydessa on esitetty. (Vrt. luku 3.)

Kuten luvun 3 huomautuksessa totesimme, jaollisuus renkaissa riippuu alkioiden
lisdksi myOs renkaasta. Sama siis pitee kokonaislukujen joukossa ja tdmidn huoma-
simme aliluvun 2.1 esimerkisti 2.1.

Seuraavaksi esitimme havainnollistavan esimerkin kokonaislukujen tapauksesta.

Esimerkki 4.1. Olkoot a,b € Z. Nyt a | b, jos on olemassa alkio ¢ € Z siten, etti
a=bc.

Kun puhutaan kokonaislukujen jaollisuudesta, on tiedossa tietty joukko, jossa lu-
vut ovat midritelty. Nyt tdssd tapauksessa a, b, ¢ € Z. Jaollisuus riippuu siis myos
joukosta Z. Kun taas puhutaan joukosta Z renkaana, niin puhutaan myos alkioiden
a ja b jaollisuudesta renkaassa, silloin kyseessad on rengas Z. Se jia kuitenkin koko-
naislukujen jaollisuudessa usein sanomatta, ettd Z on rengas. Usein puhutaan vain

kokonaislukujen joukosta.

Kokonaislukujen jaollisuus on siis sama asia kuin jaollisuus renkaassa Z, joten
voidaan todeta, ettd kokonaislukujen jaollisuus menee samalla tavalla kuin renkaiden

jaollisuus.

4.2 Polynomit ja renkaat

Polynomien jakolaskun vastauksen voi esittidd kaikilla samoilla tavoilla kuin koko-

naislukujen jakolaskun vastauksen (vrt. [3, s. 23]). Jakolaskun gg{; vastaus voidaan
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kirjoittaa mutoon 58 = §(x) jaa R(x) tai muotoon

53 = S(x)+ 53 Jakoyhtiloni
vastaus on muotoa P(x) = Q(x) - S(x) + R(x).

Vertailua helpottamaan kisittelemme polynomirenkaan kasitettd. Polynomiren-
kaaseen liittyvit tulokset pohjautuvat Hiasédn ja Ramon teokseen [4, s. 260-276].
Polynomirenkaaseen liittyvii tuloksia kisittelemme melko suppeasti, koska laajem-
pi késittely vaatisi lukijalta enemmin algerballisia pohjatietoja muun muassa kunnan
késitteen osalta.

Ensin miirittelemme polynomirenkaan.

Miiéritelmi 4.1. Olkoon R vaihdannainen rengas. Yhden muuttujan R-kertoimista
polynomia voidaan merkité darellisend summana,

n
Zakxk =ap+aix+---+ax",
k=0

missd n € Z, ja axy € R kaikilla k. Alkioita ag, ay, ..., a, sanotaan polynomin
kertoimiksi ja rengasta R kerroinrenkaaksi. Kaikkien R-kertoimisten polynomien

muodostamaa joukkoa merkitdan R[x].
Seuraavaksi esitimme kommutatiivisuuden renkaassa R polynomien rakenteen.

Miaritelmi 4.2. Olkoon rengas R kommutatiivinen ja polynomit P(x) = ap+ax +
et apxjaQ(x) =bo+bix+---+byx™ € R[x], missdn,m € Zjan,m > 0.

Talloin polynomeille on médritelty seuraavat laskutoimitukset:
1. P(x)+Q(x) = (ag+bo) +(ar +b)x+-- -+ (anhp)x" + by X" +-- -+ b, x™,
2. P(x)Q(x) = apbo+ (aphi +a1bo)x + (aphs +aiby +arbo)x>+- - -+ a,b,x"*".

Huomautus. Joukko R[x] on kommutatiivinen rengas laskutoimitusten + ja - suhteen.

Seuraavaksi esittelemme polynomin asteen madritelmin.

Miaéritelmi 4.3. (Vrt. [4, s. 265].) Olkoon P(x) = ag + ajx + - - - + a,x" jonkin
vaihdannaisen renkaan R polynomi. Oletetaan, ettd a, # 0. Lukua n kutsutaan

polynomin asteeksi ja sitd merkitdan deg(P).
Seuraavaksi médrittelemme polynomien jaollisuuden polynomirenkaassa.

Mairitelmi 4.4. (Vrt. [4, s. 270].) Olkoon rengas R kommutatiivinen rengassa ja
P ja Q € R|[x]. Polynomi P on jaollinen polynomilla Q, jos on olemassa polynomi
S € R[x] siten, ettd P = QS. Tilloin merkitddn Q | P.
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Seuraavaksi méadrittelemme polynomien jaottomuuden.

Miaritelmi 4.5. (Vrt. [4, s. 270].) Polynomi P € R(x) on jaoton, jos se ei ole

vakiopolynomi eikéd kahden positiivista astetta olevan polynomin tulo.

Esimerkki 4.2. (Vrt. [4, s. 270].) Oletetaan, ettd deg(P) = 1. Talloin P ei ole
vakiopolynomi. Jos P = QR, kun deg(Q) > 1 ja deg(R) > 1, niin tdlldin deg(P) =

deg(Q) + deg(R) > 2. Tama on ristiriita, joten polynomi P on jaoton.

Tulon asteesta tarkemmin ([4, s. 265]).

Jo edelli esitettyjen tulosten pohjalta voimme todeta, ettd polynomien jaollisuus
mukailee samoja sdintdjd ja tapoja kuin renkaiden ja kokonaislukujen tapauksessa
erityisesti, kun tarkastelussamme on yhden muuttujan polynomit. Polynomien jaol-
lisuuden tarkastelu on nyt hieman suppeampi kuin lihdekirjallisuudessa, silld sen
tarkempi ldpikdyminen vaatisi lukijalta enemmain valmiuksia algebrallisten ominai-
suuksien tuntemiseen. Tamin vuoksi esittelimme vain olennaisimmat tulokset hyvin
suppeasti. Niin kuin kokonaislukujenkin tapauksessa myos polynomeilla on sellaisia
alkioita, jotka eivit ole jaollisia.

Kokonaislukijen jaollisuus on tiukemmin sidoksissa renkaaseen, koska koko-
naislukujen joukko itsessddn on rengas. Sen sijaan satunnainen polynomi voi olla
jaollinen muuten, kuin tietyssd polynomirenkaassa. Esimerkiksi kahden muuttujan
polynomi voi olla jaollinen jollain satunnaisella polynomilla, mutta kun polynomi

asetetaan tiettyyn polynomirenkaaseen, saattaa jaollisuus kumoutua.
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