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Tämän tutkielman tavoitteena on toimia itseopiskelu- tai kurssimateriaalina komplek-
silukujen perusteista. Materiaali pyrkii noudattamaan täsmällistä matemaattista esi-
tystapaa, kuitenkin oppikirjamaiseen tyyliin. Materiaali sisältää runsaasti esimerk-
kejä, kuvia ja harjoitustehtäviä vastauksineen, jotta sen käyttöönotto olisi mahdolli-
simman helppoa. Lähtötasona on lukion pitkän oppimäärän, erityisesti murtolukujen,
potenssin, juuren, polynomien ja trigonometristen funktioiden laskusääntöjen hallin-
ta sekä yhtälönratkaisun perusteet. Kaikki välivaiheet on kuitenkin pyritty paloitte-
lemaan osiin, jotta niiden seuraaminen olisi mahdollisimman helppoa. Johdannossa
on esitelty kurssin tavoitteet ja ajankäyttöehdotus, mikäli materiaalia haluaa käyttää
opetukseen.

Eräs motiivi reaalilukujen laajennukselle kompleksilukujen joukkoon on tarve
saada ratkaisu yhtälölle, joiden ratkaisu ei löydy reaalilukujen joukosta. Tästä ja
kompleksilukujen historiallisesta lähtökohdasta kerrotaan lisää luvussa 3. Luvussa
4 tutustutaan kompleksilukujen määritelmään reaalilukuparina, sekä imaginaariyk-
sikköön 𝑖2 = −1, lähtökohtana, ettei lukijalla ole niistä aiempaa kokemusta. Luvussa
5 käsitellään kompleksilukujen liittolukua ja niiden itseisarvoa eli etäisyyttä origos-
ta. Luvussa todistetaan ja hyödynnetään niihin liittyviä lauseita sekä tutkitaan niiden
geometriaa. Luvussa 6 opetellaan kompleksiluvuille uusi esitystapa: napakoordinaat-
timuoto. Harjoitellaan laskutoimituksia sen avulla ja pohditaan sen etuja verrattuna
reaalilukupariesitykseen. Luvussa 7 sovelletaan aiemmissa luvuissa opittua laske-
malla kompleksilukujen potenssia ja juuria sekä tutustutaan de Moivren kaavaan.
Luvussa 8 etsitään polynomien nollakohtia kompleksilukujen joukosta tuttua toisen
asteen yhtälön ratkaisukaavaa käyttäen. Luvussa myös todistetaan, että jokaisella
𝑛-asteisella yhtälöllä on 𝑛 kpl ratkaisuja. Luvussa 9 käydään läpi kompleksifunk-
tion määritelmä. Kompleksifunktion kuvaaja sijaitsee neliulotteisessa avaruudessa,
joten sen kuvaaminen vaatii uusia keinoja, joita luvussa käsitellään yksinkertaisten
funktioiden avulla. Lopuksi käydään läpi kompleksifunktion erityistapauksia, kuten
eksponenttifunktio ja trigonometriset funktiot.

Avainsanat: Kompleksiluku, kompleksiluvun potenssi, kompleksiluvun juuret,
napakoordinaattimuoto, Eulerin kaava, de Moivren kaava, algebran peruslause,
kompleksifunktio.
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1 Johdanto

Tämän pro gradu -tutkielman on tarkoitus toimia itseopiskelu- tai kurssimateriaalina
lukiotason opiskelijoille. Tutkielma käsittelee kompleksilukuja ja niiden sovellutuk-
sia. Lähtökohtana on, ettei lukija ole aiemmin tutustunut kompleksilaskentaan, mutta
hallitsee reaalilaskennan perustaidot, kuten murtolukujen, potenssien, polynomien
sekä trigonometristen funktioiden laskusäännöt. Kaavojen johdossa ja esimerkeissä
on kuitenkin avattu mahdollisimman monta välivaihetta, jotta niiden seuraaminen
olisi sujuvaa. Monien esimerkkien lisäksi jokaisen luvun lopussa on harjoitustehtä-
vät, joilla harjoittaa laskurutiinia ja syventää ymmärrystä. Suositeltavaa on, että lukija
käy läpi materiaalin esimerkit ja todistukset kynän ja paperin kanssa tai muuten itse
laskien. Tämä auttaa ainakin allekirjoittanutta sisäistämään asian.

Tutkielman alussa on hieman tietoa kompleksilukujen historiallisesta kehitykses-
tä ja niiden kehitykseen johtaneista motiiveista. Toivottavasti motiivit saavat myös
lukijan ymmärtämään kompleksilukujen tarpeellisuuden herättäen mielenkiinnon
niiden opiskeluun. Kuten historiaosuudesta paljastuu, kompleksiluvut ovat aikanaan
herättäneet suurta hämmennystä eivätkä monet matematiikan suuret nimetkään ym-
märtäneet niitä. Lukijan ei siis tule lannistua, mikäli aihetta täytyy miettiä useakin
kerta ennen sen aukeamista, se kuuluu matematiikkaan! Jos materiaalia haluaa käyt-
tää kurssimateriaalina, on johdannon toiseen alalukuun laadittu ajankäyttöehdotus.

Itse opintomateriaali on jaettu kuuteen lukuun. Aluksi tarkastellaan kompleksilu-
kujen lähtökohtaa ja perustellaan niiden tarpeellisuutta. Seuraavissa luvuissa tutus-
tutaan kompleksilukujen määritelmään, niiden ominaisuuksiin ja laskutoimituksiin.
Tämän jälkeen muutetaan kompleksilukuja eri esitysmuotoihin ja siirrytään niiden
juureen ja potenssiin. Lopuksi tarkastellaan polynomeja sekä erilaisia kompleksi-
funktioita. Tutkielman liitteenä on kaavakokoelma trigonometrisiin funktioihin liit-
tyen.

Kurssisisällön opittuaan lukija ymmärtää kompleksiluvun reaalilukuparina, hal-
litsee kompleksilukujen eri merkintätavat ja niiden geometrisen havainnollistuksen.
Lukija oppii myös todistamaan yksinkertaisia suoria todistuksia kompleksiluvun
ominaisuuksiin liittyen sekä ymmärtämään kompleksifunktion reaali- ja imaginaa-
riosasta koostuvan rakenteen.

Koska materiaali on pro gradu -tutkielma, aihe on rajattu. Rajaus on tehty jatko-
opintoja ajatellen. Oleelliset kohdat on poimittu oppikirjojen [10] ja Tampereen yli-
opiston ensimmäisen vuoden kompleksianalyysiä käsittelevien kurssien sisältöjen
[5] perusteella. Lisämateriaalia kaipaavalle sopii hyvin lähdekirja [14]. Materiaalin
päälähteinä on käytetty lähteitä [14] ja [5]. Näiden lisäksi esimerkkejä ja harjoitus-
tehtäviä on lainattu lähteistä [10] ja [7].
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2 Tavoitteet ja ajankäyttöehdotus

Koska kompleksiluvut eivät sisälly lukion opetussuunnitelmaan, opintomateriaalin
aiheen rajaus on tehty eri lähteisiin perustuen. Keskeiset sisällöt on valittu Tampereen
yliopiston kurssin Insinöörimatematiikka 123 [5] kompleksilukuihin liittyvän sisäl-
lön, aiempaa opetussuunnitelmaa noudattavan oppikirjan [10] sisällön sekä erään
ehdotuksen vuonna 2016 astuneen pitkän matematiikan opetussuunnitelman mu-
kaan [3]. Näin saatiin käsitys siitä, mitä kompleksilukujen perusteista on oleellista
ja hyödyllistä osata jatko-opintojenkin kannalta. Näiden lisäksi sisältöön on valit-
tu aiheita, jotka auttavat kompleksilukujen kokonaiskuvan hahmottamisessa ja laa-
jentavat opiskelijan ymmärrystä, kuitenkin tasolla, joka on ymmärrettävissä lukion
oppimäärällä.

Kurssin suoritettuaan opiskelija

- ymmärtää kompleksiluvun reaalilukuparina ja osaa sijoittaa sen kompleksita-
soon,

- osaa laskea kompleksilukujen peruslaskutoimituksia ja ymmärtää niiden geo-
metrisen merkityksen,

- osaa laskea kompleksiluvun liittoluvun ja itseisarvon ja ymmärtää niiden mer-
kityksen geometrisesti,

- osaa muuntaa kompleksiluvun napakoordinaattimuotoon,

- tunnistaa suoran ja ympyrän kompleksiyhtälön ratkaisujoukkona,

- osaa laskea kompleksiluvun juuren ja potenssin,

- osaa määrittää kompleksifunktion reaali- ja imaginaariosat,

- ymmärtää kompleksilaskennan ja reaalilaskennan yhteyksiä.

- osaa laskea kompleksiluvun ekspontentifunktion sekä trigonometristen funk-
tioiden arvot sekä ymmärtää niiden erot ja yhtäläisyydet reaalilaskentaan

- osaa jakaa kompleksilukukertoimisen polynomin tekijöihin ja tietää polyno-
mien nollakohtien tarkan määrän asteluvun perusteella.

Kurssin keskeisimmät sisällöt ovat

- kompleksiluvut reaalilukupareina,

- kompleksitaso,

- kompleksilukujen summa, erotus, tulo ja osamäärä,

- liittoluku ja itseisarvo,

- napakoordinaattiesitys,
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- suora ja ympyrä kompleksitasossa,

- kompleksiluvun juuret ja potenssit,

- kompleksifunktion reaali- ja imaginaariosat.

Kompleksilukuihin tutustuminen tapahtuu materiaalissa näiden tavoitteiden poh-
jalta. Aluksi määritellään ja tutkitaan graafisesti kompleksiluvun käsitettä sekä lu-
kujen peruslaskutoimituksia ja ominaisuuksia. Tämän jälkeen tutustutaan vaihtoeh-
toiseen esitykseen napakoordinaatistossa sekä laskemiseen niiden avulla. Aihetta
rakennetaan aiemman tiedon päälle vertaamalla kompleksilukuja vektoreihin, mutta
vektoreiden hallinta ei ole välttämätöntä.

Kun edellä mainitut perusteet ovat hallussa, siirrytään kompleksiluvun juureen
ja potenssiin. Nämä voivat olla aiempia käsitteitä haastavampia ja vaativat perus-
käsitteiden hyvää hallintaa. Haastetta tuovat myös viimeisessä luvussa käsiteltävät
kompleksilukukertoimiset polynomit, kompleksifunktiot ja pintaraapaisu kompleksi-
funktion kuvaan kompleksitasossa. Aiheet eivät lopulta ole itsessään haastavia, mutta
niihin liittyvät laskut vaativat pitkäjänteisyyttä. Tästä syystä materiaali on hyvä kei-
no ylöspäin eriyttämiseen. Kiinnostuneille on tarjolla myös lisälukemista erilaisten
artikkeleiden muodossa, joihin materiaalissa viitataan.

Materiaalin kuvat on piirretty GeoGebralla ja esimerkiksi luvun 5.3 komplek-
sitasossa yhtälöt on kirjoitettu muotoon, jolla piirtäminen GeoGebralla onnistuu
luontevasti. Laskimen tai muiden sähköisten apuvälineiden käyttöön ei erikseen oh-
jeisteta, vaan materiaalissa keskitytään enemmän laskurutiiniin ja teorian ymmärtä-
miseen. Tosin laskimen käyttö sinin ja kosinin arvojen selvittämisessä on toisinaan
välttämätöntä ja yhtälöparien ratkaisemisessa paikoin mielekästä.

Kurssin tarkoituksena on siis ymmärtää kompleksilukujen käsite ja oppia sovel-
tamaan niihin reaalilaskennasta tuttuja menetelmiä. Koska viimeisten lukujen aiheet
voivat olla vaativia, kannattaa perusteisiin käyttää huolella aikaa. Taulukossa 2.1 on
esitetty ajankäyttöehdotus kurssin suorituksesta. Ehdotuksen etenemistahdissa tun-
timääräksi tulee 20x45 min, mikä on noin puolet yhden lukiokurssin pituudesta eli
yhden opintopisteen moduuli vuoden 2019 opetussuunnitelman mukaan.

Taulukko 2.1. Ajankäyttöehdotus.

Luku Tuntimäärä (45 min)
Luvut 3 ja 4 3

Luku 5 4
Luku 6 2
Luku 7 3
Luku 8 2
Luku 9 6

Yhteensä 20
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3 Kompleksilukujen lähtökohta

3.1 Kompleksilukujen historiasta

Kompleksiluvut ovat laajennus tähän asti käytettyyn reaalilukujen joukkoon. Ne tar-
joavat vastauksia moniin aiemmin ratkaisemattomina pidettyihin kysymyksiin avaten
lukuisia sovelluskohteita esimerkiksi fysiikassa. Kompleksiluvut löydettiin jo 1500-
luvun puolivälissä, mutta ne viettivät ensimmäiset 250 vuotta ikään kuin horroksessa
vähäisen käytön ja ymmärryksen vuoksi. Tämänkin jälkeen niiden kehitys oli hidasta,
vaikka noina aikoina elivät monet suuret matemaatikot kuten 𝐷𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠, 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡,
𝐿𝑒𝑖𝑏𝑛𝑖𝑧 ja 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛. [11]

Syy kompleksilukujen vastoinkäymisiin oli tavallaan psykologinen lukko: kukaan
ei tiennyt mitä ne oikeastaan ovat. Jopa niiden syntymätodistuksena pidetyn teoksen
𝐴𝑟𝑠 𝑀𝑎𝑔𝑛𝑎𝑛 (1545) kirjoittaja kuvaili niitä hyödyttömiksi. Ensimmäiset huomatta-
vat laskut julkaisi 𝑅𝑎 𝑓 𝑎𝑒𝑙 𝐵𝑜𝑚𝑏𝑒𝑙𝑙𝑖 teoksessaan 𝐿′𝐴𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎 (1572), mutta hänkin
näki löydöksensä ennemmin viisasteluna kuin totuutena. [11] Vuonna 1702 Leibniz
kuvaili imaginaariyksikköä olemassa olevan ja olemattoman välimuodoksi, mutta
alkoi jo hieman ymmärtää niiden merkittävyyttä [8]. Vielä tuolloinkin lukuja kuvat-
tiin mahdottomiksi (impossible) tai kuvitelluiksi (imaginary), joista jälkimmäinen
termi on käytössä edelleen. Tosin pelkästään termistä 𝑖, ei koko kompleksiluvusta.
[11] Samankaltaisia epäilyksiä ovat tosin kohdanneet kaikki muutkin lukujoukko-
jen laajennukset: negatiiviset luvut, murtoluvut, irrationaaliluvut ym., ovat aikanaan
herättäneet epäilyksiä, eikä niiden käyttöönotto ole ollut mutkatonta [8]. Poikkeuk-
sellista on, että kompleksilukuihin kohdistunut vähättely ja vihamielisyys tapahtui
niitä tutkineiden matemaatikkojen toimesta.

Vasta 1700-luvun lopulla kolme matemaatikkoa, 𝑊𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙, 𝐴𝑟𝑔𝑎𝑛𝑑 ja 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠

kehittivät kukin itsenäisesti kompleksilukujen geometrisen tulkinnan, tasoesityksen.
Tässä kompleksitasossa ℂ kompleksiluku 𝑥 + 𝑦𝑖 esitetään vektorin päätepisteenä 𝑥𝑦-
koordinaatistossa. Koska Gauss oli hyvin tunnettu matemaatikko, kompleksiluvut
saivat "hyväksynnän", niistä innostuttiin ja alettiin tutkia enemmän. [11].

3.2 Motiivi kompleksilukujen kehitykseen

Lukujoukkojen laajennusta voidaan perustella tarpeella saada ratkaistuksi yhtälöt,
joiden ratkaisut eivät löydy aiemmasta lukujoukosta:

Yhtälö Ratkaisu
𝑥 − 3 = 0 𝑥 = 3 ∈ ℕ

𝑥 + 3 = 1 𝑥 = −2 ∈ ℤ

4𝑥 = 2 𝑥 = 1
2 ∈ ℚ

𝑥2 = 5 𝑥 = ±
√

5 ∈ ℝ

𝑥2 = −2 𝑥 =
√
−2 ∈ ℂ
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Lukujoukkoja on laajennettu järjestyksessä ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ ⊂ ℂ ja jokaisen
laajennuksen lähtökohdaksi on otettu edellisessä lukujoukossa ratkeamattomat yhtä-
löt. Ratkaisemattomia reaalilukukertoimisia yhtälöitä varten on otettu käyttöön luku
𝑖, jolla on ominaisuus 𝑖2 = −1. Luvun 𝑖 sisältävää lukujoukkoa kutsutaan kompleksi-
lukujen joukoksi C.

Laajennus ℝ → ℂ on siinä mielessä onnistunut yli odotusten, että ratkeamatto-
mia yhtälöitä ei kompleksilukujen joukosta enää löydy. Kaikilla 𝑛. asteen komplek-
silukukertoimisilla polynomeilla (𝑛 ≥ 1) on nimittäin ratkaisu. Tätä kutsutaan al-
gebran peruslauseeksi ja sen todisti ensimmäisenä saksalainen matemaatikko Carl
Friedrich Gauss väitöskirjassaan vuonna 1799. Lukujoukkojen seuraavasta laajen-
nuksesta, kvaternioista ℍ, ja niiden hieman erilaisesta, mutta loogisesta lähtökoh-
dasta voi lukea Jorma Merikosken kirjoittamasta artikkelista Kompleksiluvuista ja
kvaternioista. [8].

Alunperin kompleksilukujen tarve on tullut kiinnostuksesta ratkaista kolman-
nen asteen yhtälöitä. Lauri Ajankin artikkelissa Kompleksiluvut ja kolmannen asteen
yhtälön ratkaisu [1] esitellään yhtälö, jonka ratkaisusta huomattiin tarve negatiivi-
sen neliöjuuren määrittelylle. Muita motiiveja kompleksianalyysin opiskeluun tuovat
niiden sovellutukset. Kompleksilukuja hyödynnetään esimerkiksi lämpöopissa, vir-
tapiirilaskuissa ja virtausdynamiikan laskemisessa. Monet laskut myös helpottuvat,
kun niitä tarkastellaan kompleksimuodossa, esimerkkinä tästä harmonisten aaltojen
superpositioperiaate. Lisäksi moni reaalifunktioihin liittyvä ilmiö tulee ymmärretyk-
si vasta kompleksialueen tarkasteluna.

Karkeasti ajateltuna kompleksianalyysi on matematiikan osa-alue, joka laajen-
taa reaaliluvuista tuttuja laskutoimituksia kompleksilukuihin. Aivan ongelmatonta
kompleksiluvuilla laskeminen ei aina ole, kuten seuraava lasku osoittaa [6] 1:

1 =
√

1 =
√︁
(−1)2 =

√︁
(−1) (−1) =

√
−1

√
−1 = 𝑖 · 𝑖 = 𝑖2 = −1.

Seuraavissa luvuissa tutustutaan kompleksilukujen määritelmiin ja niiden hyödyntä-
miseen.

1Luonnollisesti tulos 1 = −1 on väärä. Laskun virhe on kohdassa
√︁
(−1) (−1) =

√
−1

√
−1, sillä

laskusääntö √
𝑥𝑦 =

√
𝑥
√
𝑦 ei päde kompleksiluvuille yleisesti.
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4 Kompleksilukujen perusteet

4.1 Lukusuorasta kompleksitasoon

Määritelmä 4.1. (Vrt. [5, s. 74]) Kompleksiluvut ovat reaalilukupareja, jotka
voidaan esittää muodossa

𝑧 = (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦,

missä 𝑥, 𝑦 ∈ R ja 𝑖 on luvun imaginaariyksikkö, jolle pätee

𝑖 =
√
−1 eli 𝑖2 = −1.

Luvun reaaliosa merkitään Re 𝑧 = 𝑥 ja imaginaariosa Im 𝑧 = 𝑦. Kompleksiluku
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 on

• reaalinen, jos 𝑦 = 0 eli muotoa 𝑧 = 𝑥,

• imaginaarinen, jos 𝑦 ≠ 0,

• puhtaasti imaginaarinen, jos 𝑥 = 0 eli mutota 𝑧 = 𝑦𝑖.

Esimerkki 4.2. Kompleksiluvun 𝑧 = 9 − 3𝑖 reaaliosa on Re 𝑧 = 9 ja imaginaariosa
on Im 𝑧 = −3. Luvun 𝑧 = 𝑖 Re 𝑧 = 0 ja Im 𝑧 = 1.

Huomautus. Kompleksiluvun 𝑧 = 9 − 3𝑖 imaginaariosa on −3, ei −3𝑖.
Huomautus. Kuten edellä mainittiin, myös reaaliluvut ovat kompleksilukujen osajoukko,
sillä jos luku 𝑧 on reaalinen, niin 𝑧 = 𝑥 + 0𝑖 = 𝑥 ∈ ℝ.

Määritelmä 4.3 (Yhtäsuuruus). [14, s. 3 ]. Kompleksiluvut 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 ja
𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 ovat yhtäsuuret, jos ja vain jos niiden reaaliosat ovat yhtäsuuret ja
imaginaariosat ovat yhtäsuuret eli 𝑥1 = 𝑥2 ja 𝑦1 = 𝑦2.

Esimerkki 4.4. Ratkaistaan yhtälö 𝑎 − 1 + 𝑏𝑖 = 3 + 𝑖, missä 𝑎, 𝑏 ∈ R.
Jotta yhtälön vasemmalla ja oikealla puolella olevat kompleksiluvut olisivat yh-

täsuuret, määritelmän 2.2 mukaan niiden reaali- ja imaginaariosien on oltava yhtä-
suuret. Siis

reaaliosa 𝑎 − 1 = 3 ⇔ 𝑎 = 2
imaginaariosa 𝑏 = 1.

Näin ollen 𝑎 = 2 ja 𝑏 = 1.

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksilukujen geometrista esitystapaa, joka hel-
pottaa edellämainittujen määritelmien ja imaginaariyksikön osuuden ymmärtämistä.
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Reaalilukujen joukon ℝ yksi geometrinen havainnollistus on lukusuora, jolla voi-
daan esittää sen kaikki pisteet väliltä ] − ∞,∞[. Vastaava esitystapa kompleksilu-
vuille saadaan, kun lukusuora laajennetaan tasoksi lisäämällä imaginaariyksikköä
kuvaava akseli. Tässä 𝑥𝑦-koordinaatistossa, kompleksitasossa, kompleksiluvut esite-
tään tason pisteinä. Koordinaatiston 𝑥-akselia kutsutaan reaaliakseliksi ja 𝑦-akselia
imaginaariakseliksi.

−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

(0, 4) = 4𝑖

(1, 1) = 1 + 𝑖

(5, 0) = 5

(4,−2) = 4 − 2𝑖

(−4,−2) = −4 − 2𝑖

(−7, 3) = −7 + 3𝑖

𝑅𝑒

𝐼𝑚

Kuva 4.1. Kompleksitaso ℂ. Taso on tavallinen 𝑥𝑦-koordinaatisto, jossa
𝑥-akseli kuvaa luvun 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 reaaliosaa ja 𝑦-akseli imaginaariosaa.
(Vrt. [11].)

4.2 Peruslaskutoimitukset

Kompleksilukujen geometrisen esitystavan (kuva 4.1) myötä niille on määritelty tutut
peruslaskutoimitukset summa, erotus, tulo ja osamäärä:

Määritelmä 4.5 (Summa, erotus, tulo ja osamäärä). [14, s. 3] Olkoot 𝑧1 = 𝑥1+𝑦1𝑖

ja 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2𝑖 kompleksilukuja.
Kahden kompleksiluvun summa on niiden reaaliosien summa ja imaginaariosien
summa:

𝑧1 + 𝑧2 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖 + 𝑥2 + 𝑦2𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + (𝑦1 + 𝑦2)𝑖.

Vastaavasti lukujen erotus on

𝑧1 − 𝑧2 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖 − (𝑥2 + 𝑦2𝑖) = 𝑥1 − 𝑥2 + (𝑦1 − 𝑦2)𝑖.
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Lukujen tulo saadaan käyttäen tavanomaisia laskusääntöjä ja ottamalla huo-
mioon, että 𝑖2 = −1 :

𝑧1𝑧2 = (𝑥1 + 𝑦1𝑖) (𝑥2 + 𝑦2𝑖) = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑦2𝑖 + 𝑥2𝑦1𝑖 + 𝑦1𝑦2𝑖
2

= 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2 + (𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1)𝑖.

Osamäärän 𝑧1/𝑧2 laskemiseksi lavennetaan nimittäjä termillä 𝑥2 − 𝑦2𝑖, jotta
vastauksen reaali- ja imaginaariosat saadaan erotettua eikä nimittäjässä esiinny
lukua 𝑖. Tarkempi johtaminen on esitetty esimerkin 4.6 kohdassa d. Osamäärä
on

𝑧1
𝑧2

=
𝑥1 + 𝑦1𝑖

𝑥2 + 𝑦2𝑖
=
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2

𝑥2
2 + 𝑦2

2
+ 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2

𝑥2
2 + 𝑦2

2
𝑖, kun 𝑧2 ≠ 0.

Esimerkki 4.6. Lasketaan lukujen 𝑧1 = 4+ 𝑖 ja 𝑧2 = 1+2𝑖 a) summa b) erotus c) tulo
d) osamäärä.

a) 𝑧1 + 𝑧2 = 4 + 𝑖 + 1 + 2𝑖 = 5 + 3𝑖

b) 𝑧1 − 𝑧2 = 4 + 𝑖 − (1 + 2𝑖) = 4 + 𝑖 − 1 − 𝑖2 = 3 − 𝑖

c) 𝑧1𝑧2 = (4 + 𝑖) (1 + 2𝑖) = 4 + 81 + 𝑖 + 𝑖22 = 2 + 9𝑖

d) Osamäärän laskemiseksi tehdään lavennus termillä 1 − 2𝑖 1:

𝑧1
𝑧2

=
4 + 𝑖

1 + 2𝑖

=
(4 + 𝑖) (1 − 2𝑖)
(1 + 2𝑖) (1 − 2𝑖)

=
4 · 1 + 1 · 2
12 − (2𝑖)2 + 1 · 1 − 4 · 2

12 + 22 𝑖

=
6
5
− 7

5
𝑖.

Kompleksilukujen summan ja erotuksen geometrinen esitys vastaa vektoreiden
yhteen- ja vähennyslaskuja. Kts. havainnollistukset kuvasta 4.2. Kompleksilukujen
tulon 𝑧1𝑧2 pituus on niiden pituuksien tulo, ja kulma niiden kulmien summa. [11,
s. 2] Tulon visulaisointi on helpompi ymmärtää kompleksiluvun napakoordinaatti-
muodosta, joten siihen palataan luvussa 6.

Aiemmasta tutut, välillä ehkä jopa itsestäänselvinä pidetyt vaihdannaisuus-, lii-
tännäisyys- ja osittelulait pätevät myös kompleksiluvuille.

1Termiä 𝑥2 − 𝑦2𝑖 kutsutaan luvun 𝑧2 liittoluvuksi ja se esitellään tarkemmin luvussa 5.
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Kuva 4.2. Kahden kompleksiluvun summa ja erotus.

Lause 4.7. [14, s. 3] Kompleksiluvuille 𝑧1, 𝑧2 ja 𝑧3 pätevät seuraavat lait:

Vaihdannaisuuslait:
{︃
𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧2 + 𝑧1

𝑧1𝑧2 = 𝑧2𝑧1

Liitännäisyyslait:
{︃
𝑧1 + (𝑧2 + 𝑧3) = (𝑧1 + 𝑧2) + 𝑧3

𝑧1(𝑧2𝑧3) = (𝑧1𝑧2)𝑧3
Osittelulaki: 𝑧1(𝑧2 + 𝑧3) = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3

Todistus. [5, s. 77] Voidaan olettaa, että kyseiset lait pätevät reaaliluvuille. Lauseiden
suora todistus tehdään siis merkitsemällä kompleksiluvut muotoon 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ja käyt-
tämällä tuttuja laskutoimituksia. Todistetaan esimerkiksi tulon vaihdannaisuuslaki:
Merkitään 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖 ja 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2𝑖. Nyt

𝑧1𝑧2 = (𝑥1 + 𝑦1𝑖) (𝑥2 + 𝑦2𝑖)
= 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑦2𝑖 + 𝑦1𝑖𝑥2 + 𝑦1𝑦2𝑖

2

= 𝑥2𝑥1 + 𝑥2𝑦1𝑖 + 𝑦2𝑥1𝑖 + 𝑦2𝑦1𝑖
2

= (𝑥2 + 𝑦2𝑖) (𝑥1 + 𝑦1𝑖)
= 𝑧2𝑧1.

□

Kuten reaaliluvuilla, myös kompleksiluvuilla on vasta- ja käänteislukunsa.

Huomautus. [5, s. 75] Kompleksiluvun 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 vastaluku on −𝑧 = −𝑥 − 𝑦𝑖.
Vastaluku toteuttaa ominaisuuden 𝑧 + (−𝑧) = 0.

Lause 4.8. Jokaisella kompleksiluvulla 𝑧 ≠ 0 on yksikäsitteinen käänteisluku
𝑧−1, jolle pätee 𝑧𝑧−1 = 1. Käänteisluku voidaan merkitä myös 1/𝑧. Huomaa, että
käänteisluku voidaan esittää muodossa 𝑥 + 𝑖𝑦 (kts. esimerkki 4.9, kohta b).

Todistus. [5, s. 76] Todistus tehdään kahdessa osassa. Ensin todistetaan, että kään-
teisluku todella on olemassa, sitten, että se on yksikäsitteinen.
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Käänteisluvun olemassaolo: Olkoon 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ≠ 0. Sen käänteisluku on

𝑧−1 =
𝑥

𝑥2 + 𝑏2 − 𝑏

𝑎2 + 𝑏2 𝑖,

sillä pätee 𝑧𝑧−1 = · · · = 1. Tämän voi tarkistaa suoralla laskulla ja se jätetään lukijalle
harjoitustehtäväksi.

Yksikäsitteisyys: Jos 𝑢 ja 𝑣 ovat 𝑧:n käänteislukuja, niin 𝑧𝑢 = 1 ja 𝑧𝑣 = 1, jolloin
𝑧𝑢 = 𝑧𝑣 ja siten 𝑢𝑧𝑢 = 𝑢𝑧𝑣. Koska 𝑢𝑧 = 1, niin 1 · 𝑢 = 1 · 𝑣 ja siten 𝑢 = 𝑣. □

Esimerkki 4.9. Kompleksiluvun 𝑧 = 6 + 3𝑖

a) vastaluku on
−𝑧 = −(6 + 𝑖3) = −6 − 𝑖3.

b) käänteisluku on

𝑧−1 =
1

6 + 3𝑖
=

1
3 · (2 + 𝑖) =

1
3 · (2 + 𝑖) ·

(2 − 𝑖)
(2 − 𝑖)

=
2 − 𝑖

3 · (22 − 𝑖2)
=

2 − 𝑖

3 · (4 + 1) =
2 − 𝑖

15
=

2
15

− 1
15

𝑖.

4.3 Tehtävät

1. Määrittele käsitteet kompleksiluku, imaginaariluku, imaginaariosa ja reaalio-
sa.

2. Kuvassa 4.3 on kompleksitasoon C merkittyjä pisteitä. Kirjoita ne muodossa
(𝑥, 𝑦) ja 𝑥 + 𝑦𝑖.

3. Mitä arvoja imaginaariyksikön potenssit 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4, 𝑖5, 𝑖6, . . . saavat? Kirjoita
yleinen muoto 𝑖𝑛, missä 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

4. Laske:
a) 𝑖6 , b) 𝑖13,

c) (−𝑖)3 · 𝑖11, d) 𝑖−1.

5. Kirjoita muodossa 𝑥 + 𝑦𝑖:

a) 5𝑖5 −
√
−1 + 9𝑖, b) 5

𝑖
+

(︂
2
−𝑖

)︂3
+ 5𝑖5 − 12𝑖.

6. Kirjoita muodossa 𝑥 + 𝑦𝑖:

a) (5 − 6𝑖) + (2 − 9𝑖), b) 3(4 + 2𝑖) − 2𝑖(5 − 3𝑖),
c) 3

(︂
2 + 2

3𝑖
)︂
− 7, d) (2 − 4𝑖) (3 + 𝑖).
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−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5
𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

𝐻

Kuva 4.3. Tehtävän 2 kompleksitasoon C merkityt pisteet.

7. Kirjoita muodossa 𝑥 + 𝑦𝑖:

a) 2−4𝑖
3+5𝑖 , b) (4+5𝑖)+2𝑖3

(2+𝑖)2 .

8. Kirjoita muodossa 𝑥 + 𝑦𝑖:

a) Re(1/𝑧), b) Im((2 + 𝑖)𝑧).

9. Ratkaise yhtälöstä a) 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ja yhtälöstä b) 𝑥 ja 𝑦

a) 2𝑧 = 𝑖(6 + 9𝑖), b) 𝑥2 + 9 + |𝑦 |𝑖 = 25 + 𝑖, missä 𝑥, 𝑦 ∈ R.

10. Määritä sellaiset 𝑎 ∈ R, että 𝑎 + 1+ (𝑎− 2)𝑖 on a) reaalinen, b) imaginaarinen,
c) puhtaasti imaginaarinen.

11. Ratkaise yhtälöpari {︃
𝑖𝑧1 − 𝑖𝑧2 = 8 + 10𝑖

−𝑧1 + (1 − 𝑖)𝑧2 = 3 − 5𝑖.

12. Laske lukujen 1 + 2𝑖 ja 2 − 3𝑖 a) summa, b) erotus, c) tulo, d) osamäärä.
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13. Laske luvun vasta- ja käänteisluku:

a) 1 + 2𝑖, b) 3𝑖,
c) 1

2 + 4𝑖, d) 2 + 4𝑖.
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5 Itseisarvo ja liittoluku

Tässä luvussa tarkastellaan kahta kompleksilukujen sovellusten kannalta merkittä-
vää käsitettä: itseisarvoa ja liittolukua. Alaluvussa 5.3 esitellään kompleksiyhtälöi-
den tyypillisimpiä ratkaisujoukkoja, joiden tunnistaminen auttaa kompleksikuvaus-
ten ymmärtämistä luvussa 9, mutta jotka tulevat esiin jo liittoluvun ja itseisarvon
myötä.

5.1 Liittoluku eli kompleksikonjugaatti

Määritelmä 5.1. [5, s. 78] Kompleksiluvun 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 liittoluku eli kompleksi-
konjugaatti on 𝑧 = 𝑧 − 𝑖𝑦.

𝑟

𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖

𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑖

𝜃

−𝜃

𝑟

𝐼𝑚

𝑅𝑒

Kuva 5.1. Kompleksiluku 𝑧 ja sen liittoluku 𝑧 sijaitsevat kompleksita-
sossa symmetrisesti 𝑥-akselin suhteen. Täten |𝑧 | = |𝑧 |. Huomaa myös
kompleksiluvun ja reaaliakselin sekä liittoluvun ja reaaliakselin välinen
kulma 𝜃.

Esimerkki 5.2. Kompleksiluvun 𝑧 = 6 + 3𝑖 liittoluku 𝑧 = 6 − 3𝑖.

Seuraavassa lauseessa on joitain liittoluvuilla päteviä laskusääntöjä.
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Lause 5.3. Olkoot 𝑧1 ja 𝑧2 kompleksilukuja. Niille pätevät

(1) 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧1 + 𝑧2,

(2) 𝑧1 · 𝑧2 = 𝑧1 · 𝑧2,

(3)
(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
=

𝑧1
𝑧2
,

(4) 𝑧 = 𝑧,

(5) 𝑧 ∈ ℝ, jos ja vain jos 𝑧 = 𝑧.

Todistus. [5, s. 78]

(1) Merkitään 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖 ja 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2𝑖.
Nyt

𝑧1 + 𝑧2 =𝑥1 + 𝑦1𝑖 + 𝑥2 + 𝑦2𝑖

= (𝑥1 + 𝑥2) + (𝑦1 + 𝑦2)𝑖
= (𝑥1 + 𝑥2) − (𝑦1 + 𝑦2)𝑖
= 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑦1𝑖 − 𝑦2𝑖

= (𝑥1 − 𝑦1𝑖) + (𝑥2 − 𝑦2𝑖)
= 𝑧1 + 𝑧2.

(2)-(4) Vastaavasti kuin kohta (i).

(5) Todistetaan väite kahdessa osassa:

1. Oletetaan ensin, että 𝑧 ∈ ℝ. Koska 𝑧 on puhtaasti reaalinen, voidaan
kirjoittaa 𝑧 = 𝑥 + 0𝑖. Nyt 𝑧 = 𝑥 + 0𝑖 = 𝑥 − 0𝑖 = 𝑧.

2. Oletetaan seuraavaksi, että 𝑧 = 𝑧 pätee, ja merkitään 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Nyt

𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑥 − 𝑦𝑖

⇔ 𝑦 = −𝑦
⇔ 𝑦 = 0.

Väite seuraa kohdista 1. ja 2.

□

Lause 5.4. Kompleksiluvun 𝑧 ja sen liittoluvun 𝑧 summa ja tulo ovat aina reaa-
lilukuja.

Todistus. [14, s. 5] Olkoot 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 kompleksiluku ja 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 sen liittoluku,
missä 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ.
Niiden summa on

𝑧 + 𝑧 = (𝑥 + 𝑖𝑦) + (𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖𝑦 = 2𝑥 ∈ ℝ.
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Niiden tulo on

𝑧𝑧 = (𝑥 + 𝑖𝑦) (𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑥2 − 𝑥𝑖𝑦 + 𝑥𝑖𝑦 − (𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑖2𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 ∈ ℝ.

□

Lause 5.5. Kompleksiluvun ja sen liittoluvun erotus on aina imaginaariluku.

Todistus. [14, s. 5] Olkoot 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 kompleksiluku ja 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 sen liittoluku. Nyt

𝑧 − 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 − (𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑥 + 𝑖𝑦 = 2𝑖𝑦 = 2𝑖Im 𝑧.

□

5.2 Itseisarvo eli moduli

Toisin kuin realilukuja, kompleksilukuja ei voida samalla tavalla asettaa suuruusjär-
jetykseen. Tätä lähinnä oleva tapa vertailuun on tarkastella niiden etäisyyttä origosta
eli itseisarvoa |𝑧 |.

Määritelmä 5.6. (Vrt. [14, s. 10]) Kompleksiluvun itseisarvo |𝑧 | =
√︁
𝑥2 + 𝑦2 ≥ 0.

Geometrisesti se kuvaa luvun etäisyyttä origosta.

Esimerkki 5.7. Jos 𝑧 = 4−2𝑖, sen itseisarvo eli etäisyys origosta on |𝑧 | =
√︁

42 + (−2)2 =√
16 + 4 =

√
20. Vrt. Pythagoraan lause.

−1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

𝑧 = 4 − 2𝑖

Huomautus. [14, s. 11] Kompleksitasossa erotus 𝑧 = 𝑧2− 𝑧1 voidaan esittää pisteiden
𝑧1 ja 𝑧2 välisenä vektorina tai pisteenä 𝑧 = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1). Määritelmästä 5.6
seuraa, että tapauksessa 𝑧 = 𝑧2− 𝑧2 kahden pisteen välinen etäisyys kompleksitasossa
on sama kuin origon ja pisteen (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1) eli kyseisen pisteen itseisarvo:
|𝑧 | = |𝑧2 − 𝑧1 | = | (𝑥2 − 𝑥1) + 𝑖(𝑦2 − 𝑦1) |. Siis

|𝑧2 − 𝑧1 | =
√︂
(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2.

Kuvassa 5.2 havainnollistetaan lukua 𝑧 = 𝑧2 − 𝑧1 lukujen 𝑧2 ja 𝑧1 erotuksena sekä
omana lukunaan.
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−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4
−1

1

2

3

4

𝑧2 − 𝑧1 = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1)

𝑧2

𝑧1

𝑧2 − 𝑧1

𝑂

Kuva 5.2. Kahden kompleksitason pisteen erotus.

Lause 5.8. Kompleksiluvun itseisarvolle pätevät

(1) |𝑧 |2 = 𝑧𝑧,

(2) |𝑧 | = 0, jos ja vain jos 𝑧 = 0,
(3) |𝑧 | = |𝑧 | ,
(4) |𝑧𝑤 | = |𝑧 | |𝑤 | ,
(5) |𝑧/𝑤 | = |𝑧 | /|𝑤 | , (𝑤 ≠ 0),
(6) |𝑧 + 𝑤 | ≤ |𝑧 | + |𝑤 | (kolmioepäyhtälö).

Todistus. [5, s. 79]

(1) Merkitään 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Nyt

𝑧𝑧 = (𝑥 + 𝑦𝑖) (𝑥 − 𝑦𝑖) = 𝑥2 − 𝑦2𝑖2 = 𝑥2 + 𝑦2 = |𝑧 |2.

(2) Triviaali.

(3) Jätetään harjoitustehtäväksi.

(4) Hyödyntämällä kohtaa (1) saadaan

|𝑧𝑤 |2 = 𝑧𝑤 · 𝑧𝑤 = 𝑧𝑤 · 𝑧 · 𝑤 = 𝑧𝑧𝑤𝑤 = |𝑧 |2 |𝑤 |2.

Otetaan tästä puolittain neliöjuuri, jolloin saadaan

|𝑧𝑤 | = |𝑧 | |𝑤 |.

(5) Vastaavasti, kuin kohta (4).

(6) Merkitään 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ja 𝑤 = 𝑢 + 𝑣𝑖, missä 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ R. Nyt väite saadaan
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muotoon

|𝑥 + 𝑦𝑖 | + |𝑢 + 𝑣𝑖 | ≥ |(𝑥 + 𝑦𝑖) + (𝑢 + 𝑣𝑖) |
⇔

√︁
𝑥2 + 𝑦2 +

√
𝑢2 + 𝑣2 ≥

√︁
(𝑥 + 𝑢)2 + (𝑦 + 𝑣)2 | | ( )2

⇔ 𝑥2 + 𝑦2 + 2
√︁
𝑥2 + 𝑦2 +

√
𝑢2 + 𝑣2 ≥ (𝑥 + 𝑢)2 + (𝑦 + 𝑣)2

⇔ 𝑥2 + 𝑦2 + 2
√︁
𝑥2 + 𝑦2

√
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑢2 + 𝑣2 ≥ 𝑥2 + 2𝑥𝑢 + 𝑢2 + 𝑦2 + 2𝑦𝑣 + 𝑣2

⇔
√︁
𝑥2 + 𝑦2

√
𝑢2 + 𝑣2 ≥ 𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 | | ( )2

⇔ (𝑥2 + 𝑦2) (𝑢2 + 𝑣2) ≥ 𝑥2𝑢2 + 2𝑥𝑢𝑦𝑣 + 𝑦2𝑣2

⇔ 𝑥2𝑢2 + 𝑥2𝑣2 + 𝑦2𝑢2 + 𝑦2𝑣2 ≥ 𝑥2𝑢2 + 2𝑥𝑣𝑦𝑢 + 𝑦2𝑣2

⇔ 𝑥2𝑣2 − 2𝑥𝑣𝑦𝑢 + 𝑦2𝑢2 ≥ 0
⇔ (𝑥𝑣)2 − 2 · 𝑥𝑣 · 𝑦𝑢 + (𝑦𝑢)2 ≥ 0
⇔ (𝑥𝑣 − 𝑦𝑢)2 ≥ 0.

Koska 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ R, niiden toinen potenssi on aina positiivinen eli väite pätee.

□

Kolmioepäyhtälöstä (6) nähdään, että vektorin |𝑧1 + 𝑧2 | pituus ei voi ylittää yksit-
täisten vektorien pituuksien summaa |𝑧1 | + |𝑧2 |. Lause voi kuulostaa itsestäänselvyy-
deltä, mutta sillä on merkittäviä sovelluskohteita funktioiden rajojen ja integraalin
tutkimisessa. Yksinkertainen esimerkki kolmioepäyhtälön käytöstä esimerkissä 5.9.

Yhtälöt (4) ja (5) taas ovat siitä mielenkiintoisia, että ne viittavat vektorien 𝑧1𝑧2
ja 𝑧1/𝑧2 pituuksien olevan täsmälleen yhtäsuuria, kuin yksittäsiten vektorien 𝑧1 ja 𝑧2
pituuksien tulo tai osamäärä.[14, s. 13].

Esimerkki 5.9. Osoitetaan, että |𝑧 + 5 + 8𝑖 | ≤ 15, kun |𝑧 | = 5.
Kolmioepäyhtälön mukaan |𝑧 + 5 + 8𝑖 | ≤ |𝑧 | + |5 + 8𝑖 |. Jos siis voidaan osoittaa,

että |𝑧 | + |5 + 8𝑖 | ≤ 15, myös alkuperäinen väite pätee. Siis

|𝑧 | + |5 + 8𝑖 | ≤ 15
5 +

√
52 + 82 ≤ 15

5 +
√

89 ≈ 14, 4 ≤ 15.

Väite |𝑧 + 5 + 8𝑖 | ≤ 15 on siis tosi.

Lause 5.10. Kompleksiluvulle ja sen liittoluvulle pätee

1
𝑧
=

𝑧

|𝑧 |2
, kun 𝑧 ≠ 0.

Todistus. [10, s. 73] Todistus on yksi luvun harjoitustehtävistä. Katso ratkaisu luvusta
10. □

Lausetta 5.10 voidaan hyödyntää kahden kompleksiluvun jakolaskussa sekä kään-
teisluvun ratkaisemisessa:
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Esimerkki 5.11. Lasketaan lukujen 𝑧1 = 3 − 𝑖 ja 𝑧2 = 1 − 2𝑖 osamäärä:

𝑧1
𝑧2

=
3 − 𝑖

1 − 2𝑖
= (3 − 𝑖) 1

(1 − 2𝑖) = (3 − 𝑖) 1 + 2𝑖
(
√

12 + 22)2
=

5 + 5𝑖
5

= 1 + 𝑖.

Lause 5.10 on hyödyllinen myös käänteisluvun laskemisessa:

Esimerkki 5.12. Luvun 3 − 𝑖 käänteisluku on

1
3 − 𝑖

=
3 + 𝑖

(
√

32 + 12)2
=

3
10

+ 𝑖

10
.

5.3 Ratkaisujoukot kompleksitasossa

Koska kompleksiluvut ovat reaalilukupari, niihin liittyvissä yhtälöissä on usein yhden
muuttujan sijasta ratkaistavana kaksi muuttujaa. Tästä syystä yhtälöiden ratkaisut
ovat usein yhden tietyn pisteen sijasta joukko pisteitä, jotka muodostavat esimerkiksi
suoran tai tason. Tässä alaluvussa tarkastellaan erilaisia ratkaisujoukkoja ja niiden
määritelmiä.

Määritelmä 5.13 (Ympyrä, Circle). [14, s. 29] Olkoot 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ja 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0
kompleksilukuja. Niiden etäisyys toistaan on |𝑧 − 𝑧0 | =

√︁
(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2.

Täten pisteet 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖, jotka toteuttavat yhtälön

|𝑧 − 𝑧0 | = 𝑅, 𝑅 > 0,

muodostavat 𝑅-säteisen 𝑧0-keskeisen ympyrän.

𝑧0
𝑅

Kuva 5.3. 𝑧0-keskeinen, 𝑅-säteinen ympyrä.

Esimerkki 5.14. Kaksi ympyrää:

a) |𝑧 | = 1 on yksikköympyrä.

b) Järjestelemällä yhtälö |𝑧 − 2 + 6𝑖 | = 5 uudelleen saadaan |𝑧 − (2 − 6𝑖) | = 5.
Yhtälön ratkaisujoukko on siis 5-säteinen, 𝑧0 = 2 − 6𝑖-keskeinen ympyrä.
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Määritelmä 5.15 (Kiekot ja ympäristöt, Discs and Neighborhoods). [14, s. 29]
Epäyhtälön

|𝑧 − 𝑧0 | ≤ 𝑅

toteuttavaa pistejoukkoa kutsutaan R-säteiseksi, 𝑧0-keskeiseksi kiekoksi. Epäyh-
tälön ratkaisujoukko on siis ympyrän |𝑧 − 𝑧0 | = 𝑅 kehällä ja sen sisällä olevat
pisteet.
Epäyhtälön

|𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅

ratkaisujoukko taas on ympyrän sisällä ja sitä kutsutaan 𝑧0:n ympäristöksi.
Epäyhtälön

0 < |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅

ratkaisujoukko on 𝑧0:n puhkaistu ympäristö eli se sisältää 𝑧0:n ympäristön,
poislukien pisteen 𝑧0.

𝑧0 𝑧0 𝑅𝑅
𝑧0 𝑅

Kuva 5.4. 𝑧0-keskeiset, 𝑅-säteiset kiekko, ympäristö ja puhkaistu ym-
päristö.

Esimerkki 5.16. Epäyhtälön |𝑧 | ≤ 1 ratkaisujoukko on origokeskeinen, 1-säteinen
kiekko. Epäyhtälö |𝑧 | < 1 määrittää origon ympäristön ja 0 < |𝑧 | < 1 origon
puhkaistun ympäristön.

Määritelmä 5.17 (Avoin joukko). [14, s. 29] Pistettä 𝑧0 kutsutaan joukon 𝑆 si-
säpisteeksi, jos on olemassa jokin 𝑧0:n ympäristö, joka sisältyy kokonaan jouk-
koon 𝑆. Jos jokainen joukon 𝑆 piste on sen sisäpiste, joukko 𝑆 on avoin joukko.
Jos 𝑧0:n jokaiseen ympäristöön sisältyy pisteitä, jotka kuuluvat joukkon 𝑆 sekä
pisteitä, jotka eivät kuuluu siihen, on 𝑧0 joukon rajapiste. Rajapisteiden jouk-
koa kutsutaan joukon 𝑆 rajaksi. Joukkoa, joka sisältää rajapisteensä, kutsutaan
suljetuksi alueeksi.

Esimerkki 5.18. Epäyhtälön 𝑅𝑒(𝑧) > 1 määräämä joukko on avoin. Epäyhtälön
𝑅𝑒(𝑧) ≥ 1 määräämän joukon rajapisteet sijaitsevat suoralla 𝑥 = 1, joten 𝑥 = 1 on
joukon raja. Joukko 𝑅𝑒(𝑧) ≥ 1 ei ole avoin, sillä jokaisen suoralla 𝑥 = 1 sijaitsevan
pisteen ympäristössä on pisteitä joukosta ja sen ulkopuolelta. Katso kuva 5.5.
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𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝑆

𝑥 = 1

Kuva 5.5. Piste 𝑧1 on alueen 𝑆 = {𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 | Re 𝑧 ≥ 1} rajapiste,
sillä pisteen 𝑧1 ympäristössä on pisteitä, jotka sisältyvät alueeseen ja
pisteitä, jotka eivät sisälly. Pisteet 𝑧2 ja 𝑧3 sen ovat alueen 𝑆 sisäpisteitä,
sillä niiden ympäristöt sisältyvät alueeseen. Huomaa, ettei ole määritelty
kuinka suuri sisäpisteen ympäristön on oltava. Se voidaan siis rajata
esimerkiksi 0, 0001 säteiseksi ympyräksi |𝑧 − 𝑧3 | < 0, 0001, jos tarpeen.
Alue 𝑆 on suljettu, sillä se sisältää kaikki rajapisteensä 𝑥 = 1.

Määritelmä 5.19 (Rengas, Annulus). [14, s. 29] Jos 0 < 𝑅1 < 𝑅2, kaksoise-
päyhtälön

𝑅1 < |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅2

ratkaisujoukko on avoin ympyrän mallinen rengas.

Kuva 5.6. Avoin ympyrän mallinen rengas.
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Esimerkki 5.20. Ratkaisujoukko

|𝑧 − (1 + 3𝑖) | ≤ 6 on suljettu kiekko,
|𝑧 − (1 + 3𝑖) | < 6 on avoin kiekko,

1 < |𝑧 − (1 + 3𝑖) | ≤ 6 on rengas, muttei suljettu eikä avoin.

Esimerkki 5.21. [5, s.80] Ratkaistaan yhtälöiden ratkaisujoukot a) 𝑧 + 2𝑧 = 𝑖𝑧 + 8,
b) | 𝑧−3𝑖

𝑧−2 | = 1, c) |𝑧 − (4 + 3𝑖) | = 2, d) |𝑧 + (2 + 3𝑖) | ≤ 3

a) Merkitään 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖, jolloin yhtälö saadaan muotoon

𝑥 − 𝑦𝑖 + 2(𝑥 + 𝑦𝑖) = 𝑖(𝑥 − 𝑦𝑖) + 8
⇔ 𝑥 − 𝑦𝑖 + 2𝑥 + 2𝑦𝑖 = 𝑖𝑥 − 𝑦𝑖2 + 8
⇔ 3𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑦 + 8

Määritelmän 4.3 mukaan reaaliosien on oltava keskenään ja imaginaariosien
keskenään yhtäsuuria. Saadaan yhtälöpari:{︄

3𝑥 = 𝑦 + 8
𝑦 = 𝑥,

jonka ratkaisut on 𝑥 = 𝑦 = 4. Yhtälön ratkaisu on siis piste 𝑧 = 4 + 4𝑖.

b) Lauseen 5.8 kohdan (5) mukaan | 𝑧−3𝑖
𝑧−2 | =

|𝑧−3𝑖 |
|𝑧−2| . Hyödyntämällä itseisarvon

määritelmää 5.6 saadaan
|𝑧−3𝑖 |
|𝑧−2| = 1

⇔ |𝑧 − 3𝑖 | = |𝑧 − 2|
⇔ |𝑥 + 𝑦𝑖 − 3𝑖 | = |𝑥 + 𝑦𝑖 − 2|
⇔ |𝑥 + (𝑦 − 3)𝑖 | = | (𝑥 − 2) + 𝑦𝑖 |
⇔

√︁
𝑥2 + (𝑦 − 3)2 =

√︁
(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 | | ( )2

⇔ 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 − 2)2 + 𝑦2

⇔ 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2

⇔ −6𝑦 + 9 = −4𝑥 + 4
⇔ −6𝑦 = −4𝑥 − 5
⇔ 𝑦 = 2

3𝑥 +
5
6

Yhtälön ratkaisujoukko on siis suora 𝑦 = 2
3𝑥 + 5

6 kompleksitasossa. Yhtälön
|𝑧−3𝑖 | = |𝑧−2| geometrinen tulkinta on, että sen toteuttavat ne pisteet 𝑧 = 𝑥+𝑦𝑖,
jotka ovat yhtä kaukana luvuista 3𝑖 ja 2. Kts. kuva 5.7.

c) Yksinkertaisin tapa löytää ratkaisu on käyttää määritelmää 5.13. Tällöin teh-
tävänannosta nähdään suoraan, että ratkaisu on 2-säteinen 4 + 3𝑖-keskeinen
ympyrä. Käydään läpi myös toinen tapa, jolla ympyrän yhtälö on helppo löy-
tää:
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𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝑦 = 2
3𝑥 +

5
6

𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖

3𝑖

2

𝑖

𝑓
Kuva 5.7. Yhtälön |𝑧 − 3𝑖 | = |𝑧 − 2| ratkaisujoukko.

Merkitään 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ja käytetään määritelmaa 5.6 jolloin yhtälö saadaan
muotoon:

|𝑥 + 𝑦𝑖 − (4 + 3𝑖) | = 2
⇔ |(𝑥 − 4) + (𝑦 − 3)𝑖 | = 2
⇔

√︁
(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 3)2 = 2 | | ( )2

⇔ (𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 3)2 = 4.

Ratkaisujoukoksi saadaan ympyrä, jonka keskipiste on 4 + 3𝑖 ja säde 2.

𝐼𝑚

𝑅𝑒4

3𝑖

2

𝑖

(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 3)2 = 4
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d) Merkitään 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Nyt

|𝑥 + 𝑦𝑖 + (2 − 3𝑖) | ≤ 3
⇔ |𝑥 + 𝑦𝑖 − (2 + 3𝑖) | ≤ 3
⇔ |(𝑥 − 2) + (𝑦 − 3)𝑖 | ≤ 3
⇔

√︁
(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 ≤ 3

⇔ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 ≤ 9

Ratkaisujoukko on nyt 2 + 3𝑖-keskeisen ja 3-säteinen suljettu kiekko. Vastaus
selviää jo ratkaisun kolmannesta epäyhtälöstä, mutta se on viety muotoon, jolla
piirto-ohjelma sen käsittää.

𝐼𝑚

𝑅𝑒

3𝑖

2

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 ≤ 9

5.4 Tehtävät

1. Laske luvun itseisarvo:

a) 3 + 4𝑖, b) 𝑖, c) (2 − 𝑖)2,

d) 𝑖(4 + 2𝑖) − 2(3 + 3
4𝑖), e) 𝑖

3−4𝑖 , f) 2−3𝑖
𝑖+1 + 2𝑖

1−𝑖 .

2. Kumpi luvuista 𝑧1 = 10+ 8𝑖 vai 𝑧2 = 11− 6𝑖 on lähempänä origoa? Entä lukua
1 + 𝑖?

3. Ratkaise yhtälö, kun 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ja 𝑥, 𝑦 ∈ R:

a) 𝑧2 + 𝑦2 = 4𝑧 − 2𝑥𝑦𝑖, b) 𝑧 + 3𝑧 = 4 − 2𝑖.

4. Osoita, että
a) 𝑧1 · 𝑧2 = 𝑧1 · 𝑧2, b) 𝑧 = 𝑧.
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5. Osoita, että
1
𝑧
=

𝑧

|𝑧 |2
, kun 𝑧 ≠ 0.

6. Osoita, että

a)|𝑧 + 6 + 8𝑖 | ≤ 13, kun |𝑧 | = 2,
b)1 ≤ |𝑧2 − 3| ≤ 4, kun |𝑧 | = 1.

7. Kuvaile geometrisesti kompleksiluvun 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ≠ 0 suhdetta sen

a) liittolukuun 𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑖, b) lukuun 𝑧 = −𝑥 + 𝑦𝑖,

c) vastalukuun − 𝑧, d) käänteislukuun 𝑧−1 (vihje: lause 5.10).

8. Milloin |𝑧1 + 𝑧2 | = |𝑧1 | + |𝑧2 |?

9. Osoita, että
a) |𝑧 | = | − 𝑧 |, b) |𝑧 | = |𝑧 |.

10. Hahmottele yhtälön ratkaisujoukko kompleksitasoon:

a) 𝑧 + 𝑧 = −𝑧 + 8, b) |𝑧 + 2 + 4𝑖 | = 2, c) |𝑧 + 3𝑖 | = 1,
d) |𝑧 | = |𝑧 − 𝑖 |, e) Re 𝑧 = 5, f) Im (𝑧 − 𝑖) = Re (𝑧 + 4 − 3𝑖).

11. Hahmottele yhtälön ratkaisujoukko kompleksitasoon. Onko joukko avoin vai
suljettu?

a) Re 𝑧 < 1, b) |𝑧 | ≥ 1,
c) 2 ≤ |𝑧 − 1| ≤ 5, d) Im 𝑧 < Re 𝑧,

e) 0 < |𝑧 − 1 − 𝑖 | ≤ 4, f) |𝑧 + 9𝑖 | ≤ 8.

12. Mitkä ovat edellisen tehtävän joukkojen rajapisteet?

13. Anna esimerkki yhtälöstä tai epäyhtälöstä, jonka ratkaisujoukko on a) suljettu
kiekko, b) avoin kiekko, c) puhkaistu ympäristö, d) rengas.
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6 Napakoordinaattimuoto

Napakoordinaatisto (polar coordinates) on Isaac Newtonin kehittämä koordinaatis-
tosysteemi, jossa koordinaatiston keskipisteenä on napa ja sen läpi kulkeva horison-
taalinen napa-akseliksi. (Vrt. origo ja x-akseli.) Napakoordinaatit ilmoittavat pisteen
etäisyyden navasta ja sen kiertokulman napa-akselista. Esitystapa on hyvin käyttö-
kelpoinen tilanteissa, joissa kahden pisteen välinen suhde on helpompi määrittää
kulman ja etäisyyden avulla perinteisen trigonometrian sijaan.[14, s. 16]

6.1 Määritelmä

Määritelmä 6.1. [14, s. 16] Kompleksiluku 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 voidaan esittää napa-
koordinaatteina

𝑧 = (𝑟, 𝜃),

missä 𝑟 = |𝑧 | on luvun 𝑧 etäisyys koordinaatiston navasta ja 𝜃 sen vaihekulma
eli kulma napa-akselista vastapäivään kierrettynä, radiaanein ilmaistuna.

−1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
−1

1

2

3 𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝑟 = |𝑧 |

𝑧 = (𝑥, 𝑦) = (𝑟, 𝜃)

𝜃 = 𝑎𝑟𝑔(𝑧)

Kuva 6.1. Kompleksiluku napakoordinaatistossa.

Kompleksiluvun vaihekulman on sallittua kiertää koordinaatiston napa useita ker-
toja, joten yhdellä kompleksiluvulla voi olla vaihekulman suhteen monta napakoor-
dinaattia. Esimerkiksi luku −1 on napakoordinaatteina (1, 𝜋), (1, 3𝜋), (1, 5𝜋), . . . .
Siksi on tarpeen määritellä vaihekulmalle termi, jolla tarkoitetaan sen mahdollisim-
man pientä arvoa.

Määritelmä 6.2. [14, s. 17] Vaihekulmalle käytetään merkintää 𝜃 = arg 𝑧.
Argumentiksi kutsutaan välillä −𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋 sijaitsevaa vaihekulmaa ja sitä
merkitään Arg 𝑧.

Tarkastellaan napakoordinaattien yhteyttä xy-koordinaatistoon. Kuvan 6.1 koor-
dinaatistoon on piirretty kompleksiluku 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦 = (𝑥, 𝑦) = (𝑟, 𝜃). Trigonometrisesti
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vaihekulma voidaan ilmoittaa koordinaattien avulla seuraavasti:

cos 𝜃 =
𝑥

𝑟
ja sin 𝜃 =

𝑦

𝑟
,

mistä päästään muotoon

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 ja 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃.

Tästä voidaan johtaa napakoordinaattiesityksen määritelmä:

Määritelmä 6.3. [14, s. 16] Kompleksiluvun napakoordinaattiesitys on muo-
toa

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = (𝑟 cos 𝜃 + 𝑖𝑟 sin 𝜃) = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃).

Huomautus. Koska 𝑟 kuvaa luvun etäisyyttä origosta, se ei ole koskaan negatiivinen.

Huomautus. Vaihekulman kierrossa, ns. positiivinen suunta on vastapäivään ja ne-
gatiivinen suunta myötpäivään. Siis 𝜃 > 0, kun kierto tehdään akselilta vastapäivään
ja 𝜃 < 0, kun kierto tehdään akselilta myötäpäivään. Vaihekulma ilmoitetaan radiaa-
neissa.

Koska trigonomiset funktiot ovat jaksollisia, vaihekulma ei ole yksikäsitteinen.
Kosinin ja sinin arvot toistuvat 2𝜋 välein eli ne ovat 2𝜋-jaksollisia. Vaihekulmaan
𝜃0 voidaan lisätä siis loputon määrä täysiä kierroksia 𝜃0 ± 2𝜋, 𝜃0 ± 4𝜋, · · · . Luvun 𝑧

argumentti on se kulma, joka osuu välille ]−𝜋, 𝜋], kuten määritelmässä 6.2 esitetään.

Esimerkki 6.4. Kompleksiluvun 𝑧 = 1 + 𝑖 argumentti Arg 𝑧 = 𝜋
4 . Sen vaihekulmia

ovat 𝜃 = arg 𝑧 = 𝜋
4 ,

5𝜋
4 , 9𝜋

4 , · · · = 𝜋
4 ± 2𝑛𝜋, missä 𝑛 ∈ Z.

Vaihekulman voi määrittää myös tangentin avulla käyttäen suoraa luvun imaginaari-
ja reaaliosan osamäärää. Tällöin on kuitenkin otettava huomioon, että tangentin pe-
riodi on vain 𝜋, mistä johtuen kompleksiluvuilla 𝑧 ja −𝑧 näyttäisi olevan sama ar-
gumentti. Esimerkissä 6.5 käsitellään tälläista tapausta. Tangenttia hyödyntäessä on
siis huomioitava missä koordinaatiston sektorissa luku sijaitsee. Sektoritarkastelu on
tosin helppo tapa tarkastaa vaihekulman oikeellisuus myös siniä ja kosinia hyödyn-
nettäessä. [14, s. 17].

Esimerkki 6.5. Olkoot 𝑧1 = (1, 1) ja 𝑧2 = (−1,−1) kompleksilukuja. Niiden vaihe-
kulmien tangenttien arvot ovat samat: tan 𝜃1 = 1

1 = 1 ja tan 𝜃2 = −1
−1 = 1. Kuitenkin

𝜃1 = 𝜋/4 ja 𝜃2 = 5𝜋/4 = −3𝜋/4. Geometrinen havainnollistus kuvassa 6.2.

Vaihekulman voi selvittää monella tapaa. Luvun 𝑧 piirtäminen kompleksitasoon
auttaa hahmottamaan missä koordinaatiston neljänneksessä luku sijaitsee ja mikä sen
vaihekulman suuruusluokka on. Vaihekulman laskeminen erityisesti kolmannessa tai
neljännessä neljänneksessä sijaitsevasta kompleksiluvusta on harvoin suoraviivaista
ja vaatii tarkkaavaisuutta. Visualisoinnista nähdään helposti, jos saatu vaihekulman
arvo on jotain muuta kuin pitäisi ja siksi napakoordinaattimuotoa harjoitellessa kuvan
piirtäminen on hyvin suositeltavaa.
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−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

𝑧1 = (1, 1)

𝑧2 = (−1,−1)

𝜃1𝜃2

Kuva 6.2. Lukujen 𝑧1 = (1, 1) ja 𝑧2 = (−1,−1) vaihekulmat.

Esimerkki 6.6. Esitetään napakoordinaattimuodossa kompleksiluvut a) 𝑧 = 1 + 𝑖
√

3
b) 𝑧 = −3 + 2𝑖 c) 𝑧 = −

√
3 − 𝑖 d) 𝑧 = 1 − 𝑖.

a) Luvun etäisyys origosta eli sen itseisarvo lasketaan määritelmän 5.6 mukaan:

𝑟 = |𝑧 | =
√︂

12 + (
√

3)2 =
√

4 = 2.

Koska luku 𝑧 sijaitsee koordinaatiston ensimmäisessä neljänneksessä, niin 0 ≤
𝜃 ≤ 𝜋/2 ja vaihekulma voidaan laskea suoraviivaisesti tangentilla. Siis

tan 𝜃 =

√
3

1
⇔ 𝜃 = arctan

√
3

1
=
𝜋

3
.

Näin napakoordinaattimuodoksi saadaan määritelmän 6.3 mukaan

𝑧 = 2
(︂
cos

𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3

)︂
.

b) Etäisyys origosta

𝑟 = 𝑧 =
√︁
(−3)2 + 22 =

√
13(≈ 3, 6).

Luku 𝑧 sijaitsee koordinaatiston toisessa neljänneksessä, joten vaihekulman
laskemiseen on yksinkertaisempaa käyttää tangentin sijasta esimerkiksi kosi-
nia:

cos 𝜃 =
−3
√

13
⇔ 𝜃 = arccos

(︃
−3
√

13

)︃
≈ 2, 6.

Napakoordinaattimuodoksi saadaan arvio

𝑧 ≈
√

13(cos(2, 6) + 𝑖 sin(2, 6)).

c) Etäisyys origosta

𝑟 = |𝑧 | =
√︂
(−

√
3)2 + (−1)2 = 2.
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Luku 𝑧 sijaitsee koordinaatiston kolmannessa neljänneksessä, joten vaihekul-
man ratkaiseminen ei ole yhtä suoraviivaista kuin edellisissä kohdissa. Tan-
gentilla kulmaksi saadaan:

tan 𝜃 =
−1
−
√

3
⇔ 𝜃 = arctan

(︃
1
√

3

)︃
=
𝜋

6
.

Koska luku 𝑧 tosiaan sijaitsee kolmannessa neljänneksessä, vaihekulma

𝜃 =
𝜋

6
+ 𝜋 =

7𝜋
6
.

Siis
𝑧 = 2

(︃
cos

7𝜋
6

+ 𝑖 sin
7𝜋
6

)︃
.

−3 −2 −1 1 2 3
−1

1

2
𝐼𝑚

𝑅𝑒
7𝜋
6

𝑧 = −
√

3 − 𝑖

𝜋
6

d) Etäisyys origosta
𝑟 = |𝑧 | =

√︁
12 + (−1)2 =

√
2.

Luku 𝑧 sijaitsee koordinaatiston neljännessä neljänneksessä. Tarkastellaan nyt
vaihekulmaa myötäpäivään kiertyneenä eli negatiivisena kulmana −𝜃:

cos(−𝜃) = 1
√

2
⇔ −𝜃 =

𝜋

4
⇔ 𝜃 = −𝜋

4
.

Napakoordinaattimuodoksi saadaan

𝑧 =
√

2
(︂
cos

(︂
−𝜋

4

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
−𝜋

4

)︂)︂
.

6.2 Tulo ja osamäärä napakoordinaattimuodolla

Kahden kompleksiluvun tulon geometrinen esitys on helpompi ymmärtää, kun luvut
on esitetty napakoordinaattimuodoissa. Geometrisesti tulo on lukujen itseisarvojen
tulo 𝑟1 · 𝑟2 ja vaihekulmien summa arg 𝑧1 + arg 𝑧2 (kts. kuva 6.3).
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Kuva 6.3. Kahden kompleksiluvun tulon 𝑧1𝑧2 pituus on niiden pituuksien
tulo 𝑟1𝑟2 ja vaihekulma vaihekulmien summa arg 𝑧1 + arg 𝑧2

Lause 6.7. Olkoot 𝑧1 = 𝑟1(cos 𝜃1+ 𝑖 sin 𝜃1) ja 𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2+ 𝑖 sin 𝜃2) komplek-
silukuja. Niiden tulo on

𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2 [𝑐𝑜𝑠(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2)]

ja osamäärä on

𝑧1
𝑧2

=
𝑟1
𝑟2

[𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 − 𝜃2)] , (𝑧 ≠ 0).

Todistus. [14, s. 18]
Tulon kaavan johtamisessa hyödynnetään tietoa, että 𝑖2 = −1 ja summakaavaa

(kts. Liite):

𝑧1𝑧2 = 𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)
= 𝑟1𝑟2(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1) (cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)
= 𝑟1𝑟2(cos 𝜃1 cos 𝜃2 + cos 𝜃1𝑖 sin 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃1 cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃1𝑖 sin 𝜃2)
= 𝑟1𝑟2(cos 𝜃1 cos 𝜃2 − sin 𝜃1 sin 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃1 cos 𝜃2 + cos 𝜃1𝑖 sin 𝜃2)
= 𝑟1𝑟2 [(cos 𝜃1 cos 𝜃2 − sin 𝜃1 sin 𝜃2) + 𝑖(sin 𝜃1 cos 𝜃2 + cos 𝜃1 sin 𝜃2)]
= 𝑟1𝑟2 [𝑐𝑜𝑠(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2)]

Osamäärä lavennetaan termillä cos 𝜃2 − 𝑖 sin 𝜃2, jotta voidaan hyödyntää summakaa-
vaa ja trigonometristä identiteettiä sin2 + cos2 = 1:

𝑧1
𝑧2

=
𝑟1
𝑟2

cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1
cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2
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=
𝑟1
𝑟2

(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1) (cos 𝜃2 − 𝑖 sin 𝜃2)
(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2) (cos 𝜃2 − 𝑖 sin 𝜃2)

=
𝑟1
𝑟2

cos 𝜃1 cos 𝜃2 − cos 𝜃1𝑖 sin 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃1 cos 𝜃2 − 𝑖2 sin 𝜃1 sin 𝜃2

cos2 𝜃2 − cos 𝜃1𝑖 sin 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2 cos 𝜃2 − 𝑖2 sin2 𝜃2

=
𝑟1
𝑟2

(cos 𝜃1 cos 𝜃2 + sin 𝜃1 sin 𝜃2) + 𝑖(sin 𝜃1 cos 𝜃2 − cos 𝜃1 sin 𝜃2)
cos2 𝜃2 sin2 𝜃2

=
𝑟1
𝑟2
[cos(𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 − 𝜃2)]

□

Kahden napakoordinaattimuotoisen kompleksiluvun tulo ja osamäärä ovat myös
napakoordinaattimuodoissa. Lukujen tulon itseisarvo |𝑧1𝑧2 | = 𝑟1𝑟2 ja argumentti
Arg (𝑧1𝑧2) = 𝜃1+𝜃2. Huomaa, että tulon argumentti ei välttämättä ole välillä ]−𝜋, 𝜋],
joten tarkastelu on tarpeen. Siis:

|𝑧1𝑧2 | = |𝑧1 | |𝑧2 | ja arg(𝑧1𝑧2) = arg(𝑧1) + arg(𝑧2)

Seuraus 6.8. [14, s. 19] Tarkastellaan imaginaariyksikön tuloa itsensä kanssa 𝑖 · 𝑖.
Koska imaginaariyksikön pituus on 1 ja kulma 𝜋

2 , luvun 𝑖2 pituus on 1 ja kulma 𝜋.
Täten 𝑖2 = −1.

Esimerkki 6.9. Kompleksilukujen 𝑧1 = 2
(︁
cos 𝜋

2 + 𝑖 sin 𝜋
2
)︁

ja 𝑧2 = 6
(︁
cos 𝜋

3 + 𝑖 sin 𝜋
3
)︁

tulo on

𝑧1𝑧2 = 2 · 6
(︂
cos

(︂𝜋
2
+ 𝜋

3

)︂
+ 𝑖 sin

(︂𝜋
2
+ 𝜋

3

)︂)︂
= 12

(︃
cos

5𝜋
6

+ 𝑖 sin
5𝜋
6

)︃
ja osamäärä on

𝑧1
𝑧2

=
2
6

(︂
cos

(︂𝜋
2
− 𝜋

3

)︂
+ 𝑖 sin

(︂𝜋
2
− 𝜋

3

)︂)︂
=

1
3

(︂
cos

𝜋

6
+ 𝑖 sin

𝜋

6

)︂
.

Esimerkki 6.10. Kompleksilukujen 𝑧1 = 𝑖 ja 𝑧2 = −
√

3− 𝑖 argumentit ovat Arg 𝑧1 =

𝜋/2 ja Arg 𝑧2 = −5𝜋/6. Niiden tulon ja osamäärän

𝑧1𝑧2 = 𝑖(−
√

3 − 𝑖) = 1 −
√

3𝑖 ja
𝑧1
𝑧2

=
𝑖

−
√

3 − 𝑖
= −1

4
−
√

3
4
𝑖

argumentit ovat

Arg 𝑧1𝑧2 =
𝜋

2
− 5𝜋

6
= −𝜋

3
ja arg

𝑧1
𝑧2

=
𝜋

2
−

(︃
−5𝜋

6

)︃
=

4𝜋
3
.

Huomataan, että osamäärän argumentti ei ole välillä ] − 𝜋, 𝜋], eli kyseessä on eräs
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osamäärän vaihekulmista. Osamäärän argumentti

Arg
𝑧1
𝑧2

=
4𝜋
3

− 2𝜋 = −2𝜋
3
.

6.3 Tehtävät

1. Esitä napakoordinaattimuodossa:

a) 𝑧 = 1 + 𝑖, b) 𝑧 = 8𝑖, c) 𝑧 = −4,
d) 𝑧 = 8 + 8

√
3𝑖, e) 𝑧 = 2 − 2𝑖, f) 𝑧 = −1 − 𝑖.

2. Esitä muodossa 𝑥 + 𝑦𝑖:

a) 𝑧 = 5
(︂
cos 7𝜋

6 + 𝑖 sin 7𝜋
6

)︂
, b) 𝑧 = 8

√
2
(︂
cos 11𝜋

4 + 𝑖 sin 11𝜋
4

)︂
,

c) 𝑧 =

(︂
cos 3𝜋

2 + 𝑖 sin 3𝜋
2

)︂
, d) 𝑧 = 5 (cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) .

3. Esitä napakoordinaattimuodossa kahdella tavalla, argumentin ja vaihekulman
avulla:

a) (𝑟, 𝜃) = (4,−5𝜋/3), b) (𝑟, 𝜃) = (2, 2).

4. Esitä muodossa 𝑥 + 𝑦𝑖, kun

a) (𝑟, 𝜃) = (4,−5𝜋/3), b) (𝑟, 𝜃) = (2, 2).

5. Laske tulo 𝑧1𝑧2 ja osamäärä 𝑧1/𝑧2, kun

a) 𝑧1 = 2
(︁
cos 𝜋

8 + 𝑖 sin 𝜋
8
)︁

ja 𝑧2 = 4
(︂
cos 3𝜋

8 + 𝑖 sin 3𝜋
8

)︂
,

b) 𝑧1 =
√

2
(︁
cos 𝜋

4 + 𝑖 sin 𝜋
4
)︁

ja 𝑧2 =
√

3
(︁
cos 𝜋

12 + 𝑖 sin 𝜋
12

)︁
.

6. Tutki ja kuvaile mitä kompleksiluvulle 𝑧 = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) geometrisesti
tapahtuu, kun se kerrotaan luvulla 𝑧0 = cos 𝜙 + 𝑖 sin 𝜙. Tarkastele erikseen
tapaukset 𝜙 > 0 ja 𝜙 < 0.

7. Määritä kompleksiluvut 𝑧, joille

a) Arg 𝑧 = 𝜋/4, b) Arg 𝑧 = 𝜋/3.

8. Oletetaan, että kompleksiluku 𝑧1 sijaitsee koordinaatiston ensimmäisessä nel-
jänneksessä. Missä neljänneksessä sijaitsee tulo 𝑧1𝑧2, kun

a) 𝑧2 = −3, b) 𝑧2 = −𝑖,
c) 𝑧2 = 5 + 3𝑖, d) 𝑧2 = 1

2 + 4
5𝑖?

9. Kirjoita yhtälö, joka yhdistää vaihekulmat arg 𝑧 ja arg 1
𝑧
, kun 𝑧 ≠ 0.
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10. Mikä on kompleksilukujen 𝑧1 ja 𝑧2 yhteys, jos arg 𝑧1 = arg 𝑧2?
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7 Potenssi ja juuri

Tässä luvussa tarkastellaan kompleksilukujen ei-negatiivisia kokonaislukupotensseja
ja juuria. Potenssi ja juuri kytkeytyvät kompleksilaskennassa toisiinsa hyvin saman-
kaltaisesti, kuin reaalilaskennassa. Yleisesti reaalilaskennassa usein ymmärretään,
että neliöjuurella on yksi arvo. Esimerkiksi

√
4 = 2 Yhtälönratkaisussa otetaan kui-

tenkin huomioon, että luvun 4 neliöjuurena voivat olla luvut −2 ja 2, koska (−2)2 = 4
ja 22 = 4. Kuutiojuurella taas on vain yksi reaaliarvo. Esimerkiksi 𝑤 = −3 on lu-
vun −27 kuutiojuuri, koska 𝑤3 = (−3)3 = −27. Kun kuutiojuuren ratkaisujoukkoa
laajennetaan kompleksilukuihin, paljastuu, että sillä on itse asiassa kolme ratkaisua:
yksi reaalinen, kaksi imaginaarista. Yleisesti sanottuna luku 𝑤 on luvun 𝑧 𝑛. juuri,
jos 𝑤𝑛 = 𝑧. Tässä luvussa osoitetaan, että yhtälöllä 𝑤𝑛 = 𝑧 on 𝑛 kpl ratkaisuja, siis
neliöjuurella 2, kuutiojuurella 3, neljännellä juurella 4 jne.

7.1 Potenssi ja de Moivren kaava

Muodossa 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 annetun kompleksiluvun potenssin laskeminen onnistuu taval-
listen polynomien laskusääntöjen avulla, kunhan muistaa, että 𝑖2 = −1. Tämä tapa
voi kuitenkin olla työläs potenssin ollessa suuri. Johdetaan yksinkertaisempi tapa,
joka toimii napakoordinaateilla.

Tarkastellaan kompleksilukujen tulon erityistapausta, jossa 𝑧1 = 𝑧2 = 𝑧. Lauseen
6.7 mukaan

𝑧 · 𝑧 = 𝑧2 = 𝑟 · 𝑟 [cos(𝜃 + 𝜃) + 𝑖 sin(𝜃 + 𝜃)] = 𝑟2 [cos(2𝜃) + 𝑖 sin(2𝜃)] .

Tämä voidaan laajentaa potenssin yleiseen muotoon

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛 [cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃], missä 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Esimerkki 7.1. Lasketaan 𝑧6, kun 𝑧 = 2 + 2𝑖.
Vaihekulma 𝜃 = 𝜋/4 ja etäisyys origosta 𝑟 = 2

√
2. Siis

(2 + 2𝑖)6 = (2
√

2)6
(︂
cos

(︂
6 · 𝜋

4

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
6 · 𝜋

4

)︂)︂
= 512 ·

(︃
cos

(︃
3𝜋
2

)︃
+ 𝑖 sin

(︃
3𝜋
2

)︃)︃
= 512 · (0 − 𝑖)
= −512𝑖

Eräs yksinkertainen tapa laskea potenssi on kompleksiluvut ja trigonometrian yh-
distävä de Moivren kaava. Se on myös hyvin käytännöllinen trigonometristen kaavo-
jen todistamisessa, kuten esimerkistä 7.4 huomataan. Kaava saadaan kompleksiluvun
napakoordinaattien yleisestä muodosta, kun asetetaan 𝑟 = 1:
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Lause 7.2 (de Moivren kaava).

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos(𝑛𝜃) + 𝑖 sin(𝑛𝜃), missä 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Todistus. (Vrt. [5, s. 84].) Todistus kahdessa osassa. Osoitetaan ensin, että lause
pätee, kun 𝑛 = 0.

Olkoon 𝑛 = 0, nyt

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)0 = cos(0 · 𝜃) + 𝑖 sin(0 · 𝜃)
1 = cos 0 + 𝑖 sin 0
1 = 1 + 𝑖0
1 = 1.

Tapaus 𝑛 = 0 siis pätee. Todistetaan loput induktiolla muuttujan 𝑛 suhteen. Lause
pätee, kun 𝑛 = 1. Oletetaan siis, että väite pätee, kun 𝑛 = 𝑘 , ts.

𝑧𝑘 = 𝑟 𝑘 (cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃) .

Nyt lauseen 6.7 mukaan

𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 𝑧

= 𝑟 𝑘 [cos (𝑘𝜃) + 𝑖 sin(𝑘𝜃)] 𝑟 [cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃]
= 𝑟 𝑘+1 [cos (𝑘𝜃 + 𝜃) + 𝑖 sin (𝑘𝜃 + 𝜃)]
= 𝑟 𝑘+1 [cos ((𝑘 + 1) 𝜃) + 𝑖 sin ((𝑘 + 1) 𝜃)] .

□

Esimerkki 7.3. Lasketaan 𝑧3, kun 𝑧 =
√

3
2 + 1

2𝑖.
Vaihekulma 𝜃 = 𝜋

6 . Luvun etäisyys origosta 𝑟 = 1, joten voidaan käyttää de
Moivren kaavaa: (︄√

3
2

+ 1
2
𝑖

)︄3

=

(︂
cos

(︂𝜋
6

)︂
+ 𝑖 sin

(︂𝜋
6

)︂)︂3

= cos
(︂
3 · 𝜋

6

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
3 · 𝜋

6

)︂
= cos

𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
= 𝑖

Yksi sovellus de Moivren kaavalle on trigonometristen kaavojen, kuten kaksin-
kertaisten kulmien todistus:

Esimerkki 7.4. (Vrt. [7, s. 660].) Todistetaan sinin ja kosinin kaksinkertaisten kul-
mien kaavat

cos 2𝜃 = cos2 𝜃 − sin2 𝜃 ja sin 2𝜃 = 2 cos 𝜃 sin 𝜃.
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Todistus. Aloitetaan de Moivren kaavasta, jossa 𝑛 = 2. Tällöin

cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)2

= cos2 𝜃 + 2 cos 𝜃𝑖 sin 𝜃 + (𝑖 sin 𝜃)2

= cos2 𝜃 + 2 cos 𝜃𝑖 sin 𝜃 − sin2 𝜃

⇔ cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 = cos2 𝜃 − sin2 𝜃 + 𝑖2 cos 𝜃 sin 𝜃.

Koska kompleksiluvut ovat yhtäsuuret vain jos niiden reaaliosat ja imaginaariosat
ovat keskenään yhtäsuuret (määritelmä 2.2), saadaan:

cos 2𝜃 = cos2 − sin2 𝜃 ja
sin 2𝜃 = 2 cos 𝜃 sin 𝜃.

□

7.2 Juuret

Määritelmä 7.5. Olkoon 𝑛 ∈ N. Kompleksiluku 𝜔 on kompleksiluvun 𝑧 n:s
juuri, jos se toteuttaa yhtälön

𝜔𝑛 = 𝑧 eli 𝜔 = 𝑛
√
𝑧.

Lause 7.6. Kompleksiluvun 𝑧 = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) juuret 𝑤𝑛
𝑘

ovat

𝑤𝑛
𝑘 =

𝑛
√
𝑧 = 𝑛

√
𝑟

(︃
cos

𝜃 + 2𝑘𝜋
𝑛

+ 𝑖 sin
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛

)︃
,

missä 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛− 1. Erisuuruisia juuria on 𝑛 kappaletta ja ne sijaitsevat
tasaisesti kulman 2𝜋/𝑛 välein origokeskeisen, 𝑛

√
𝑟-säteisen ympyrän kehällä.

Todistus. [7, s. 660] Olkoon 𝜔 = 𝑅(cos 𝜙 + 𝑖 sin 𝜙) yksi kompleksiluvun 𝑧 juurista.
Nyt

𝜔𝑛 = 𝑧

⇔ 𝑅𝑛 [cos(𝑛𝜙) + 𝑖 sin(𝑛𝜙)] = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)
⇔ 𝑅𝑛 = 𝑟 ja 𝑛𝜙 = 𝜃 + 𝑘 · 2𝜋, 𝑘 ∈ Z

⇔ 𝑅 = 𝑛
√
𝑟 ja 𝜙 =

𝜃 + 2𝑘𝜋
𝑛

, 𝑘 ∈ Z.

Siten luvun 𝑧 juuret ovat

𝑤𝑛
𝑘 =

𝑛
√
𝑧 = 𝑛

√
𝑟

(︃
cos

𝜃 + 2𝑘𝜋
𝑛

+ 𝑖 sin
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛

)︃
,

jotka ovat erisuuria arvoilla 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛 − 1. □
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Lausetta on helpoin soveltaa etsimällä jokin luvun 𝑧 juurista ja kasvattamalla sen
argumenttia 2𝜋/𝑛 välein, kunnes kaikki juuret ovat löytyneet.
Huomautus. Lauseen 7.6 kaavassa esiintyvä juuri 𝑛

√
𝑟 tarkoittaa luvun 𝑟 𝑛:nnännen

juuren pääarvoa (kts. määritelmä 7.7). Se voidaan siis laskea tutuin reaalilaskennan
keinoin, sillä 𝑟 ∈ ℝ. Esimerkiksi kun 𝑟 = 4 ja 𝑛 = 2, voidaan laskea

√
4 = 2, eikä ole

tarpeen tutkia tulosta
√

4 = −2.

Määritelmä 7.7 (Pääarvo, (Principal value)). [14, s. 25] Kompleksiluvun 𝑧 ≠ 0
juuren 𝑤𝑛

𝑘
pääarvo on juuri, jonka vaihekulma on itseisarvoltaan pienin.

Esimerkki 7.8. Lasketaan juuret 3√𝑧, kun 𝑧 = 4 + 4
√

3𝑖.
Muokataan kompleksiluku 𝑧 napakoordinaattimuotoon. Luvun etäisyys origos-

ta 𝑟 = |𝑧 | = 8 ja sen vaihekulma 𝜃 = 𝜋/3. Napakoordinaatein esitettynä siis
𝑧 = 8(cos 𝜋

3 + 𝑖 sin 𝜋
3 ). Juuria etsiessä kannattaa pitää mielessä, että käytännössä

määritetään ratkaisuja yhtälöön 𝑤3
𝑘
= 𝑧. Nyt 𝑛 = 3, joten juurten yleinen muoto on

𝑤𝑘 =
3√𝑧 = 3√8

(︃
cos

(︃
𝜋/3 + 𝑘2𝜋

3

)︃
+ 𝑖 sin

(︃
𝜋/3 + 𝑘2𝜋

3

)︃)︃
= 2

(︃
cos

(︃
𝜋

9
+ 𝑘

2
3
𝜋

)︃
+ 𝑖 sin

(︃
𝜋

9
+ 𝑘

2
3
𝜋

)︃)︃
,

missä 𝑘 = 0, 1, 2. Koska 𝑛 = 3, yhtälöllä on 3 erilaista juurta, jotka saadaan selville
sijoittamalla muuttujaan 𝑘 arvot 0, 1 ja 2. Juuret ovat siis

𝑘 = 0; 𝑤0 = 2
(︂
cos

(︂
𝜋
9 + 0·2

3 𝜋

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
𝜋
9 + 0·2

3 𝜋

)︂)︂
= 2

(︁
cos 𝜋

9 + 𝑖 sin 𝜋
9 )

)︁
≈ 1, 87939 · · · + 𝑖0, 68404 . . .

𝑘 = 1; 𝑤1 = 2
(︂
cos

(︂
𝜋
9 + 1·2

3 𝜋

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
𝜋
9 + 1·2

3 𝜋

)︂)︂
= 2

(︂
cos 7𝜋

3 + 𝑖 sin 7𝜋
3 )

)︂
≈ −1, 53209 · · · + 𝑖1, 28558 . . .

𝑘 = 2; 𝑤2 = 2
(︂
cos

(︂
𝜋
9 + 2·2

3 𝜋

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
𝜋
9 + 2·2

3 𝜋

)︂)︂(︂
cos 13𝜋

3 + 𝑖 sin 13𝜋
3 )

)︂
≈ −0, 347296 · · · − 𝑖1, 96962 . . .

Juuret sijoittuvat kompleksitasolla 2-säteiselle kehälle kulman 2𝜋/3 välein al-
kaen kulmasta 𝜋/9. Juuren pääarvo on 𝑤0 ≈ 1, 879+ 𝑖0, 684, sillä sen vaihekulma on
itseisarvolta pienin, ts. se sijaitsee lähimpänä positiivista reaaliakselia. Huomaa, että
kuutiojuuret muodostavat tasasivuisen kolmion kärjet. Vastaavasti neljännet juuret
muodostaisivat neliön kärjet ja viidennet juuret tasakylkisen viisikulmion kärjet. Ku-
vassa 7.1 on hahmoteltu luvun 𝑧 = 4 + 4

√
3𝑖 kuutiojuuret 𝑟- eli 2-säteisen ympyrän

kehälle. On suositeltavaa, että lukija piirtää vastaavat kuvat myös harjoitustehtä-
vien laskuista. Tämä on hyvä keino tarkistaa juurten oikeellisuus, sillä 𝑛:nnet juuret
muodostavat aina tasakylkisen 𝑛-kulmion 𝑟-säteisen ympyrän kehälle.
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2

Kuva 7.1. Luvun 𝑧 = 4 + 4
√

3𝑖 kuutiojuuret. Pääjuuri korostettu.

Esimerkki 7.9. [7, s. 661] Ykkösenjuuri (root of unity) on kompleksiluku, joka
korotettuna potenssiin 𝑛 ∈ N saa arvon 1 eli ykkösenjuuret ovat yhtälön 𝑧𝑛 = 1
ratkaisuja. Juuret sijaitsevat 1-säteisellä origokeskeisellä ympyrällä, jota kutsutaan
myös yksikköympyräksi.

Juurten 𝑛 arvoa löytyvät lauseessa 7.6 esitetyn kaavan avulla. Olkoon 𝑧 = 1,
jolloin |𝑧 | = 𝑟 = 1 ja 𝑎𝑟𝑔(𝑧) = 0. Ykkösenjuurten yleinen muoto on siis

𝑛
√

1 = cos
2𝑘𝜋
𝑛

+ 𝑖 sin
2𝑘𝜋
𝑛

, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1.

7.3 Tehtävät

1. Laske potenssit:

a) (1 + 𝑖
√

3)9, b) (3 − 3𝑖)4, c)
(︂√

3
(︂
cos 3𝜋

9 + 𝑖 sin 3𝜋
9

)︂)︂6
,

d)
(︂√

2 cos 3𝜋
9 +

√
2 sin 3𝜋

9

)︂14
, e) (1+𝑖)5

(1−𝑖)5 , f) (
√

3−𝑖)3
(
√

3+𝑖)3
.

2. Johda kaava sinin ja kosinin kolminkertaisille kulmille sin(3𝜃) ja cos(3𝜃)
hyödyntäen de Moivren kaavaa.

3. Ratkaise ei-negatiivinen kokonaisluku 𝑛 yhtälöstä:

a)
(︂√

3
2 + 1

2𝑖
)︂𝑛

= −1, b)
(︂
−

√
2

2 +
√

2
2 𝑖

)︂𝑛
= 1.

4. Laske 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 ja 𝑧5, kun 𝑧 = −1
2 +

√
3

2 𝑖. Huomaatko säännönmukaisuuden?
Vihje: Laske 𝑧2 ja hyödynnä sitä seuraavassa potenssissa.

5. Osoita, että (1 + 𝑖)𝑛 + (1 − 𝑖)𝑛 on reaalinen kaikilla 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

6. Ratkaise ja piirrä kaikki ykkösenjuuret 4√1 ja 5√1.
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7. Ratkaise ja piirrä kaikki juuret sekä anna niiden pääarvo:

a) 3√8, b)
√
𝑖, c) 3√−1 + 𝑖,

d)
√︁
−1 + 𝑖

√
3, e) (3 + 4𝑖)1/2, f)

(︂
16𝑖
1+𝑖

)︂1/8
.

8. Ratkaise yhtälö:
a) 𝑧4 + 1 = 0, b) 𝑧3 = 8𝑖.

9. Reaaliluvulla voi olla kompleksisia juuria. Voiko kompleksiluvulla olle reaa-
lisia juuria, vaikka luku ei olisi reaalinen.

10. Olkoon 𝑧 kompleksiluku, jolla on neljäs juuri𝑤, joka ei ole reaalinen, eikä puh-
taasti imaginaarinen. Voivatko loput neljännet juuret olla reaalisia tai puhtaasti
imaginaarisia? Miksi?
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8 Polynomit

Kuten tutkielman alussa mainittiin, lukujoukon laajennus kompleksilukuihin on on-
nistunut yli odotusten, sillä jokaisella kompleksilukukertoimisella polynomilla on
nollakohta kompleksilukujen joukossa. Tässä luvussa osoitetaan, että jokaisella 𝑛-
asteisella polynomilla on itseasiassa 𝑛 kappaletta nollakohtia. Aiheeseen johdatellaan
aluksi tutustumalla uudelleen toisen asteen yhtälön ratkaisukaavaan, mutta tällä ker-
taa siten, että jokaiselle yhtälölle löytyy ratkaisu, vaikka kaavan diskriminantti olisi
negatiivinen.

8.1 Toisen asteen yhtälö

Eräs tärkeä sovellus kompleksiluvuille on yhtälön ratkaiseminen. Reaalilaskennasta
tuttu on tilanne, jossa toisen asteen yhtälön ratkaisukaavan neliöjuuren juurrettava on
negatiivinen. Tällöin on todettu, ettei yhtälöllä ole reaalisia ratkaisuja. Kuten edel-
listen lukujen pohjalta voi arvata, yhtälöille löytyy kyllä ratkaisut, mutta komplek-
silukujen joukosta. Tämä on hyvä esimerkki siitä kuinka reaalialueella muotoiltu
ongelma voi johtaa kompleksialueelle. Esimerkissä 8.1 vastaan tulee juuri tällainen
tilanne.

Ennen itse asiaa pohditaan hieman jo edellisessä luvussa käsiteltyä neliöjuurta.
Kirjallisuudessa neliöjuurella on usein kaksi merkitystä, reaalinen ja kompleksinen
neliöjuuri. Yleisesti reaalilaskennassa usein ymmärretään, että neliöjuurella on vain
yksi arvo, esimerkiksi

√
4 = 2. Yhtälönratkaisussa otetaan kuitenkin huomioon että

luvun 4 neliöjuurena voivat olla luvut −2 ja 2, koska (−2)2 = 4 ja 22 = 4. Tästä syys-
tä myös toisen asteen yhtälön ratkaisukaavassa on merkki ±. Kompleksilaskennassa
neliöjuurella on kaks arvoa (lukuun ottamatta lukua 0). Jos neliöjuuri ymmärretään
kompleksisena, voidaan ±-merkki korvata ratkaisukaavassa merkillä +, koska esi-
merkiksi neliöjuuret

√
4 ja

√
−4 saavat kompleksisella neliöjuurella eri arvot: ±2 ja

±2𝑖. Reaalialgebrassa juurta
√
−4 taas ei ole määritelty lainkaan.

Esimerkki 8.1 (Toisen asteen yhtälön ratkaisu). Ratkaistaan yhtälö

𝑥2 − 2𝑥 + 5 = 0.

Toisen asteen yhtälön ratkaisukaavalla, missä 𝑎 = 1, 𝑏 = −2, 𝑐 = 5 saadaan

𝑥 =
−𝑏 ±

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎

=
−(−2) ±

√︁
(−2)2 − 4 · 1 · 5
2 · 1

=
2 ±

√
−16

2
.

Juurrettava eli diskriminantti 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0, joten yhtälöllä ei ole reaalisia
ratkaisuja, imaginaarisia kylläkin:

𝑥 =
2 ±

√
−16

2
=

2 ±
√︁
(−1) (16)
2

=
2 ± 𝑖

√
16

2
=

2 ± 4𝑖
2

= 1 ± 2𝑖.
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Sijoittamalla luvut 𝑥 = 1+ 2𝑖 ja 𝑥 = 1− 2𝑖 yhtälöön, nähdään niiden totetuttavan sen:

𝑥2 − 2𝑥 + 5 = (1 + 2𝑖)2 − 2(1 + 2𝑖) + 5
= 1 + 4𝑖 − 4 − 2 − 4𝑖 + 5
= 0.

Vastaavasti (1+2i)2 − 2(1 + 2𝑖) + 5 = 0.
Reaalianalyysistä tutulla ratkaisukaavalla voidaan siis löytää myös toisen asteen

yhtälön imaginaariset ratkaisut. Kun yhtälön kertoimet 𝑎, 𝑏 ja 𝑐 ovat reaalilukuja,
yhtälön imaginaariset ratkaisut ovat toistensa liittolukuja. [14, s. 37]

Lause 8.2. Jos yhtälön 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0, missä 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R ja 𝑎 ≠ 0, ratkaisu on
𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖, myös sen liittooluku 𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑖 on yhtälön ratkaisu.

Todistus. (Vrt. [10, s. 80]) Toisen asteen yhtälön ratkaisut saadaan sille tarkoitetusta
ratkaisukaavasta. Kun diskrimantti 𝐷 = 𝑏2−4𝑎𝑐 < 0, yhtälön imaginaariset ratkaisut
ovat

𝑧 =
−𝑏 ±

√
𝐷

2𝑎
=
−𝑏 ± 𝑖

√
−𝐷

2𝑎
= − 𝑏

2𝑎
± 𝑖

√
−𝐷
2𝑎

𝑧1 = − 𝑏
2𝑎 + 𝑖

√
−𝐷
2𝑎 ja 𝑧2 = − 𝑏

2𝑎 − 𝑖
√
−𝐷
2𝑎 .

Selvästi 𝑧1 = 𝑧2. □

Lause 8.3. (Vrt. [10, s. 80]) Toisen asteen yhtälön ratkaisukaava pätee myös
kompleksilukukertoimisille yhtälöille. Yhtälön 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0, missä 𝑎, 𝑏 tai
𝑐 ∈ C ja 𝑎 ≠ 0, ratkaisut ovat

𝑧 =
−𝑏 ±

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎

.

Todistus. Sivuutetaan. □

Huomautus. Lause 8.2 ei päde, kun yksikin kertoimista 𝑎, 𝑏 tai 𝑐 on imaginaariluku.
[14, s. 38]

Esimerkki 8.4. [10, s. 80] Ratkaistaan yhtälö 𝑧2 − (2 + 3𝑖)𝑧 + 6𝑖 = 0. Toisen asteen
yhtälön ratkaisukaavalla saadaan

𝑧 =
2 + 3𝑖 ±

√︁
(2 + 3𝑖)2 − 4 · 1 · 6𝑖

2 · 1
=

2 + 3𝑖 ±
√
−5 − 12𝑖

2
.

Juuri voidaan laskea myös luvussa 7 esitetyllä tavalla, mutta käydään läpi vaihtoeh-
toinen, hieman yksinkertaisempi tapa.

√
−5 − 12𝑖 = 𝑢 + 𝑣𝑖

⇔ −5 − 12𝑖 = (𝑢 + 𝑣𝑖)2

⇔ −5 − 12𝑖 = 𝑢2 − 𝑣2 + 2𝑢𝑣𝑖.
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Saadaan siis yhtälöpari {︃
𝑢2 − 𝑣2 = −5

2𝑢𝑣 = −12.

Yhtälöparin ratkaisu on 𝑢 = −2 ja 𝑣 = 3. Siis juuren
√
−5 − 12𝑖 yksi arvo on −2 + 3𝑖,

joten

𝑧 =
2 + 3𝑖 ± (−2 + 3𝑖)

2
, eli 𝑧1 = 3𝑖, 𝑧2 = 2.

Myös kolmannen ja neljännen asteen yhtälöille on ratkaisukaavansa, joiden käy-
tössä kompleksiluvut ovat usein tarpeen. Ne ovat kohtalaisen työläitä käyttää, joten
niiden käsittely on päätetty rajata tästä materiaalista. Kiinnostuneet voivat tutustua
kolmannen asteen yhtälön ratkaisukaavaan Eero Saksmanin artikkelista Kolmannen
asteen yhtälöä ratkaisemassa [12].

8.2 Polynomit

Muistakin kuin toisen asteen polynomeista paljastuu kompleksialueella ominaisuuk-
sia, jotka eivät ole havaittavissa reaalialueella. Tässä alaluvussa tarkastellaan ja sovel-
letaan erinäisiä lauseita, jotka tuovat noita ominaisuuksia esiin. Aloitetaan polynomin
määritelmällä:

Määritelmä 8.5. [10, s. 81] Kompleksinen 𝑛-asteinen polynomifunktio (𝑛 ≥ 0)
on muotoa

𝑝(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑧 + 𝑎0, missä 𝑎𝑛, . . . , 𝑎0 ∈ C ja 𝑎𝑛 ≠ 0.

Muuttuja 𝑧 on funktion nollakohta eli juuri, jos 𝑝(𝑧) = 0.

Esimerkki 8.6. Polynomi 3𝑧4 + (2− 𝑖)𝑧3 + 𝑧 +1+6𝑖 = 0 on 4-asteinen, sen kertoimet
ovat 𝑎4 = 3, 𝑎3 = 2 − 𝑖, 𝑎2 = 0, 𝑎1 = 1, 𝑎0 = 1 + 6𝑖.

Huomautus. Pohdi miksi polynomin kerroin 𝑎𝑛 ≠ 0.

Lause 8.7 (Algebran peruslause). [10, s. 81] Olkoon 𝑝(𝑧) kompleksikertoiminen
polynomi, jonka asteluku ≥ 1. Tällöin yhtälöllä 𝑝(𝑧) = 0 on ainakin yksi ratkaisu
joukossa C.

Todistus. Todistus sivuutetaan. Lukiotasolla ymmärrettävissä oleva todistus lötyy
lähteestä [4]. □

Esimerkki 8.8. Algebran peruslauseen mukaan polynomilla 𝑝(𝑥) = 𝑥2 + 1 on ole-
massa ainakin yksi nollakohta kompleksilukujen joukossa. Ensisilmäyksellä polyno-
min kuvaajasta 8.1 voitaisiin ajatella, että tällä ylöspäin aukeavalla paraabelilla ei ole
nollakohtia. Polynomilla ei ole reaalisia juuria, mutta imaginaarisia kylläkin:

𝑥2 + 1 = 0 ⇔ 𝑥2 = −1 ⇔ 𝑥 = ±
√
−1 ⇔ 𝑥 = ±𝑖.
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Polynomin 𝑝(𝑥) nollakohdat ovat siis 𝑖 ja −𝑖, jotka eivät näy reaalilukujen koordi-
naatistossa.

−1 1

1

2

3

Kuva 8.1. Polynimin 𝑝(𝑥) = 𝑥2 + 1 juuret ±𝑖 ovat imaginaarisia eivätkä
siksi näy reaalilukujen koordinaatistossa.

Huomautus. Algebran peruslause on olemassaololause. Se siis kertoo vain ratkaisu-
jen olemassaolosta, ei menetelmää niiden löytämiseksi.

Lause 8.9 (Tekijöihinjako). [5, s. 92] Jos 𝑝(𝑧) on 𝑛-asteinen polynomi (𝑛 ≥ 1)
ja 𝑎 ∈ C on 𝑝(𝑧):n nollakohta, niin 𝑝(𝑧) on jaollinen polynomilla (𝑧 − 𝑎) eli

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑎)𝑞(𝑧),

missä 𝑞(𝑧) on polynomi, jonka aste on 𝑛 − 1.

Todistus. Sivuutetaan. □

Esimerkki 8.10. Polynomi 𝑝(𝑧) = 𝑧3 − 2𝑧2 + 𝑧 − 2 on jaollinen binomilla (𝑧 − 2) ja
voidaan esittää muodossa 𝑝(𝑧) = (𝑧 − 2) (𝑧2 + 1).

Määritelmä 8.11. Jos
𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑎)𝑘𝑞(𝑧),

sanotaan, että 𝑧 = 𝑎 on polynomin 𝑝 k-kertainen nollakohta. Huomaa, että
𝑞(𝑎) ≠ 0.

Lause 8.12 (Jakojäännöslause). Jos polynomi 𝑝(𝑧) jaetaan binomilla (𝑧 − 𝑎),
niin jakojäännös 𝑟 = 𝑝(𝑎).

Todistus. [10, s. 82] Olkoon 𝑎 ∈ C. Kun polynomi 𝑝(𝑧) jaetaan binomilla (𝑧 − 𝑎),
saadaan

𝑝(𝑧)/(𝑧 − 𝑎) = 𝑞(𝑧) + 𝑟

⇔ 𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑎)𝑞(𝑧) + 𝑟,
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missä osamäärä 𝑞(𝑧) on asteen 𝑛−1 polynomi ja jakojäännös 𝑟 vakio. Kun sijoitetaan
𝑧 = 𝑎, saadaan

𝑝(𝑎) = (𝑎 − 𝑎)𝑞(𝑎) + 𝑟

⇔ 𝑟 = 𝑝(𝑎).
□

Esimerkki 8.13. Kun 𝑝(𝑧) = (2𝑧3 − 𝑧2 − (2 + 𝑖)𝑧 − 8), jakolaskun 𝑝(𝑧)/(𝑧 + 𝑖)
jakojäännös 𝑟 on

𝑟 = 𝑝(−𝑖) = 2(−𝑖)3 − (−𝑖)2 − (2 + 𝑖) (−𝑖) − 8
= 2𝑖 + 1 + (−1 + 2𝑖) − 8
= 4𝑖 − 8.

Lause 8.14 (Polynomin jako tekijöihin nollakohtien avulla). Jokaisella komplek-
sikertoimisella 𝑛-asteisella polynomilla 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥

𝑛+· · ·+𝑎1𝑥+𝑎0 (𝑛 ≥ 1, 𝑎𝑛 ≠ 0)
on täsmälleen 𝑛 nollakohtaa 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C. Niiden avulla polynomi voidaan
esittää muodossa

𝑝(𝑥) = 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑧1) (𝑥 − 𝑧2) . . . (𝑥 − 𝑧𝑛).

Mikäli jotkin nollakohdista 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛 ovat yhtäsuuret, on kyseessä moninker-
tainen nollakohta (kts. määritelmä 8.11).

Todistus. [10, s. 84] Algebran peruslauseen mukaan polynomilla

𝑝(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + · · · + 𝑎1𝑥 + 𝑎0(𝑛 ≥ 1, 𝑎 ≠ 0)

on ainakin yksi nollakohta, 𝑧1. Tekijälauseen mukaan 𝑝(𝑧) on siis jaollinen binomilla
(𝑧 − 𝑧1), joten

𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1)𝑞(𝑧),

missä 𝑞(𝑧) on (𝑛 − 1)-asteinen polynomi. Jos 𝑛 − 1 ≥ 1, niin algebran peruslauseen
mukaan myös polynomilla 𝑞(𝑧) on ainakin yksi nollakohta 𝑧2. Voidaan siis merkitä

𝑞(𝑧) = (𝑧 − 𝑧2)𝑠(𝑧)

ja edelleen
𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1) (𝑧 − 𝑧2)𝑠(𝑧),

missä 𝑠(𝑧) on (𝑛 − 2)-asteinen polynomi. Jatketaan menettelyä, kunnes viimeisen
jakolaskun tulos on 0-asteinen polynomi eli vakio 𝑐 ja polynomi 𝑝 on tullut muotoon

𝑝(𝑥) = 𝑐(𝑥 − 𝑧1) (𝑥 − 𝑧2) . . . (𝑥 − 𝑧𝑛).

Kun tekijöihin jaettu polynomi kerrotaan auki, 𝑛. asteen termiksi saadaan 𝑐𝑥𝑛, joten
täytyy olla 𝑐 = 𝑎𝑛. □
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Esimerkki 8.15. Polynomilla 𝑝(𝑥) = 𝑥5+3𝑥3+2𝑥2−18𝑥+12 on lauseen 8.2 mukaan
tasan 5 juurta. Ne ovat 1, −2 ja ±𝑖

√
6, joista ensimmäinen on kaksinkertainen juuri.

Polynomi voidaan siis esittää nollakohtiensa avulla muodossa

𝑝(𝑥) = (𝑥 − 1)2(𝑥 + 2) (𝑥 − 𝑖
√

6) (𝑥 + 𝑖
√

6).

8.3 Tehtävät

1. Eräällä reaalikertoimisella toisen asteen yhtälöllä 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 on kaksi
imaginaariratkaisua, joista toinen on 𝑧 = 3 +

√
2𝑖. Mikä on sen yhtälön toinen

ratkaisu?

2. Ratkaise yhtälö:

a) 𝑧2 + 6 = 0, b) 𝑧2 − 6𝑧 + 13 = 0, c) 𝑧2 + (2 − 𝑖)𝑧 − 2𝑖 = 0,
d) 𝑧2 − (7 + 𝑖)𝑧 + 24 + 7𝑖 = 0, e) 𝑧2 + 𝑧 + 1 − 𝑖 = 0.

3. Osoita, että kompleksilukukertoimisen toisen asteen yhtälön 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0
ratkaisuille pätee

a) 𝑧1 + 𝑧2 = − 𝑏
𝑎
, b) 𝑧1𝑧2 = 𝑐

𝑎
.

4. Kuinka monta nollakohtaa on polynomilla

a) 3𝑧2 + 𝑧 + 1, b) 𝑧9,

c) (3 + 𝑖)𝑧 + 1, d) 2 + 4𝑖?

5. Jaa polynomi ensimmäisen asteen tekijöihin:

a) 𝑧2 + 1, b) 𝑧2 − 4𝑧 + 13,
c) 2𝑧2 + (1 + 4𝑖)𝑧 + 𝑖 − 2, d) 2𝑧3 − 3𝑧2 + 4𝑧 = 0.

6. Onko polynomi 𝑧3 − 2𝑧2 + 𝑧 − 2 jaollinen binomilla

a) (𝑧 − 2), b) (𝑧 + 1),
c) (𝑧 + 𝑖), d) (𝑧 + 2 − 𝑖).

7. Ratkaise jakolaskun jakojäännös:

a) (𝑧4 + 1)/(𝑧 − 5), b) (𝑧3 + 𝑧 + 4)/(𝑧 − 𝑖),
c) (4𝑧2 + (3 + 2𝑖)𝑧 + 1)/(𝑧 − 3, ) d) ((4 + 𝑖)𝑧2 + 8𝑖𝑧 + 𝑖)/(𝑧 + 3 + 𝑖).
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9 Kompleksifunktiot

Tässä luvussa tarkastellaan kompleksifunktioita. Ne ovat vastine tutuille ja turval-
lisille reaalilaskennan funktioille, joihin ne luonnollisesti supistuvatkin, kun 𝑧 on
reaalinen. Myös kompleksisilla funktioilla esiintyy ominaisuuksia, jotka eivät il-
mene reaalilaskennassa, mikä mahdollistaa niille erilaisia sovelluskohteita. Luvus-
sa esitetään myös pintaraapaisu kompleksifunktoiden kuvauksiin, joka ei ole aivan
niin yksinkertainen, kuin reaalifunktioilla. Kompleksifunktioiden erityistapauksista
tutustutaan tarkemmin eksponenttifunktioon ja trigonometrisiin funktioihin.

9.1 Kompleksifunktion määritelmä ja kuvaaja

Tämän alaluvun lähteenä on [14, s. 50-64].
Reaalifunktioiden yhteydestä tuttu merkintä 𝑦 = 𝑓 (𝑥) tarkoittaa, että 𝑓 on re-

aalimuuttujan 𝑥 funktio, ja sen reaaliarvo on 𝑦. Vastaavasti kompleksifunktio 𝑓 on
kompleksiluvun 𝑧 funktio, jonka arvo on kompleksiluku 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣, missä 𝑢, 𝑣 ∈ R.
Siis

𝑤 = 𝑓 (𝑧).

Määritelmä 9.1 (Kompleksifunktio). Kompleksifunktio on funktio 𝑓 , jonka
määrittely- ja arvojoukkona on C tai sen osajoukko.

Esimerkki 9.2 (Kompleksifunktion määrittely- ja arvojoukko). a) Kompleksifunk-
tion 𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 𝑧2 määrittelyjoukko on C. Myös arvojoukko on C, sillä yhtä-
löllä 𝑤 = 𝑧2 on aina ratkaisu 𝑧 = ±

√
𝑤.

b) Funktion𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 2
𝑧−3 määrittelyehto on 𝑧 ≠ 3. Yhtälön𝑤 = 2

𝑧−3 ratkaisu on
𝑧 = 2

𝑤
+3, joten funktion 𝑓 arvojoukko on kaikki 0:sta eroavat kompleksiluvut.

Usein on helpompaa ilmaista funktio sen reaali- ja imaginaariosissa. Komplek-
sifunktio voidaankin esittää kahden reaalifunktion avulla seuraavasti:

𝑓 (𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦).

Tässä 𝑢(𝑥, 𝑦) on funktion 𝑓 reaaliosa ja 𝑣(𝑥, 𝑦) on sen imaginaariosa. Huomaa, että
𝑢(𝑥, 𝑦) ja 𝑣(𝑥, 𝑦) ovat kahden reaalimuuttujan reaalifunktioita.

Esimerkki 9.3. Etsitään funktioiden a) 𝑓 (𝑧) = 𝑧2 b) 𝑔(𝑧) = 𝑧 + 3𝑅𝑒(𝑧) reaali- ja
imaginaariosat.

a) Sijoitetaan funktion 𝑓 muuttujaksi 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ja sievennetään:

𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 𝑧2 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦𝑖 + (𝑦𝑖)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑥𝑦𝑖.

Siis reaaliosa 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 ja imaginaariosa 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦.
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b) Sijoitetaan funktion 𝑔 muuttujaksi 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 ja sievennetään:

𝑤 = 𝑔(𝑧) = (𝑥 + 𝑦𝑖) + 3𝑅𝑒(𝑥 + 𝑦𝑖) = 4𝑥 + 𝑦𝑖.

Siis reaaliosa 𝑢(𝑥, 𝑦) = 4𝑥 ja imaginaariosa 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑦

Reaalianalyysissa funktion 𝑦 = 𝑓 (𝑥) kuvaaja esitetään graafisesti 𝑥𝑦-tasolla ja
näin saadaan visuaalinen esitys funktion ominaisuuksista. Funktion 𝑓 kuvaaja on
siis joukko pisteitä (𝑥, 𝑓 (𝑥)) kaksiulotteisessa koordinaatistossa. Kompleksifunk-
tiolle 𝑤 = 𝑓 (𝑧) vastaavanlainen esitystapa ei toimi, sillä 𝑧 ja 𝑤 sijaitsevat molem-
mat kaksiulotteisessa kompleksitasossa, jolloin pistejoukko (𝑧, 𝑓 (𝑧)) sijaitsee ne-
liulotteisessa avaruudessa. Tästä syystä kompleksifunktion kuvaajaa ei voida piirtää.
Kompleksifunktioiden kuvaajien graafiseen esitykseen on oma esitystapansa, jonka
on kehittänyt saksalanen matemaatikko Bernhard Riemann. Kompleksifunktion

𝑓 (𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)

kuvaajan käsittelyyn tarvitaan kaksi tasoa. Taso 𝑧, johon kuvataan luvun 𝑧 arvot sekä
taso 𝑤, johon kuvautuvat funktion 𝑓 arvot 𝑤 = 𝑓 (𝑧). Piste 𝑧0 𝑧-tasolta kuvautuu siis
pisteeksi 𝑤0 𝑤-tasolle, jolloin sanotaan, että 𝑓 kuvaa 𝑧0:n 𝑤0:ksi.

Koska kompleksifunktiota kokoaisuudessaan ei voida esittää graafisesti, on tut-
kittava tiettyä pistejoukkoa 𝑧-tasossa kuten suoran 𝑥 = 1 tai joukon 𝑅𝑒(𝑧) ≤ 1 pisteitä
ja tarkasteltava kuinka ne kuvautuvat 𝑤-tasolle.

Esimerkki 9.4. Tarkastellaan suoran Re 𝑧 = 3 kuvaa kuvauksessa 𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 𝑖𝑧.
Kirjoitetaan suora kompleksimuodossa 𝑧 = 3+𝑦𝑖, missä 𝑦 ∈ R. Jotta suoran kuva

saadaan selville, on selvitettävä mitä arvoja suoran pisteet saavat kun se sijoitetaan
funktioon 𝑓 . Arvot selviävät sijoittamalla:

𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 𝑓 (3 + 𝑦𝑖) = 𝑖(3 + 𝑦𝑖) = −𝑦 + 3𝑖.

Suora 𝑧 = 𝑦𝑖 kuvautuu siis z-tasolta suoraksi 𝑤 = −𝑦 + 3𝑖 w-tasolle. Huomaa, että
suoran 𝑤 reaaliosa 𝑢(𝑥, 𝑦) = −𝑦 ja imaginaariosa 𝑣(𝑥, 𝑦) = 3. Muuttuja 𝑦 on siis
reaaliosan reaaliarvoinen muuttuja.

𝑅𝑒3

Re 𝑧 = 3

𝑧-taso

𝐼𝑚 𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝑤 = −𝑦 + 3𝑖
3𝑖

𝑤-taso

Kuva 9.1. Suora Re 𝑧 ja sen funktion 𝑓 kuvaama kuva 𝑤 = −𝑦 + 3𝑖.
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Esimerkki 9.5. Etsitään suoran 𝑥 = 1 kuva kun 𝑤 = 𝑧2. Suora 𝑥 = 1 on komplek-
simuodossa 𝑧 = (1, 𝑦), missä 𝑦 ∈ R. Esimerkistä 9.3 nähdään, että funktion 𝑤 = 𝑧2

reaali- ja imaginaariosat ovat {︄
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦.

Sijoitetaan niihin 𝑥 = 1 eli 𝑧 = (1, 𝑦) ja saadaan{︄
𝑢(1, 𝑦) = 1 − 𝑦2

𝑣(1, 𝑦) = 2𝑦.

Tämä yhtälöpari määrittää kuvaajan 𝑤-tasolla. Ratkaisemalla alemmasta yhtälöstä
muuttuja 𝑦 ja sijoittamalla se ylempään yhtälöön, saadaan

𝑢 = 1 − ( 𝑣
2
)2 = 1 − 1

4
𝑣2.

Suora 𝑥 = 1 kuvautuu siis oikealle avautuvaksi paraabeliksi 𝑢 = 1 − 1
4𝑣

2 kompleksi-
kuvauksessa 𝑤 = 𝑧2.

𝑅𝑒

𝑧-taso

𝐼𝑚𝐼𝑚

𝑅𝑒

𝑤-taso

Kuva 9.2. Suoran 𝑥 = 1 funktion 𝑓 kuva 𝑢 = 1 − 1
4𝑣

2.

Esimerkissä 9.7 on määritelty janan kuvaus kompleksitasoon. Tähän on otettu
avuksi parametri, joka määritellään seuraavaasti:

Määritelmä 9.6. Jos 𝑥(𝑡) ja 𝑦(𝑡) ovat reaaliarvoisia reaalimuuttujan 𝑡 funktioita,
niin joukkoa 𝐶, joka koostuu pisteistä

𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡

kutsutaan parametriseksi käyräksi. Kompleksifunktiota 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡)
kutsutaan käyrän parametriesitykseksi.

Parametriesitys on hyödyllinen esimerkiksi avaruuskäyrien käsittelyssä. Tässä
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tutkelmassa käsitellään ainoastaan janan parametriesitys, mutta esimerkiksi ympyrän
parametriesitykseen voi tutustua lähteestä [14, s. 63].

Pisteiden 𝑧0 ja 𝑧1 välisen janan parametriesitys on

𝑧(𝑡) = 𝑧0(1 − 𝑡) + 𝑧1𝑡, missä 0 ≤ 𝑡 ≤ 0.

Esimerkki 9.7. Etsitään pisteiden 1 ja 𝑖 välisen janan kuva kuvauksessa 𝑤 = 𝑖𝑧

käyttäen parametriesitystä.
Olkoon 𝐶 janan pistejoukko ja 𝐶′ sen kuva. Merkitään 𝑧0 = 1 ja 𝑧1 = 𝑖, jolloin

parametrin 𝑡 avulla esitettynä janan lausekkeeksi saadaan

𝑧(𝑡) = 1(1 − 𝑡) + 𝑖𝑡 = 1 − 𝑡 + 𝑖𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Kun tämä sijoitetaan kuvauksen funktioon 𝑤 = 𝑓 (𝑧), saadaan

𝑤(𝑡) = 𝑓 (𝑧(𝑡)) = 𝑖(1 − 𝑡 + 𝑖𝑡)
= 𝑖 − 𝑖𝑡 − 𝑡

= −𝑡 + (1 − 𝑡)𝑖
= −𝑡 − (1 − 𝑡)𝑖, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Sijoittamalla tähän parametrin 𝑡 suurin ja pienin arvo eli 0 ja 1, saadaan kuvauksen
alku ja päätepisteet:

alkupiste 𝑡 = 0; −0 − (1 − 0)𝑖 = −𝑖
päätepiste 𝑡 = 1; −1 − (1 − 1)𝑖 = −1.

Kuvajoukko 𝐶′ on siis pisteiden −𝑖 ja −1 välinen jana.

𝑧-taso 𝑤-taso

1

−1

𝑖

−𝑖

𝐶

𝐶′

Kuva 9.3. Janan pistejoukon 𝐶 kuvauksen 𝑓 kuva 𝐶′.
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9.2 Eksponenttifunktio

Määritelmä 9.8. [14, s. 39] Kompleksimuuttujan eksponenttifunktio määri-
tellään seuraavasti:

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥 (cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦).

Esimerkki 9.9. Kompleksiluvun 𝑧 = 1 + 𝜋𝑖 eksponenttifunktion arvo on

𝑒𝑧 = 𝑒1+𝜋𝑖 = 𝑒1(cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) = 𝑒(−1 + 𝑖0) = −𝑒 ≈ −2, 718.

Esimerkki 9.10 (Eulerin identiteetti). Luvulla 𝑧 = 𝜋𝑖 saadaan tulos

𝑒𝜋𝑖 = 𝑒0(cos(𝜋) + 𝑖 sin(𝜋))
= 1(−1 + 𝑖0)
= −1.

Yhtälö 𝑒𝜋𝑖+1 = 0 on nimeltään Eulerin identiteetti. Sitä kutsutaan myös matematiikan
kauneimmaksi yhtälöksi, sillä se yhdistää mielenkiintoisella tavalla hyvin keskeiset
luvut 0, 1, 𝜋, 𝑒 ja 𝑖.

Eksponenttifunktioille pätevät samat tutut laskusäännöt, kuin reaalilukujen eks-
ponenttifunktioille:

Lause 9.11. Kompleksiluvun 𝑧 eksponenttifunktiolle 𝑒𝑧 pätevät

1) 𝑒0 = 1
2) 𝑒𝑧1 + 𝑒𝑧2 = 𝑒𝑧1𝑧2

3) 𝑒𝑧1/𝑒
𝑧
2 = 𝑒𝑧1−𝑧2

4) (𝑒𝑧)𝑛 = 𝑒𝑧𝑛.

Todistus. [14, s. 178] Merkitään 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖 ja 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2𝑖.

1) Kompleksinen eksponenttifunktio, jonka potenssi on reaaliluku eli 𝑧 = 𝑥

käyttäytyy samoin kuin reaalinen eksponenttifunktio. Merkitään siis luku 0
kompleksimuodossa 0 + 0𝑖. Nyt

𝑒0+0𝑖 = 𝑒0 = 1.

2) Käytetään reaalisen eksponenttifunktion ominaisuuksia, määritelmää 9.8 sekä
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sinin ja kosinin summakaavoja (liite, kaavat 11 ja 12). Saadaan

𝑒𝑧1𝑒𝑧2 = 𝑒𝑥1+𝑦1𝑖𝑒𝑥2+𝑦2𝑖

= 𝑒𝑥1 (cos 𝑦1 + sin 𝑦1)𝑒𝑥2 (cos 𝑦2 + sin 𝑦2)
= 𝑒𝑥1+𝑥2 (cos 𝑦1 + sin 𝑦1) (cos 𝑦2 + sin 𝑦2)
= 𝑒𝑥1+𝑥2 (cos 𝑦1 cos 𝑦2 + 𝑖 sin 𝑦2 cos 𝑦1 + 𝑖 sin 𝑦1 cos 𝑦2 − sin 𝑦1 sin 𝑦2)
= 𝑒𝑥1+𝑥2 ((cos 𝑦1 cos 𝑦2 − sin 𝑦1 sin 𝑦2) + 𝑖(sin 𝑦1 cos 𝑦2 + sin 𝑦2 cos 𝑦1))
= 𝑒𝑥1+𝑥2 (cos(𝑦1 + 𝑦2) + 𝑖 sin(𝑦1 + 𝑦2)
= 𝑒(𝑥1+𝑥2)+𝑖(𝑦1+𝑦2)

= 𝑒𝑥1+𝑖𝑦1+𝑥2+𝑖𝑦2

= 𝑒𝑧1+𝑧2 .

3) ja 4) Vastaavasti, kuin kohta 2).

□

Reaalisen ja kompleksisen eksponenttifunktion suurin ero on, että kompleksinen
eksponenttifunktio on jaksollinen. Jaksollisuus johtuu siitä, että kompleksinen eks-
ponenttifunktio on määritelty jaksollisten funktioiden, sinin ja kosinin avulla. Koska
määrittely liittyy vain funktion imaginaariseen osaan, on jaksollisuuskin puhtaasti
imaginaarinen eikä siten näy reaalialueella.

Lause 9.12. Eksponenttifunktio on 2𝜋𝑖-jaksollinen eli

𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 .

Todistus. [14, s. 179] Eksponenttifunktion laskusäännöillä saadaan

𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧𝑒2𝜋𝑖

= 𝑒𝑧 (cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋)
= 𝑒𝑧 (1 + 𝑖0)
= 𝑒𝑧 .

□

Käytännössä eksponenttifunktion jaksollisuudesta seuraa, että jos funktio 𝑓 (𝑧) =
𝑒𝑧 kuvaa pisteen 𝑧 pisteeksi 𝑤, myös pisteet 𝑧 ± 2𝜋𝑖, 𝑧 ± 4𝜋𝑖, 𝑧 ± 6𝜋𝑖 . . . kuvautuvat
pisteeseen𝑤. Koska eksponenttifunktion määritelmään liittyvät funktiot cos 𝑦 ja sin 𝑦

saavat kaikki arvonsa välillä 0 < 𝑦 < 2𝜋, myös 𝑒𝑧 saa kaikki arvonsa jaksovyössä
0 ≤ Im 𝑧 < 2𝜋. Kts. kuva 9.4. [2, s. 30]

Tutkimalla puhtaasti imaginaaristen lukujen eksponenttifunktiota eli asettamalla
𝑥 = 0, päädytään Eulerin kaavaan[14, s.39]:

e𝑦𝑖 = cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦.
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𝐼𝑚

𝑅𝑒

2𝜋𝑖

−2𝜋𝑖

0

𝑧

𝑧 + 2𝜋𝑖

𝑧 − 2𝜋𝑖

Kuva 9.4. Funktion 𝑒𝑧 jaksovyö. (Vrt. [2, s. 30].)

Eulerin kaavaa hyödynnetään myös alaluvussa 9.3 trigonometristen funktioiden joh-
tamisessa ja niihin liittyvien kaavojen todistamisessa.

Tutkitaan kuitenkin ensin eksponenttifunktion ominaisuuksia. Kun 𝑧 on puhtaasti
imaginaarinen, eksponenttifunktion itseisarvo on aina 1:

|𝑒𝑖𝑦 | = | cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦 | =
√︂

cos2 𝑦 + sin2 𝑦 =
√

1 = 1.

Tästä ja Eulerin kaavasta seuraa, että imaginaaristen ja reaalisten eksponenttifunk-
tioiden itseisarvo riippuu vain arvosta 𝑥 ja vaihekulma arvosta 𝑦:

|𝑒𝑧 | = 𝑒𝑥+𝑦𝑖 = 𝑒𝑥𝑒𝑦𝑖 = 𝑒𝑥 · 1 = 𝑒𝑥 ja
arg 𝑒𝑧 = 𝑦 ± 2𝑛𝜋.

Esimerkki 9.13. Kompleksiluvun 𝑧 = 1+𝜋𝑖 eksponenttifunktion 𝑒𝑧 itseisarvo |𝑒𝑧 | =
1 ja vaihekulma arg 𝑒𝑧 = 𝜋 ± 2𝑛𝜋.

Koska |𝑒𝑧 | = 𝑒𝑥 > 0, huomataan, että määritelmä 9.8 on oikeastaan 𝑒𝑧 napakoor-
dinaattimuodossa. Eksponenttifunktion avulla napakoordinaateille saadaankin lyhyt
merkintä [14, s.39]:

𝑧 = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑟𝑒𝜃𝑖 .

Napakoordinaattimuodon eksponenttiesityksellä kerto- ja jakolasku, komple-
mentti sekä de Moivren kaava saavat muodon [5, s. 85]

1) 𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑒
𝑖𝜃1𝑟2𝑒

𝑖𝜃2 = 𝑟1𝑟2𝑒
𝑖(𝜃1+𝜃2)

2) 𝑧1
𝑧2

=
𝑟1
𝑟2
𝑒𝑖(𝜃1−𝜃2)

3) 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒−𝑖𝜃

4) 𝑧𝑛 = (𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑛 = 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃
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Esimerkki 9.14. Lasketaan a) 𝑧1𝑧2 b) 𝑧1/𝑧2 c) 𝑧1 c) 𝑧4
1, kun 𝑧1 =

√
3(cos 𝜋

3 + 𝑖 sin 𝜋
3 )

ja 𝑧2 = 2(cos 5𝜋
6 + 𝑖 sin 5𝜋

6 ).
Muutetaan luvut napakoordinaattimuodosta eksponenttiesitykseen:

𝑧1 =
√

3(cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
) =

√
3𝑒𝑖𝜋/3,

𝑧2 = 2(cos
5𝜋
6

+ 𝑖 sin
5𝜋
6
) = 2𝑒𝑖5𝜋/6.

Nyt
a) 𝑧1𝑧2 =

√
3 · 2 · 𝑒𝑖(𝜋/3+5𝜋/6) = 2

√
3𝑒𝑖(7𝜋/6)

b) 𝑧1/𝑧2 =
√

3
2 𝑒𝑖(𝜋/3−5𝜋/6) =

√
3

2 𝑒−𝑖𝜋/2

c) 𝑧1 =
√

3𝑒𝑖𝜋/3 =
√

3𝑒−𝑖𝜋/3

d) 𝑧4 = (
√

3)4(𝑒𝑖𝜋/3)4 = 9𝑒𝑖4𝜋/3.

Esimerkki 9.15. Ratkaistaan yhtälö 𝑒𝑧 = 2𝑖.
Olkoon 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Aiemmat kompleksilukuyhtälöt on ratkaistu vertaamalla

yhtälön oikean ja vasemman puolen reaali- ja imaginaariosia. Eksponenttiyhtälöissä
on helpompaa verrata itseisarvoa ja vaihekulmaa. Siis{︃

|𝑒𝑧 | = 𝑒𝑥 ,

arg 𝑒𝑧 = 𝑦 + 2𝑛𝜋.

{︃
|2𝑖 | = 2,

arg 2𝑖 = 𝜋.

Itseisarvoista saadaan
𝑒𝑥 = 2 ⇔ 𝑥 = ln 2

ja vaihekulmista

𝑦 + 2𝑛𝜋 = 𝜋 ⇔ 𝑦 = 𝜋 − 2𝑛𝜋 = (1 − 2𝑛)𝜋.

Yhtälön ratkaisu on siis 𝑧 = ln 2 + (1 − 2𝑛)𝜋𝑖.

9.3 Trigonometriset funktiot

Tässä alaluvussa tarkastellaan trigonometrisia kompleksifunktioita. Aihe on rajattu
lähinnä trigonometristen kaavojen todistamiseen sekä kompleksifunkioiden ominai-
suuksiin, sillä niiden soveltaminen vaatisi syvempää ymmärtämistä myös logaritmien
kompleksifunktioista. Aiheesta voi opiskella lisää lähteestä [14], jossa käsitellään
myös hyberbolisen siniä ja kosinia kompleksitasossa sekä niiden kuvaajia.

Johdetaan aluksi määritelmä sinin ja kosinin kompleksifunktioille. Eulerin kaa-
vasta

𝑒𝑖𝑦 = cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦, 𝑒−𝑖𝑦 = cos 𝑦 − 𝑖 sin 𝑦

saadaan yhteenlaskulla

𝑒𝑖𝑦 + 𝑒−𝑖𝑦 = 2 cos 𝑦 ⇔ cos =
𝑒𝑖𝑦 + 𝑒−𝑖𝑦

2
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ja vähennyslaskulla

𝑒𝑖𝑦 − 𝑒−𝑖𝑦 = 2𝑖 sin 𝑦 ⇔ sin 𝑦 =
𝑒𝑖𝑦 − 𝑒−𝑖𝑦

2𝑖
.

Näistä saadaan luontevasti määritelmä kompleksisille trigonometrisille funktioille:

Määritelmä 9.16. [14, s. 201] Kompleksimuuttujan 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 sini ja kosini ovat

cos 𝑧 =
1
2
(𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧), ja

sin 𝑧 =
1
2𝑖
(𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧).

Kompleksimuuttujan tangentti ja kotangentti taas määritellään reaalilukujen ta-
paan sinin ja kosinin avulla

tan 𝑧 =
sin 𝑧
cos 𝑧

ja cot 𝑧 =
cos 𝑧
sin 𝑧

.

Esimerkki 9.17. Ilmoitetaan trigonometrisen funktion arvo muodossa 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦:
a) sin 𝑖, b) cos(4 − 2𝑖), c) tan(𝜋 − 𝑖).

a) Koska 𝑧 on puhtaasti imaginaarinen, sinin määrittäminen on suhteellisen yk-
sinkertaista:

sin 𝑖 =
𝑒𝑖·𝑖 − 𝑒−𝑖·𝑖

2𝑖
=
𝑒−1 − 𝑒1

2
· (−𝑖) ≈ 1, 1752𝑖.

b) Kun 𝑧 ei ole reaalinen, tarvitaan myös määritelmää 9.8:

cos(4 − 2𝑖) = 𝑒𝑖(4−2𝑖) + 𝑒−𝑖(4−2𝑖)

2

=
𝑒2+4𝑖 + 𝑒−2−4𝑖

2

=
𝑒2(cos 4 + 𝑖 sin 4) + 𝑒−2(cos(−4) + 𝑖 sin(−4))

2

=
𝑒2 cos 4 + 𝑒−2 cos(−4) + 𝑖(𝑒2 sin 4 + 𝑒−2 sin(−4))

2
≈ −2, 459 − 2, 745𝑖.

c) Tangentti esitetään ensin sinin ja kosinin määritelmien avulla, jonka jälkeen
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sievennetään saatu lauseke b)-kohdan tavoin käyttäen määritelmää 9.8:

tan(𝜋 − 𝑖) = sin(𝜋 − 𝑖)
cos(𝜋 − 𝑖)

=

(︂
𝑒𝑖(𝜋−𝑖) − 𝑒−𝑖(𝜋−𝑖)

)︂
/2𝑖(︁

𝑒𝑖(𝜋−𝑖) + 𝑒−𝑖(𝜋−𝑖)
)︁
/2

=

(︁
𝑒1+𝑖𝜋 − 𝑒−1−𝑖𝜋 )︁(︁
𝑒1+𝑖𝜋 + 𝑒−1−𝑖𝜋 )︁ 𝑖

=
𝑒(cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) − 𝑒−1(cos(−𝜋) + 𝑖 sin(−𝜋))
𝑒(cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) + 𝑒−1(cos(−𝜋) + 𝑖 sin(−𝜋))

· (−𝑖)

= −𝑒(−1 + 𝑖0) − 𝑒−1(−1 + 𝑖0)
𝑒(−1 + 𝑖0) + 𝑒−1(−1 + 𝑖0)

𝑖

= −−𝑒 + 𝑒−1

−𝑒 − 𝑒−1 𝑖

≈ 0, 762𝑖.

Huomautus. Reaaliluvuilla | sin 𝑥 | ≤ 1 ja | cos 𝑥 | ≤ 1 eli ne eivät saa arvoa 1 suu-
rempia tai arvoa −1 pienempiä arvoja. Toisin on kompleksialueella, kuten edellisen
esimerkin a)-kohta osoittaa.

Yhteinen ominaisuus trigonometristen reaalifunktioiden ja kompleksifunktioiden
välillä on niiden jaksollisuus:

Lause 9.18. Trigonometrisilla kompleksifunktiolla sin 𝑧 ja cos 𝑧 on reaalinen
jakso 2𝜋:

sin(𝑧 + 2𝜋) = sin 𝑧 ja cos(𝑧 + 2𝜋) = cos 𝑧.

Todistus. [14, s.202] Aiemmin todistettiin, että kompleksinen eksponenttifunktio on
2𝜋𝑖-jaksollinen eli

𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 .

Kun muuttuja 𝑧 korvataan muuttujalla 𝑖𝑧, eksponenttifunktiolla 𝑒𝑖𝑧 on reaaliarvoinen
jakso 2𝜋:

𝑒𝑖𝑧+𝑖2𝜋 = 𝑒𝑖(𝑧+2𝜋) = 𝑒𝑖𝑧 .

Vastaavasti myös funktiolla 𝑒−𝑖𝑧 on jakso 2𝜋. Funktioiden 𝑒𝑖𝑧 ja 𝑒−𝑖𝑧 jaksollisuutta
hyödyntämällä saadaan

sin(𝑧 + 2𝜋) = 𝑒𝑖(𝑧+2𝜋) − 𝑒−𝑖(𝑧+2𝜋)

2𝑖
=
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
= sin 𝑧.

Kosinifunktion jaskollisuus vastaavasti. □

Useimmat sinin ja kosinin ominaisuudet säilyvät kompleksialueelle siirryttäessä.
Seuraavat reaalianalyysistä tutut trigonometriset kaavat pätevät myös kompleksilu-
vuilla:
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Lause 9.19. [14, s.202] Kun 𝑧 ∈ C, sinille ja kosinille pätevät seuraavat kaavat:

1) sin(−𝑧) = − sin(𝑧) ja cos(−𝑧) = cos 𝑧
2) sin2 𝑧 + cos2 𝑧 = 1
3) sin(𝑧1 ± 𝑧2) = sin 𝑧1 cos 𝑧2 ± cos 𝑧1 sin 𝑧2
4) cos(𝑧1 ± 𝑧2) = cos 𝑧1 cos 𝑧2 ∓ sin 𝑧1 sin 𝑧2
5) sin 2𝑧 = 2 sin 𝑧 cos 𝑧 ja cos 2𝑧 = cos2 𝑧 − sin2 𝑧.

Todistus. [9] Käydään läpi todistus kaavalle 3. Loput jäävät harjoitustehtäviksi. Huo-
maa, että koska kompleksiluvut ovat reaalilukujoukon laajennus, kompleksilukufunk-
tioiden todistukset ovat päteviä myös reaalifunktioille sin 𝑥, cos 𝑥, tan 𝑥, ym.

Todistetaan kaava aloittamalla sen oikeasta puolesta. Sinin ja kosinin määritel-
mällä 9.16 saadaan

sin 𝑧1 cos 𝑧2 =
𝑒𝑖𝑧1 − 𝑒−𝑖𝑧1

2𝑖
· 𝑒

𝑖𝑧2 + 𝑒−𝑖𝑧2

2

=
1
4𝑖

(︁
𝑒𝑖𝑧1𝑒𝑖𝑧2 + 𝑒𝑖𝑧1𝑒−𝑖𝑧2 − 𝑒−𝑖𝑧1𝑒𝑖𝑧2 − 𝑒−𝑖𝑧1𝑒−𝑖𝑧2

)︁
=

1
4𝑖

(︂
𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) + 𝑒𝑖(𝑧1−𝑧2 − 𝑒−𝑖(𝑧1−2) − 𝑒−𝑖(𝑧1+𝑧2)

)︂
=

1
2𝑖

(︃
𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) − 𝑒−𝑖(𝑧1+𝑧2)

2𝑖
+ 𝑒𝑖(𝑧1−𝑧2) − 𝑒−𝑖(𝑧1−𝑧2)

2𝑖

)︃
=

1
2𝑖

(sin(𝑧1 + 𝑧2) + sin(𝑧1 − 𝑧2)) .

Vastaavasti
cos 𝑧1 sin 𝑧2 =

1
2𝑖

(sin(𝑧2 + 𝑧1) + sin(𝑧2 − 𝑧1)) .

Kohdasta (1) tiedetään, että

sin(𝑧2 − 𝑧1) = − sin(𝑧1 − 𝑧2),

joten summaksi saadaan

sin 𝑧1 cos 𝑧2 + cos 𝑧1 sin 𝑧2 =
1
2
(sin(𝑧1 + 𝑧2) + sin(𝑧1 − 𝑧2)) +

1
2
(sin(𝑧2 + 𝑧1) + sin(𝑧2 − 𝑧1))

=
1
2

sin(𝑧1 + 𝑧2) +
1
2

sin(𝑧1 − 𝑧2) +
1
2

sin(𝑧1 + 𝑧2) +
1
2

sin(𝑧2 − 𝑧1)

= sin(𝑧1 + 𝑧2) +
1
2

sin(𝑧1 − 𝑧2) −
1
2

sin(𝑧1 − 𝑧2)

= sin(𝑧1 + 𝑧2).

□

Kuten muidenkin trigonometristen kaavojen, myös summakaavan todistamiseen on
monta tapaa. Luvun harjoitustehtävissä käsitellään toista tapaa, jossa bonuksena tulee
todistettua summakaava myös kosinille.
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9.4 Tehtävät

1. Mikä on funktion 𝑓 määrittely- ja arvojoukko, kun

a) 𝑓 (𝑧) = 𝑧−1, b) 𝑓 (𝑧) = 2
𝑧−4+𝑖 .

2. Selvitä funktion 𝑓 reaaliosa 𝑢(𝑥, 𝑦) ja imaginaariosa 𝑣(𝑥, 𝑦), kun

a) 𝑓 (𝑧) = 𝑖𝑧3, b) 𝑓 (𝑧) = 1
𝑧−𝑖 ,

c) 𝑓 (𝑧) = (1 + 𝑖)𝑧, d) 𝑓 (𝑧) = 𝑧 − 8𝑖.

3. Käytä parametriesitystä ja selvitä miten funktio 𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 2𝑧 + 𝑖 kuvaa
pisteiden 𝑖 ja 2 + 𝑖 välisen janan 𝑧-tasosta 𝑤-tasoon. Piirrä kuvio.

4. Käytä parametriesitystä ja selvitä miten funktio𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 3𝑖𝑧 kuvaa pisteiden
𝑖 ja 3 + 𝑖 välisen janan 𝑧-tasosta 𝑤-tasoon. Piirrä kuvio.

5. Miten 𝑧-tason neliö, jonka kärkipisteet ovat 0, 1, 𝑖 ja 1 + 𝑖 kuvautuu 𝑤-tasolle
kuvauksessa 𝑤 = 𝑧2?

6. Kuinka puolikas taso Im 𝑧 > 2 kuvautuu 𝑧-tasolta 𝑤-tasolle kuvauksessa 𝑤 =

𝑓 (𝑧) = 3𝑧?

7. Kuinka suora 𝑦 = 1 kuvautuu 𝑧-tasolta 𝑤-tasolle kuvauksessa 𝑤 = 𝑓 (𝑧) = 𝑧2?

8. Tarkastele parametriesitystä 𝑧(𝑡) = 2(1 − 𝑡) + 𝑖𝑡, missä 0 ≤ 𝑡 ≤ 1. Piirrä sen
pistejoukko 𝑧-tasossa sekä kuva 𝐶′ kuvauksessa 𝑓 (𝑧) = 3𝑧 𝑤-tasossa.

9. Laske eksponenttifunktion 𝑒𝑧 arvo, kun

a) 𝑧 = 5𝜋𝑖, b) 𝑧 = 2
3𝜋𝑖, c) 𝑧 = −1 − 𝜋

6 𝑖,

d) 𝑧 = ln 7 − 5
4𝜋𝑖, e) 𝑧 = 𝑖 arctan 1

2 , f) 𝑧 = ln 2 − 𝜋
2 𝑖.

10. Osoita, että 𝑒𝑧 = 𝑒𝑧.

11. Esitä muodossa 𝑟𝑒𝜃𝑖:

a) −5, b) 𝑖,

c) 1 − 2𝑖, d) −1 − 𝑖
√

3.

12. Laske ekspontenttifunktion 𝑒𝑧 itseisarvo |𝑒𝑧 | ja vaihekulma arg 𝑒𝑧, kun

a) 𝑧 = 4 + 𝑖3𝜋, b) 𝑧 = 𝑖 −
√

3,
c) 𝑧 =

√
5, d) 𝑧 = 3

4𝜋𝑖.
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13. Olkoon 𝑧1 =
√

3(cos 2𝜋
3 + 𝑖 sin 2𝜋

3 ) ja 𝑧2 = 2(cos 𝜋
5 + sin 𝜋

5 ). Muuta napakoordi-
naattien eksponenttimuotoon ja laske

a) 𝑧1𝑧2, b) 𝑧1/𝑧2,

c) 𝑧1 ja 𝑧2, d) 𝑧3
1 ja 𝑧6

2.

14. Ratkaise yhtälö

a) 𝑒𝑧 = −4, b) 𝑒−𝑧 = 𝑖 −
√

3, c) 𝑒3𝑧 = 1 + 𝑖.

15. Määritä
a) sin

(︁
𝜋
2 + 𝑖

)︁
, b) cos 𝑖,

c) tan 𝑖, d) cos
(︁
𝜋
4 − 𝑖

)︁
.

16. Osoita, että
sin(−𝑧) = − sin(−𝑧) ja cos(−𝑧) = cos(𝑧).

17. Todista trigonometrinen identiteetti

sin2 𝑧 + cos2 𝑧 = 1.

18. Todista sinin ja kosinin summakaavat Eulerin kaavalla aloittaen lähtökohdasta

𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) = 𝑒𝑖𝑧1𝑒𝑖𝑧2 .

19. Osoita, että
cos(𝑧 + 2𝜋) = sin 𝑧.
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10 Tehtävien vastaukset

Luku 4: Kompleksilukujen perusteet.

1.

2. 𝐴 = (2, 3) = 2 + 3𝑖, 𝐵 = (0, 2) = 2𝑖, 𝐶 = (−2, 4) = −2 + 4𝑖, 𝐷 =

(−3, 0) = −3, 𝐸 = (−3,−3) = −3 − 3𝑖, 𝐹 = (0,−4) = −4𝑖, 𝐺 =

(6,−1) = 6 − 𝑖, 𝐻 = (2, 0) = 2.

3. 𝑖1 = 𝑖, 𝑖2 = −1, 𝑖3 = −𝑖, 𝑖4 = 1, 𝑖5 = 𝑖, 𝑖6 = −1, . . . .
Yleisesti

𝑖1+4𝑛 = 𝑖, 𝑖2+4𝑛 = −1, 𝑖3+4𝑛 = −𝑖, 𝑖4𝑛 = 1, missä 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

4. a) −1, b) 𝑖, c) 1, d) 𝑖−1 = 1
𝑖
= 1

𝑖
· 𝑖
𝑖
= 𝑖

−1 = −𝑖.

5. a) 13𝑖, b) −8 − 12𝑖.

6. a) 7 − 15𝑖, b) 6 − 4𝑖, c) −1 + 2𝑖, d) 10 − 10𝑖,

7. a)− 7
17 − 11

17𝑖, b) 24
25 − 7

25𝑖.

8. a) 𝑥

𝑥2+𝑦2 , b) 𝑥 + 2𝑦.

9. a) 𝑥 = −9
2 , 𝑦 = 3𝑖, b) 𝑥 = ±4, 𝑦 = ±1

10. a) 𝑎 = 2, b) 𝑎 ≠ 2, c) 𝑎 = −1.

11. 𝑧1 = 7 + 21𝑖, 𝑧2 = −3 + 13𝑖.

12. a) 3 − 𝑖, b) −1 + 5𝑖, c) 8 + 𝑖, d) − 4
15 + 7

15𝑖.

13.
Vastaluku Käänteisluku

a) −1 − 2𝑖, 1
5 − 2

5𝑖,

b) −3𝑖, −1
3𝑖,

c) −1
2 − 4𝑖, 2

65 + 16
65𝑖,

d) −2 + 4𝑖, 1
10 − 1

5𝑖.

Luku 5: Liittoluku ja itseisarvo.

1. a) 5, b) 1, c) 5, d)
√

281
2 ≈ 8, 38, e) 1

5 , f) 3
√

2
2 ≈ 2, 12.

2. |𝑧1 | =
√

164 ≈ 12, 80 ja |𝑧2 | =
√

157 ≈ 12, 53, siis luku 𝑧2 on lähempänä
origoa. Koska |1 + 𝑖 − 𝑧1 | =

√
130 ≈ 11, 40 ja |1 + 𝑖 − 𝑧2 | =

√
149 ≈ 12, 20,

luku 𝑧1 on lähempänä lukua 1 + 𝑖.

3. a) 𝑧 = 0 tai 𝑧 = −4, b) 𝑧 = 1 + 𝑖.
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4. a) Merkitään 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑦1𝑖 ja 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2𝑖. Nyt

𝑧1 · 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑦1𝑖) (𝑥2 + 𝑦2𝑖)

= 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑦2𝑖 + 𝑥2𝑦1𝑖 + 𝑦1𝑦2𝑖2

= (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + (𝑥1𝑦2 + 𝑥1𝑦2)𝑖
= (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) − (𝑥1𝑦2 + 𝑥1𝑦2)𝑖
= 𝑥1𝑥2 − 𝑥1𝑦2𝑖 − 𝑥1𝑦2𝑖 + 𝑦1𝑦2𝑖

2

= (𝑥1 − 𝑦1𝑖) (𝑥2 − 𝑦2𝑖)
= (𝑥1 + 𝑦1𝑖) · (𝑥2 + 𝑦2𝑖)
= 𝑧1 · 𝑧2.

b) Merkitään 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Nyt

𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑥 − 𝑦𝑖 = 𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑧.

5. Lause 5.8 kohta (1): |𝑧 |2 = 𝑧𝑧. Siis

1
𝑧
=

𝑧

|𝑧 |2
=

𝑧

𝑧𝑧
=

1
𝑧
.

6. Katso esimerkki 5.9.

7. -

8. Kun 𝑧1 = 0 tai 𝑧2 = 0, kun 𝑧1 = 𝑧2 tai kun lukujen 𝑧1 ja 𝑧2 paikkavektorit ovat
samansuuntaisia.

9. a) |𝑧 | =
√︁
𝑥2 + 𝑦2 =

√︁
(−𝑥)2 + (−𝑦)2 = | − 𝑧 |, b) Vastaavasti.

10. a) Piste 𝑧 = 8
3 .

b) Ympyrä |𝑧 − (−2 − 4𝑖) | =
√︁
(𝑥 + 2)2 + (𝑦 + 4)2 = 4 eli keskipiste −2 − 4𝑖, säde 2.

c) Ympyrä, jonka keskipiste −3𝑖, säde 1.
d) Suora 𝑧 = 𝑥 + 1

2𝑖 (suora 𝑦 = 1
2 ).

e) Suora 5 + 𝑦𝑖 (suora 𝑥 = 5).
f) Suora 𝑧 = 𝑥 + (𝑥 + 5)𝑖 (suora 𝑦 = 𝑥 + 5).

11. a) Avoin alue suoran 𝑥 = 1 alapuolella.
b) Yksikköympyrän kehä ja sen ulkopuoli, suljettu alue.
c) Suljetun renkaan rajat ja sen sisäpuoli, keskipiste (−1, 0), 𝑅1 = 2, 𝑅2 = 5.
d) 𝑦 < 𝑥 eli suoran 𝑦 = 𝑥 alapuoli.
e) Puhkaistu kiekko, kp (−1, 𝑖), säde 4.
f) Suljettu kiekko, kp (0,−9), säde 8.

12. a) 𝑦 = 𝑥, b) 𝑥2 + 𝑦2 = 1, c) (𝑥 + 1)2 + 𝑦2 = 2 ja (𝑥 + 1)2 + 𝑦2 = 5,
d) 𝑥 = 1, e) (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 𝑖)2 = 4, f) 𝑥2 + (𝑦 + 9)2 = 8.
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13. -

Luku 6: Napakoordinaattimuoto.

1. a) 𝑧 =
√

2(cos 𝜋
4 + 𝑖 sin 𝜋

4 ), b) 𝑧 = 8(cos 𝜋
2 + 𝑖 sin 𝜋

2 ),
c) 𝑧 = 4(cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋), d) 𝑧 = 16(cos 𝜋

3 + 𝑖 sin 𝜋
3 ),

e) 𝑧 =
√

8(cos −𝜋
4 + 𝑖 sin 𝜋

−4 ), f) 𝑧 =
√

2(cos 5𝜋
4 + 𝑖 sin 5𝜋

4 ).

2. a) 𝑧 = −5
√

3
2 − 5

2𝑖, b) 𝑧 = 8 − 8𝑖, c) 𝑧 = −𝑖, d) 𝑧 = −5.

3. a) 4(cos −5𝜋
3 + 𝑖 sin −5𝜋

3 ) = 4(cos 𝜋
3 + 𝑖 sin 𝜋

3 ),
b) 2(cos(2 + 2𝜋) + 𝑖 sin(2 + 2𝜋)) = 2(cos 2 + 𝑖 sin 2).

4. a) 2 + 2
√

3𝑖, b) −0, 832 + 1, 818𝑖.

5. a) 𝑧1𝑧2 = 8(cos 𝜋
2 + 𝑖 sin 𝑝𝑖

2 ),
𝑧1
𝑧2

= 1
2 (cos(− 𝜋

4 ) + 𝑖 sin(− 𝜋
4 ),

b) 𝑧1𝑧2 =
√

6(cos 𝜋
3 + 𝑖 sin 𝑝𝑖

3 ),
𝑧1
𝑧2

=

√︂
2
3 (cos(− 𝜋

6 ) + 𝑖 sin(− 𝜋
6 )).

6. Vaihekulma kasvaa tai pienenee riippuen onko 𝜙 < 0 vai 𝜙 > 0.

7. a) Suoran 𝑦 = 𝑥 eli 𝑧 = 𝑥 + 𝑥𝑖 pisteet. b) Suoran 𝑦 = 𝑥
√

3 eli 𝑧 = 𝑥 + 𝑥𝑖
√

3
pisteet.

8. a) 3. neljännes b) 4. neljännes c) 1. tai 2. neljännes, riippuen luvun 𝑧1 vaihe-
kulmasta. d) 1. tai 2. neljännes, riippuen luvun 𝑧1 vaihekulmasta.

9. Kirjoita käänteisluku 1
𝑧

luvun 1 ja 𝑧 jakolaskuna napakoordinaattimuodossa.
Huomataan, että arg 𝑧 = 𝜃 ja arg 1

𝑧
= −𝜃, siis arg 1

𝑧
= − arg 𝑧.

10. Merkitään 𝑧1 = 𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1) ja 𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2).
Koska arg 𝑧1 = arg 𝑧2, niin 𝜃1 = 𝜃2. Olkoon vakio 𝑘 = 𝑟1/𝑟2. Nyt

𝑧1 = 𝑟1𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1) = 𝑘𝑟2(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1) = 𝑘𝑧2.

Siis 𝑧1 = 𝑘𝑧2, missä 𝑘 = 𝑟1/𝑟2, kun arg 𝑧1 = arg 𝑧2.

Luku 7: Potenssi ja juuri.

1. (Muuta ensin napakoordinaattimuotoon potenssin laskemiseksi.)
a) 512, b) −324, c) 27, d) −64 + 64

√
3𝑖, e) 𝑖, f) −1 .

2. Vrt. esimerkki 7.4.

3. Muuta yhtälön molemmat puolet napakoordinaattimuotoon ja vertaa säteitä ja
vaihekulmia. a) 𝑛 = 6 · (2𝑚 + 1), missä 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , b) 𝑛 = 0.

4. 𝑧2 = −1
2 − 𝑖

√
3

2 , 𝑧3 = 1, 𝑧4 = −1
2 + 𝑖

√
3

2 , 𝑧5 = −1
2 − 𝑖

√
3

2 .
Yleisesti 𝑧3𝑛 = 1, 𝑧3𝑛+1 = 𝑧 ja 𝑧3𝑛+2 = 𝑧2.
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5. Kts. Liitteen kaavat nro 3 ja 4.

(1 + 𝑖)𝑛 + (1 − 𝑖)𝑛 =
[︂√

2
(︂
cos

𝜋

4
+ 𝑖 sin

(︂𝜋
4

)︂)︂]︂𝑛
+

[︂√
2
(︂
cos

(︂
−𝜋

4

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
−𝜋

4

)︂)︂]︂𝑛
=
√

2
𝑛
[︂
cos

(︂
𝑛
𝜋

4

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
𝑛
𝜋

4

)︂
+ cos

(︂
−𝑛𝜋

4

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
−𝑛𝜋

4

)︂]︂
=
√

2
𝑛
[︂
cos

(︂
𝑛
𝜋

4

)︂
+ cos

(︂
𝑛
𝜋

4

)︂
+ 𝑖

(︂
sin

(︂
𝑛
𝜋

4

)︂
− sin

(︂
𝑛
𝜋

4

)︂)︂]︂
=
√

2
𝑛
· 2 cos

(︂
𝑛
𝜋

4

)︂
∈ R.

6.

4√1 = ±1,±𝑖.
5√1 = 1, cos

2𝜋
5

+ 𝑖 sin
2𝜋
5
, cos

4𝜋
5

+ 𝑖 sin
4𝜋
5
, cos

6𝜋
5

+ 𝑖 sin
6𝜋
5
, cos

8𝜋
5

+ 𝑖 sin
8𝜋
5
.

7. Juuren pääarvo annettu ensimmäisenä.
a) 𝑤0 = 2, 𝑤1 = −1 +

√
3𝑖, 𝑤2 = −1 −

√
3𝑖

b) 𝑤0 =
√

2
2 +

√
2

2 𝑖, 𝑤1 = −
√

2
2 −

√
2

2 𝑖

c) 𝑤0 = 1
3√2

+ 1
3√2
𝑖, 𝑤1 ≈ −1, 08 + 0, 29𝑖, 𝑤2 = 0, 29 − 1, 08𝑖.

d) 𝑤0 =
√

2
2 +

√
6

2 𝑖, 𝑤1 = −
√

2
2 −

√
6

2 𝑖

e) 𝑤0 = 2 + 𝑖, 𝑤1 = −2 − 𝑖.
f) 𝑤0 ≈ 1, 35 + 0, 13𝑖; 𝑤1 ≈ 0, 86 + 1, 05𝑖; 𝑤2 ≈ −0, 13 + 1, 35𝑖;
𝑤3 ≈ −1, 05 + 0, 86𝑖; 𝑤4 ≈ −1, 35 − 0, 13𝑖; 𝑤5 ≈ −0, 86 − 1, 05𝑖;
𝑤6 ≈ 0, 13 − 1, 35𝑖; 𝑤7 ≈ 1, 05 − 0, 86𝑖.

8. a) 𝑧 = ±
√

2
2 (1 + 𝑖); ±

√
2

2 (1 − 𝑖)
b) 𝑧 =

√
3 + 𝑖; −

√
3 + 𝑖; 2𝑖

9. Tutkitaan voiko imaginaariluvulla olla reaalijuuri. Luvun 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖, missä
𝑦 ≠ 0, juuri on muotoa

𝑛
√
𝑧 = 𝑛

√
𝑟

(︃
𝑐𝑜𝑠

𝜃 + 2𝑘𝜋
𝑛

+ 𝑖 sin
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛

)︃
.

Jotta juuri olisi reaalinen, on oltava

sin
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛
= 0

eli
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
= 0 tai 𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
= 𝜋

𝜃 + 2𝑘𝜋 = 0 𝜃 + 2𝑘𝜋 = 𝜋𝑛.

Vaihekulman 𝜃 arvoilla 0+ 2𝑘𝜋 ja 𝜋𝑛+ 2𝑘𝜋 kyseessä on reaaliluku. Imaginaa-
riluvun juuri ei siis voi olla reaalinen.

10. Eivät, sillä juuret sijaitsevat origokeskeisen ympyrän kehällä kulman 𝜋/4 vä-
lein. Jos yksi juurista ei siis sijaitse imaginaari- tai reaaliakselilla, muutkaan
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juuret eivät voi sijaita niillä.

Luku 8: Polynomit.

1. Toinen ratkaisu on liittoluku 𝑧 = 2 −
√

2𝑖.

2. a) 𝑧 = ±
√

6 b) 𝑧 = 3± 2𝑖 c) 𝑧1 = −2, 𝑧2 = 𝑖 d) 𝑧1 = 3 + 4𝑖, 𝑧2 = 4− 3𝑖
e) 𝑧1 = 𝑖, 𝑧2 = −1 − 𝑖.

3. Yhtälön ratkaisut ovat 𝑧1 = − 𝑏
2𝑎 + 𝑖

√
𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎 ja 𝑧1 = − 𝑏
2𝑎 − 𝑖

√
𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎 . Siis

𝑧1 + 𝑧2 = − 𝑏

2𝑎
+ 𝑖

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
− 𝑏

2𝑎
− 𝑖

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
= −2𝑏

2𝑎
= −𝑏

𝑎

ja

𝑧1𝑧2 =

(︄
− 𝑏

2𝑎
+ 𝑖

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

)︄ (︄
− 𝑏

2𝑎
− 𝑖

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

)︄
=

(︃
− 𝑏

2𝑎

)︃2
−

(︄
𝑖

√
𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

)︄2

=
𝑏2

4𝑎2 − 𝑏2 − 4𝑎𝑐
4𝑎2

=
𝑏2 − 𝑏2 + 4𝑎𝑐

4𝑎2 =
𝑐

𝑎
.

4. 𝑛-asteisella polynomilla on 𝑛 nollakohtaa. a) 2 b) 9 c) 1 d) 0.

5. Laske ensin polynomin nollakohdat aiemmin opitun avulla ja jaa tekijöihin.
a) (𝑧 + 𝑖) (𝑧 − 𝑖), b) (𝑧 − 2 − 3𝑖) (𝑧 − 2 + 3𝑖),
c) (𝑧 + 𝑖) (2𝑧 + 1 + 2𝑖), d) 2(𝑧 −

√︂
3
2 ) (𝑧 +

√︂
3
2 ) (𝑧 + 𝑖) (𝑧 − 𝑖).

6. Polynomi 𝑝(𝑧) on jaollinen binomilla (𝑧 − 𝑎), mikäli 𝑝(𝑎) = 0.
a) On jaollinen, sillä 𝑝(2) = 23 − 2 · 22 + 2 − 2 = 0.
b) Ei ole jaollinen, sillä 𝑝(−1) = −6 ≠ 0.
c) On jaollinen, sillä 𝑝(−𝑖) = 0.
d) Ei ole jaollinen, sillä 𝑝(−2 + 𝑖) ≠ 0.

7. a) 𝑟 = 𝑝(5) = 626, b) 𝑟 = 𝑝(𝑖) = 4,
c) 𝑟 = 𝑝(3) = 46 + 6𝑖, d) 𝑟 = 𝑝(−3 − 𝑖) = −3 − 30𝑖.

Luku 9: Kompleksifunktiot.

1. a) Määrittelyehto 𝑧 ≠ 0, arvojoukko 0:sta poikkeavat kompleksiluvut.
b) Määrittelyehto 𝑧 ≠ 4 − 𝑖, arvojoukko 0:sta poikkeavat kompleksiluvut.

2. a) 𝑢 = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦 ja 𝑣 = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2,
b) 𝑢 = 𝑥

𝑥2+(𝑦−1)2 ja 𝑣 =
1−𝑦

𝑥2+(𝑦−1)2 ,
c) 𝑢 = 𝑥 − 𝑦 ja 𝑣 = 𝑥 + 𝑦,
d) 𝑢 = 𝑥 ja 𝑣 = −𝑦 − 8.
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3. Pisteiden 3𝑖 ja 4 + 3𝑖 väliseksi janaksi.

4. Pisteiden −3 ja −3 + 9𝑖 väliseksi janaksi.

5. 𝑤(0) = 0, 𝑤(1) = 1, 𝑤(𝑖) = −1 ja 𝑤(1 + 𝑖) = 2𝑖.
Neliö kuvautuu alueeksi, jota rajaa 𝑤-tason reaaliakselin jana [−1, 1] sekä
symmetriset paraabelien kaaret 𝑢 = 1

4𝑣
2 − 1 ja 𝑢 = 1 − 1

4𝑣
2, jotka leikkaavat

pisteessä (0, 2𝑖).

6. 𝐼𝑚(𝑧) > 6.

7. Paraabeli 𝑢 = 1
4𝑣

2 − 1.

8. Kuva𝐶 on jana kompleksitason pisteiden (2, 0) ja (0, 𝑖) välillä. Sen kuvauksen
𝑓 kuvan parametriesitys on 𝑤(𝑡) = 6(1 − 𝑡) + 3𝑖𝑡 eli jana pisteiden (6, 0) ja
(0, 3𝑖) välillä.

9. a) −1, b) 1
2 (−1 + 𝑖

√
3), c) 1

2𝑒 (
√

3 − 𝑖),
d) 7√

2
(−1 + 𝑖), e) 1√

5
(2 + 𝑖), f) −2𝑖.

10. [14, s. 178]Käytetään sinin ja kosinin ominaisuuksia − sin 𝑦 = sin(−𝑦) ja
cos 𝑦 = cos(−𝑦):

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥 (cos 𝑦 − 𝑖 sin 𝑦)
= 𝑒𝑥 cos 𝑦 − 𝑖𝑒𝑥 sin 𝑦

= 𝑒𝑥 (cos(−𝑦) + 𝑖 sin(−𝑦))
= 𝑒𝑥−𝑖𝑦

= 𝑒𝑧 .

11. a) 5𝑒𝜋𝑖, b) 𝑒 𝜋
2 𝑖, c)

√
5𝑒−1,11𝑖, d) 2𝑒 4

3 𝜋𝑖 .

12. a) |𝑒𝑧 | = 4 ja arg 𝑒𝑧 = 𝜋 + 2𝑛𝜋,
b) |𝑒𝑧 | =

√
3 ja arg 𝑒𝑧 = 1 + 2𝑛𝜋,

c) |𝑒𝑧 | = 5 ja arg 𝑒𝑧 = 0 + 2𝑛𝜋,
d) |𝑒𝑧 | = 1 ja arg 𝑒𝑧 = 3𝜋

4 + 2𝑛𝜋.

13. Napakoordinaatit eksponenttimuodossa 𝑧1 =
√

3𝑒 2𝜋
3 𝑖 ja 𝑧2 = 2𝑒 𝜋

5 𝑖.
Siis
a) 𝑧1𝑧2 = 2

√
3𝑒 13𝜋

15 𝑖, b) 𝑧1/𝑧2 =
√

3
2 𝑒

7𝜋
5 𝑖,

c) 𝑧1 =
√

3𝑒− 2𝜋
3 𝑖 ja 𝑧2 = 2𝑒− 𝜋

5 𝑖, d) 𝑧3
1 = 3

√
3𝑒2𝜋𝑖 ja 𝑧6

2 = 64𝑒 6𝜋
5 𝑖.

14. a) 𝑧 = ln 4+(2𝑛+1)𝜋𝑖, b) 𝑧 = − ln 2+(2𝑛− 5
6 )𝜋𝑖, c) 𝑧 = 1

6 ln 2+( 2𝑛
3 + 1

12 )𝜋𝑖.

15. a) 𝑒2+1
2𝑒 ≈ 1, 54,

b) 𝑒2+1
2𝑒 ≈ 1, 54,

c) 𝑒2−1
𝑒2+1 𝑖 ≈ 0, 76𝑖,

d) 𝑒2+1
2𝑒
√

(2)
+ 𝑒2−1

2𝑒
√

(2)
𝑖 ≈ 1, 09 + 0, 83𝑖.
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16. Trigonometristen kompleksifunktioiden määritelmästä

sin(−𝑧) = 1
2𝑖

(︂
𝑒𝑖(−𝑧) − 𝑒−𝑖(−𝑧)

)︂
=

1
2𝑖

(︁
𝑒−𝑖𝑧 − 𝑒𝑖𝑧

)︁
= − 1

2𝑖
(︁
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

)︁
= − sin 𝑧.

Tapaus cos(−𝑧) = cos 𝑧 vastaavasti.

17.

sin2 𝑧 + cos2 𝑧 =

(︃
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖

)︃2
+

(︃
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2

)︃2

=
𝑒2𝑖𝑧 − 2𝑒𝑖𝑧𝑒−𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

−4
+ 𝑒2𝑖𝑧 + 2𝑒𝑖𝑧𝑒−𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

4

=
−𝑒2𝑖𝑧 + 2 − 𝑒−𝑖𝑧 + 𝑒2𝑖𝑧 + 2 + 𝑒−𝑖𝑧

4

=
4
4
= 1.

18. Eulerin kaavalla saadaan

𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) = 𝑒𝑖𝑧1𝑒𝑖𝑧2

⇔ cos(𝑧1 + 𝑧2) + 𝑖 sin(𝑧1 + 𝑧2) = (cos 𝑧1 + 𝑖 sin 𝑧1) (cos 𝑧2 + 𝑖 sin 𝑧2)
= cos 𝑧1 sin 𝑧1 + cos 𝑧1𝑖 sin 𝑧2 + 𝑖 sin 𝑧1 cos 𝑧2 + 𝑖2 sin 𝑧1 sin 𝑧2

= cos 𝑧1 cos 𝑧2 − sin 𝑧1 sin 𝑧2 + 𝑖(sin 𝑧1 cos 𝑧2 + cos 𝑧1 sin 𝑧2).

19. Kts. lauseen 9.18 todistus.
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Liite: Trigonometrisiä kaavoja

Tässä liitteessä on esitelty joitain trigonometrisiä kaavoja, joista voi olla hyötyä
kompleksilukuihin liittyvien lauseiden tai niiden sovellusten todistamisessa ja käsit-
telyssä. Osa kaavoista on todistettu tutkielman esimerkeissä tai harjoitustehtävissä.
Kaavat ovat kuitenkin vain varsinaisen aiheen työväline, joskin hyvin hyödyllinen sel-
lainen, joten niiden todistus sivuutetaan. Lähteenä on käytetty MAOL taulukkokirjaa
[13, s. 36].

Peruskaavat

cos2 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1(.1)

tan 𝜃 =
sin 𝜃
cos 𝜃

(.2)

Palautuskaavat

sin 𝜃 = − sin(−𝜃) = cos(𝜋/2 − 𝜃) = sin(𝜋 − 𝜃) = sin(𝜃 + 𝑛2𝜋)(.3)
cos 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠(−𝜃) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋/2 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠(𝜋 − 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝑛2𝜋)(.4)

Kaksinkertaiset kulmat

sin 2𝜃 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃(.5)
cos 2𝜃 = cos2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1 − 2 sin2 𝜃(.6)

Kolminkertaiset kulmat

sin 3𝜃 = 3 sin 𝜃 − 4 sin3 𝜃 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 (4 cos2 𝜃 − 1)(.7)
cos 3𝜃 = 4 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃 = cos 𝜃 (1 − 4 sin2 𝜃)(.8)

Trigonometristen funktioiden potensseja

sin2 𝜃 =
1
2
(1 − cos 2𝜃)(.9)

cos2 𝜃 =
1
2
(1 + cos 2𝜃)(.10)

Summakaavoja

sin(𝜃1 ± 𝜃2) = sin 𝜃1 cos 𝜃2 ± cos 𝜃1 sin 𝜃2(.11)
cos(𝜃1 ± 𝜃2) = cos 𝜃1 cos 𝜃2 ∓ sin 𝜃1 sin 𝜃2(.12)
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