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Tamén tutkielman tavoitteena on toimia itseopiskelu- tai kurssimateriaalina komplek-
silukujen perusteista. Materiaali pyrkii noudattamaan tdsmallistd matemaattista esi-
tystapaa, kuitenkin oppikirjamaiseen tyyliin. Materiaali sisdltdd runsaasti esimerk-
kejd, kuvia ja harjoitustehtédvid vastauksineen, jotta sen kadyttoonotto olisi mahdolli-
simman helppoa. Lihtotasona on lukion pitkdn oppiméérén, erityisesti murtolukujen,
potenssin, juuren, polynomien ja trigonometristen funktioiden laskusédéantojen hallin-
ta sekd yhtédlonratkaisun perusteet. Kaikki vélivaiheet on kuitenkin pyritty paloitte-
lemaan osiin, jotta niiden seuraaminen olisi mahdollisimman helppoa. Johdannossa
on esitelty kurssin tavoitteet ja ajankdyttoehdotus, mikéli materiaalia haluaa kayttaa
opetukseen.

Erds motiivi reaalilukujen laajennukselle kompleksilukujen joukkoon on tarve
saada ratkaisu yhtilolle, joiden ratkaisu ei 10ydy reaalilukujen joukosta. Tistd ja
kompleksilukujen historiallisesta 1dhtokohdasta kerrotaan lisdd luvussa 3. Luvussa
4 tutustutaan kompleksilukujen méairitelméén reaalilukuparina, sekd imaginaariyk-
sikkoon i2 = —1, lihtokohtana, ettei lukijalla ole niistd aiempaa kokemusta. Luvussa
5 késitellaan kompleksilukujen liittolukua ja niiden itseisarvoa eli etdisyyttd origos-
ta. Luvussa todistetaan ja hyddynnetdin niihin liittyvia lauseita sekd tutkitaan niiden
geometriaa. Luvussa 6 opetellaan kompleksiluvuille uusi esitystapa: napakoordinaat-
timuoto. Harjoitellaan laskutoimituksia sen avulla ja pohditaan sen etuja verrattuna
reaalilukupariesitykseen. Luvussa 7 sovelletaan aiemmissa luvuissa opittua laske-
malla kompleksilukujen potenssia ja juuria seki tutustutaan de Moivren kaavaan.
Luvussa 8 etsitddn polynomien nollakohtia kompleksilukujen joukosta tuttua toisen
asteen yhtdlon ratkaisukaavaa kdyttden. Luvussa my0Os todistetaan, ettd jokaisella
n-asteisella yhtdlolld on n kpl ratkaisuja. Luvussa 9 kdydaan lipi kompleksifunk-
tion madritelma. Kompleksifunktion kuvaaja sijaitsee neliulotteisessa avaruudessa,
joten sen kuvaaminen vaatii uusia keinoja, joita luvussa kasitellddn yksinkertaisten
funktioiden avulla. Lopuksi kiydéén 1dapi kompleksifunktion erityistapauksia, kuten
eksponenttifunktio ja trigonometriset funktiot.

Avainsanat: Kompleksiluku, kompleksiluvun potenssi, kompleksiluvun juuret,
napakoordinaattimuoto, Eulerin kaava, de Moivren kaava, algebran peruslause,
kompleksifunktio.
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1 Johdanto

Tamén pro gradu -tutkielman on tarkoitus toimia itseopiskelu- tai kurssimateriaalina
lukiotason opiskelijoille. Tutkielma kisittelee kompleksilukuja ja niiden sovellutuk-
sia. Lahtokohtana on, ettei lukija ole aiemmin tutustunut kompleksilaskentaan, mutta
hallitsee reaalilaskennan perustaidot, kuten murtolukujen, potenssien, polynomien
sekd trigonometristen funktioiden laskusdannot. Kaavojen johdossa ja esimerkeissi
on kuitenkin avattu mahdollisimman monta vilivaihetta, jotta niiden seuraaminen
olisi sujuvaa. Monien esimerkkien lisiksi jokaisen luvun lopussa on harjoitustehté-
vit, joilla harjoittaa laskurutiinia ja syventdd ymmairrystd. Suositeltavaa on, ettd lukija
kdy ldapi materiaalin esimerkit ja todistukset kynin ja paperin kanssa tai muuten itse
laskien. Tama auttaa ainakin allekirjoittanutta sisdistdméaan asian.

Tutkielman alussa on hieman tietoa kompleksilukujen historiallisesta kehitykses-
td ja niiden kehitykseen johtaneista motiiveista. Toivottavasti motiivit saavat myos
lukijan ymmaértdmédan kompleksilukujen tarpeellisuuden herittaen mielenkiinnon
niiden opiskeluun. Kuten historiaosuudesta paljastuu, kompleksiluvut ovat aikanaan
herittineet suurta himmennysti eivitkd monet matematiikan suuret nimetkdan ym-
mairtdneet niitd. Lukijan ei siis tule lannistua, mikéli aihetta tdytyy miettid useakin
kerta ennen sen aukeamista, se kuuluu matematiikkaan! Jos materiaalia haluaa kayt-
tdd kurssimateriaalina, on johdannon toiseen alalukuun laadittu ajankéyttoehdotus.

Itse opintomateriaali on jaettu kuuteen lukuun. Aluksi tarkastellaan kompleksilu-
kujen ldhtokohtaa ja perustellaan niiden tarpeellisuutta. Seuraavissa luvuissa tutus-
tutaan kompleksilukujen méaritelméén, niiden ominaisuuksiin ja laskutoimituksiin.
Tamén jilkeen muutetaan kompleksilukuja eri esitysmuotoihin ja siirrytddn niiden
juureen ja potenssiin. Lopuksi tarkastellaan polynomeja seké erilaisia kompleksi-
funktioita. Tutkielman liitteend on kaavakokoelma trigonometrisiin funktioihin liit-
tyen.

Kurssisiséllon opittuaan lukija ymmartdaa kompleksiluvun reaalilukuparina, hal-
litsee kompleksilukujen eri merkintitavat ja niiden geometrisen havainnollistuksen.
Lukija oppii my0s todistamaan yksinkertaisia suoria todistuksia kompleksiluvun
ominaisuuksiin liittyen sekd ymmaértiméain kompleksifunktion reaali- ja imaginaa-
riosasta koostuvan rakenteen.

Koska materiaali on pro gradu -tutkielma, aihe on rajattu. Rajaus on tehty jatko-
opintoja ajatellen. Oleelliset kohdat on poimittu oppikirjojen [10] ja Tampereen yli-
opiston ensimmadisen vuoden kompleksianalyysid kisittelevien kurssien siséltdjen
[5] perusteella. Lisdmateriaalia kaipaavalle sopii hyvin ldhdekirja [14]. Materiaalin
pailahteind on kaytetty ldhteitd [14] ja [S]. Naiden lisdksi esimerkkejé ja harjoitus-
tehtavid on lainattu ldhteistd [10] ja [7].



2 Tavoitteet ja ajankayttoehdotus

Koska kompleksiluvut eivit sisilly lukion opetussuunnitelmaan, opintomateriaalin
aiheen rajaus on tehty eri ldhteisiin perustuen. Keskeiset sisdllot on valittu Tampereen
yliopiston kurssin Insinoérimatematiikka 123 [5] kompleksilukuihin liittyvin sisél-
16n, aiempaa opetussuunnitelmaa noudattavan oppikirjan [10] sisdllon sekéd erdan
ehdotuksen vuonna 2016 astuneen pitkdn matematiikan opetussuunnitelman mu-
kaan [3]. Nain saatiin kasitys siitd, mitd kompleksilukujen perusteista on oleellista
ja hyodyllistd osata jatko-opintojenkin kannalta. Nididen lisiksi sisdltoon on valit-
tu aiheita, jotka auttavat kompleksilukujen kokonaiskuvan hahmottamisessa ja laa-
jentavat opiskelijan ymmarrysté, kuitenkin tasolla, joka on ymmarrettavissd lukion
oppimééiralla.
Kurssin suoritettuaan opiskelija

- ymmirtidd kompleksiluvun reaalilukuparina ja osaa sijoittaa sen kompleksita-
soon,

- osaa laskea kompleksilukujen peruslaskutoimituksia ja ymmirtda niiden geo-
metrisen merkityksen,

- osaa laskea kompleksiluvun liittoluvun ja itseisarvon ja ymmartda niiden mer-
kityksen geometrisesti,

- osaa muuntaa kompleksiluvun napakoordinaattimuotoon,

- tunnistaa suoran ja ympyrian kompleksiyhtidlon ratkaisujoukkona,
- osaa laskea kompleksiluvun juuren ja potenssin,

- osaa madrittdd kompleksifunktion reaali- ja imaginaariosat,

- ymmartidd kompleksilaskennan ja reaalilaskennan yhteyksia.

- osaa laskea kompleksiluvun ekspontentifunktion seké trigonometristen funk-
tioiden arvot sekd ymmartdé niiden erot ja yhtildisyydet reaalilaskentaan

- osaa jakaa kompleksilukukertoimisen polynomin tekijoihin ja tietdd polyno-
mien nollakohtien tarkan méérin asteluvun perusteella.

Kurssin keskeisimmat sisallot ovat

kompleksiluvut reaalilukupareina,

kompleksitaso,

kompleksilukujen summa, erotus, tulo ja osamaééri,

liittoluku ja itseisarvo,

napakoordinaattiesitys,



- suora ja ympyrd kompleksitasossa,
- kompleksiluvun juuret ja potenssit,
- kompleksifunktion reaali- ja imaginaariosat.

Kompleksilukuihin tutustuminen tapahtuu materiaalissa ndiden tavoitteiden poh-
jalta. Aluksi médritelldédn ja tutkitaan graafisesti kompleksiluvun késitettd seka lu-
kujen peruslaskutoimituksia ja ominaisuuksia. Tdmaén jédlkeen tutustutaan vaihtoeh-
toiseen esitykseen napakoordinaatistossa sekd laskemiseen niiden avulla. Aihetta
rakennetaan aiemman tiedon piille vertaamalla kompleksilukuja vektoreihin, mutta
vektoreiden hallinta ei ole valttamitonta.

Kun edelld mainitut perusteet ovat hallussa, siirrytdédn kompleksiluvun juureen
ja potenssiin. Ndmi voivat olla aiempia késitteitd haastavampia ja vaativat perus-
késitteiden hyvid hallintaa. Haastetta tuovat my0s viimeisessd luvussa kisiteltavat
kompleksilukukertoimiset polynomit, kompleksifunktiot ja pintaraapaisu kompleksi-
funktion kuvaan kompleksitasossa. Aiheet eivit lopulta ole itsessdédn haastavia, mutta
niihin liittyvét laskut vaativat pitkdjanteisyyttd. Tastd syystd materiaali on hyvi kei-
no ylospdin eriyttamiseen. Kiinnostuneille on tarjolla myos lisdlukemista erilaisten
artikkeleiden muodossa, joihin materiaalissa viitataan.

Materiaalin kuvat on piirretty GeoGebralla ja esimerkiksi luvun 5.3 komplek-
sitasossa yhtélot on kirjoitettu muotoon, jolla piirtaminen GeoGebralla onnistuu
luontevasti. Laskimen tai muiden sdhkoisten apuvilineiden kayttoon ei erikseen oh-
jeisteta, vaan materiaalissa keskitytddn enemmaén laskurutiiniin ja teorian ymmarta-
miseen. Tosin laskimen kiytto sinin ja kosinin arvojen selvittdmisessd on toisinaan
valttimatonta ja yhtdloparien ratkaisemisessa paikoin mielekésti.

Kurssin tarkoituksena on siis ymmartidd kompleksilukujen kisite ja oppia sovel-
tamaan niihin reaalilaskennasta tuttuja menetelmid. Koska viimeisten lukujen aiheet
voivat olla vaativia, kannattaa perusteisiin kiyttdd huolella aikaa. Taulukossa 2.1 on
esitetty ajankdyttoehdotus kurssin suorituksesta. Ehdotuksen etenemistahdissa tun-
timadréksi tulee 20x45 min, mikd on noin puolet yhden lukiokurssin pituudesta eli
yhden opintopisteen moduuli vuoden 2019 opetussuunnitelman mukaan.

Taulukko 2.1. Ajankiyttéehdotus.

Luku Tuntimiira (45 min)

Luvut 3 ja4 3
Luku 5 4
Luku 6 2
Luku 7 3
Luku 8 2
Luku 9 6
Yhteensa 20




3 Kompleksilukujen lihtokohta

3.1 Kompleksilukujen historiasta

Kompleksiluvut ovat laajennus tdhén asti kdytettyyn reaalilukujen joukkoon. Ne tar-
joavat vastauksia moniin aiemmin ratkaisemattomina pidettyihin kysymyksiin avaten
lukuisia sovelluskohteita esimerkiksi fysiikassa. Kompleksiluvut 1dydettiin jo 1500-
luvun puolivilissd, mutta ne viettivit ensimmadiset 250 vuotta ikdidn kuin horroksessa
viahdisen kdyton ja ymmirryksen vuoksi. Timénkin jilkeen niiden kehitys oli hidasta,
vaikka noina aikoina eliviat monet suuret matemaatikot kuten Descartes, Fermat,
Leibniz ja Newton. [11]

Syy kompleksilukujen vastoinkdymisiin oli tavallaan psykologinen lukko: kukaan
ei tiennyt mitd ne oikeastaan ovat. Jopa niiden syntymaétodistuksena pidetyn teoksen
Ars Magnan (1545) kirjoittaja kuvaili niitd hyodyttomiksi. Ensimmadiset huomatta-
vat laskut julkaisi Ra fael Bombelli teoksessaan L’Algebra (1572), mutta hankin
niki 10ydoksensid ennemmin viisasteluna kuin totuutena. [11] Vuonna 1702 Leibniz
kuvaili imaginaariyksikkod olemassa olevan ja olemattoman vélimuodoksi, mutta
alkoi jo hieman ymmaértii niiden merkittavyytti [8]. Vield tuolloinkin lukuja kuvat-
tiin mahdottomiksi (impossible) tai kuvitelluiksi (imaginary), joista jalkimmiinen
termi on kéytossd edelleen. Tosin pelkastidin termistd i, ei koko kompleksiluvusta.
[11] Samankaltaisia epdilyksid ovat tosin kohdanneet kaikki muutkin lukujoukko-
jen laajennukset: negatiiviset luvut, murtoluvut, irrationaaliluvut ym., ovat aikanaan
herittineet epdilyksid, eikd niiden kdyttoonotto ole ollut mutkatonta [8]. Poikkeuk-
sellista on, ettd kompleksilukuihin kohdistunut véhittely ja vihamielisyys tapahtui
niitd tutkineiden matemaatikkojen toimesta.

Vasta 1700-luvun lopulla kolme matemaatikkoa, Wessel, Argand ja Gauss
kehittivit kukin itsendisesti kompleksilukujen geometrisen tulkinnan, tasoesityksen.
Tassd kompleksitasossa C kompleksiluku x + yi esitetddn vektorin pdétepisteend xy-
koordinaatistossa. Koska Gauss oli hyvin tunnettu matemaatikko, kompleksiluvut
saivat "hyviksynnédn", niistd innostuttiin ja alettiin tutkia enemman. [11].

3.2 Motiivi kompleksilukujen kehitykseen

Lukujoukkojen laajennusta voidaan perustella tarpeella saada ratkaistuksi yhtélot,
joiden ratkaisut eivit 10ydy aiemmasta lukujoukosta:

Yhtilo Ratkaisu
x-3=0| x=3¢€N
x+3=1| x=-2¢Z
4x =2 x:%e@
x2=5 [x=xV5¢eR
x2=-2 | x=V=2€eC




Lukujoukkoja on laajennettu jarjestyksessa N ¢ Z ¢ @ ¢ R c C ja jokaisen
laajennuksen ldhtokohdaksi on otettu edellisessd lukujoukossa ratkeamattomat yhta-
16t. Ratkaisemattomia reaalilukukertoimisia yhtéloitd varten on otettu kiyttoon luku
i, jolla on ominaisuus ;> = —1. Luvun i sisiltivid lukujoukkoa kutsutaan kompleksi-
lukujen joukoksi C.

Laajennus R — C on siind mielessd onnistunut yli odotusten, ettd ratkeamatto-
mia yhtéloitd ei kompleksilukujen joukosta endd 10ydy. Kaikilla n. asteen komplek-
silukukertoimisilla polynomeilla (n > 1) on nimittédin ratkaisu. Tdtd kutsutaan al-
gebran peruslauseeksi ja sen todisti ensimméisend saksalainen matemaatikko Carl
Friedrich Gauss viitoskirjassaan vuonna 1799. Lukujoukkojen seuraavasta laajen-
nuksesta, kvaternioista H, ja niiden hieman erilaisesta, mutta loogisesta ldhtokoh-
dasta voi lukea Jorma Merikosken kirjoittamasta artikkelista Kompleksiluvuista ja
kvaternioista. [8].

Alunperin kompleksilukujen tarve on tullut kiinnostuksesta ratkaista kolman-
nen asteen yhtiloitd. Lauri Ajankin artikkelissa Kompleksiluvut ja kolmannen asteen
vhtdilon ratkaisu [1] esitelldadn yhtilo, jonka ratkaisusta huomattiin tarve negatiivi-
sen neliojuuren madrittelylle. Muita motiiveja kompleksianalyysin opiskeluun tuovat
niiden sovellutukset. Kompleksilukuja hyodynnetdéin esimerkiksi lampdopissa, vir-
tapiirilaskuissa ja virtausdynamiikan laskemisessa. Monet laskut myos helpottuvat,
kun niité tarkastellaan kompleksimuodossa, esimerkkina tdstd harmonisten aaltojen
superpositioperiaate. Lisiksi moni reaalifunktioihin liittyvi ilmio tulee ymmarretyk-
si vasta kompleksialueen tarkasteluna.

Karkeasti ajateltuna kompleksianalyysi on matematiikan osa-alue, joka laajen-
taa reaaliluvuista tuttuja laskutoimituksia kompleksilukuihin. Aivan ongelmatonta
kompleksiluvuilla laskeminen ei aina ole, kuten seuraava lasku osoittaa [6] :

1=V1i=+v(=1)2=(-1)(-1) =V=-1V-1=i-i=i*=-1.

Seuraavissa luvuissa tutustutaan kompleksilukujen maéritelmiin ja niiden hyodynta-
miseen.

1Luonnollisesti tulos 1 = —1 on viard. Laskun virhe on kohdassa /(—1)(—1) = V-1V-1, silld
laskusdintd /Xy = vx+/y ei pide kompleksiluvuille yleisesti.
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4 Kompleksilukujen perusteet

4.1 Lukusuorasta kompleksitasoon

Mairitelma 4.1. (Vrt. [5, s. 74]) Kompleksiluvut ovat reaalilukupareja, jotka
voidaan esittdd muodossa

z=(x,y) =x+1iy,
missd x,y € R ja i on luvun imaginaariyksikko, jolle pitee
i=V-lelii®=-1.

Luvun reaaliosa merkitdin Re z = x jaimaginaariosa Im z = y. Kompleksiluku
Z=Xx+iyon

* reaalinen, jos y = 0 eli muotoa z = x,
* imaginaarinen, jos y # 0,

* puhtaasti imaginaarinen, jos x = 0 eli mutota z = yi.

Esimerkki 4.2. Kompleksiluvun z = 9 — 3/ reaaliosa on Re z = 9 ja imaginaariosa
onlmz=-3.Luvunz=iRez=0jalmz=1.
Huomautus. Kompleksiluvun z = 9 — 3/ imaginaariosa on -3, ei —3i.

Huomautus. Kuten edelld mainittiin, my0s reaaliluvut ovat kompleksilukujen osajoukko,
silld jos luku z on reaalinen, niin z = x + 0i = x € R.

Mairitelmi 4.3 (Yhtdasuuruus). [14, s. 3 ]. Kompleksiluvut z; = x; +iy; ja
Zp = X3 + iy, ovat yhtdsuuret, jos ja vain jos niiden reaaliosat ovat yhtdsuuret ja
imaginaariosat ovat yhtisuuret eli x; = x7 ja y; = y».

Esimerkki 4.4. Ratkaistaan yhtdlo a — 1+ bi =3 +i, missi a,b € R.

Jotta yhtdlon vasemmalla ja oikealla puolella olevat kompleksiluvut olisivat yh-
tdsuuret, madritelmin 2.2 mukaan niiden reaali- ja imaginaariosien on oltava yhti-
suuret. Siis

reaaliosa a—-1=3 ©a=2
imaginaariosa b=1.

Nédinollena =2jab = 1.

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksilukujen geometrista esitystapaa, joka hel-
pottaa edellamainittujen madritelmien ja imaginaariyksikon osuuden ymmartamista.
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Reaalilukujen joukon R yksi geometrinen havainnollistus on lukusuora, jolla voi-
daan esittdd sen kaikki pisteet vililtd | — oo, co[. Vastaava esitystapa kompleksilu-
vuille saadaan, kun lukusuora laajennetaan tasoksi lisddmailld imaginaariyksikkoa
kuvaava akseli. Tdssd xy-koordinaatistossa, kompleksitasossa, kompleksiluvut esite-
tddn tason pisteind. Koordinaatiston x-akselia kutsutaan reaaliakseliksi ja y-akselia
imaginaariakseliksi.

(0,4) =4i

(=7,3) =-7+3i

(1,1)=1+i
(5,0) =5
1 1 1 1 1 1 1 1 PO Be
8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 - 5 6
(—4,-2) = -4 - 2i o
(4,-2) =4 -2i

Kuva 4.1. Kompleksitaso C. Taso on tavallinen xy-koordinaatisto, jossa

x-akseli kuvaa luvun z = x + yi reaaliosaa ja y-akseli imaginaariosaa.
(Vrt. [11].)

4.2 Peruslaskutoimitukset

Kompleksilukujen geometrisen esitystavan (kuva 4.1) my6té niille on médritelty tutut
peruslaskutoimitukset summa, erotus, tulo ja osamaéira:

Mairitelmai 4.5 (Summa, erotus, tulo ja osamidrd). [14,s.3] Olkootz; = x1+y1i
ja zo = xp + y2i kompleksilukuja.

Kahden kompleksiluvun summa on niiden reaaliosien summa ja imaginaariosien
summa:

2+ 22 =x1+y1i+x2+ Y20 =x1 +x2+ (y1 + y2)i.

Vastaavasti lukujen erotus on

71— 22 =x1 +y1i — (X2 + y21i) = x1 —x2+ (y1 — y2)i.

12



Lukujen tulo saadaan kiyttden tavanomaisia laskusddntdja ja ottamalla huo-
mioon, ettd ;2 = —1 :

. . . . )
7122 = (X1 + y10) (X2 + y2i) = X1X2 + X1y20 + X210 + Y1 y2i
=X1X2 — y1y2 + (X1y2 + x2y1)i.

Osamiirin z;/z, laskemiseksi lavennetaan nimittdja termilld x, — y,i, jotta
vastauksen reaali- ja imaginaariosat saadaan erotettua eikd nimittdjdssa esiinny
lukua i. Tarkempi johtaminen on esitetty esimerkin 4.6 kohdassa d. Osamaari
on

21 _Xi+yu _xixa+y1y2  Xay1 — X1y,

= - = — IR i, kun zo # 0.
22 X2ty x5+ Y5 x5+ Y5

Esimerkki 4.6. Lasketaan lukujen z; = 4+ija zp = 1+2i a) summa b) erotus ¢) tulo
d) osamaara.

a) z1+2=4+i+1+2i=5+3i
b) z1—zp=4+i—(1+2)=4+i—-1-i2=3-1i
¢) z1z2=4+)(1+2)) =4 +81+i+i*2=2+9i

d) Osamaiirin laskemiseksi tehdddn lavennus termilld 1 — 27 1:

o 1+2i
_ (4+D(1-20)
T (1+20)(1 -2i)
4-141-2 1-1-4-2,
B 12—(2i)2+ 12 + 22

21 4+

=—- -

| N
|

Kompleksilukujen summan ja erotuksen geometrinen esitys vastaa vektoreiden
yhteen- ja vihennyslaskuja. Kts. havainnollistukset kuvasta 4.2. Kompleksilukujen
tulon z;z, pituus on niiden pituuksien tulo, ja kulma niiden kulmien summa. [11,
s. 2] Tulon visulaisointi on helpompi ymmairtdda kompleksiluvun napakoordinaatti-
muodosta, joten siithen palataan luvussa 6.

Aiemmasta tutut, vililla ehki jopa itsestddnselvind pidetyt vaihdannaisuus-, lii-
tdnndisyys- ja osittelulait patevit myos kompleksiluvuille.

ITermid xp — y,i kutsutaan luvun z; liittoluvuksi ja se esitellddn tarkemmin luvussa 5.
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Kuva 4.2. Kahden kompleksiluvun summa ja erotus.

Lause 4.7. [14, 5. 3] Kompleksiluvuille 7, zp ja z3 pdtevdt seuraavat lait:

21+22 =22+21

Vaihdannaisuuslait:
L1822 = 2211

) 21+ (z0+73) =(z1+22)+2
Liitanndisyyslait: { 1+(22+23) (21 +22) +23
z1(z223) = (z122)z3
Osittelulaki: 21(z2+23) = 71220 + 2123

Todistus. [35,s.77] Voidaan olettaa, ettd kyseiset lait patevit reaaliluvuille. Lauseiden
suora todistus tehdéén siis merkitsemélld kompleksiluvut muotoon z = x + yi ja kiyt-
tamalla tuttuja laskutoimituksia. Todistetaan esimerkiksi tulon vaihdannaisuuslaki:
Merkitddn z; = x1 + y1i ja 2o = xp + yoi. Nyt

7122 = (x1 + y17) (x2 + y2i)
. . )
=X1X2 +X1y2l + y1ixo + y1yol
. . )
=X2X1 X2yl + yax1t + y2yil

= (x2 + y2i) (x1 + y10)

= 2221.
]
Kuten reaaliluvuilla, myos kompleksiluvuilla on vasta- ja kdinteislukunsa.
Huomautus. [5, s. 75] Kompleksiluvun z = x + yi vastaluku on —z = —x — yi.

Vastaluku toteuttaa ominaisuuden z + (—z) = 0.

Lause 4.8. Jokaisella kompleksiluvulla 7 # 0 on yksikdsitteinen kddnteisluku
z~1 jolle piitee zz7' = 1. Kddnteisluku voidaan merkiti myés 1/z. Huomaa, etti
kddnteisluku voidaan esittdid muodossa x + iy (kts. esimerkki 4.9, kohta b).

Todistus. [5, s. 76] Todistus tehdddn kahdessa osassa. Ensin todistetaan, ettd kdan-
teisluku todella on olemassa, sitten, ettid se on yksikésitteinen.
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Kaéinteisluvun olemassaolo: Olkoon z = x + yi # 0. Sen kéénteisluku on

-1 X b .
7z = - [
x2+b2  a’+b?
silld pitee zz~! = - - - = 1. Tamiin voi tarkistaa suoralla laskulla ja se jitetdzn lukijalle
harjoitustehtéviksi.
Yksikdsitteisyys: Jos u ja v ovat z:n kddnteislukuja, niin zu = 1 ja zv = 1, jolloin
zu = zv jasiten uzu = uzv. Koskauz = 1,niin 1 -u =1-v jasitenu = v. O

Esimerkki 4.9. Kompleksiluvun z = 6 + 3i

a) vastaluku on
—z=—-(6+1i3) =-6—1i3.

b) kidinteisluku on

I U T 2 - i)

T 6+3i 3-2+0) 3-2+) (2-0)
o2-i 2-i 2-i 2 1.
T3.(22-2) 3-(4+D) 15 15 15"

4.3 Tehtivat

1. Madrittele kasitteet kompleksiluku, imaginaariluku, imaginaariosa ja reaalio-
sa.

2. Kuvassa 4.3 on kompleksitasoon C merkittyjd pisteitd. Kirjoita ne muodossa
(x,y) jax+yi.

3. Mitd arvoja imaginaariyksikon potenssit i L2 3% 02,10, ..

yleinen muoto ", missin =0, 1,2, ....

. saavat? Kirjoita

4. Laske:
a) i° ,b) i3,
o ()il ay i

5. Kirjoita muodossa x + yi:
3
a) SIO-V=T+9i b) 3+ (2) +50-12

6. Kirjoita muodossa x + yi:

) (5-6i)+(2-9i), b) 3(4+2i)—2i(53i),
c) 3(2+§i)—7, d) (2-4)(3+i).

15



Im
5 1
C
] 4+
A
3+ ]
B
20
1 1
D H
© 1 © 1 ;
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6G T Re
-1+ °®
-2+
E
°® =3
a
-4 0

Kuva 4.3. Tehtdvin 2 kompleksitasoon C merkityt pisteet.

7. Kirjoita muodossa x + yi:

2-4i (4+450)+2i3
a) 55 b) (2+i)2

8. Kirjoita muodossa x + yi:
a) Re(1/z), b) Im((2+1i)z).
9. Ratkaise yhtilostd a) z = x + yi ja yhtdlosta b) x ja y
a) 2z=i(6+9), b) x>+9+|y|i =25+1i, missix,y € R.

10. Maédaritd sellaiset a € R, ettd a + 1 + (a —2)i on a) reaalinen, b) imaginaarinen,
¢) puhtaasti imaginaarinen.

11. Ratkaise yhtdlopari

iz1 — 122 =8+ 10i
-1+ (1 — i)Zz =3-15i.

12. Laske lukujen 1 + 2i ja 2 — 3i a) summa, b) erotus, ¢) tulo, d) osamaéra.
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13. Laske luvun vasta- ja kddnteisluku:

a) 1+2i, b) 3i,
¢ S+4i, d) 2+4i

17



S Itseisarvo ja liittoluku

Téssd luvussa tarkastellaan kahta kompleksilukujen sovellusten kannalta merkitté-
vaa kisitettd: itseisarvoa ja liittolukua. Alaluvussa 5.3 esitelldadn kompleksiyhtiloi-
den tyypillisimpii ratkaisujoukkoja, joiden tunnistaminen auttaa kompleksikuvaus-
ten ymmartamistd luvussa 9, mutta jotka tulevat esiin jo liittoluvun ja itseisarvon
myoOta.

5.1 Liittoluku eli kompleksikonjugaatti

Mairitelma 5.1. [5, s. 78] Kompleksiluvun z = x + iy liittoluku eli kompleksi-
konjugaatti on 7 = z — iy.

Im g
z=x+Yyi
Re
>
Z=x—-yi

Kuva 5.1. Kompleksiluku z ja sen liittoluku 7 sijaitsevat kompleksita-

sossa symmetrisesti x-akselin suhteen. Téten |z| = |z|. Huomaa my0s
kompleksiluvun ja reaaliakselin seka liittoluvun ja reaaliakselin vélinen
kulma 6.

Esimerkki 5.2. Kompleksiluvun z = 6 + 3i liittoluku z = 6 — 3i.

Seuraavassa lauseessa on joitain liittoluvuilla patevid laskusdiantoja.
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Lause 5.3. Olkoot 71 ja zo kompleksilukuja. Niille pditevcit

() zi+tz=7+2,
(2 71 zz=70"722,

3 (2)-
4) z=z,
(5) z€R,josjavainjosz=7.

2

1

b

2
)

Todistus. [5, s. 78]

(1) Merkitdédn z; = x1 + y1i ja 20 = X2 + yai.
Nyt

71+ 22 =x1 + Y1l + X2 + yai
= (x1+x2) + (y1 +y2)i
= (x1+x2) = (V1 +y2)i
= X1+ X2 — Y1l — yal
= (x1 = y1i) + (x2 — y2i)
=71 +22-

(2)-(4) Vastaavasti kuin kohta (i).
(5) Todistetaan viite kahdessa osassa:

1. Oletetaan ensin, ettd z € R. Koska z on puhtaasti reaalinen, voidaan
kirjoittaa z =x+0i. Nytz=x+0i =x - 0i = Z.
2. Oletetaan seuraavaksi, etti z = 7 pitee, ja merkitddn z = x + yi. Nyt
X+yi=x—-yi
< y=-y
& y=0.

Viite seuraa kohdista 1. ja 2.

Lause 5.4. Kompleksiluvun z ja sen liittoluvun 7 summa ja tulo ovat aina reaa-
lilukuja.

Todistus. [14, s. 5] Olkoot z = x + iy kompleksiluku ja 7 = x — iy sen liittoluku,
missd x,y € R.
Niiden summa on

7+z7=(x+iy)+(x—iy)=x+x+iy—iy=2x € R.
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Niiden tulo on

2= (x+iy)(x —iy) =x? —xiy +xiy - (iy)? = x> —=i>y* = x> +y? e R.

Lause 5.5. Kompleksiluvun ja sen liittoluvun erotus on aina imaginaariluku.

Todistus. [14,s.5] Olkoot z = x + iy kompleksiluku ja 7 = x — iy sen liittoluku. Nyt

7—Z7=x+iy—(x—iy)=x+iy—x+iy=2iy =2ilmz.

5.2 Itseisarvo eli moduli

Toisin kuin realilukuja, kompleksilukuja ei voida samalla tavalla asettaa suuruusjéar-
jetykseen. Tétd ldhinné oleva tapa vertailuun on tarkastella niiden etdisyytta origosta
eli itseisarvoa |z].

Maiiritelmi 5.6. (Vrt. [14, s. 10]) Kompleksiluvun itseisarvo |z| = v/x2 + y2 > 0.
Geometrisesti se kuvaa luvun etédisyyttd origosta.

Esimerkki5.7. Jos z = 4-2i, sen itseisarvo eli etéisyys origostaon |z| = y/42 + (-2)2 =
V16 + 4 = v20. Vrt. Pythagoraan lause.

L0

z7=4-2i

Huomautus. [14,s. 11] Kompleksitasossa erotus z = z, —z; voidaan esittdd pisteiden
71 ja zp vilisend vektorina tai pisteend z = (x3 — x1, y2 — y1). Médritelmistd 5.6
seuraa, etti tapauksessa z = zo — zo kahden pisteen vilinen etdisyys kompleksitasossa
on sama Kuin origon ja pisteen (x; — x1,y2 — y1) eli kyseisen pisteen itseisarvo:
|z| = lz2 — z1] = [(x2 = x1) +i(y2 — y1)|. Siis

|22 — z1] = \/(Xz —x1)2+ (y2 - y1)2.

Kuvassa 5.2 havainnollistetaan lukua z = z; — z; lukujen z, ja z; erotuksena seka
omana lukunaan.
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Kuva 5.2. Kahden kompleksitason pisteen erotus.

Lause 5.8. Kompleksiluvun itseisarvolle pditevdit

(1) |zI*=2z,

(2) |z| =0, jos ja vain jos z = 0,
(3) lzl =1zl,

4) |zw| = lz| W],

(5) lz/wl=lzl /Iwl], (w #0),

(6) |z+w|<|z|+|w| (kolmioepiiyhtdlo).

Todistus. [5, s. 79]
(1) Merkitdan z = x + yi. Nyt
7z =(x+yi)(x —yi) = X2 - y2i2 =x%+ y2 = |z|2.
(2) Triviaali.
(3) Jitetdan harjoitustehtaviksi.

(4) Hyodyntdmaillad kohtaa (1) saadaan
low|> = zw - 2w = 2w -7 - W = 22ww = |22 w]?
Otetaan tdstéd puolittain nelidjuuri, jolloin saadaan
lzw| = |z[lwl.

(5) Vastaavasti, kuin kohta (4).

(6) Merkitddn z = x + yi jaw = u + vi, missd x, y,u,v € R. Nyt viite saadaan
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muotoon

|x + vi| + |u+vi] > |(x+yi)+ (u+vi)]
Va2 +y2 4+ V2 +v2 > \J(x+u)2 + (y+v)? [1(
4?2402 +32+ Vi 402 > (x+u)? + (v +v)°
X2+ 32+ 202 + 2V 402 4w +9v2 > 1% 4+ 2xu + u +y? + 2yv +?
VX2 +y2Vu2 +v2 > xu+yv I1(
(x2 +y2)(u2 + v2) > x2u? + 2xuyv + y2v2

22 4 y2u2 + yzv2 > x2u? + 2xvyu + yzv2

)Czl/t2 +x

x2v? = 2xvyu +y?u? >0
(xv)? =2-xv-yu+(u)®> >0
(xv —yu)?> >0.

(N SN S S )

Koska x, y, u,v € R, niiden toinen potenssi on aina positiivinen eli viite pitee.
O

Kolmioepayhtélosta (6) nahdiin, ettd vektorin |z + 23| pituus ei voi ylittda yksit-
tdisten vektorien pituuksien summaa |z;| + |z2|. Lause voi kuulostaa itsestddnselvyy-
deltd, mutta silld on merkittavid sovelluskohteita funktioiden rajojen ja integraalin
tutkimisessa. Yksinkertainen esimerkki kolmioepayhtéalon kaytostd esimerkissd 5.9.

Yhtilot (4) ja (5) taas ovat siitd mielenkiintoisia, ettd ne viittavat vektorien z;z,
ja z1/z» pituuksien olevan tasmilleen yhtédsuuria, kuin yksittisiten vektorien z; ja zo
pituuksien tulo tai osamaara.[14, s. 13].

Esimerkki 5.9. Osoitetaan, ettd |z + 5 + 8i| < 15, kun |z| = 5.
Kolmioepdyhtdlon mukaan |z + 5 + 8i| < |z| + |5 + 8i]. Jos siis voidaan osoittaa,
ettd |z| + |5 + 8i| < 15, myos alkuperdinen viite patee. Siis

|z +15+8i] <15
5+vV52+82 <15
5+V89 =~ 14,4 < 15.

Viite |z + 5 + 8i| < 15 on siis tosi.

Q

Lause 5.10. Kompleksiluvulle ja sen liittoluvulle pditee
z

EE kun z # 0.

1
Z

Todistus. [10,s.73] Todistus on yksi luvun harjoitustehtivisti. Katso ratkaisu luvusta
10. O

Lausetta 5.10 voidaan hyodyntdada kahden kompleksiluvun jakolaskussa sekéd kidn-
teisluvun ratkaisemisessa:
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Esimerkki 5.11. Lasketaan lukujen z; =3 —ija zp = 1 — 2/ osamiiri:

a_37i gyl g, l¥2 545
w 1-2 Y- U TV Er2)e S

Lause 5.10 on hyddyllinen myos kédédnteisluvun laskemisessa:

=1+i.

Esimerkki 5.12. Luvun 3 — i kdidnteisluku on

Lo 3+ _3 i
3-i (V3Z+12)2 10 10

5.3 Ratkaisujoukot kompleksitasossa

Koska kompleksiluvut ovat reaalilukupari, niihin liittyvissd yhtéldissd on usein yhden
muuttujan sijasta ratkaistavana kaksi muuttujaa. Tastd syystd yhtdloiden ratkaisut
ovat usein yhden tietyn pisteen sijasta joukko pisteitd, jotka muodostavat esimerkiksi
suoran tai tason. Tassd alaluvussa tarkastellaan erilaisia ratkaisujoukkoja ja niiden
maidritelmia.

Miiéritelmi 5.13 (Ympyri, Circle). [14, s. 29] Olkoot z = x+iy ja zg = X0 +1yo
kompleksilukuja. Niiden etiisyys toistaan on |z — zo| = v/(x — x0)2 + (¥ — yo)2.
Téten pisteet z = x + yi, jotka toteuttavat yhtdlon

lz—z20l=R, R>0,

muodostavat R-séteisen zo-keskeisen ympyrin.

Kuva 5.3. zo-keskeinen, R-sdteinen ympyra.

Esimerkki 5.14. Kaksi ympyrai:
a) |z| = 1 on yksikkdympyra.

b) Jarjestelemalld yhtalo |z — 2 + 6i] = 5 uudelleen saadaan |z — (2 — 6i)| = 5.
Yhtdlon ratkaisujoukko on siis 5-sédteinen, zg = 2 — 6i-keskeinen ympyra.
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Mairitelma 5.15 (Kiekot ja ympéristot, Discs and Neighborhoods). [14, s. 29]
Epéyhtalon
|z =20l < R

toteuttavaa pistejoukkoa kutsutaan R-siteiseksi, zo-keskeiseksi kiekoksi. Epayh-
tdlon ratkaisujoukko on siis ympyrin |z — zo| = R kehilld ja sen sisélld olevat
pisteet.
Epiyhtalon
|z —z0l <R

ratkaisujoukko taas on ympyrén sisilld ja sitd kutsutaan zo:n ymparistoksi.
Epiyhtalon

0< |Z - Zo| <R

ratkaisujoukko on zo:n puhkaistu ymparisto eli se sisiltdd zo:n ympériston,
poislukien pisteen z.

Kuva 5.4. zp-keskeiset, R-siteiset kiekko, ympiristo ja puhkaistu ym-
paristo.

Esimerkki 5.16. Epdyhtilon |z| < 1 ratkaisujoukko on origokeskeinen, 1-siteinen
kiekko. Epdyhtdlod |z| < 1 médrittdd origon ympdriston ja 0 < |z| < 1 origon
puhkaistun ympériston.

Mairitelmai 5.17 (Avoin joukko). [14, s. 29] Pistettd zo kutsutaan joukon S si-
sapisteeksi, jos on olemassa jokin zg:n ympdristo, joka siséltyy kokonaan jouk-
koon S. Jos jokainen joukon S piste on sen sisédpiste, joukko S on avoin joukko.
Jos zop:n jokaiseen ymparistoon siséltyy pisteitd, jotka kuuluvat joukkon § seka
pisteitd, jotka eivat kuuluu siihen, on zp joukon rajapiste. Rajapisteiden jouk-
koa kutsutaan joukon S rajaksi. Joukkoa, joka siséltii rajapisteensd, kutsutaan
suljetuksi alueeksi.

Esimerkki 5.18. Epiyhtidlon Re(z) > 1 maidrddma joukko on avoin. Epédyhtélon
Re(z) > 1 midraamén joukon rajapisteet sijaitsevat suoralla x = 1, joten x = 1 on
joukon raja. Joukko Re(z) > 1 ei ole avoin, silld jokaisen suoralla x = 1 sijaitsevan
pisteen ympiristossa on pisteitd joukosta ja sen ulkopuolelta. Katso kuva 5.5.
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Kuva 5.5. Piste z; on alueen S = {z = x + yi | Rez > 1} rajapiste,
silld pisteen z; ympdristossd on pisteitd, jotka siséltyvit alueeseen ja
pisteitd, jotka eivit sisilly. Pisteet z; ja z3 sen ovat alueen S sisdpisteita,
silld niiden ymparistot sisdltyvit alueeseen. Huomaa, ettei ole mééritelty
kuinka suuri sisdpisteen ympiriston on oltava. Se voidaan siis rajata
esimerkiksi 0, 0001 siteiseksi ympyriksi |z — z3| < 0, 0001, jos tarpeen.
Alue S on suljettu, silld se sisdltdad kaikki rajapisteensd x = 1.

Mairitelma 5.19 (Rengas, Annulus). [14, s. 29] Jos 0 < R; < R, kaksoise-
payhtdlon
Ry <|z-z20l <Rz

ratkaisujoukko on avoin ympyrin mallinen rengas.

Kuva 5.6. Avoin ympyrédn mallinen rengas.
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Esimerkki 5.20. Ratkaisujoukko

|z — (1 +3i)| < 6 on suljettu kiekko,
|z — (1 +3i)| < 6 on avoin kiekko,

1 <|z — (1 +3i)| < 6 on rengas, muttei suljettu eikd avoin.

Esimerkki 5.21. [5, s.80] Ratkaistaan yhtédldiden ratkaisujoukot a) 7 + 2z = iZ7 + 8,
b) |5 =1,0) [z - (4+3i) =2,d) |2+ (2+3i)| <3

a) Merkitddn z = x + yi, jolloin yhtilo saadaan muotoon
x—yi+2(x+yi) =i(x—yi)+8

& x-—yi+2x+2yi =ix—yi’+8
S 3x+yi =xi+y+8

Mairitelmén 4.3 mukaan reaaliosien on oltava keskendin ja imaginaariosien
keskenddn yhtidsuuria. Saadaan yhtédlopari:

3x=y+38
y =X,
jonka ratkaisut on x = y = 4. Yhtélon ratkaisu on siis piste z = 4 + 4i.

b) Lauseen 5.8 kohdan (5) mukaan |ZZ_T3’2i| = ||ZZ__32i||. Hyodyntdmailld itseisarvon
madritelmia 5.6 saadaan

|z-3i| —1

lz=2[  —
o |z =3i] =]|z-2]
=3 |x + yi = 3i] =|x+yi-2|
e Ix+ (-3 =[(x-2)+yi
& A2+ (-3)? =y-22+y2 [|( )
= 2+ (y=3)? =(x-2)2+y?
& xX2+y2-6y+9 =x2—dx+4+)?
& —-6y+9 =-4x+4
& -6y =-4x-5
o _2p45

y =5x+3

Yhtilon ratkaisujoukko on siis suora y = %x + % kompleksitasossa. Yhtédlon

|z—3i| = |z—2| geometrinen tulkinta on, ettd sen toteuttavat ne pisteet z = x+yi,
jotka ovat yhtd kaukana luvuista 3i ja 2. Kts. kuva 5.7.

¢) Yksinkertaisin tapa 10ytdi ratkaisu on kéyttdd madritelmaa 5.13. TallGin teh-
tavanannosta nahdidian suoraan, ettd ratkaisu on 2-sdteinen 4 + 3i-keskeinen
ympyrd. Kdydaédn ldpi myos toinen tapa, jolla ympyrin yhtilo on helppo 10y-
taa:
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Kuva 5.7. Yhtdlon |z — 3i| = |z — 2| ratkaisujoukko.

Merkitddan z = x + yi ja kdytetddn maidritelmaa 5.6 jolloin yhtidlo saadaan

muotoon:
|x+yi—(4+30)] =2

e |(x=-4)+(y-3)| =2
e Vx-42+(y-3)?2 =2 [|( )
e (x-42+(y-3)? =4

Ratkaisujoukoksi saadaan ympyri, jonka keskipiste on 4 + 3i ja sdde 2.

Im o (x—4)2+(y=3)2 =4

3i
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d) Merkitddn z = x + yi. Nyt

54

1.

|x + yi + (2 = 30)] 3
|x + yi — (2 + 30)| 3
[(x=2)+(y-3)i] <3
VEx-22+(y-3)? <3
x-2)%+(y=-3)? <9

tgee

Ratkaisujoukko on nyt 2 + 3i-keskeisen ja 3-siteinen suljettu kiekko. Vastaus
selvidi jo ratkaisun kolmannesta epdyhtilostd, mutta se on viety muotoon, jolla
piirto-ohjelma sen késittaa.

Im (x=22+(y=32<9

3i

Tehtavat

Laske luvun itseisarvo:

a) 3+4i, b) i, ¢ (2-i)?

d) i(4+20)-23+3i), e g, ) L+ 2L

. Kumpi luvuista z; = 10+ 8i vai zp = 11 — 6 on ldhempéni origoa? Entd lukua

1+:?

. Ratkaise yhtdlo, kun z =x + yi jax,y € R:

a) Z2+y>=4z-2xyi, b) z+37=4-2i.

. Osoita, ettd

a) 71 -22=21"22, b) Z=1z.
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10.

11.

12.

13.

. Osoita, etta

] _
- = %, kun z # 0.
z |z

. Osoita, etta

a)|z+ 6+ 8i| <13, kun |z| = 2,
b)1 < |72 -3| <4, kun |z| = 1.

. Kuvaile geometrisesti kompleksiluvun z = x + yi # 0 suhdetta sen

a) liittolukuunz =x — yi, b) lukuun z = —x + yi,
¢) vastalukuun — z, d) kiinteislukuun z7! (vihje: lause 5.10).

. Milloin |z; + z2| = |z1] + |22]?

. Osoita, etta

a) |zl=1-z, b) [z=]z]
Hahmottele yhtédlon ratkaisujoukko kompleksitasoon:

a) Z+z=-z+8, b) |z+2+4i|=2, ¢ |z+3i]=1,
d) |z|=]z-i, € Rez=35, f) Im (z-i) =Re (z+4-3i).

Hahmottele yhtilon ratkaisujoukko kompleksitasoon. Onko joukko avoin vai
suljettu?

a) Rez<, b) |z] > 1,

¢) 2<|z—-1]| <5, d) Imz<Rez,

e) O0<|z—-1-i]<4, ) |z+9i] <8

Mitka ovat edellisen tehtévin joukkojen rajapisteet?

Anna esimerkki yhtdlostd tai epayhtélostd, jonka ratkaisujoukko on a) suljettu
kiekko, b) avoin kiekko, ¢) puhkaistu ymparisto, d) rengas.
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6 Napakoordinaattimuoto

Napakoordinaatisto (polar coordinates) on Isaac Newtonin kehittimi koordinaatis-
tosysteemi, jossa koordinaatiston keskipisteend on napa ja sen lipi kulkeva horison-
taalinen napa-akseliksi. (Vrt. origo ja x-akseli.) Napakoordinaatit ilmoittavat pisteen
etdisyyden navasta ja sen kiertokulman napa-akselista. Esitystapa on hyvin kaytto-
kelpoinen tilanteissa, joissa kahden pisteen vilinen suhde on helpompi miirittaa
kulman ja etdisyyden avulla perinteisen trigonometrian sijaan.[14, s. 16]

6.1 Maaritelma

Mairitelma 6.1. [14, s. 16] Kompleksiluku z = x + yi voidaan esittdd napa-
koordinaatteina

z=(r,0),

missd r = |z| on luvun z etaisyys koordinaatiston navasta ja 6 sen vaihekulma
eli kulma napa-akselista vastapdiviin kierrettynd, radiaanein ilmaistuna.

3,, Im z:(x,y):(r,G)
2 r=|z|
1 |1
0 =arg(z) Re
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1

Kuva 6.1. Kompleksiluku napakoordinaatistossa.

Kompleksiluvun vaihekulman on sallittua kiertéid koordinaatiston napa useita ker-
toja, joten yhdella kompleksiluvulla voi olla vaihekulman suhteen monta napakoor-
dinaattia. Esimerkiksi luku —1 on napakoordinaatteina (1, r), (1,3n), (1,57),....
Siksi on tarpeen mééritelld vaihekulmalle termi, jolla tarkoitetaan sen mahdollisim-
man pientd arvoa.

Mairitelmia 6.2. [14, s. 17] Vaihekulmalle kaytetdin merkintdd 6 = argz.
Argumentiksi kutsutaan vililli -7 < 6 < r sijaitsevaa vaihekulmaa ja sitd
merkitiin Arg z.

Tarkastellaan napakoordinaattien yhteyttd xy-koordinaatistoon. Kuvan 6.1 koor-
dinaatistoon on piirretty kompleksiluku z = x+iy = (x,y) = (r, 6). Trigonometrisesti
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vaihekulma voidaan ilmoittaa koordinaattien avulla seuraavasti:

X
cosf =—jasinf = X,
r r

mistd padstian muotoon

x=rcosfjay=rsinf.

Téstd voidaan johtaa napakoordinaattiesityksen mééritelma:

Miiéritelmi 6.3. [14, s. 16] Kompleksiluvun napakoordinaattiesitys on muo-
toa
z=x+iy=(rcosf+irsinf) =r(cosf +isinf).

Huomautus. Koska r kuvaa luvun etdisyyttd origosta, se ei ole koskaan negatiivinen.

Huomautus. Vaihekulman kierrossa, ns. positiivinen suunta on vastapdiviin ja ne-
gatiivinen suunta myotpaiviin. Siis 6 > 0, kun kierto tehddén akselilta vastapdiviin
ja @ < 0, kun kierto tehdidan akselilta myotapaivadn. Vaihekulma ilmoitetaan radiaa-
neissa.

Koska trigonomiset funktiot ovat jaksollisia, vaihekulma ei ole yksikésitteinen.
Kosinin ja sinin arvot toistuvat 2z vilein eli ne ovat 2r-jaksollisia. Vaihekulmaan
0o voidaan lisiti siis loputon miiri tiysid kierroksia 6y + 2,09 + 4, ---. Luvun z
argumentti on se kulma, joka osuu vilille | — 7, 7], kuten mééritelméassi 6.2 esitetdin.

Esimerkki 6.4. Kompleksiluvun z = 1 + i argumentti Arg z = 7. Sen vaihekulmia

OVatQ:argZ:%,%T”,%Tﬂ,---:%iQnﬂ',miSS'EiYZEZ.

Vaihekulman voi médrittdd myos tangentin avulla kdyttden suoraa luvun imaginaari-
ja reaaliosan osamiirdd. Talloin on kuitenkin otettava huomioon, ettd tangentin pe-
riodi on vain m, mistd johtuen kompleksiluvuilla z ja —z néyttiisi olevan sama ar-
gumentti. Esimerkisséd 6.5 késitelldaan tdlldista tapausta. Tangenttia hyodyntidessd on
siis huomioitava missé koordinaatiston sektorissa luku sijaitsee. Sektoritarkastelu on
tosin helppo tapa tarkastaa vaihekulman oikeellisuus my0s sinié ja kosinia hyodyn-
nettdessa. [14, s. 17].

Esimerkki 6.5. Olkoot z; = (1, 1) ja zo = (=1, —1) kompleksilukuja. Niiden vaihe-

kulmien tangenttien arvot ovat samat: tan 61 = % =ljatan6, = :—} = 1. Kuitenkin

0, =n/4jab, =51/4 = -3n/4. Geometrinen havainnollistus kuvassa 6.2.

Vaihekulman voi selvittdd monella tapaa. Luvun z piirtiminen kompleksitasoon
auttaa hahmottamaan missé koordinaatiston neljanneksessi luku sijaitsee ja mika sen
vaihekulman suuruusluokka on. Vaihekulman laskeminen erityisesti kolmannessa tai
neljannessi neljanneksessa sijaitsevasta kompleksiluvusta on harvoin suoraviivaista
ja vaatii tarkkaavaisuutta. Visualisoinnista ndhdain helposti, jos saatu vaihekulman
arvo on jotain muuta kuin pitiisi ja siksi napakoordinaattimuotoa harjoitellessa kuvan
piirtiminen on hyvin suositeltavaa.
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2,,
1,, le(l’l)
95 o,
3 -2 -1 R
_1 s
ZZ:(_la_l)
_2 s

Kuva 6.2. Lukujen z; = (1, 1) ja zo = (=1, —1) vaihekulmat.

Esimerkki 6.6. Esitetiin napakoordinaattimuodossa kompleksiluvut a) z = 1 +iV3
b)z=-3+2ic)z=-V3-id)z=1-1i.

a) Luvun etdisyys origosta eli sen itseisarvo lasketaan miiritelmén 5.6 mukaan:

r=lzl =y 12+ (V3)2= V4 =2.

Koska luku z sijaitsee koordinaatiston ensimmaisessa neljanneksessd, niin 0 <
0 < n/2 ja vaihekulma voidaan laskea suoraviivaisesti tangentilla. Siis

V3 V3 o«

tanf = — & 6 = arctan — = —.
an 1 arcan1 3

Niin napakoordinaattimuodoksi saadaan méaaritelmén 6.3 mukaan

Z(COSJT + 'sinﬂ)
= —+1 —.
¢ 3 3

b) Etdisyys origosta

r=z=+v(-3)2+22=VI3(» 3,6).

Luku z sijaitsee koordinaatiston toisessa neljinneksessi, joten vaihekulman
laskemiseen on yksinkertaisempaa kayttdd tangentin sijasta esimerkiksi kosi-
nia:

cosf = _—3 & 6 = arccos (_—) ~ 2,0.

Vi3 Vi3

Napakoordinaattimuodoksi saadaan arvio

z ~ V13(cos(2, 6) +isin(2,6)).

c) Etiisyys origosta

r=|zl = \/(—\5)2 +(-1)2=2.
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Luku z sijaitsee koordinaatiston kolmannessa neljanneksessa, joten vaihekul-
man ratkaiseminen ei ole yhtd suoraviivaista kuin edellisissd kohdissa. Tan-
gentilla kulmaksi saadaan:

-1 1 T
tang = —— & 0 = arctan (—) = I

-V3 V3

Koska luku z tosiaan sijaitsee kolmannessa neljanneksessd, vaihekulma

/4 r
0=—+m=—.
6 "7 %6
Siis
) 77r+,, r
=2|cos— +isin—|.
¢ 6 6
A Im
2,,
Iz 1 .-
¢ .
% Re
: :
-3 -2 = 1 2 3
11
z=-V3-i

d) Etdisyys origosta
r=lzl =12+ (-1)2 = V2.

Luku z sijaitsee koordinaatiston neljinnessi neljdnneksessid. Tarkastellaan nyt
vaihekulmaa myotdpdivaian kiertyneend eli negatiivisena kulmana —6:

Napakoordinaattimuodoksi saadaan

z=V2 (cos (—%) +isin (—%)) .

6.2 Tulo ja osaméaara napakoordinaattimuodolla

Kahden kompleksiluvun tulon geometrinen esitys on helpompi ymmairtaa, kun luvut
on esitetty napakoordinaattimuodoissa. Geometrisesti tulo on lukujen itseisarvojen
tulo rq - r, ja vaihekulmien summa arg z; + arg z> (kts. kuva 6.3).
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Kuva 6.3. Kahden kompleksiluvun tulon z; z> pituus on niiden pituuksien
tulo rr, ja vaihekulma vaihekulmien summa arg z; + arg 2

Lause 6.7. Olkoot z; = ri(cos 01 +isin6y) ja zo = rp(cos 6, +i sin 6,) komplek-
silukuja. Niiden tulo on

21220 = rira [cos(01 + 03) +isin(0; + 60>)]

ja osamddrd on

2 _ T cos(8y - 62) +isin(8; — 02)], (z # 0).
22 )

Todistus. [14, s. 18]
Tulon kaavan johtamisessa hyodynnetiin tietoa, ettd i = —1 ja summakaavaa
(kts. Liite):

7122 = r1(cos @ +isin@)rp(cos O, +isinb;)

rira(cos @1 +isinf)(cos 6, +isinb,)

riry(cos @1 cos 6y + cos 01isin 6, + i sin 6 cos 6, + i sin Hi sin ;)

rira(cos 81 cos @, — sin 81 sin 6, + i sin 61 cos O, + cos 01i sin 6;)

riry [(cos 6 cos 6, — sin 01 sin 0,) + i(sin 61 cos O, + cos f; sin 6,)]

=rir [COS(@l + 92) +1i SiIl(@l + 92)]

Osamidrd lavennetaan termilld cos 6, — i sin 05, jotta voidaan hyodyntidd summakaa-
vaa ja trigonometristi identiteettiz sin® + cos® = 1:

Z1 rpcosf; +isind;

2 rpcos B +isinf,
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r1 (cos 0y +isinfy)(cos b, —isinby)

rp (cos @y +isinf,)(cos Oy —isinby)

1 cos 81 cos 0> — cos 01i sin @5 + i sin 0 cos §, — i sin O sin H

r cos2 0 — cos i sin O, + i sin 6 cos O, — i2 sin? 6,
r1 (cos @1 cos 6, + sin ) sin 6,) + i(sin 6] cos §, — cos O sin 65)

r cos? 65 sin? 6,
= r—l[cos(Gl —6) +isin(6; — 6,)]
r

O

Kahden napakoordinaattimuotoisen kompleksiluvun tulo ja osamiird ovat myos
napakoordinaattimuodoissa. Lukujen tulon itseisarvo |ziz2| = rir, ja argumentti
Arg (z122) = 61+6,. Huomaa, ettd tulon argumentti ei valttdmattd ole valilld | -, 7],
joten tarkastelu on tarpeen. Siis:

| lz122] = [z1llza] [ ja | arg(zi22) = arg(z1) +arg(22) |

Seuraus 6.8. [14, s. 19] Tarkastellaan imaginaariyksikon tuloa itsensd kanssa i - i.
Koska imaginaariyksikén pituus on 1 ja kulma 3, luvun i% pituus on 1 ja kulma .
Tiiten i* = —1.

Esimerkki 6.9. Kompleksilukujen z; =2 (cos 5 +isin%) jazy = 6 (cos § +isin%)
tulo on

lez:2-6(cos(g+g)+isin(g+%))

5 5
=12 (coszﬂ +1sin Zﬂ)

ja osamaara on

d 2(cos(ﬂ ﬂ)+'sin(ﬂ ﬂ))
—_ = = — = — l — = —
72 6 2 3 2 3

! (cos il + i 8in ﬂ)

== —+isin—|.

3 6 6

Esimerkki 6.10. Kompleksilukujen z; = i ja zo = —V3 — i argumentit ovat Arg z; =
/2 ja Arg zo = —5x/6. Niiden tulon ja osaméérin

2z =i(-V3—i)=1-V3ija = = __ 2N
22 ]
argumentit ovat

Argzizp =z ——=—zjaarg — = 6

T Sr Vs 71 m Sr dr
2 6 3 22 2

Huomataan, ettd osamiéran argumentti ei ole vililld | — m, 7], eli kyseessd on erds
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osamddrin vaihekulmista. Osamédridn argumentti

6.3 Tehtavit

1. Esitd napakoordinaattimuodossa:

a) z=1+1, b) z=28i, c) z=-4,
d z=8+8V3i, e z=2-2i, f) z=-1-i.

2. Esitd muodossa x + yi:

a) z:5(cos%”+zsm7g), b) z:S\/E(COSI}T”Hsm%)

c) z—(cos%”ﬂsm%”), d) z=5(cosm+isinmn).

3. Esitd napakoordinaattimuodossa kahdella tavalla, argumentin ja vaihekulman
avulla:
a) (ra 9) = (4’ _Sﬂ/3)’ b) (7", 0) = (2’ 2)

4. Esitd muodossa x + yi, kun

a) (l", 9) = (49 _571-/3)’ b) (7’, 9) = (29 2)
5. Laske tulo z;z, ja osaméérid z;/z;, kun

a) 71=2 (COS % +1isin %) ja =4 (COS +17sin ?ﬂ)
b) z1=V2(cosZ+isinZ) ja z2=V3(cosZ +isinZ).

6. Tutki ja kuvaile mitd kompleksiluvulle z = r(cos 8 + isin6) geometrisesti
tapahtuu, kun se kerrotaan luvulla zop = cos ¢ + isin ¢. Tarkastele erikseen
tapaukset ¢ > Oja ¢ < 0.

7. Maiiritd kompleksiluvut z, joille

a)Argz=n/4, b)Argz=n/3.

8. Oletetaan, ettd kompleksiluku z; sijaitsee koordinaatiston ensimmaéisessi nel-
janneksessd. Missd neljanneksessi sijaitsee tulo z;z2, kun

©) z22=5+3i, d) z=1+%?

9. Kirjoita yhtilo, joka yhdistdd vaihekulmat arg z ja arg %, kun z # 0.

36



10. Miki on kompleksilukujen z; ja zo yhteys, jos arg z; = arg z,?
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7 Potenssi ja juuri

Tassd luvussa tarkastellaan kompleksilukujen ei-negatiivisia kokonaislukupotensseja
ja juuria. Potenssi ja juuri kytkeytyvit kompleksilaskennassa toisiinsa hyvin saman-
kaltaisesti, kuin reaalilaskennassa. Yleisesti reaalilaskennassa usein ymmairretiin,
ettid nelidjuurella on yksi arvo. Esimerkiksi V4 = 2 Yhtilonratkaisussa otetaan kui-
tenkin huomioon, ettd luvun 4 neliGjuurena voivat olla luvut -2 ja 2, koska (—2)2 =4
ja 2° = 4. Kuutiojuurella taas on vain yksi reaaliarvo. Esimerkiksi w = —3 on lu-
vun —27 kuutiojuuri, koska w? = (=3)® = —27. Kun kuutiojuuren ratkaisujoukkoa
laajennetaan kompleksilukuihin, paljastuu, etti silld on itse asiassa kolme ratkaisua:
yksi reaalinen, kaksi imaginaarista. Yleisesti sanottuna luku w on luvun z n. juuri,
jos w" = z. Téssid luvussa osoitetaan, ettd yhtidlolld w” = z on n kpl ratkaisuja, siis
nelidjuurella 2, kuutiojuurella 3, neljannelld juurella 4 jne.

7.1 Potenssi ja de Moivren kaava

Muodossa z = x + yi annetun kompleksiluvun potenssin laskeminen onnistuu taval-
listen polynomien laskusdintdjen avulla, kunhan muistaa, etti i2 = —1. Tami tapa
voi kuitenkin olla ty6lds potenssin ollessa suuri. Johdetaan yksinkertaisempi tapa,
joka toimii napakoordinaateilla.

Tarkastellaan kompleksilukujen tulon erityistapausta, jossa z; = zo = z. Lauseen
6.7 mukaan

z-z=2>=r-r[cos(6 +0) +isin(0 +0)] = r*[cos(20) + i sin(26)].

Tamai voidaan laajentaa potenssin yleiseen muotoon

’ 7" =r"[cosnf +isinnd], missin=0,1,2,... ‘

Esimerkki 7.1. Lasketaan z% kun z = 2 + 2i.
Vaihekulma 6 = /4 ja etiisyys origosta r = 2V2. Siis

2+ 2i)6 _ (2\/5)6 (COS (6 . %) +1isin (6 . %))

o o) )

=512-(0-1)
=-512i
Eris yksinkertainen tapa laskea potenssi on kompleksiluvut ja trigonometrian yh-
distdvd de Moivren kaava. Se on my6s hyvin kédytinnollinen trigonometristen kaavo-

jen todistamisessa, kuten esimerkistd 7.4 huomataan. Kaava saadaan kompleksiluvun
napakoordinaattien yleisestd muodosta, kun asetetaan r = 1:
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Lause 7.2 (de Moivren kaava).

(cos@ +isin)" = cos(nd) +isin(nb), missin=0,1,2,....

Todistus. (Vrt. [5, s. 84].) Todistus kahdessa osassa. Osoitetaan ensin, ettd lause
pitee, kun n = 0.
Olkoon n = 0, nyt

(cos@+isin@)? =cos(0-6)+isin(0 - 0)
I =cos0+isin0
1 =1+i0
1 =1.
Tapaus n = 0 siis pitee. Todistetaan loput induktiolla muuttujan n suhteen. Lause
pitee, kun n = 1. Oletetaan siis, ettd viite pitee, kun n = k, ts.

X = r* (cosnb +isinnb) .

Nyt lauseen 6.7 mukaan

S R

= rk [cos (k6) +isin(k)] r [cos 6 + i sin 6]
= r**! [cos (k6 + 0) +isin (k6 + 6)]
= k1 [cos ((k+1)60) +isin((k+1)0)].

Esimerkki 7.3. Lasketaan 23, kun z = 33 + Li.

Vaihekulma 6 = 7. Luvun etiisyys origosta r = 1, joten voidaan kayttdd de
Moivren kaavaa:

(S o3) = (o) ersnle)

T b4
- 3._)+. . (3‘_)
cos( G I sin 6
= E+isinz
cos2 2
=i

Yksi sovellus de Moivren kaavalle on trigonometristen kaavojen, kuten kaksin-
kertaisten kulmien todistus:

Esimerkki 7.4. (Vrt. [7, s. 660].) Todistetaan sinin ja kosinin kaksinkertaisten kul-
mien kaavat

cos20 = cos’ 0 —sin’6 ja  sin20 = 2cosHsinb.
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Todistus. Aloitetaan de Moivren kaavasta, jossa n = 2. Tilloin

cos26 +isin20 = (cos@ +isinf)?
= cos” 6 + 2 cos Hi sin @ + (i sin 6)?
= cos? 6 + 2 cos i sin — sin® 0
& c0s20+isin20 = cos?6 — sin® 6 +i2cos b sin 6.

Koska kompleksiluvut ovat yhtisuuret vain jos niiden reaaliosat ja imaginaariosat
ovat keskenidin yhtdsuuret (méiritelma 2.2), saadaan:

2

cos 20 = cos’ —sin® 4 ja

sin26 = 2 cos @ sin 4.

7.2 Juuret

Mairitelmi 7.5. Olkoon n € IN. Kompleksiluku w on kompleksiluvun z n:s
Juuri, jos se toteuttaa yhtalon

W' =zeliw =1z

Lause 7.6. Kompleksiluvun z = r(cos 6 + i sin 6) juuret w} ovat

0+2krn 0+ 2km
wh = Rz = {fr |cos +isin ,
n n
missd k =0,1,2,...,n— 1. Erisuuruisia juuria on n kappaletta ja ne sijaitsevat

tasaisesti kulman 2r [n viilein origokeskeisen, [r-sciteisen ympyriin kehdilldi.

Todistus. [7, s. 660] Olkoon w = R(cos ¢ + i sin ¢) yksi kompleksiluvun z juurista.
Nyt

w" =1z
< R"[cos(ng) +isin(ng)] = r(cosf +isinH)
S R'=rjang=0+k-2n,k €Z

0+2kn

©R=Arjag= Jk € Z.
Siten luvun z juuret ovat
0+ 2k 0+ 2k
wh = Rz = Afr |cos " +isin d ,
n n
jotka ovat erisuuria arvoilla k =0,1,2,...,n — 1. O
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Lausetta on helpoin soveltaa etsimall& jokin luvun z juurista ja kasvattamalla sen
argumenttia 27t /n vilein, kunnes kaikki juuret ovat 16ytyneet.

Huomautus. Lauseen 7.6 kaavassa esiintyvi juuri {/r tarkoittaa luvun r n:nnénnen
juuren pddarvoa (kts. madritelma 7.7). Se voidaan siis laskea tutuin reaalilaskennan
keinoin, silld r € R. Esimerkiksi kun r = 4 ja n = 2, voidaan laskea V4 = 2, eikd ole
tarpeen tutkia tulosta V4 = —2.

Mairitelma 7.7 (Padarvo, (Principal value)). [14, s. 25] Kompleksiluvun z # 0
juuren w) padarvo on juuri, jonka vaihekulma on itseisarvoltaan pienin.

Esimerkki 7.8. Lasketaan juuret v/z, kun z =4 + 4/3i.
Muokataan kompleksiluku z napakoordinaattimuotoon. Luvun etdisyys origos-
ta r = |z = 8 ja sen vaihekulma # = n/3. Napakoordinaatein esitettynd siis
= 8(cos 3 + isin 7). Juuria etsiessd kannattaa pitdd mielessd, ettd kiytdnnossd

maidritetddn ratkaisuja yhtdloon wi = z. Nyt n = 3, joten juurten yleinen muoto on

wp =z = ‘/_(cos (7T/3 ; k27r) +1isin (M))

n 2 (7 2
= 2(cos (5 +k§7r) +isin (5 +k§7r)) ,

missd k = 0, 1,2. Koska n = 3, yhtdlolld on 3 erilaista juurta, jotka saadaan selville
sijoittamalla muuttujaan k arvot 0, 1 ja 2. Juuret ovat siis
k=0; wy :2(005(9 +%7r) +isin(’9—r+%n))
=2 (cos § +isin%))
~1,87939...+i0,68404 ...
k=1; w :2(005 (g+l3;27r) +isin(g+l3;27r))
2(cos 5 +zsm73” )
~ —1,53209---+1i1,28558.
k=2, wy =2 (cos (g + 2327r) +1isin (9 + %n))

cos 12” + i sin 1%’T)

~ —0,347296 - - - —i1,96962 . ..

Juuret sijoittuvat kompleksitasolla 2-siteiselle kehélle kulman 27/3 vilein al-
kaen kulmasta /9. Juuren paaarvo on wy =~ 1, 879 +1i0, 684, silld sen vaihekulma on
itseisarvolta pienin, ts. se sijaitsee ldhimpéna positiivista reaaliakselia. Huomaa, etta
kuutiojuuret muodostavat tasasivuisen kolmion kirjet. Vastaavasti neljdnnet juuret
muodostaisivat nelion kérjet ja viidennet juuret tasakylkisen viisikulmion kérjet. Ku-
vassa 7.1 on hahmoteltu luvun z = 4 + 4v/3i kuutiojuuret - eli 2-siteisen ympyrin
kehille. On suositeltavaa, ettd lukija piirtdd vastaavat kuvat myos harjoitustehta-
vien laskuista. Tami on hyvé keino tarkistaa juurten oikeellisuus, silli n:nnet juuret
muodostavat aina tasakylkisen n-kulmion r-sateisen ympyrén kehalle.
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Kuva 7.1. Luvun z = 4 + 4+/3i kuutiojuuret. Pagjuuri korostettu.

Esimerkki 7.9. [7, s. 661] Ykkosenjuuri (root of unity) on kompleksiluku, joka
korotettuna potenssiin n € IN saa arvon 1 eli ykkdsenjuuret ovat yhtdlon 7" = 1
ratkaisuja. Juuret sijaitsevat 1-siteiselld origokeskeiselld ympyrilld, jota kutsutaan
myos yksikkoympyrdksi.

Juurten n arvoa 16ytyvit lauseessa 7.6 esitetyn kaavan avulla. Olkoon z = 1,
jolloin |z| = r = 1 ja arg(z) = 0. YkkOsenjuurten yleinen muoto on siis

2k 2k
W:cos—ﬂ+isin—ﬂ, k=0,1,...,n—1.

n n
7.3 Tehtavat
1. Laske potenssit:
a) (1+iV3)°, b) (3-30)% o (ﬁ(cos%nsm %))6
d) (\/Ecos%”+ 2 sin 37”)14, e) Etgz, f) Eg:;j

2. Johda kaava sinin ja kosinin kolminkertaisille kulmille sin(36) ja cos(36)
hyodyntiden de Moivren kaavaa.

3. Ratkaise ei-negatiivinen kokonaisluku n yhtilosta:
) (F+di) =-1, » (-F+R) =1

\/_

4. Laske z2, 73, 7* ja 2, kun z = —% + 731'. Huomaatko sadnnonmukaisuuden?
Vihje: Laske z> ja hyodynni siti seuraavassa potenssissa.

5. Osoita, ettd (1 +i)" + (1 — )" on reaalinen kaikillan =0, 1,2, ....

6. Ratkaise ja piirri kaikki ykkosenjuuret V1 ja V1.
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10.

. Ratkaise ja piirrd kaikki juuret sekd anna niiden pédarvo:

a) V8, b) Vi, o V-1+i,
A 1/8
d) V=1+iV3, e (3+4)2 1) (gﬁ .
. Ratkaise yhtalo:

a) z*+1=0, b) z°=8i.

. Reaaliluvulla voi olla kompleksisia juuria. Voiko kompleksiluvulla olle reaa-

lisia juuria, vaikka luku ei olisi reaalinen.

Olkoon z kompleksiluku, jolla on neljas juuri w, joka ei ole reaalinen, eikd puh-
taasti imaginaarinen. Voivatko loput neljdnnet juuret olla reaalisia tai puhtaasti
imaginaarisia? Miksi?
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8 Polynomit

Kuten tutkielman alussa mainittiin, lukujoukon laajennus kompleksilukuihin on on-
nistunut yli odotusten, silld jokaisella kompleksilukukertoimisella polynomilla on
nollakohta kompleksilukujen joukossa. Tdssd luvussa osoitetaan, ettd jokaisella n-
asteisella polynomilla on itseasiassa n kappaletta nollakohtia. Aiheeseen johdatellaan
aluksi tutustumalla uudelleen toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan, mutta talld ker-
taa siten, ettd jokaiselle yhtélolle 10ytyy ratkaisu, vaikka kaavan diskriminantti olisi
negatiivinen.

8.1 Toisen asteen yhtilo

Erds tirked sovellus kompleksiluvuille on yhtdlon ratkaiseminen. Reaalilaskennasta
tuttu on tilanne, jossa toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavan nelidjuuren juurrettava on
negatiivinen. Talldin on todettu, ettei yhtdlolld ole reaalisia ratkaisuja. Kuten edel-
listen lukujen pohjalta voi arvata, yhtalgille 10ytyy kylla ratkaisut, mutta komplek-
silukujen joukosta. Tamid on hyvd esimerkki siitd kuinka reaalialueella muotoiltu
ongelma voi johtaa kompleksialueelle. Esimerkissd 8.1 vastaan tulee juuri téllainen
tilanne.

Ennen itse asiaa pohditaan hieman jo edellisessd luvussa kisiteltyd neliGjuurta.
Kirjallisuudessa neliojuurella on usein kaksi merkitystd, reaalinen ja kompleksinen
nelijuuri. Yleisesti reaalilaskennassa usein ymmairretiin, ettd nelidjuurella on vain
yksi arvo, esimerkiksi V4 = 2. Yhtilonratkaisussa otetaan kuitenkin huomioon etti
luvun 4 nelidjuurena voivat olla luvut —2 ja 2, koska (=2)? = 4 ja 22 = 4. Tisti syys-
td myos toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavassa on merkki +. Kompleksilaskennassa
nelidjuurella on kaks arvoa (lukuun ottamatta lukua 0). Jos nelidjuuri ymmérretidin
kompleksisena, voidaan +-merkki korvata ratkaisukaavassa merkilld +, koska esi-
merkiksi nelijuuret V4 ja V—4 saavat kompleksisella nelidjuurella eri arvot: +2 ja
+2i. Reaalialgebrassa juurta V—4 taas ei ole méiritelty lainkaan.

Esimerkki 8.1 (Toisen asteen yhtdlon ratkaisu). Ratkaistaan yhtdlo
X -2x+5=0.

Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavalla, missd a = 1,b = =2, ¢ = 5 saadaan

~b+ Vb2 —dac —(-2)++/(-2)2-4-1-5 2+V-16
2a - 2.1 2

X =

Juurrettava eli diskriminantti D = b> — 4ac < 0, joten yhtilolld ei ole reaalisia
ratkaisuja, imaginaarisia kyllakin:

x:2i\/—16:24_-\/(—1)(16) zziix/ﬁzzﬂi

> 3 3 > =1+2i.
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Sijoittamalla luvut x = 1+ 2i jax = 1 —2i yhtdl60n, ndhdiin niiden totetuttavan sen:

x2=2x+5 =(142)?-2(14+2i)+5
=1+4i-4-2-4i+5
=0.

Vastaavasti (1+2i)% — 2(1+2i) +5 = 0.

Reaalianalyysistd tutulla ratkaisukaavalla voidaan siis 10ytdd myOs toisen asteen
yhtdlon imaginaariset ratkaisut. Kun yhtilon kertoimet a, b ja ¢ ovat reaalilukuja,
yhtdlon imaginaariset ratkaisut ovat toistensa liittolukuja. [14, s. 37]

Lause 8.2. Jos yhtdlon az?+bz+c =0, missda,b,c € R ja a # 0, ratkaisu on
Z = X + yi, myos sen liittooluku 7 = x — yi on yhtdlon ratkaisu.

Todistus. (Vrt. [10, s. 80]) Toisen asteen yhtdlon ratkaisut saadaan sille tarkoitetusta
ratkaisukaavasta. Kun diskrimantti D = b?>~4ac < 0, yhtilon imaginaariset ratkaisut

ovat
-b+VD -b=xiV-D b +_V—D
= = = —— 41
¢ 2a 2a 2a 2a
u =-£+i%2 ja oz =-f -2
Selvisti 71 = 73. m]

Lause 8.3. (Vrt. [10, s. 80]) Toisen asteen yhtdilon ratkaisukaava pditee myos
kompleksilukukertoimisille yhtildille. Yhtilon az*> + bz + ¢ = 0, missd a, b tai
¢ € Cjaa # 0, ratkaisut ovat

_ —b = Vb?-4ac

£= 2a

Todistus. Sivuutetaan. O

Huomautus. Lause 8.2 ei pide, kun yksikin kertoimista a, b tai ¢ on imaginaariluku.
[14, s. 38]

Esimerkki 8.4. [10, s. 80] Ratkaistaan yhtilo z> — (2 + 3i)z + 6i = 0. Toisen asteen
yhtilon ratkaisukaavalla saadaan

2+3i+(2+3)2-4-1-6i 2+3i+V-5-12i
z= = :

2-1 2

Juuri voidaan laskea myos luvussa 7 esitetylld tavalla, mutta kidydaan lapi vaihtoeh-
toinen, hieman yksinkertaisempi tapa.

V=-5-12i =u+vi
—5-12i = (u+vi)?

o
& —5-12i =u?—v?+2uvi.
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Saadaan siis yhtdlopari
u>—v? =-5
2uv =-12.

Yhtiloparin ratkaisu on u = =2 ja v = 3. Siis juuren V-5 — 12 yksi arvo on -2 + 3i,
joten
2+3i+ (-2 +3i)
= )

Myos kolmannen ja neljdnnen asteen yhtiloille on ratkaisukaavansa, joiden kiy-
tossd kompleksiluvut ovat usein tarpeen. Ne ovat kohtalaisen tyoldita kayttii, joten
niiden késittely on paitetty rajata tdstd materiaalista. Kiinnostuneet voivat tutustua
kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavaan Eero Saksmanin artikkelista Kolmannen
asteen yhtdlod ratkaisemassa [12].

, eli 71 = 3i,12 =2.

8.2 Polynomit

Muistakin kuin toisen asteen polynomeista paljastuu kompleksialueella ominaisuuk-
sia, jotka eivit ole havaittavissa reaalialueella. Tdssd alaluvussa tarkastellaan ja sovel-
letaan erindisid lauseita, jotka tuovat noita ominaisuuksia esiin. Aloitetaan polynomin
madritelmalla:

Miaritelmi 8.5. [10, s. 81] Kompleksinen n-asteinen polynomifunktio (n > 0)
on muotoa

p(2) = and" +an12" '+ +aiz+ag, missiay, ...,a0 € Cjaa, #0.

Muuttuja z on funktion nollakohta eli juuri, jos p(z) = 0.

Esimerkki 8.6. Polynomi 3z* + (2 —1i)z> + z+ 1 +6i = 0 on 4-asteinen, sen kertoimet
ovatag =3,a3=2—-1i,a, =0,a; =1,a9 =1 + 6.

Huomautus. Pohdi miksi polynomin kerroin a,, # 0.

Lause 8.7 (Algebran peruslause). [10, s. 81] Olkoon p(z) kompleksikertoiminen
polynomi, jonka asteluku > 1. Tdalloin yhtdilolld p(z) = 0 on ainakin yksi ratkaisu
Joukossa C.

Todistus. Todistus sivuutetaan. Lukiotasolla ymmairrettdvissd oleva todistus 16tyy
lahteestd [4]. O

Esimerkki 8.8. Algebran peruslauseen mukaan polynomilla p(x) = x> + 1 on ole-
massa ainakin yksi nollakohta kompleksilukujen joukossa. Ensisilméykselld polyno-
min kuvaajasta 8.1 voitaisiin ajatella, ettd talla ylospdin aukeavalla paraabelilla ei ole
nollakohtia. Polynomilla ei ole reaalisia juuria, mutta imaginaarisia kylldkin:

Prl=0ox’*=-1lcx=+V-1 x = +i.
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Polynomin p(x) nollakohdat ovat siis i ja —i, jotka eivit ndy reaalilukujen koordi-
naatistossa.

-1 1

Kuva 8.1. Polynimin p(x) = x> + 1 juuret +i ovat imaginaarisia eivitki
siksi ndy reaalilukujen koordinaatistossa.

Huomautus. Algebran peruslause on olemassaololause. Se siis kertoo vain ratkaisu-
jen olemassaolosta, ei menetelmaa niiden 10ytamiseksi.

Lause 8.9 (Tekijoihinjako). /5, s. 92] Jos p(z) on n-asteinen polynomi (n > 1)
ja a € Con p(z):n nollakohta, niin p(z) on jaollinen polynomilla (z — a) eli

p(2) = (z—a)q(2),

missd q(z) on polynomi, jonka aste on n — 1.

Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 8.10. Polynomi p(z) = z°> — 2z% + z — 2 on jaollinen binomilla (z — 2) ja
voidaan esittid muodossa p(z) = (z —2)(z2 + 1).

Maiaritelma 8.11. Jos
p(2) = (z— a)*q(2),

sanotaan, ettd z = a on polynomin p k-kertainen nollakohta. Huomaa, ettid
q(a) #0.

Lause 8.12 (Jakojddnnoslause). Jos polynomi p(z) jaetaan binomilla (z — a),
niin jakojddnnos r = p(a).

Todistus. [10, s. 82] Olkoon a € C. Kun polynomi p(z) jaetaan binomilla (z — a),
saadaan

p(@)/(z—a) =q(2)+r
& p(@) =(z-a)q(z)+r,
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missd osamiiri g(z) on asteen n— 1 polynomi ja jakojddnnds r vakio. Kun sijoitetaan
Z = a, saadaan
pa) =(a-a)qa)+r
= r =pla).
O

Esimerkki 8.13. Kun p(z) = (2z° — 22 = (2 + i)z — 8), jakolaskun p(z)/(z + i)
jakojddnnos r on

ro=p(=i) =2(=i)* = (=) = 2+i)(=i) - 8
=2i+1+(-14+2i)-8
=4 - 8.

Lause 8.14 (Polynomin jako tekijoihin nollakohtien avulla). Jokaisella komplek-
sikertoimisella n-asteisella polynomilla p(x) = ax"+- - -+ax+ag (n > 1,a, # 0)
on tdasmdlleen n nollakohtaa z,, . ..,z, € C. Niiden avulla polynomi voidaan
esittdd muodossa

p(x) =an(x—z1)(x —22) ... (x = zp).

Mikidili jotkin nollakohdista z,, 22, . . . , 2, ovat yhtdsuuret, on kyseessd moninker-
tainen nollakohta (kts. mddritelmd 8.11).

Todistus. [10, s. 84] Algebran peruslauseen mukaan polynomilla
px) =ax"+---+ax+ap(n>1,a #0)

on ainakin yksi nollakohta, z;. Tekijdlauseen mukaan p(z) on siis jaollinen binomilla
(z — z1), joten
p(z) = (z - 21)q(2),

missd ¢(z) on (n — 1)-asteinen polynomi. Jos n — 1 > 1, niin algebran peruslauseen
mukaan my6s polynomilla ¢(z) on ainakin yksi nollakohta z,. Voidaan siis merkita

q(z) = (z - z2)s(2)

ja edelleen
p(z) = (z—21)(z - 22)5(2),

missid s(z) on (n — 2)-asteinen polynomi. Jatketaan menettelyd, kunnes viimeisen
jakolaskun tulos on 0-asteinen polynomi eli vakio ¢ ja polynomi p on tullut muotoon

p(x) =clx—z)(x—z2) ... (x = zp).

Kun tekijoihin jaettu polynomi kerrotaan auki, n. asteen termiksi saadaan cx”, joten
taytyy olla ¢ = a,. O
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Esimerkki 8.15. Polynomilla p(x) = x> +3x>+2x% - 18x+12 on lauseen 8.2 mukaan
tasan 5 juurta. Ne ovat 1, —2 ja +iV6, joista ensimméinen on kaksinkertainen juuri.
Polynomi voidaan siis esittdéd nollakohtiensa avulla muodossa

p(x) = (x = D%(x +2)(x — iV6) (x +iV6).

8.3 Tehtavat

1. Eriilld reaalikertoimisella toisen asteen yhtilolld az> + bz + ¢ = 0 on kaksi
imaginaariratkaisua, joista toinen on z = 3 + V2i. Miki on sen yhtilén toinen
ratkaisu?

2. Ratkaise yhtilo:

a) 22+6=0, b) 22-6z+13=0, ¢ Z2+(2-i)z-2i=0,
d) 2-(T+)z+24+7i=0, e 2+z+1-i=0.

3. Osoita, etti kompleksilukukertoimisen toisen asteen yhtilon az> + bz +¢ =0
ratkaisuille pitee

a) zi+2=-2 b) zn==<

a

4. Kuinka monta nollakohtaa on polynomilla

a) 322+z+1, b) 2,
¢c) B+iz+1, d) 2+4?

5. Jaa polynomi ensimmadisen asteen tekijoihin:

a) 22+1, b) z2-4z+13,
¢) 222+ (1+4i)z+i—-2, d) 222 -3z2+4z=0.

6. Onko polynomi z> — 27> + z — 2 jaollinen binomilla

a) (z-2), b) (z+1),
¢) (z+i), d) (z+2-1iQ).

7. Ratkaise jakolaskun jakojddnnos:

a) (+1)/(z-9), b) (Z+z+4)/(z—1i),
) 422+ B+2)z+1)/(z-3,) d) ((4+iD)Z2+8iz+i)/(z+3+i).
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9 Kompleksifunktiot

Téssd luvussa tarkastellaan kompleksifunktioita. Ne ovat vastine tutuille ja turval-
lisille reaalilaskennan funktioille, joihin ne luonnollisesti supistuvatkin, kun z on
reaalinen. My0s kompleksisilla funktioilla esiintyy ominaisuuksia, jotka eivit il-
mene reaalilaskennassa, mikd mahdollistaa niille erilaisia sovelluskohteita. Luvus-
sa esitetddn myOs pintaraapaisu kompleksifunktoiden kuvauksiin, joka ei ole aivan
niin yksinkertainen, kuin reaalifunktioilla. Kompleksifunktioiden erityistapauksista
tutustutaan tarkemmin eksponenttifunktioon ja trigonometrisiin funktioihin.

9.1 Kompleksifunktion mairitelmi ja kuvaaja

Tamin alaluvun lahteend on [14, s. 50-64].

Reaalifunktioiden yhteydesti tuttu merkintd y = f(x) tarkoittaa, ettd f on re-
aalimuuttujan x funktio, ja sen reaaliarvo on y. Vastaavasti kompleksifunktio f on
kompleksiluvun z funktio, jonka arvo on kompleksiluku w = u +iv, missd u,v € R.
Siis

w = f(2).

Miiritelma 9.1 (Kompleksifunktio). Kompleksifunktio on funktio f, jonka
madrittely- ja arvojoukkona on C tai sen osajoukko.

Esimerkki 9.2 (Kompleksifunktion mairittely- ja arvojoukko).  a) Kompleksifunk-
tion w = f(z) = z> méirittelyjoukko on C. My®s arvojoukko on C, silld yht-
16114 w = z? on aina ratkaisu z = ++/w.

b) Funktionw = f(z) = Z_% madrittelyehto on z # 3. Yhtdlon w = 1%3 ratkaisu on

z= % +3, joten funktion f arvojoukko on kaikki O:sta eroavat kompleksiluvut.

Usein on helpompaa ilmaista funktio sen reaali- ja imaginaariosissa. Komplek-
sifunktio voidaankin esittdd kahden reaalifunktion avulla seuraavasti:

f(@) =ulx,y) +iv(x,y).

Téssd u(x, y) on funktion f reaaliosa ja v(x, y) on sen imaginaariosa. Huomaa, etti
u(x,y) jav(x,y) ovat kahden reaalimuuttujan reaalifunktioita.

Esimerkki 9.3. Etsitiiéin funktioiden a) f(z) = z2 b) g(z) = z + 3Re(z) reaali- ja
imaginaariosat.

a) Sijoitetaan funktion f muuttujaksi z = x + yi ja sievennetdin:
w=f(z) =22 = (x+iy)? = x> + 2xyi + (yi)? = x> — y? + 2xyi.

Siis reaaliosa u(x, y) = x> — y? ja imaginaariosa v(x, y) = 2xy.
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b) Sijoitetaan funktion g muuttujaksi z = x + yi ja sievennetdin:
w=g(z) = (x +yi) + 3Re(x + yi) = 4x + yi.
Siis reaaliosa u(x, y) = 4x ja imaginaariosa v(x, y) =y

Reaalianalyysissa funktion y = f(x) kuvaaja esitetdiin graafisesti xy-tasolla ja
ndin saadaan visuaalinen esitys funktion ominaisuuksista. Funktion f kuvaaja on
siis joukko pisteitd (x, f(x)) kaksiulotteisessa koordinaatistossa. Kompleksifunk-
tiolle w = f(z) vastaavanlainen esitystapa ei toimi, silld z ja w sijaitsevat molem-
mat kaksiulotteisessa kompleksitasossa, jolloin pistejoukko (z, f(z)) sijaitsee ne-
liulotteisessa avaruudessa. Tastéd syystid kompleksifunktion kuvaajaa ei voida piirtda.
Kompleksifunktioiden kuvaajien graafiseen esitykseen on oma esitystapansa, jonka
on kehittinyt saksalanen matemaatikko Bernhard Riemann. Kompleksifunktion

J(2) =ulx,y) +iv(x,y)

kuvaajan kisittelyyn tarvitaan kaksi tasoa. Taso z, johon kuvataan luvun z arvot seka
taso w, johon kuvautuvat funktion f arvot w = f(z). Piste z¢ z-tasolta kuvautuu siis
pisteeksi wg w-tasolle, jolloin sanotaan, ettd f kuvaa zo:n wo:ksi.

Koska kompleksifunktiota kokoaisuudessaan ei voida esittdd graafisesti, on tut-
kittava tiettyd pistejoukkoa z-tasossa kuten suoran x = 1 tai joukon Re(z) < 1 pisteitd
ja tarkasteltava kuinka ne kuvautuvat w-tasolle.

Esimerkki 9.4. Tarkastellaan suoran Re z = 3 kuvaa kuvauksessa w = f(z) = iz.

Kirjoitetaan suora kompleksimuodossa z = 3+yi, missd y € R. Jotta suoran kuva
saadaan selville, on selvitettivd mitid arvoja suoran pisteet saavat kun se sijoitetaan
funktioon f. Arvot selvidvit sijoittamalla:

w=f(z2)=f(B+yi) =i(3+yi) =—y+3i.

Suora z = yi kuvautuu siis z-tasolta suoraksi w = —y + 3i w-tasolle. Huomaa, etti
suoran w reaaliosa u(x,y) = —y ja imaginaariosa v(x,y) = 3. Muuttuja y on siis
reaaliosan reaaliarvoinen muuttuja.

ImA ImA
w = —y+3i
3i
Rez=3
3 RY rd
Z-taso w-taso

Kuva 9.1. Suora Re 7 ja sen funktion f kuvaama kuvaw = —y + 3i.
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Esimerkki 9.5. Etsitiin suoran x = 1 kuva kun w = z2. Suora x = 1 on komplek-
simuodossa z = (1, y), missd y € R. Esimerkistd 9.3 ndhdaan, ettid funktion w = Z2
reaali- ja imaginaariosat ovat

u(x,y) =x* = y?
v(x,y) =2xy.
Sijoitetaan niihin x = 1 eli z = (1, y) ja saadaan

u(l,y)=1-y*
v(Ly) =2y.

Tama yhtdlopari miadrittdad kuvaajan w-tasolla. Ratkaisemalla alemmasta yhtalosta
muuttuja y ja sijoittamalla se ylempdén yhtdloon, saadaan

v 1
=1-(2)2=1-2
u (2) 4v

Suora x = 1 kuvautuu siis oikealle avautuvaksi paraabeliksi u = 1 — }‘v2 kompleksi-
kuvauksessa w = z2.

Alm \Alm

> >
Re Re
Z_taso w-taso

/ 2

Kuva 9.2. Suoran x = 1 funktion f kuvau =1 - iv .

Esimerkissd 9.7 on médritelty janan kuvaus kompleksitasoon. Tidhédn on otettu
avuksi parametri, joka madritelldén seuraavaasti:

Miaritelmi 9.6. Jos x(7) ja y(r) ovat reaaliarvoisia reaalimuuttujan ¢ funktioita,
niin joukkoa C, joka koostuu pisteista

z2(t) =x(t) +iy(t),a <t

kutsutaan parametriseksi kiyriksi. Kompleksifunktiota z(#) = x(¢) + iy(t)
kutsutaan kdyrédn parametriesitykseksi.

Parametriesitys on hyodyllinen esimerkiksi avaruuskiyrien kasittelyssa. Tassa
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tutkelmassa késitellddn ainoastaan janan parametriesitys, mutta esimerkiksi ympyréin
parametriesitykseen voi tutustua ldhteestd [14, s. 63].
Pisteiden zg ja z; vilisen janan parametriesitys on

z2(t) = zo(1 —t) + z1t, missa 0 < ¢ < 0.

Esimerkki 9.7. Etsitidzin pisteiden 1 ja i vilisen janan kuva kuvauksessa w = iz
kiyttden parametriesitysta.

Olkoon C janan pistejoukko ja C’ sen kuva. Merkitddn zg = 1 ja z; = i, jolloin
parametrin ¢ avulla esitettynd janan lausekkeeksi saadaan

Z(t)y=1(1-0)+it=1-¢t+it, 0<r<l1.

Kun tdma sijoitetaan kuvauksen funktioon w = f(z), saadaan

w(t) = f(z(1)) =i(1 =t +it)
=i—it—t
=—t+(1-1)i

=—t—(1-1i, 0<r<l.

Sijoittamalla tdhdn parametrin ¢ suurin ja pienin arvo eli O ja 1, saadaan kuvauksen
alku ja paitepisteet:

alkupiste r =0; -0-(1-0)i =—i
paatepistet =1; —1—-(1—-1)i=-1.

Kuvajoukko C’ on siis pisteiden —i ja —1 vilinen jana.

A A

z-taso c’

Kuva 9.3. Janan pistejoukon C kuvauksen f kuva C’.
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9.2 Eksponenttifunktio

Miiritelma 9.8. [14, s. 39] Kompleksimuuttujan eksponenttifunktio maéri-
tellddn seuraavasti:

et = e = e*(cosy +isiny).

Esimerkki 9.9. Kompleksiluvun z = 1 + mi eksponenttifunktion arvo on
e“=e"™ = ¢l (cosm+isinm) = e(—1+i0) = —e ~ -2, 718.

Esimerkki 9.10 (Eulerin identiteetti). Luvulla z = i saadaan tulos

e™ = ¢%(cos(n) +isin(r))

= 1(=1 +i0)
= 1.

Yhtilo e®+1 = 0 on nimeltiin Eulerin identiteetti. Sitd kutsutaan myos matematiikan

kauneimmaksi yhtdloksi, silld se yhdistdd mielenkiintoisella tavalla hyvin keskeiset
luvut 0,1, m, e jai.

Eksponenttifunktioille pitevit samat tutut laskusdinnot, kuin reaalilukujen eks-
ponenttifunktioille:

Lause 9.11. Kompleksiluvun 7 eksponenttifunktiolle e* pditevdit

1) e =1
2) Ml +er =eY2
3) ej/e; =e1T2

4) ()" = e,

Todistus. [14, s. 178] Merkitddn z; = x1 + yi ja 2o = xp + yal.

1) Kompleksinen eksponenttifunktio, jonka potenssi on reaaliluku eli z = x
kdyttdytyy samoin kuin reaalinen eksponenttifunktio. Merkitdédn siis luku O
kompleksimuodossa 0 + 0i. Nyt

eO+01 — eO =1.

2) Kaiytetdidn reaalisen eksponenttifunktion ominaisuuksia, mairitelmaa 9.8 seké
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sinin ja kosinin summakaavoja (liite, kaavat 11 ja 12). Saadaan

21 522 —

etle X1+y1l€xz+yzl

e
= e*'(cosyj +siny;)e*?(cos y, +sin yy)

= "2 (cos y + sin y1)(cos y + sin y»)

= "™ 2(cos y| cos y, +1isin yp cos yq + i sin y; cos y, — sin y; sin y»)

= "2 ((cos y1 cos y, — sin yj sin yp) +i(sin y; cos y, + sin y, cos y1))
= e"™2(cos(y1 +y2) +isin(y + y2)

= pMix2)+i(yi+y2)

— ex1+iy1+x2+iy2

21+22

=e

3) ja4) Vastaavasti, kuin kohta 2).

O

Reaalisen ja kompleksisen eksponenttifunktion suurin ero on, ettd kompleksinen
eksponenttifunktio on jaksollinen. Jaksollisuus johtuu siité, ettd kompleksinen eks-
ponenttifunktio on miiritelty jaksollisten funktioiden, sinin ja kosinin avulla. Koska
madrittely liittyy vain funktion imaginaariseen osaan, on jaksollisuuskin puhtaasti
imaginaarinen eiki siten niy reaalialueella.

Lause 9.12. Eksponenttifunktio on 2ni-jaksollinen eli

ez+2m — %,

Todistus. [14, s. 179] Eksponenttifunktion laskusdinnoilld saadaan

ez+2m — ezeZm

= e“(cos 2 + i sin 2r)
= e*(1+i0)
= e”.
O

Kaytannossa eksponenttifunktion jaksollisuudesta seuraa, etti jos funktio f(z) =
e* kuvaa pisteen z pisteeksi w, my0s pisteet z + 27, z + 4mi, z + 671 . .. kuvautuvat
pisteeseen w. Koska eksponenttifunktion méaritelmaén liitty vt funktiot cos y ja sin y
saavat kaikki arvonsa vililld 0 < y < 2m, my0s e® saa kaikki arvonsa jaksovyossa
0 <Im z < 2r. Kts. kuva 9.4. [2, s. 30]

Tutkimalla puhtaasti imaginaaristen lukujen eksponenttifunktiota eli asettamalla
x = 0, pdadytian Eulerin kaavaan[14, s.39]:

e’ =cosy+isiny.

55



® 4 2oni
2mi
ez
0 Re>
® . —2mi
"""" 2

Kuva 9.4. Funktion e* jaksovyo. (Vrt. [2, s. 30].)

Eulerin kaavaa hydodynnetdan myos alaluvussa 9.3 trigonometristen funktioiden joh-
tamisessa ja niihin liittyvien kaavojen todistamisessa.

Tutkitaan kuitenkin ensin eksponenttifunktion ominaisuuksia. Kun z on puhtaasti
imaginaarinen, eksponenttifunktion itseisarvo on aina 1:

le”] = |cosy +isiny| = y/cos? y +sin?y = V1 = 1.

Tastd ja Eulerin kaavasta seuraa, ettd imaginaaristen ja reaalisten eksponenttifunk-
tioiden itseisarvo riippuu vain arvosta x ja vaihekulma arvosta y:

e = =e*e’ =e" - 1=¢"ja

arge® =y +2nm.

Esimerkki 9.13. Kompleksiluvun z = 1+ i eksponenttifunktion e? itseisarvo |e?| =
1 ja vaihekulma arg e* = 7 + 2nn.

Koska |e?| = ¢* > 0, huomataan, ettd maaritelma 9.8 on oikeastaan e* napakoor-
dinaattimuodossa. Eksponenttifunktion avulla napakoordinaateille saadaankin lyhyt
merkinti [14, s.39]:

z=r(cos@+isinf) = re’.

Napakoordinaattimuodon eksponenttiesitykselld kerto- ja jakolasku, komple-

mentti sekd de Moivren kaava saavat muodon [5, s. 85]

1) Z1Z%2 = rlei91r26i92 = rlrzei(9‘+92)
2) 21 = 11 ,i(601=62)
22 )
3) z =ret? =re?
4) Zn — (r€19)n — rneme
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Esimerkki 9.14. Lasketaan a) z1zo b) z1/22 ¢) 71 ©) z‘l‘, kun z; = V3(cos Z+ising)
jazo :2(cos%”+isin%” .
Muutetaan luvut napakoordinaattimuodosta eksponenttiesitykseen:

21 = V3(cos % +isin %) = V3713,

5 5 :
22 = 2(cos ?ﬂ +1isin Fﬂ) =27/,

Nyt
a) 7122 = V32 @/3+57/0) = 94[3,i(77/6)
b) z1/z2 = %gei(”/3‘5”/6) - ‘/736—17/2
¢ 1 = \/gei”/3 — \/ge—iﬂ/3
d) z* — (\/§)4(ei”/3)4 — 9pi4n/3.

Esimerkki 9.15. Ratkaistaan yhtdlo e* = 2i.

Olkoon z = x + yi. Aiemmat kompleksilukuyhtélot on ratkaistu vertaamalla
yhtélon oikean ja vasemman puolen reaali- ja imaginaariosia. Eksponenttiyhtdldissa
on helpompaa verrata itseisarvoa ja vaihekulmaa. Siis

le?| =e*, [2i] =2,
arge* =y+2nnm. arg2i =m.
Itseisarvoista saadaan

ef=2ox=n2

ja vaihekulmista
y+2nr=n & y=n-2nr=(1-2n)n.

Yhtdlon ratkaisu on siis z = In2 + (1 — 2n)xi.

9.3 Trigonometriset funktiot

Tassd alaluvussa tarkastellaan trigonometrisia kompleksifunktioita. Aihe on rajattu
lahinnd trigonometristen kaavojen todistamiseen sekd kompleksifunkioiden ominai-
suuksiin, silld niiden soveltaminen vaatisi syvempédd ymmartimistd myos logaritmien
kompleksifunktioista. Aiheesta voi opiskella lisdd lahteestd [14], jossa kisitellddn
my0s hyberbolisen sinii ja kosinia kompleksitasossa seké niiden kuvaajia.

Johdetaan aluksi mééritelma sinin ja kosinin kompleksifunktioille. Eulerin kaa-
vasta

e” =cosy+isiny, e =cosy—isiny

saadaan yhteenlaskulla

eV +e™

e’ +e =2cosy & cos = 3
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ja vahennyslaskulla
. . ey — ey
eV —eV =2isiny ©siny = —
i

Naistd saadaan luontevasti maaritelméd kompleksisille trigonometrisille funktioille:

Mairitelmi 9.16. [14, s. 201] Kompleksimuuttujan z = x + yi sini ja kosini ovat
1 . i .
cosz = E(e’Z +e7), ja
1 . :
sinz = 2—1_(e’Z —e ).

Kompleksimuuttujan tangentti ja kotangentti taas madritellaan reaalilukujen ta-
paan sinin ja kosinin avulla

Esimerkki 9.17. Ilmoitetaan trigonometrisen funktion arvo muodossa z = x + iy:
a) sini, b) cos(4 - 2i),¢) tan(zr — i).

a) Koska z on puhtaasti imaginaarinen, sinin médrittiminen on suhteellisen yk-
sinkertaista:

sini = < - (i) ~ 1, 1752i.

b) Kun 7 ei ole reaalinen, tarvitaan myos maaritelmaa 9.8:

pI(4-20) 4 ,=i(4-20)
2
o2t | p=2-4i
2
e?(cos4 +isin4) + e 2(cos(—4) + i sin(—4))
2
e?cos4 + e 2 cos(—4) +i(e*sin4d + % sin(—4))
2

cos(4 — 2i)

X

—2,459 —2,745i.

c) Tangentti esitetddn ensin sinin ja kosinin méiritelmien avulla, jonka jilkeen
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sievennetdin saatu lauseke b)-kohdan tavoin kayttien madritelméaa 9.8:

==

(ei(n—i) _ e—i(n—i)) /2i

= (i) 4 ¢-iln=1)) /2
(el+i7r —1—i7r)

—€e

- (el+in 4 ¢=1-im)
_e(cosm+isinm) - e (cos(—m) +isin(-x)) ,
~ e(cosm+ising) + el (cos(—m) +isin(—n)) (=D
e( 1+i0) — el (- 1+10)
e(=1+i0) +e (- l+zO)
-1

—-e+e

_1l
—e—e
~ 0,762i.

Huomautus. Reaaliluvuilla |sinx| < 1 ja |cosx| < 1 eli ne eivit saa arvoa 1 suu-
rempia tai arvoa —1 pienempié arvoja. Toisin on kompleksialueella, kuten edellisen
esimerkin a)-kohta osoittaa.

Yhteinen ominaisuus trigonometristen reaalifunktioiden ja kompleksifunktioiden
vililld on niiden jaksollisuus:

Lause 9.18. Trigonometrisilla kompleksifunktiolla sin z ja cos z on reaalinen
Jjakso 2m:
sin(z+2x) =sinz ja cos(z+2m) = cosz.

Todistus. [14,s.202] Aiemmin todistettiin, ettd kompleksinen eksponenttifunktio on
2mi-jaksollinen eli

€z+2m = e%.

Kun muuttuja z korvataan muuttujalla iz, eksponenttifunktiolla e’? on reaaliarvoinen
jakso 2m:

eiz+i27r — ei(z+27r) — eiz
Vastaavasti my0s funktiolla e on jakso 2x. Funktioiden e’? ja e ¢ jaksollisuutta
hyodyntimalld saadaan

' ei(z+2n) _ e—i(z+27r) eiz _ e—iz .
sin(z +2r) = T = T = sinz.

Kosinifunktion jaskollisuus vastaavasti. |

Useimmat sinin ja kosinin ominaisuudet sdilyvit kompleksialueelle siirryttdessa.
Seuraavat reaalianalyysistd tutut trigonometriset kaavat péteviat myos kompleksilu-
vuilla:
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Lause 9.19. [14, 5.202] Kun z € C, sinille ja kosinille pditevdit seuraavat kaavat:

1) sin(—z) = —sin(z) ja cos(—z) =cosz
2) sin® z + cos?
3) sin(z) + zp) = sinz; coS zp + COS Z; Sin z»
4) cos(z1 = 2z2) = cos z1 €OS o F sin z1 sin 2,
5) sin2z = 2sinzcosz ja cos2z = cos? z — sin® z.

z=1

Todistus. [9] Kéydiin lédpi todistus kaavalle 3. Loput jdévit harjoitustehtiviksi. Huo-
maa, etti koska kompleksiluvut ovat reaalilukujoukon laajennus, kompleksilukufunk-
tioiden todistukset ovat patevid my0s reaalifunktioille sin x, cos x, tan x, ym.

Todistetaan kaava aloittamalla sen oikeasta puolesta. Sinin ja kosinin mééritel-
milld 9.16 saadaan

i —i i —i
eZl—e G4 e e

2

Sin zj cos 2o

— l ( iz lZz + elZle iz _ e—imeim _ e—ime—izz)
4i

— l ( i(z1+22) 4 elzi—2 _ pmilzi—) e—l’(mﬂz))
4i
1 (eilzitz2) _ e—l(Z1+Zz) el(z1=2) _ p-i(z1-22)

= — +
2i ( 2i )
1

=5 (sin(z1 + z2) +sin(z1 — 22)) .

Vastaavasti 1
coszsinzy = % (sin(zp + z1) +sin(z2 — z1)) .

Kohdasta (1) tiedetdidn, ettd
sin(zz — z1) = —sin(z1 — 22),

joten summaksi saadaan

sinzy cos zo +€os z1 sinzp = % (sin(zy + z2) +sin(z; — 22)) + % (sin(zp + z1) + sin(zz — 21))
1 . 1 . 1 . I .
=3 sin(zy +z0) + 3 sin(z; — z2) + 3 sin(zy +z0) + 5 sin(zp — z1)
=sin(z; +z2) + % sin(zy — z2) — % sin(z1 — z2)
= sin(z; + 22).

O

Kuten muidenkin trigonometristen kaavojen, myos summakaavan todistamiseen on
monta tapaa. Luvun harjoitustehtivissi kasitelldédn toista tapaa, jossa bonuksena tulee
todistettua summakaava myos kosinille.
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94

10.

11.

12.

Tehtavat

. Miki on funktion f méérittely- ja arvojoukko, kun

a) f(=z"" b f(2)=—5
Selvitd funktion f reaaliosa u(x, y) ja imaginaariosa v(x,y), kun

a) f(z) =iz’ b) f(z)=2L,
¢ f(2)=+iz, d) f(z)=7-8i.

. Kéytda parametriesitystd ja selvitd miten funktio w = f(z) = 2z + i kuvaa

pisteiden i ja 2 + i vilisen janan z-tasosta w-tasoon. Piirrd kuvio.

. Kéytd parametriesitystd ja selvitd miten funktiow = f(z) = 3izkuvaa pisteiden

i ja 3 +1 vilisen janan z-tasosta w-tasoon. Piirrd kuvio.

. Miten z-tason nelio, jonka kérkipisteet ovat 0, 1,7 ja 1 + 7 kuvautuu w-tasolle

kuvauksessa w = z2?

. Kuinka puolikas taso Im z > 2 kuvautuu z-tasolta w-tasolle kuvauksessa w =

f(z) =3z?

. Kuinka suora y = 1 kuvautuu z-tasolta w-tasolle kuvauksessa w = f(z) = z%?

. Tarkastele parametriesitystd z(t) = 2(1 —¢) + it, missd 0 < ¢t < 1. Piirrd sen

pistejoukko z-tasossa sekd kuva C” kuvauksessa f(z) = 3z w-tasossa.

. Laske eksponenttifunktion e® arvo, kun
a) z=>5ni, b) z=3ni, ¢ z=-1-%i
d) z=In7- %m’, e) z =iarctan %, f) z=In2- %i.
Osoita, etti e? = €°.
Esitd muodossa re:
a) -5, b) i,

¢ 1-2i, d -1-iV3.
Laske ekspontenttifunktion e? itseisarvo |e?| ja vaihekulma arg e, kun

a) z=4+i31, b) z=i-3,
¢) z=15, d) z:%m’.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Olkoon z; = V3(cos 2?” +1isin ZT”) ja zo = 2(cos 5 +sin 7). Muuta napakoordi-
naattien eksponenttimuotoon ja laske

a) ziz2, b)) zi/z,
¢ Zrjazz, d) zjazs.

Ratkaise yhtalo

a) ee=—4, b) eF=i-V30 eF=1+i

Mairita
a) sin(5+i), b) cosi,
¢) tani, d) cos (5 -1i).
Osoita, ettd
sin(—z) = —sin(—z) ja cos(—z) = cos(z).

Todista trigonometrinen identiteetti

sin®z+cos’z = 1.

Todista sinin ja kosinin summakaavat Eulerin kaavalla aloittaen ldhtokohdasta

ol(21t2) — pizipiza

Osoita, ettd
cos(z +2r) = sinz.
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10

Tehtavien vastaukset

Luku 4: Kompleksilukujen perusteet.

I.

2

10.

1.

12.

13.

A=(23)=2+3i, B=(0,2)=2i, C=(-24)=-2+4i, D=
(=3,0) = -3, E = (-3,-3) = -3-3i, F = (0,-4) = -4i, G =
6,-1)=6-1i, H=(2,0)=2.

it=i, ?=-1, P=-i, *=1, P=i, *=-1,....
Yleisesti

jln _ i*" =1, missin=0,1,2,....

ca)-1, b, ol dit=i=1.l=L =
. a)13i, b)-8-12i.

.a)7-15i, b)6-4i, c¢)-1+2i, d)10-10i,

11 - 24

7 7 .
. a)—ﬁ — ﬁl’ b) 25~ El'

. a) 5, b)x+2y.

x2+y2?

9

.Ax=-35, y=3i, bx=zx4 y==I1

2°
a)a=2, bla#2, c)a=-1.
z21=T+21i, zp=-3+13i.
a)3—i, b)-1+5i, ©)8+i, d)—1=+ i

Vastaluku Kaianteisluku
a) —1-2i, -

5 _13

b) -3i, —3i,
1 . 2 16
C) -3~ 4l, I + El’
d) —2+4i, 15— 1.

Luku 5: Liittoluku ja itseisarvo.

1.

2.

3.

05 b1, o5 I ~838 ol nHA¥x212

|z1] = V164 = 12,80 ja |z2| = V157 =~ 12,53, siis luku z, on lihempina
origoa. Koska |1 +i — z1| = V130 =~ 11,40 ja |1 +i — 22| = V149 = 12,20,
luku z; on ldhempina lukua 1 +i.

a)z=0 taiz=-4, b)z=1+Ii.
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4.

10.

1.

12.

a) Merkitddn z; = x| + y1i ja zo = x2 + yai. Nyt

Z1 - 22 = (x1 + y17) (x2 + y2i)

= x1X + X1y20 + X2y 11 + Y1 y20?

= (x1x2 = y1y2) + (x1y2 + x1y2)i
= (x1x2 = y1y2) — (x1y2 + x1y2)i
= X1X2 — X1y2i — X120 + y1Y2i”
(x1 = y18) (x2 = y2i)

(x1 + y1i) - (x2 + y2i)

=21 22.

b) Merkitddn z = x + yi. Nyt

Z=x+Yy

~

=x—-yi=x+yi =2z

. Lause 5.8 kohta (1): |z|® = zZ. Siis

. Katso esimerkki 5.9.

. Kun z; = 0 tai zp = 0, kun z; = z; tai kun lukujen z; ja z» paikkavektorit ovat

samansuuntaisia.

. a)lz] = \/xz +y2= \/(—x)2 +(-y)2=|-1z|, b) Vastaavasti.

g

a) Piste z = 3.

b) Ympyri |z — (=2 — 4i)| = V/(x +2)2 + (y + 4)2 = 4 eli keskipiste —2 — 4i, side 2.

¢) Ympyré, jonka keskipiste —3i, side 1.
d) Suoraz =x + %i (suoray = %).

e) Suora 5 + yi (suora x = 5).

f) Suoraz =x + (x +5)i (suora y = x + 5).

a) Avoin alue suoran x = 1 alapuolella.

b) Yksikkoympyrin kehd ja sen ulkopuoli, suljettu alue.

¢) Suljetun renkaan rajat ja sen sisdpuoli, keskipiste (—1,0), Ry =2, R, = 5.
d) y < x eli suoran y = x alapuoli.

e) Puhkaistu kiekko, kp (-1, 1), sidde 4.

f) Suljettu kiekko, kp (0, —9), sade 8.

Ay=x, bx2+y>=1, o (x+1)2+y2=2ja(x+1)2+y>=5,
dDx=1, e @x+D)2+(y-i)?=4 OHx2+(y+9)%=8.
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13.

Luku 6: Napakoordinaattimuoto.

1.

10.

a)g:\@(cos%+isin2—r), b) z=8(cos 7 +isin7),
¢)z=4(cosm+isinm), d)z=16(cos% +isin%),
e)zz@(cos]—”+isin_ﬁ), f)z=\/§(cos%”+isin%”.

cayz=-3B_3 b)z=8-8i, oz=-i, dz=-5

a) 4(cos _33 +1isin %) =4(cos 5 +isin%),
b) 2(cos(2 +2m) +isin(2 +27)) = 2(cos2 + i sin 2).

. a)2+2V3i, b)-0,832+1,818i.

a) 7122 = 8(cos 7 +isin i ,
1 ..
;—; = 5(cos(=%) +isin(-%),

b) 2122 = V6(cos 5 +isin %i),

;_; — \/g(cos(—%) +isin(=%)).

. Vaihekulma kasvaa tai pienenee riippuen onko ¢ < 0 vai ¢ > 0.

. a) Suoran y = x eli z = x + xi pisteet. b) Suoran y = xV3eliz = x+xiV3

pisteet.

a) 3. neljannes b) 4. neljannes c) 1. tai 2. neljannes, riippuen luvun z; vaihe-
kulmasta. d) 1. tai 2. neljinnes, riippuen luvun z; vaihekulmasta.

Kirjoita kdédnteisluku % luvun 1 ja z jakolaskuna napakoordinaattimuodossa.
. T 1_ .. 1 _
Huomataan, ettd arg z = 6 ja arg - = —0, siis arg - = —argz.

Merkitdan z; = ri(cos @y +isinf;) jazo = ra(cos @, +isin6y).
Koska arg z; = arg z», niin #; = 6,. Olkoon vakio k = r{/ry. Nyt

z1 =riri(cosfy +isinfy) = kry(cos 0y +isinf) = kzs.

Siis z; = kzp, missd k = r;/rp, kun arg z; = arg z».

Luku 7: Potenssi ja juuri.

1.

(Muuta ensin napakoordinaattimuotoon potenssin laskemiseksi.)
a)512, b)-324, ¢)27, d)-64+64V3i, e)i, f)-1

. Vrt. esimerkki 7.4.

Muuta yhtidlon molemmat puolet napakoordinaattimuotoon ja vertaa siteita ja

vaihekulmia. a)n =6 - (2m + 1), missim = 1,2,3,..., b)n=0.
2_ 1 _:\3 3 _ 4_ 1 ,:\3 5_ 1 _:\3
=iy, =1 "=-3+i5, =-3-ix.
Yleisesti Z3n =1, Z3n+1 — Zja Z3n+2 — ZZ_
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5. Kts. Liitteen kaavat nro 3 ja 4.

it = [ (2] Ve s () i ()

2 o o) 5 o) ) 5 )

= V2" [cos () cos () #1 (sin (o) sin (o3|
=V2" - 2cos (n%) e R.

6.
%=il,ii.
\S/T—l cos2—ﬂ+isin2—ﬂ cos4—ﬂ+isin4—ﬂ cos6—ﬂ+isin6—ﬂ c0s8—7T+isin8—7r
- 5 5° 5 5° 5 5° 5 5°

7. Juuren pddarvo annettu ensimmaisena.
A wo=2,w; =—-1+V3i,w,=-1-3i

b) wg = \g+gi,w1 :—g \gl
c)woz%+ gﬁz wi ~ —1,08 +0,29i, wp = 0,29 — 1, 08i.
d)W0=%+§l‘,W1= % \/_

e)wo:2+i,w1 =-2-1.

f)wo~1,35+0,13i; w; = 0,86+ 1,05i; wy = -0, 13 + 1, 35i;
w3~ —1,05+0,86i; wg =~ —1,35 -0, 13i; ws = —0,86 — 1, 057;
we = 0,13 - 1,35i; wy = 1,05 - 0, 86i.

8. a)z=+2(1+i); +¥2(1-i)
b)z=V3+i; —-V3+i; 2i

9. Tutkitaan voiko imaginaariluvulla olla reaalijuuri. Luvun z = x + yi, missd
y # 0, juuri on muotoa

0+2knr . . O0+2knm
+ i sin

[z =A/r |cos
n
Jotta juuri olisi reaalinen, on oltava
0+ 2kn
sin =0
n
cli 0+2k 0+2k
+.LKTT _ . +.LKTT _
=L =0 tai = =n
0+2knr =0 0+2knr = nn.

Vaihekulman 6 arvoilla 0+ 2kn ja mn + 2knr Kyseessa on reaaliluku. Imaginaa-
riluvun juuri ei siis voi olla reaalinen.

10. Eivit, silld juuret sijaitsevat origokeskeisen ympyrin kehélld kulman 7 /4 vi-
lein. Jos yksi juurista ei siis sijaitse imaginaari- tai reaaliakselilla, muutkaan
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juuret eivit voi sijaita niilla.
Luku 8: Polynomit.

1. Toinen ratkaisu on liittoluku Z = 2 — V2i.

2.a)z=+V6 b)z=3+2 o)z =-220=i d)z1=3+4i,20=4-3i
e)Zl=i,Z2=—1—i.

3. Yhtilon ratkaisut ovat z1 = —% +i 'b22;4ac jazy = —% - '—‘[’22;4“. Siis
N b Y b2 —-4ac b  Vb?-4ac 2b b
= - — ] —— = —— = ——
SR 2a 2a 2a 2a 2a a
ja

b br-dac
442 4a?
B b2 - br+4ac ¢

4a2 a

4. n-asteisella polynomilla on n nollakohtaa.a)2 b)9 «¢)1 d)O.

.a)(z+i)(z—i), b) (z =2 —3i)(z — 2+ 3i),
¢) (z+1)(2z+ 1+ 2i), d)2(z—\/§)(z+\/§)(z+i)(z—i).

6. Polynomi p(z) on jaollinen binomilla (z — a), mikili p(a) = 0.
a) On jaollinen, silld p(2) =23 -2-22+2-2=0.
b) Ei ole jaollinen, silld p(—1) = -6 # 0.
¢) On jaollinen, silld p(—i) = 0.
d) Ei ole jaollinen, silld p(-2 +1) # 0.

7. a)r =p(5) =626,b) r=p(i) =4,
co)r=p3)=46+6i, d)r=p(-3-i)=-3-30i
Luku 9: Kompleksifunktiot.

1. a) Madrittelyehto z # 0, arvojoukko 0O:sta poikkeavat kompleksiluvut.
b) Méirittelyehto z # 4 — i, arvojoukko 0:sta poikkeavat kompleksiluvut.

2. a)u=y -3x%*yjav=x>-3xy?
_ . _ 1y
O)u = ryiy J2V = gt
u=x-yjav=x+y,
du=xjav=-y-8.
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10.

1.

12.

13.

14.

15. a

. Pisteiden 3i ja 4 + 3i viliseksi janaksi.
. Pisteiden -3 ja —3 + 9i viliseksi janaksi.

.w(0)=0,w(l)=1,w(@) =-1jaw(l+1i) =2i.

Nelio kuvautuu alueeksi, jota rajaa w-tason reaaliakselin jana [—1,1] sekd

symmetriset paraabelien kaaret u = iv —ljau=1- v , jotka leikkaavat

pisteessa (0, 2i).

. Im(z) > 6.
. Paraabeli u = ivz - 1.

. Kuva C on jana kompleksitason pisteiden (2, 0) ja (0, i) vililld. Sen kuvauksen

f kuvan parametriesitys on w(r) = 6(1 — t) + 3it eli jana pisteiden (6, 0) ja
(0, 37) valilla.

ca) -1 b A(-1+iV3), o L(V3-i),

d) S(=1+0), e £(2+i), f) -2

[14, s. 178]Kdytetddn sinin ja kosinin ominaisuuksia —siny = sin(—y) ja
cosy = cos(—y):

e? =¢e*(cosy—isiny)
=e'cosy—ie'siny

= e*(cos(—y) +isin(—y))

a)Se™,  b)ed, c¢)VSe Ll d) 23

a) |e*| =4 jaarge® =+ 2nmn,
b) le?| = V3 jaarge® = | + 2nn,
c) le*| =5jaarge® =0+ 2nn,
d) |e*| = 1jaarge® = %T” +2nm.

Napakoordinaatit eksponenttimuodossa z; = \/_ 3e7 Ja 70 = 2e 50,
Siis
Br; Ix
a)z122=2V3e 57, b)z1/z2 = @e 5,
JE— 27 PR _r: s, 6_7r
)zZ1=V3e 3ljaza=2e75, d) z? = 3V3e? ja zg =64e5".

a)z=In4+Q2n+)mi, b)z=-In2+Q2n-)ni, c)z=1In2+(L+L)ni.

1 ~ 1,54,
~154
~ 0,761,

e+1 e2—1 ~
)26\/_2) 26\/_)1 1,09 + 0, 83i.
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16. Trigonometristen kompleksifunktioiden méaaritelmésti

1 . .
sin(-z) = % (el(_z) - e_’(_z))

- 21 (e = &)

l
=5 (=)
= —sinz.

Tapaus cos(—z) = cos z vastaavasti.

17.

2
eZiz — DelZeTi 4 iz eZiz + 2elZe™iT 4 omi2
" * 4
—e2T 4D — it g Q2T 4 ) 4 o2
4

5 5 ez‘z _ e—iz 2 eiz + e—iz 2
sin“ z+cos” z = 2— + | —
l

18. Eulerin kaavalla saadaan

el(a1t2) — iz piz
< cos(z1 +22) +isin(z) +z2) = (coszy +isinzy)(coszp +isinzy)

= C0S Z1Sinzy +Ccoszjisinzy +isinzcoszy + i% sin Z1sin zo

= €08 7] COS Zp — sin z sin zp + i(sin z; cos z3 + COS 71 sin z»).

19. Kits. lauseen 9.18 todistus.
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Liite: Trigonometrisia kaavoja

Tissd liitteessd on esitelty joitain trigonometrisid kaavoja, joista voi olla hyotya
kompleksilukuihin liittyvien lauseiden tai niiden sovellusten todistamisessa ja kasit-
telyssd. Osa kaavoista on todistettu tutkielman esimerkeissé tai harjoitustehtidvissa.
Kaavat ovat kuitenkin vain varsinaisen aiheen tyovéline, joskin hyvin hyddyllinen sel-
lainen, joten niiden todistus sivuutetaan. Lihteeni on kdytetty MAOL taulukkokirjaa

[13, s. 36].
Peruskaavat
1) cos® @ + sin’0 = 1
iné
(2) tanf = 2o
cos 6
Palautuskaavat

(.3) sinf@ = —sin(—60) = cos(n/2 — 0) = sin(w — §) = sin(6 + n2x)
(.4) cos @ = cos(—0) = sin(n/2 — 0) = —cos(m — 0) = cos(6 + n2n)

Kaksinkertaiset kulmat

(.5 sin26 = 2sin 6 cos 8

(.6) c0s 26 = cos® 0 — sin*0 = 1 — 2sin’ 0
Kolminkertaiset kulmat

.7 sin36 = 3sin@ — 4 sin® 6 = sinf(4cos’> — 1)
(.8) cos 30 = 4cos® 6 —3cos 6 = cos O(1 — 4sin” 6)

Trigonometristen funktioiden potensseja

(.9) sin® § = %(1 —cos 26)

(.10) cos? 6 = %(1 + cos 26)
Summakaavoja

(.11) sin(0 + 6,) = sin 0 cos O, + cos 0 sin 6,
(.12) cos(61 + 6,) = cos | cos O, F sin 6 sin O,
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