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Téssd tutkielmassa tutkitaan modaalilogiikan yhteyksid lokaaleihin algoritmeihin. Modaa-
lilogiikka on lauselogiikan laajennus, jossa kaavojen totuutta tutkitaan mahdollisia maailmoja
mallintavissa Kripke-malleissa. Lokaalit algoritmit ovat graafeissa ajettavia algoritmeja, jotka
paittyvit vakioajassa. Algoritmeilla ratkaistaan graafiongelmia, joille esitetddan luokittelu sen
mukaan, voidaanko ne ratkaista vakioajassa ja miten paljon informaatiota algoritmit tarvitsevat
niiden ratkaisemiseksi. Vakioaikaiset graafiongelmaluokat karakterisoidaan modaalilogiikoiden
avulla samaistamalla syotegraafit sopiviin Kripke-malleihin. Tutkielma keskittyy heikkoihin ha-
jautetun laskennan malleihin, jotka hyddyntévit graafeihin liséttidvid porttinumerointeja, ja laa-
jentaa aiempia niitd koskevia tuloksia tarkastelemalla, miten tulokset yleistyvit yksinkertaisista
graafeista suunnattuihin graafeihin. Tuloksien todistamiseen kéytetdin bisimulaatiota, joka liit-
tdd toisiinsa Kripke-mallit, joita modaalilogiikka ei erota toisistaan. Erityisesti osoitetaan, etta
graafiongelmaluokkien vilinen hierarkia on suunnattujen graafien tapauksessa heikompi kuin
yksinkertaisten graafien tapauksessa. Osa luokkien vilisistd inkluusioista ei pdde, kun rajoitus
yksinkertaisiin graafeihin poistetaan.
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1 Johdanto

Hajautettu laskenta on tietoverkossa tapahtuvaa laskentaa usean laskentayksikon vililli. Teoreet-
tisessa tietojenkisittelytieteessa tietoverkko kisitetdén usein graafina, joka koostuu solmuista ja
sarmistd. Laskentayksikot tulkitaan solmuina ja niiden vélinen kommunikaatio tapahtuu sirmien
vilitykselld. Hajautettu algoritmi on tilakone, josta on kopio jokaisessa tietoverkon solmussa.
Se méirad solmun tilan laskennan alussa ja sen, mihin tilaan missédkin tapauksessa siirrytdén.
Laskenta tapahtuu, kun solmut siirtyvit tilasta toiseen ja ldhettivit toisilleen viestejd tapahtu-
vista muutoksista. Lokaalit algoritmit ovat hajautettuja algoritmeja, jotka suorittavat laskennan
vakioajassa, riippumattomana tietoverkon koosta.

Tassé tutkielmassa tarkastelemme erityisesti laskentaa, joka on synkronista ja deteministis-
td. Tamai tarkoittaa, ettd jokainen solmu suorittaa saman laskennan vaiheen samanaikaisesti ja
laskennan tulos on valitussa syotegraafissa aina sama. Tarkastelumme keskittyy laskennan mal-
leihin, jotka hyodyntivit porttinumeroita, jotka liitetddn jokaisen sarmédn kumpaankin paihén.
Porttinumeroiden avulla solmut voivat pitda kirjaa siitd, miti viestejd on ldhetetty tai vastaano-
tettu mitdkin sdrmia pitkin.

Modaalilogiikka on matemaattisen logiikan osa-alue, joka laajentaa lauselogiikkaa modaa-
lioperaattorilla <. Se laajentaa kaavojen tulkintaa mahdollisten maailmojen kasitteella: jos ¢ on
lauselogiikan kaava, niin kaavan < ¢ tulkinta on "on olemassa mahdollinen maailma, jossa ¢ on
tosi.” Tutkinnan kohteena ovat Kripke-mallit ja -kehykset. Kehykset koostuvat maailmoista (tis-
sd tutkielmassa puhumme pisteistd) ja niiden vilisistd relaatioista. Mallit ovat kehyksid, joihin
on liitetty valuaatiofunktio, joka mééraa jokaiselle atomikaavalle joukon maailmoja, joissa se on
tosi. Kaavojen totuutta tutkitaan mallin maailmoissa ja relaatiot kuvaavat, mitkd muut maailmat
ovat mahdollisia tarkasteltavan maailman nikokulmasta.

Tutkielmassamme tarkastelemme perusmodaalilogiikkaa ja kolmea sen laajennusta: multi-
modaalilogiikkaa, porrastettua modaalilogiikkaa ja porrastettua multimodaalilogiikkaa. Multi-
modaalilogiikassa Kripke-malleissa on monta eri relaatiota ja vastaavasti monta eri modaalio-
peraattoria. Porrastetussa modaalilogiikassa modaalioperaattoreita on yksi, mutta siihen yhdis-
tetdédn luku, joka asettaa alarajan halutunlaisille mahdollisille maailmoille. Porrastettu multimo-
daalilogiikka on multimodaalilogiikan ja porrastetun modaalilogiikan yhdistelma.

Hella et al. [6] esittivdat uuden keinon ldhestyd hajautettuja algoritmeja modaalilogiikan
nikokulmasta. Aiemmin Kripke-mallien maailmat samaistettiin algoritmin tiloiksi ja relaatiot
mahdollisiksi siirtymiksi tilasta toiseen. Tatd 1ihestymistapaa késittelivit esimerkiksi van Bent-
hem, Eijck ja Stebletsova [1], modaalilogiikan, aikalogiikan ja propositionaalisen dynaamisen
logiikan nikokulmista. Bisimulaation késitettd he hyodynsivit eri tilakoneiden samankaltaisuu-
den osoittamiseksi: kaksi keskendidn bisimilaarista tilakonetta voivat tehdd toisiaan vastaavia
siirtymia tilasta toiseen. Uudessa ldhestymistavassa Kripke-mallit samaistetaan tietoverkkoon
ja maailmat laskentayksikoihin, joiden vilinen viestintd tapahtuu relaatioita pitkin. Tama la-
hestymistapa mahdollisti erilaisten graafiongelmaluokkien karakterisoimisen eri modaalilogii-
kan laajennusten avulla sekd bisimulaation kdyton graafiongelmien ratkeavuuden tutkimisessa.
Artikkelin tirkein tulos oli tdysi esitys graafiongelmaluokkien vilisistd osajoukkorelaatioista.
Osoittautui nimittdin, ettd ne muodostavat keskendén lineaarijérjestyksen.

Téssd tutkielmassa laajennamme niitd tuloksia yleistamailla tarkastelun algoritmeihin, jois-
sa laskentayksikot eivit vilttiméttd kykene vilittamaan tietoa kumpaankin suuntaan toistensa
vililla. Tallaiset tietoverkot samaistuvat suunnattuihin graafeihin, mutta tarkastelu eroaa Suo-
melan tutkimien yksinkertaisten graafien orientaatioiden tapauksesta, jotka merkitsivit aidosti
vahvempaa laskennan mallia kuin porttinumerointimalli [7, s.26-27]. Modaalilogiikan ndko-
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kulmasta yleistys on luonnollinen, silld Kripke-mallien relaatioiden ei yleensid oleteta olevan
symmetrisid. Karakterisoimme vastaavanlaiset graafiongelmaluokat suunnatuille graafeille ja
osoitamme ndiden vililld vallitsevan hierarkian. Tuloksemme poikkeavat ldhteestd [6], silld
kaikki sen tuloksista eivit yleisty suunnatuille graafeille. Erityisesti osoittautuu, ettd luokkien
vilinen jirjestys ei ole lineaarinen.

1.1 Tutkielman rakenne

Luvussa 2 esittelemme modaalilogiikan, Kripke-mallin ja bisimulaation kisitteet. Tarkastele-
miamme eri modaalilogiikoita on yhteensd neljd ja niiden kaavojen totuus tulkitaan Kripke-
malleissa. Bisimulaatio on viline mallien viliseen vertailuun. Kaksi keskenédédn bisimilaarista
mallia eivit erotu toisistaan maailmojen tasolla, vaan keskendidn bisimilaarisissa maailmois-
sa ovat tosia kaikki samat modaalilogiikan kaavat. Tavanomainen bisimulaation késite kattaa
perus- ja multimodaalilogiikan, mutta tarvitsemme my0s porrastetun bisimulaation kisitteen
porrastettuja modaalilogiikoita varten.

Esittelemme luvussa 3 graafit, algoritmit ja graafiongelmat. Graafeja tarvitsemme abstrak-
tien tietoverkkojen havainnollistamiseen. Hella et al. [6] tutkivat yksinkertaisia graafeja, mutta
tdassd tutkielmassa keskitymme suunnattuihin graafeihin. Suunnatuissa graafeissa sdrmét ovat
nimensd mukaisesti suunnattuja, kun taas yksinkertaisissa graaafeissa niillad ei ole suuntaa.
Graafiongelmat ovat graafeja koskevia ominaisuuksia, joita hajautetut algoritmit laskevat. Esit-
telemme luokittelun graafiongelmille sen mukaan, kuinka vahva malli niiden ratkaisemiseen
tarvitaan. Lisdksi esittelemme nditd luokkia vastaavat vakioaikaiset luokat.

Karakterisoimme vakioaikaiset graafiongelmaluokat modaalilogiikoiden avulla luvussa 4.
Tatd varten ndytimme my0Os kanonisen tavan tulkita graafi Kripke-mallina, joka riippuu tarkas-
teltavasta hajautetun laskennan luokasta. Malliin liitetdédn sitd vihemmain tietoa, mitd heikompaa
luokkaa tarkastellaan. Karakterisointi tapahtuu tarkastelemalla sopivaa modaalilogiikan kieltad
sopivassa mallissa.

Lopuksi luvussa 5 esitimme ja todistamme graafiongelmaluokkien hierarkiaa koskevat tu-
lokset. Ensin osoitamme, mitkd luokista ovat identtisid keskendin. Tamén jialkeen osoitamme,
miten jiljelle jadvit luokat suhtautuvat toisiinsa. Tuloksena on tidydellinen esitys luokkien va-
lisistd inkluusioista. Erityisesti osoitamme, ettd erds identiteeteistd ja yksi inkluusioista, jotka
patevit yksinkertaisten graafien tapauksessa, eivit pade suunnattujen graafien tapauksessa.

Lukijalta edellytimme lauselogiikan perusteiden seké induktiotodistuksen periaatteen tunte-
mista. Aloitamme modaalilogiikan tarkastelun perusteista, mutta sovellamme induktioperiaatetta
modaalilogiikan kaavan rakenteeseen ilman enempii perusteluita. Graafiteoriasta ja hajautetusta
laskennasta emme edellyti lukijalta edeltivia tietoja.



2 Modaalilogiikat, Kripke-mallit ja bisimulaatio

Téssd luvussa madrittelemme neljd eri modaalilogiikan kieltd ja Kripke-mallit, joissa ndiden
kielten kaavat tulkitaan. Lopuksi esitimme bisimulaatiot, joiden avulla voimme tunnistaa kah-
den Kripke-mallin pisteet, joita ei voi erottaa toisistaan annetulla modaalilogiikan kielella.
Merkitsemme jatkossa Z(A) = {B|BC A}jaBA={f| f: A — B}.

2.1 Modaalilogiikat ja Kripke-mallit

Aloitamme esittelemélld multi- ja perusmodaalilogiikat ja niiden kaavojen tulkitsemiseksi
Kripke-mallit. Tarvitsemme propositiosymboleja p, g, r ... ja indeksejd @, 8,y ... seuraavis-
sa madritelmissd. Olkoon siis @ joukko propositiosymboleja ja I indeksijoukko.

Mairitelma 2.1. Vrt. [6, s. 11-12]. Multimodaalilogiikan, MML, saamme laajentamalla lause-
logiikkaa modaalioperaattoreilla (@). Rakennamme multimodaalilogiikan MML(I, ®)-kaavat
seuraavasti:

pu=qlL]-¢|dVe|(a)e,
missiqg € Pjaa € L.

Mairitelma 2.2. Vrt. [2, s. 9]. Perusmodaalilogiikan, ML, saamme multimodaalilogiikan osana
rajoittamalla modaalioperaattorien lukumaééara yhteen, jota merkitsemme <. Perusmodaalilogii-
kan ML(®)-kaavat rakennamme siis seuraavasti:

pu=qlL|-¢loVe|Od,
missd g € O.

Miaritelma 2.3. Vrt. [3, s. 4]. Kripke-malli on jérjestetty jono M = (W, (Ry)qel, T), missd W
on epityhji joukko, R, € W X W on kaksipaikkainen joukon W relaatio jokaisella @ € I ja
7: ® — P(W) on kuvaus, joka liittdd jokaiseen propositiosymboliin g € ® joukon W osajoukon.
Kutsumme alkioita w € W mallin M pisteiksi ja kuvausta T mallin M valuaatioksi. Mallia M
vastaava Kripke-kehys on jirjestetty jono ¥ = (W, (Ry)qel)-

Huomautus. Kukin Kripke-mallin relaatio R, vastaa multimodaalilogiikan modaalioperaatto-
ria (@). Mikili indeksijoukossa I on vain yksi alkio @, voimme merkitd ainoaa relaatiota R,
kirjoittamalla R ja mallia M kirjoittamalla M = (W, R, 7). Téll6in relaatio R vastaa perusmo-
daalilogiikan modaalioperaattoria <.

Miaritelméa 2.4. Vrt. [2, s. 17-18]. Olkoon M = (W, (Ry)qer, ) Kripke-malli ja w € W.
Maiirittelemme, ettd MML(L, @)-kaava ¢ on tosi mallin M pisteessid w, jota merkitsemme
M, w E ¢, rekursiivisesti:

* M,w E g, jos ja vain jos w € 7(g),
* M,w E L ei pade koskaan,
* M,w E —¢, jos ja vain jos M, w £ ¢,

* M,wE ¢ Vi, josjavain jos M,w E ¢ tai M,w E ¢,
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* M,w E (@)@, jos ja vain jos on olemassa w’ € W, jolle (w,w") € R, ja M, w’ £ ¢.
Merkitsemme jatkossa [|¢||™ := {w € W | M, w £ ¢} kaikilla modaalilogiikan kaavoilla ¢.

Seuraavaksi esittelemme porrastetut laajennukset perus- ja multimodaalilogiikalle ja maa-
rittelemme niiden kaavojen semantiikat.

Mairitelma 2.5. Vrt. [5, s. 1-2]. Porrastetun modaalilogiikan (graded modal logic), GML,
saamme lisddmalld perusmodaalilogiikan modaalioperaattoriin indeksin k. Porrastetun modaa-
lilogiikan GML/(®)-kaavat rakennamme seuraavasti:

pu=qlL|=¢[dVe| i,
missd g € @ ja k € Z.. GML(®)-kaavan ¢, ¢ semantiikan médrittelemme seuraavasti:
* M,w E Osid, jos ja vain jos [{w’ € W | (w,w’) € Rja M,w k ¢}| > k.

Huomautus. Seka multimodaalilogiikka ettd porrastettu modaalilogiikka ovat perusmodaali-
logiikan laajennuksia. On helppo nihdé, ettd kaikki ML(®)-kaavat voidaan tulkita logiikassa
MML erikoistapauksessa, jossa |I| = 1. Toisaalta ML(®)-kaavat voidaan myos tulkita logii-
kassa GML, kun rajoitetaan tarkasteltavat indeksit tapaukseen k = 1. Kisittelemme jatkossa
perusmodaalilogiikkaa porrastetun modaalilogiikan erikoistapauksena.

Mairitelma 2.6. Vrt. [6, s. 12]. Porrastetun multimodaalilogiikan (graded multimodal logic),
GMML, saamme yhdistimalld multimodaalilogiikan ja porrastetun modaalilogiikan laajennuk-
set. Porrastetun multimodaalilogiikan GMML(I, ®)-kaavat rakennamme seuraavasti:

pu=qlL|-¢[dV | (a)kd,

missd g € ®, @ € 1 ja k € Z,. Midrittelemme GMML(I, ®)-kaavan {(a)>¢ semantiikan
seuraavasti:

o M,w E (@)sk¢, jos ja vain jos [{w’ € W | (w,w’) € R, ja M,w' E ¢}| > k.

Huomautus. Porrastettujen modaalilogiikoiden médritelmét voitaisiin laajentaa tapaukseen k €
IN. Tastd syntyva modaalioperaattori olisi kuitenkin mielenkiinnoton, silld kaava (a)>o¢ on
yhtipitavd kaavan =L kanssa kaikilla GMML(I, ®)-kaavoilla ¢ ja @ € 1.

Huomautus. Porrastettu multimodaalilogiikka on sekd multimodaalilogiikan ettd porrastetun
modaalilogiikan laajennus. Kaikki MML(I, ®)-kaavat voidaan tulkita logiikassa GMML rajoit-
tumalla tapaukseen, jossa k = 1. Toisaalta kaikki GML(®)-kaavat saadaan logiikassa GMML
tapauksessa |I| = 1. Kisittelemme jatkossa porrastettua modaalilogiikkaa ja multimodaalilo-
giikkaa porrastetun multimodaalilogiikan erikoistapauksena.

Logiikat ML, MML, GML ja GMML muodostavat siis keskendén hierarkian (Kuva 2.1).
Kaikki muut logiikat ovat perusmodaalilogiikan laajennuksia, joten ML on heikoin tarkastele-
mistamme logiikoista. Toisaalta GMML on muiden logiikoiden laajennus, tehden siitéd ilmaisu-
voimaltaan vahvimman. Logiikat MML ja GML ovat sen sijaan keskendin vertailemattomia.
Nimittdin MML ei kykene laskemaan pisteestd ldhtevien relaatioiden lukumairii tapauksessa,
jossa tarkasteltavassa mallissa on vain yksi relaatio. Toisaalta GML rajoittuu vain yhteen relaa-
tiosymboliin, eikd niin ollen sovellu tarkasti kuvaamaan pisteitd malleissa, joissa on monta eri
relaatiota.
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Kuva 2.1: Modaalilogiikoiden muodostama hierarkia.

Miirittelemme vield modaalilogiikan kaavan modaalisen syvyyden, joka kertoo, kuinka
monta sisdkkdistd modaalioperaattoria kyseisessd kaavassa on. Lopuksi médrittelemme modaa-
lilogiikan kaavan alikaavat.

Miaritelmi 2.7. Vrt. [6, s. 12]. Olkoot ¢ ja 8 GMML(], ®)-kaavoja. Midrittelemme GMML(I, ®)-
kaavan ¢ modaalisen syvyyden (modal depth), md(¢), rekursiivisesti:

« md(g) = 0 kaikilla g € @,

* md(L1) =0,

* md(—y) = md(y),

* md(y Vv 0) = max{md(), md(6)},

e md({@)sx¥) = md(y) + 1, kaikilla @ € Lja k > 0.

Mairitelmi 2.8. Vrt. [3, s.4]. Olkoot s ja GMML(I, ®)-kaavoja. Midrittelemme GMML(L, ®)-
kaavan ¢ alikaavojen (subformula) joukon sf(¢) rekursiivisesti:

« sf(q) = {¢} kaikilla g € ®,

o sf(1) = {1},

o sf(=y) = st(y) U {-y},

o sf(y v 0) = st(y) Usf(O) U{y V 6},
o sf({@)=i¥) = st@Y) U {{a)=it}

Kaavan ¢ alikaavat ovat siis kaavan ¢ rakennuspalikoita. Kun ¢ rakennetaan rekursiivisen
madritelman mukaisesti, niin jokaisessa vaiheessa rakentamiseen kaytetyt kaavat ovat kaavan ¢
alikaavoja.

2.2 Bisimulaatiot

Seuraavaksi madrittelemme bisimulaation kisitteen. Bisimulaatiot ovat kahden Kripke-mallin
vilisid relaatioita. Ne yhdistivit toisiinsa pisteitd, joilla on sama lokaali informaatio ja samat
siirtymismahdollisuudet mallin sisélld. Néin kaksi bisimilaarista pistettd on mahdotonta erottaa
toisistaan valitulla modaalilogiikan kielelld. Merkitsemme seuraavia mééritelmid ja lauseita
varten R,[w] = {w’ € W | (w,w’) € R,}. Esittelemme ensimmadiseksi bisimulaation logiikalle
MML.



Mairitelma 2.9. Vrt. [6, s. 12]. Olkoon ® joukko propositiosymboleja ja I indeksijoukko.
Olkoot M = (W, (Ry)qer, 7) ja M" = (W', (R),)ae1, T') Kripke-malleja. Relaatio Z € W X W’ on
bisimulaatio, jos se on epityhja ja seuraavat kolme ehtoa piteviit:

e Jos (w,w’) € Zjaqg € ®,niin w € 7(q), jos ja vain jos w’ € 7(g).

* Jos (w,w’) € Z ja (w,v) € Ry, niin on olemassa sellainen v/ € W’, ettd (w’,v") € R), ja
(v,v') e Z.

* Jos (w,w’) € Z ja (w',v") € R, niin on olemassa sellainen v € W, ettd (w,v) € R, ja
(v,v') e Z.

Sanomme, ettd pisteet w ja w’ ovat bisimilaariset logiitkassa MML, jos on olemassa bisimulaatio
Z,jolle (w,w") € Z.

Logiikalle GMML bisimulaatio tdytyy médritelld hieman eri tavalla, joten miérittelemme
seuraavaksi porrastetun bisimulaation. Esittimdmme maéritelmé poikkeaa sekid de Rijken [5]
ettd Hellan et al. [6] esitystavoista, mutta on ndiden méadritelmien kanssa yhtépitava.

Mairitelma 2.10. Vrt. [5, s. 3]. Olkoon ® joukko propositiosymboleja ja I indeksijoukko.
Olkoot M = (W, (Ry)aer1, T) ja M’ = (W', (R, )qe1, T') Kripke-malleja. Relaatio Z € W x W’ on
porrastettu bisimulaatio, jos se on epdtyhji ja seuraavat kaksi ehtoa patevit:

e Jos (w,w’) € Z, niin w € 7(g), jos ja vain jos w’ € 7/(q).

* Jos (w,w’) € Z, niin kaikilla @ € I on olemassa sellainen bijektio z,: Ry[w] — R, [w’],
ettd (v, zo(v)) € Z kaikillav € R,[w].

Sanomme, ettd pisteet w ja w’ ovat bisimilaariset logiikassa GMML, jos on olemassa porrastettu
bisimulaatio Z, jolle (w,w’) € Z.

Seuraava lause toteaa bisimilaarisuuden kisitteen merkityksen: bisimilaariset pisteet toteut-
tavat kaikki tdsmélleen samat valitun modaalilogiikan kaavat.

Lause 2.11. Vrt. [6, s. 13]. Olkoon L jompikumpi logiikoista MML ja GMML, ® joukko
propositiosymboleja ja 1 indeksijoukko. Olkoot M = (W, (Ry)aer, T) ja M = (W', (R),)aer, T')
Kripke-malleja, w € W jaw’ € W’. Jos pisteet w ja w’ ovat bisimilaarisia logiikassa L, niin

M, w E ¢, jos ja vain jos M',w’ E ¢,
kaikilla L(1, ®)-kaavoilla ¢.

Todistus. Vrt. [2,s. 67] ja [5, s. 3]. Todistamme lauseen induktiolla kaavan ¢ suhteen. Oletam-
me ensin, ettd £ on MML. Todistamme kussakin induktioaskeleessa ainoastaan implikaation
vasemmalta oikealle, silld vastakkainen suunta on samanlainen.

Jos ¢ € @, niin oletuksesta M, w £ ¢ seuraa, etti w € 7(¢). Koska w ja w’ ovat bisimilaarisia,
niin w’ € 7/(¢), eli M’,w’ E ¢.

Jos ¢ = L, niin M,w £ ¢ ja M/, w" ¢ ¢.

Teemme induktio-oletuksen, ettd vdite ekvivalenssista pitee kaavoille i ja 6.

Jos ¢ = = ja M, w E ¢, niin M, w ¥ . Nyt induktio-oletuksen perusteella M’, w’ ¢ y eli
M w' E @.

Jos ¢ =y v OjaM,we ¢, niin M,w E ¢ tai M, w E 6. Induktio-oletuksesta seuraa, etti
Mw e tai M/, w’ £ 6, joten M/, w’ E ¢.



Jos ¢ = {(a)y, niin oletuksesta M, w F ¢ seuraa, ettd on olemassa sellainen v € W, ettd
(w,v) € R, ja M, v E . Bisimulaation mééritelmén nojalla on olemassa v/ € W’, jolle v ja v’
ovat bisimilaarisia ja (w’, v") € R,,. Induktio-oletuksen nojalla nyt M’,v' £ ¢, joten M, w’ E ¢.

Lause on nyt todistettu logiikalle MML. Oletetaan seuraavaksi, ettd £ on GMML. Tapaukset
ped, ¢p=_1,¢=—yjap =1y V0 todistetaan samoin kuin logiikalle MML.

Oletetaan, ettd viite pitee kaavalle ¢ ja ettd ¢ = (). Nyt oletuksesta M, w E ¢ seuraa,
ettd |X| > k, missa X = {v € W | (w,v) € RyjaM,v £ ¢}. Porrastetun bisimulaation
mairitelmidn mukaan on olemassa sellainen bijektio z,: Ry[w] — R, [w'], ettd (v, zo(v)) € Z
kaikilla v € X. Siis induktio-oletuksen nojalla M’, z,(v) £ ¢ kaikilla v € X. Koska z, on
injektio, niin |{v’ eW | W,v)eR, jaM Vv E w}| > k. Ndin ollen M’,w’ £ ¢.

Toisaalta, jos M’,w’ E ¢, niin |X’| > k, missd X" = {y" e W' | (W',V') € R, ja M',V' E ¥ }.
Porrastetun bisimulaation méiritelmén mukaan on olemassa bijektio z,: R,[w] — R}, [w’], jol-
le (v,z4(v)) € Z kaikilla v € X. Tdmin kéinteiskuvaus z,! on myds bijektio. Siis induktio-
oletuksen nojalla M, z;'(v') £  kaikilla v/ € X’. Nyt koska z;! on injektio, niin pitee
{veW]|(wv)eRyjaM,vEy} > k.Niin ollen M,w £ ¢. O

Kuva 2.2: Kaksi keskeniin bisimilaarista Kripke-mallia.

Esimerkki 2.12. Olkoon ® = {g,r} ja I = {@, B}. Olkoot M = (W,R,, Rg, 7) ja M’ =
(W, R, R;g, 7’) Kripke-malleja, kuten kuvassa 2.2. Vaikka mallit ovat selvasti erilaiset, on niiden
vililla kuitenkin porrastettu bisimulaatio.

Mairittelemme relaation Z = {(w, w’), (v, V'), (u, 1), (s, u’)}. Madritelmin 2.10 ensimmaiinen
ehto tiyttyy, silld pisteet w ja w’ toteuttavat samat propositiosymbolit, kuten myos pisteet v ja v’,
ujau’ sekd s jau’. Toisen ehdon osoittamista varten joudumme tarkastelemaan jokaista relaation
Z paria erikseen.

Ensinnikin parin (w, w’) tapauksessa huomaamme, ettd R, [w] = {v, s} ja R, [w'] = {V,u'}.
Miirittelemme siis bijektion z}} = {(v,V’), (s,u’)}. Tdmai kelpaa méadritelméssd vaadituksi bi-
jektioksi, silld (v,v’), (s,u’) € Z. Samoin muodostamme bijektion z;g" = {(s,u’)}, joka myds
toteuttaa madritelmin ehdon.

Parille (v, v") miérittelemme bijektiot z;, = {(u, «')} ja zlvg = (. Tyhja kuvaus johtuu siita,
ettd Rg[v] = 0, mutta se tdyttdd joka tapauksessa médritelmin ehdon.

Parille (u, ") méirittelemme bijektiot zi = 0 ja ZZ ={(v,v)}.

Koska R,[s] = 0 = R,[u'], Rg[s] = {v} ja Rg[u’] = {v'}, niin parille (s, u") riittdd médritelld
2y = Zq JaZp = Zp
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Koska kaikki parit on kéyty ldpi ja olemme l0ytdneet médritelmin mukaiset bijektiot, tayttyy
madritelmén toinenkin ehto. Siis relaatio Z on porrastettu bisimulaatio.

Esimerkki 2.13. Olkoon ® = {p} ja|l| = 1. Olkoot M = (W, R, 7)ja M’ = (W', R’, v") Kripke-
malleja, kuten kuvassa 2.3. Nyt M,w £ Osp—L, mutta M’,w’ £ Osp—L. Niin ollen lauseen
2.11 nojalla pisteiden w ja w’ vililld ei ole porrastettua bisimulaatiota.

Tistd huolimatta pisteet ovat kuitenkin bisimilaarisia tavallisessa mielessda. Olkoon Z =
{(w,w"), (v, V"), (u, v')}. Méiritelmén 2.9 ensimmadinen ehto tiyttyy triviaalisti. Toista ja kolmatta
ehtoa varten joudumme tarkastelemaan ainoastaan paria (w, w’). Siirtymid (w,v), (w,u) € R
mallissa M vastaa siirtymd (w’,v’) € R’ mallissa M’, joten toinen ehto tdyttyy. Toisaalta
siirtymaa (w’,v’) € R’ mallissa M’ vastaa kumpi tahansa siirtymistd (w, v), (w, u) € R mallissa
M. Niin ollen kolmas ehto tiyttyy ja relaatio Z on bisimulaatio.

Siis logiikat ML ja MML eivit kykene erottamaan niitd malleja toisistaan, kun taas GML
ja GMML kykenevit. Tamid havainnollistaa modaalilogiikoiden vilisid ilmaisuvoimaeroja ja
porrastettujen modaalilogiikoiden kykya laskea pisteestd ldhtevien relaationuolten lukumaaria.

\%
. /.
M: R Q M:
Rl
w(P) w (Py—=—(r)
)
u

Kuva 2.3: Kaksi Kripke-mallia, joiden pisteiden w ja w’ vililld on bisimulaatio. Niiden vililla
ei kuitenkaan ole porrastettua bisimulaatiota.
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3 Graafit, algoritmit ja graafiongelmat

Téssd luvussa esittelemme ensin suunnatut graafit ja sen jialkeen hajautetut algoritmit. Suunnatut
graafit Kripke-kehysten kanssa samanlaisia struktuureja, joissa hajautetut algoritmit ajetaan.
Lopuksi esittelemme graafiongelmat, joita algoritmien avulla pyritdin ratkaisemaan. Lisdksi
esittelemme luokittelut seké algoritmeille ettd graafiongelmille.

Poikkeamme ldhteestd tarkastellessamme suunnattuja graafeja. Aikaisemmin hajautettujen
algoritmien yhteydessi graafien on oletettu olevan yksinkertaisia graafeja, joissa viestit kulkevat
molempiin suuntiin solmujen vililla. Tima on suunnatuille graafeille erikoistapaus, eli pyrimme
yleistiméin ldhteen tulokset suunnatuille graafeille. Merkitsemme jatkossa [k] = {1,2,..., k}
kitevyyden vuoksi.

3.1 Graafit

Mairitelmi 3.1. Vrt. [8, s. 1-3]. Suunnattu graafi on jirjestetty pari G = (V, E), missd V on
epityhji ja darellinen joukko ja E € V x V on kaksipaikkainen joukon V relaatio. Kutsumme
alkioita v € V graafin G solmuiksi (vertex) ja jérjestettyji pareja e € E graafin G sdrmiksi
(edge). Jos e = (u,v) on sdrmd, niin kutsumme solmua u sarméin e ldhtésolmuksi ja solmua v
sen maalisolmuksi.

Huomautus. Suunnattu graafi G = (V, E) midritellddn siis samalla tavalla kuin Kripke-kehys
F = (W, R). Struktuurit ovat siis samat, vaikka niiden merkinnit eroavat toisistaan.

Mairitelmi 3.2. Vrt. [4, s. 172]. Olkoon G = (V, E) suunnattu graafi. Solmun v € V lihtoaste
(outdegree) on deg_ (v) = [{w € V | (v,w) € E}|. Vastaavasti solmun v tuloaste (indegree) on
deg_(v)=[{ueV|[(uv)eE}.

Solmun ldhtoaste siis kertoo, kuinka monta sirméa solmusta lidhtee ja vastaavasti tuloaste
kertoo, kuinka monta sirméé solmuun saapuu.

Miaritelmé 3.3. Vrt. [6, s. 1]. Olkoon G = (V, E) suunnattu graafi. Graafin G ldhtéaste on
deg,(G) = max{deg,(v) | v € V} ja sen tuloaste on deg_(G) = max{deg_(v) | v € V}.
Merkitsemme ¥(a, b) = {G | G on graafi, deg,(G) < a ja deg_(G) < b}.

Seuraavaksi méairittelemme graafien solmuille portit, joiden kautta solmujen vélinen viestintd
tapahtuu. Hellan et al. [6] ldhestymistavassa jokaiseen sdrmiin liitettiin neljd porttinumeroa,
silld viestit kulkevat yksinkertaisissa graafeissa molempiin suuntiin. Sen sijaan suunnatuilla
graafeilla tarvitsemme jokaiselle sarmaélle vain kaksi porttinumeroa.

Miaritelmé 3.4. Vrt. [7, s. 3]. Olkoon G = (V, E) graafi. Graafin G ldhtoportti on jérjestetty
pari (v,i), missd v € V jai € [deg,(v)]. Vastaavasti graafin G tuloportti on jirjestetty pari
(j,v), missda v € V ja j € [deg_(v)]. Merkitsemme P.(G) = {(v,i) | v € Vjai € [deg,(v)]} ja
P_(G)=A{(,v)|veVijaje[deg (v)]}.

Huomautus. Jokaista graafin G = (V, E) sdrméd vastaa tdsmilleen yksi 1dhtoportti siind sol-
mussa, mistd sarma lihtee. Vastaavasti jokaista sirméi vastaa tdsmilleen yksi tuloportti siind
solmussa, johon sdrmi saapuu. Niin ollen 1dht6- ja tuloportteja on yhtd monta, eli |P(G)| =
|P-(G)| = |E|.

12



Miaritelma 3.5. Vrt. [6, s. 1-2]. Olkoon G = (V, E) graafi. Olkoon p: P.(G) — P_(G) bijektio.
Kuvaus p on graafin G porttinumerointi, jos

(u,v) € E, jos ja vain jos p(u,i) = (j,v) joillakin i € [deg_ (u)] ja j € [deg_(v)],

kaikilla u,v € V.
Sanomme, ettd porttinumerointi p on konsistentti (consistent), mikali

jos p(u,i) = (j,v) ja p(v,i’) = (j,u),niini = j jai’ = j’,
kaikillau,v € V,i € [deg, (u)], i’ € [deg, (v)], j € [deg_(u)] ja j* € [deg_(v)].

Porttinumerointi siis tarkoittaa seuraavaa: Jos graafin solmu u ldhettdd viestin 1dhtoporttiin
(u,1) ja p(u,i) = (j,v), niin solmu v vastaanottaa Kyseisen viestin tuloportista (j, v). Konsis-
tentissa porttinumeroinnissa, jos kahden solmun vililld kulkee sdrméd molempiin suuntiin, niin
solmun kyseisid sdrmié vastaavat 1dhto- ja tuloportti saavat saman numeron. Jos kahden solmun
vililld ei kulje sdrmédd molempiin suuntiin, niin konsistentti porttinumerointi ei aseta mitiin
rajoituksia kyseisten solmujen vilille.

Huomautus. Maidritelméassa 3.5 jaa auki kysymys sarmien moninkertaisista numeroinneista. Ei
kuitenkaan ole mahdollista, ettd olisi p(u,i) = (j,v) ja p(u, k) = (I,v), muttai # k tai j # [.
Jos ndin olisi, niin joko solmulla u ei olisi endd tarpeeksi lahtoportteja kaikille siitd lahteville
sarmille tai solmulla v ei olisi tarpeeksi tuloportteja kaikille sithen saapuville sdrmille ja nédin
ollen médritelmin ehto ei toteutuisi.

Kuva 3.1: Nelisolmuinen graafi ja sen porttinumerointi. LahtGporttien numerot on merkitty
punaisella ja tuloporttien siniselld.

Kuva 3.2: Sama graafi konsistentilla porttinumeroinnilla.
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3.2 Algoritmit

Seuraavaksi esittelemme hajautetut algoritmit. Ne ovat tilakoneita, jotka siirtdvit solmun vai-
heittain tilasta toiseen. Kussakin solmussa ajetaan samanaikaisesti kopio samasta tilakoneesta.
Alussa kukin solmu saa ldhto- ja tuloasteensa perusteella alkutilan. Tdmén jidlkeen tilakonei-
den suoritus jatkuu samanaikaisesti ja vaiheittain. Jokaisessa vaiheessa jokainen kone toteuttaa
kolme asiaa:

(i) Lahettda solmusta ldahtevid sarmid pitkin viestin solmuihin, joihin kyseiset sarmét saapuvat,

(ii) ottaa solmuun saapuvia sdrmii pitkin vastaan viestit solmuilta, joista kyseiset sdrmit
lahtevit ja

(iii) siirtad solmun seuraavaan tilaan edellisen tilan ja vastaanotettujen viestien perusteella.

Viestit ldhetetddn suunnattuja sarmii pitkin, eivétkd ne vilttdmattd kulje kumpaankin suuntaan
kahden solmun vililld. Tiettyihin tiloihin saapuessaan kukin kone pysihtyy.

Mairitelma 3.6. Vrt. [6, s. 1]. Hajautettu algoritmi luokassa ¥(a, b) on jarjestetty jono .o/ =
(Z, M, zo, u, &), missa:

- Z on joukko tiloja, jonka osajoukkona on direllinen joukko Y C Z lopputiloja,
- M on joukko viestejd, joista yksi on tyhja viesti my,

- 20: {0,1,...,a} x{0,1,...,b} — Z on kuvaus, joka antaa solmun alkutilan sen 1dht6- ja
tuloasteen perusteella,

- u: ZX[a] — M onkuvaus, joka midraa solmun ldhettamain viestin kuhunkin porttiin kussakin
tilassa,

- §: ZXM"Y — Z onkuvaus, joka mééraa solmun seuraavan tilan edeltdvin tilan ja sen saamien
viestien perusteella.

Lisiksi vaaditaan, ettd 6(y,7) = y jokaisella y € Y ja m € MP. Toisin sanoen lopputilaan
saapunut solmu pysyy samassa tilassa ajon loppuun asti.

Huomautus. Mairitelmin lopputiloja sitovan ehdon voisi ottaa lopputilojen maaradviksi ehdok-
si, mutta kitevyyden vuoksi sallimme tarkasteltavien lopputilojen joukon olevan suppeampi.
Emme kuitenkaan merkitse joukkoa Y algoritmin parametriksi, vaan miirittelemme sen tarpeen
vaatiessa tapauskohtaisesti.

Miaritelmé 3.7. Vrt. [6, s. 2-3]. Olkoon G = (V, E) € F(a, b), p graafin G porttinumerointi
jadl =(Z, M, 2o, u, 6) hajautettu algoritmi luokassa ¥(a, b). Médrittelemme algoritmin .27 ajon
(G, p):ssé rekursiivisesti:

Systeemin tila hetkelld t € IN on kuvaus x;: V — Z, jonka miirittelemme rekursiivisesti.
Ajanhetkelld + = 0 méadrittelemme

xo(u) = zo(deg, (u), deg_(u)),

kaikillau € V.

Olkoon x; annettu ajanhetkelld 7. Olkoot u, v € V ja p(v,i) = (j, u) joillakin i € [deg (v)] ja
J € [deg_(u)]. Solmun u vastaanottaman viestin tuloportista (j, u) ajanhetkelld ¢ + 1 miéritte-
lemme seuraavasti:
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hi1(ju) = p(x(v),i) € M.

Siis u vastaanottaa ajanhetkelld r + 1 saman viestin, jonka v ldhettdd porttiin (v,i) samalla
ajanhetkella.

Mairittelemme vektorin kaikkien solmun u ajanhetkelld # + 1 vastaanottamien viestien va-
rastointiin seuraavasti:

]_:LH-I(M) = (h[+1(1’ l/t), hl+1(27 u)’ e ey ht+1(deg—(u)’ u)’ mO, m09 s ey mO) € Mb'

Nyt solmun u € V tilan ajanhetkelld 7 + 1 miirittelemme seuraavasti:

X1 (1) = 60 (), By ().

Sanomme hajautetun algoritmin <7 pysdhtyvin ajassa T (G, p):ssi, jos kaikilla u € V pitee
xr(u) €Y.

Sanomme hajautetun algoritmin .7 pysdhtyvin ajanhetkelld T (G, p):ssa, jos kaikillau € V
patee xp(u) € Y jakaikilla T’ < T pitee x7-(v) ¢ Y jollakin v € V.

Kummassakin tapauksessa sanomme, ettid S (G ) = X7 on hajautetun algoritmin .7 tuloste
(G, p):ssi ja S (G, p)(u) = x7(u) on solmun u € V lokaali tuloste.

Huomautus. Vektorissa 7z,+1(u) tyhjid viestejd mo on lopussa niin monta kuin tarvitaan, jotta
7zt+1 (u) € M". Lukumiiri voi vaihdella kokonaislukuvililli [0, b]. Todellisuudessa mikiin muu
solmu ei ldhetd nditd tyhjid viesteji, jotka eivit sisdlld informaatiota; merkitsemme niin vain
kitevyyden vuoksi.

3.3 Algoritmien luokat

Seuraavaksi médrittelemme algoritmien luokat sen mukaan, miten solmut vélittdvit viesteji
keskenddn. Riippuen tarkasteltavasta algoritmista voi olla, etteivdt solmut tiedd mikd viesti
vastaanotettiin mistékin tuloportista tai kuinka monta identtisti viestid vastaanotettiin. Toisaalta
viestejd lahettdessdidn solmut voivat 1dhettdd aina saman viestin kaikkiin 1dhtoportteihinsa.

Olkoon &7 = (Z, M, zo, i, 6) hajautettu algoritmi luokassa ¥(a, b) ja h = (hi,...,hy) e M
vektori viesteji. Midrittelemme kuvauksets: M? — Z(M)jams: M? — 2(M x[b)) seuraa-
vasti:

o s(h) = {hy,.... ),
o« ms(h) = {(h,n) |i € [bln=|{j €[b]| hi = hj}|}.

Kuvaus s siis kuvaa vektorin sitd vastaavaksi joukoksi (set) ja kuvaus ms kuvaa sen multijoukolle
(multiset), eli joukolle, jossa viestien moninkertaisuudet sdilyvit. Multijoukkoon siirtyessa siis
katoaa indeksoity tieto, mistd solmusta kukin viesti tulee ja joukkoon siirtyessd katoaa myos
tieto siitd, kuinka monta identtisti viestid solmu vastaanottaa.

Mairitelmi 3.8. Vrt. [6,s.4]. Olkoon .o/ = (Z, M, zo, u, 6) hajautettu algoritmi luokassa F(a, b).
Mairittelemme luokat V (Vector), M (Multiset), S (Set) ja B (Broadcast) seuraavasti:

e o/ €V, aina,
e o/ € M, mikili jos ms(h) = ms(/’), niin 6(z, h) = 6(z, /') kaikilla z € Z,

e of €S, mikili jos s(fz) = s(ﬁ’), niin §(z, 71) = 0(z, l;’) kaikilla z € Z,
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o o/ € B, mikili u(z,i) = u(z,i’) kaikilla z € Z jai,i’ € [a].

On helppo nihdi, ettda S € M C V. Luokan V algoritmeissa solmut vastaanottavat viestinsd
vektoreina. Luokassa M solmut sen sijaan vastaanottavat viestinsd multijoukkoina ja luokas-
sa S ne vastaanottavat viestinsd joukkoina. Luokkien M ja S algoritmeissa solmuilla ei siis
ole tietoa, mistd tuloportista kukin viesti tuli, joten ndiden luokkien yhteydessd konsistenssi
porttinumeroinnissa ei merkitse mitaan.

On ilmeistd, ettd B C V. Luokan V algoritmeissa solmut voivat ldhettdi eri viestit eri sirmia
pitkin samassa laskennan vaiheessa. Luokassa B solmut sen sijaan ldhettdvidt saman viestin
kaikkia sdrmid pitkin kussakin vaiheessa. Luokassa B solmut eivit titen tiedd, misti 1dhtOportista
kukin viesti ldhetetdin, joten timénkin luokan yhteydessd konsistenssi porttinumeroinnissa ei
merkitse mitdén.

3.4 Graafiongelmat

Seuraavaksi médrittelemme graafiongelmat ja esittelemme niiden keskeisen luokittelun.

Maaritelma 3.9. Vrt. [6, s. 3]. Graafiongelma on kuvaus 11, joka jollakin ¥ kuvaa jokaiselle
suunnatulle graafille G = (V, E) joukon ratkaisuja TI(G) € 22(Y"). Jokainen ratkaisu on siis
kuvaus V — Y.

Mairitelmi 3.10. Vrt. [6, s. 3]. Olkoon .27 hajautettu algoritmi luokassa #(a, b) ja IT graafion-
gelma. Sanomme, ettd .7 ratkaisee graafiongelman 11 luokassa F(a, b), jos kaikilla graafeilla
G = (V,E) € ¥(a,b) ja niiden porttinumeroinneilla p pitee Sy Gp) € II(G). Toisin sanoen
algoritmin tuloste (G, p):ssd kuuluu ratkaisujoukkoon IT(G).

Mairitelmi 3.11. Vrt. [6, s. 3]. Olkoon A = {7, | a,b € Z.} perhe hajautettuja algorit-
meja ja I1 graafiongelma. Sanomme, ettd A ratkaisee graafiongelman 11, jos <7, ratkaisee
graafiongelman IT luokassa F(a, b) kaikilla a, b € Z..

Mairitelma 3.12. Vrt. [6, s. 3]. Olkoon IT graafiongelma ja 7: N X N x N — IN kuvaus.
Olkoon A = {, | a,b € Z,} perhe hajautettuja algoritmeja. Sanomme, ettd A ratkaisee
graafiongelman 11 ajassa T, jos kaikilla a, b € Z., graafeilla G = (V,E) € ¥(a, b) ja niiden
porttinumeroinneilla p pétevit seuraavat ehdot:

* ., pysdhtyy ajassa T(a, b, |V]) (G, p):ssi.

* Sﬂfa,h,(G,p) (S H(G).

Lisdksi sanomme, ettd A ratkaisee graafiongelman 11 ajassa T olettaen konsistenssin, jos A
ratkaisee graafiongelman I1 ajassa T kaikilla konsistenteilla porttinumeroinneilla p.

Sanomme, ettd A ratkaisee graafiongelman 11 vakioajassa T (A on graafiongelman 11
lokaali algoritmi), jos A on graafiongelman IT algoritmi ja on olemassa 7": IN x N — IN, jolle
T(a, b,n) = T'(a, b) kaikilla n € IN. Toisin sanoen lokaalin algoritmin ajoon kuluva aika ei riipu
siitd, kuinka monta solmua graafissa on.

Huomautus. Jokainen perhe hajautettuja algoritmeja A = {9, | a, b € 7., } médrittelee graa-
fiongelman I1#. Jos G on graafi, niin [1# kuvaa sen joukolle kuvauksia, jotka ovat tismaélleen
hajautettujen algoritmien .o7,  tulosteet (G, p):sséd, missd a, b € Z ja p on graafin G porttinu-
merointi.
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Seuraavaksi esitimme esimerkin graafiongelmasta. Kdytimme esimerkissd hieman vahvem-
pia oletuksia kuin tihdn mennessd, mutta esittelemdmme madritelmét yleistyvat luonnollisesti
tdhédn tapaukseen.

Esimerkki 3.13. Tarvitsemme titd esimerkkid varten muutamia uusia kisitteitd. Sanomme
suunnatun graafin olevan yhtendinen, mikali sitd vastaava yksinkertainen graafi on yhtendinen
(ks. yhtendiset graafit [8, s. 49]).

Sanomme, ettd suunnatun graafin G = (V, E) polku on jono (vo, e, vy, €2, ..., ey, Vy), jolle
patevit seuraavat ehdot:

e v; € Vkaikillai € {0, 1,...,n).
e ¢; € E kaikillai € [n].
* e = (V,'_l, V,') kaikillai € [n]

Kyseinen polku on suora, mikili v; # v; jae; # e kaikillai # j. Talloin sanomme, ettd kyseisen
suoran polun pituus on n (vrt. [4, s. 12]).

Maiirittelemme, ettd yhtendinen suunnattu graafi G = (V, E) on (suunnattu) puu, mikili
seuraavat kaksi ehtoa pitevit:

* On olemassa yksikésitteinen v € V, jolle deg, (v) = 0.
» Kaikillau € V' \ {v} pitee, ettd deg, (u) = 1.

Solmua v kutsumme puun juureksi. On tarpeellista, ettd tarkasteltava graafi on yhtendinen, silld
muuten ylld olevat kaksi ehtoa eivit riitd kytkeméaan kaikkia graafin solmuja juureen.

Rajoitumme tédssd esimerkissi tarkastelemaan yhtendisid suunnattuja graafeja. Oletamme
myos, ettd tarkasteltavissa algoritmeissa syotegraafin solmuilla on kidytossdén tieto siitd, mi-
kd on graafin pisimmén suoran polun pituus sekid laskuri, jolla ne tietdvit, missd laskennan
vaiheessa ajo milldkin hetkelld on. Tétd varten méairittelemme graafien luokat F(a, b, [), missa
G € F(a, b,1), jos ja vain jos deg (G) < a, deg_(G) < b ja graafin G pisimmén suoran polun
pituus on enintddn /.

Tarkastelemme graafiongelmaa II, jossa tarkoituksena on selvittdd, onko syotegraafi puu.
Olkoon siis G = (V, E) € ¥(a, b,I). Luomme tarkastelua varten hajautetun algoritmin .27, ;; =
(Z,M, zo, u, 6).

Olkoon Z = {z, | t € [ + 1]} U {0, 1}, missd ¥y = {0} ja ¥} = {1}. Téssi tilat z; ovat
viliaikaisia tiloja solmuille, tila O on kieltidvi lopputila ja 1 on myonteinen lopputila. Jos ajon
lopussa yksikin solmu on tilassa 0, niin graafi ei ole puu. Mikili sen sijaan kaikki solmut paityvat
tilaan 1, niin kyseessi on puu.

Olkoon M = Z U {myg}. Toisin sanoen graafin solmujen toisilleen ldhettimat viestit ovat
yksinkertaisesti tiloja. Solmu ldhettdd sarmidin pitkin ajanhetkelld ¢ viestin z € Z, mikéli se
on hetkelld ¢ tilassa z. Solmut siis kommunikoivat toisilleen ldhettamalld viestind senhetkisen
tilansa.

Maiirittelemme kuvauksen zo: {0,1,...,a} X {0,1,..., b} — Z seuraavasti:

0, kuni>2
20(i,j)=131, kunj=0

Z1, muulloin
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Siis ldhtoasteen ollessa 2 tai enemmin, solmu siirtyy tilaan 0, silld kyseessd ei voi olla puu.
Tuloasteen ollessa 0, solmu siirtyy tilaan 1, silld puun haarojen péét eivit tarvitse tai edes voi
saada enempii informaatiota. Muussa tapauksessa solmut aloittavat tilasta z;.

Kuvauksen u: Z X [a] — M miirittelemme yksinkertaisesti siten, ettd u(z,i) = z kaikilla
z € Zjai € [a]. Solmut ldhettéivit siis viesteind vain tiedon senhetkisesti tilastaan.

Lopuksi méirittelemme kuvauksen §: Z x M” — Z seuraavasti:

0, kun m; = 0 jollakin j € [b] tai z = zj41 taiz = 0
1, kun m; € {1, mp} kaikilla j € [b] tai z = 1

o(z,(my, ...,mp)) =
(z, (m b)) 2, kunz =z, <1,m; # 0 kaikilla j € [b]

jaon olemassa j’ € [b], jolle m;: ¢ {1,mg}

missd z € Z jam; € M kaikilla j € [b]. Siis jos jokin solmun vastaanottamista viesteistd kertoo,
ettd viestin ldhettinyt solmu on jo paitynyt hylkddviin tilaan, tekee viestin vastaanottava solmu
samoin. Jos taas kaikki solmun vastaanottamat viestit kertovat, etta viestit lIahettaneet solmut ovat
paityneet hyviksyviin tilaan, tekee viestit vastaanottava solmu samoin. Lopputilaan pdityneet
solmut pysyvit samassa tilassa. Mikali solmu ei ole lopputilassa ja sen saamat viestit eivit vie
sitd lopputilaan, niin solmu siirtyy jirjestyksessi tilasta z; tilaan z;,1, kunnes se péityy tilaan
Z1+1, josta se siirtyy lopputilaan 0.

Algoritmin idea on, ettd kukin solmu pitdi kirjaa sen viereisistd solmuista. Puun haarojen
pdissd olevat solmut eivit saa viestejd ja pdityvit tilaan 1. Viestit kulkevat puun haarojen
pdistd sen juurta kohti. Viimeisend lopputilaan paisee juuri, mikd paittdd laskennan. Mikali
tarkasteltava graafi ei ole puu, niin laskuri, eli tilat z1, 2o, . . ., Z;+1, pitdd huolen siitd, ettd laskenta
pysdhtyy, oli syotegraafi millainen tahansa. Tama johtuu siitd, ettd mikéli graafi olisi puu, niin
algoritmin ajo paattyisi vadjadmaétta [ + 1:n askeleen jidlkeen, koska / on pisin mahdollinen matka
puun haaran paista sen juureen.

Nyt voimme sanoa analogisesti méiritelmén 3.12 kanssa, ettd A = {5 | a,b,] € 74}
on graafiongelman II algoritmi. Sitd emme kuitenkaan voi kutsua lokaaliksi algoritmiksi, silld
algoritmin ajonaika riippuu graafin solmujen lukumairista.

Tasséd esimerkissd syotegraafin 14hto- ja tuloasteella on lopputuloksen kannalta eri merkitys.
Graafin tuloaste deg_(G) saa vapaasti vaihdella. Itse asiassa jos graafin solmujen lukuméérd on
vakio ja graafi todella on puu, niin suurempi tuloaste johtaa nopeampaan laskentaan. Graafin lih-
toaste deg, (G) sen sijaan vaikuttaa merkittivimmin laskennan tulokseen. Mikili deg, (G) > 1,
niin kyseinen graafi ei voi olla puu.

Kuvan 3.3 vasemmanpuoleinen graafi osoittautuu puuksi, kun siini ajetaan hajautettu algo-
ritmi .27 5 3. Laskenta péttyy ajanhetkelld 3. Ilman laskuria kuvan 3.3 oikeanpuoleista graafia ei
voisi tarkastella, silld algoritmin ajo jatkuisi siind loputtomiin. Laskurin avulla algoritmi .7 ;3
osoittaa ajanhetkelld 4, ettd se ei ole puu.
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Kuva 3.3: Kuvassa vasemmalla puu ja oikealla nelisolmuinen suunnattu sykli. Kummankin
graafin pisin suora polku on pituudeltaan 3.

3.5 Graafiongelmien luokat

Luvun lopuksi médrittelemme nyt graafiongelmien luokat algoritmien luokkien avulla.

Miiritelmé 3.14. Vrt. [6, s. 5]. Olkoon II graafiongelma. Miirittelemme luokat VV,, VV,
MV, SV, VB, MB ja SB seuraavasti:

(i) IT € VV,, jos on olemassa hajautettujen algoritmien perhe A, joka ratkaisee graafiongel-
man IT olettaen konsistenssin ja <7 € V kaikilla &7 € A,

(ii) IT € VV, jos on olemassa graafiongelman IT algoritmi A, jolle </ € V kaikilla o7 € A,
(iii) IT € MV, jos on olemassa graafiongelman IT algoritmi A, jolle & € M kaikilla o/ € A,
(iv) II € SV, jos on olemassa graafiongelman IT algoritmi A, jolle o7 € S kaikilla o/ € A,
(v) IT € VB, jos on olemassa graafiongelman IT algoritmi A, jolle o/ € B kaikilla &/ € A,

(vi) IT € MB, jos on olemassa graafiongelman Il algoritmi A, jolle & € M N B kaikilla
o € A,

(vii) IT € SB, jos on olemassa graafiongelman IT algoritmi A, jolle &/ € S N B kaikilla .o/ € A.
Vastaavasti médrittelemme luokat vakioaikaisille luokille.

Miaritelmi 3.15. Vrt. [6, s. 5]. Olkoon IT graafiongelma. Miirittelemme luokat VV (1), VV(1),
MV(1), SV(1), VB(1), MB(1) ja SB(1) seuraavasti:

(i) IT € VV,(1), jos on olemassa graafiongelman IT lokaali algoritmi A, joka ratkaisee
graafiongelman IT olettaen konsistenssin ja .o/ € V kaikilla o/ € A,

(i) IT € VV(1), jos on olemassa graafiongelman IT lokaali algoritmi A, jolle &7 € V kaikilla
g €A,

(iii) IT € MV(1), jos on olemassa graafiongelman IT lokaali algoritmi A, jolle o7 € M kaikilla
o € A,

(iv) IT € SV(1), jos on olemassa graafiongelman IT lokaali algoritmi A, jolle 7 € S kaikilla
o €A,
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(v) IT € VB(1), jos on olemassa graafiongelman IT lokaali algoritmi (A, jolle 7 € B kaikilla
o € A,

(vi) IT € MB(1), jos on olemassa graafiongelman I1 lokaali algoritmi A, jolle o/ € MNB
kaikilla &7 € A,

(vii) IT € SB(1), jos on olemassa graafiongelman IT lokaali algoritmi A, jolle &/ € SNB
kaikilla &7 € A.

Nami graafiongelmien luokat ovat timén tutkielman keskeisin aihe. On helppoa n@hdi
algoritmien luokittelun perusteella, ettd erddt luokat ovat toisten luokkien osajoukkoja, kuten
SV € MV € VV € VV,ja SB € MB <C VB. Kuitenkin esimerkiksi luokkien SV ja VB
vililld ei ndy selvdd yhteyttd, kun taas jotkin yhteydet voivatkin olla vahvempia, esimerkiksi jos
osoittautuisi, ettd MV = VV. Lihteessa [6] osoittautui, ettd yksinkertaisten graafien tapauksessa
luokat muodostavat keskendidn lineaarijirjestyksen. Suunnattujen graafien tapauksessa tima
tulos ei kuitenkaan enéé pdde. Toisin kuin artikkelissa, luokat MV ja SV osoittautuvat eri luokiksi
ja luokat SV ja VB ovat keskendin vertailemattomia. Luokkien muodostamasta jéirjestyksesti
16ytyy kuitenkin kaksi ketjua, jotka yhdessa nayttivit kaikki luokkien viliset yhteydet:

SBCMB=VBCMV=VVCVV,
SBCSVCMV=VVCVV.

Vakioaikaisille luokille saamme vastaavat ketjut:

SB(1) € MB(1) = VB(1) € MV(1) = VV(1) € VV.(1)
SB(1) € SV(1) € MV(1) = VV(1) € VV.(1).

VVC VVC

Vvi—{vE] W)
N

IMV|—MB|  [sV] VB (= MB)

SV [— SB

Kuva 3.4: Vasemmalla graafiongelmaluokkien viliset triviaalit osajoukkorelaatiot. Oikealla kaik-
ki luokkien viliset osajoukkorelaatiot.

Osoitamme nditd tuloksia ennen luvussa 4, ettd jokainen vakioaikaisista luokista voidaan

karakterisoida sopivan modaalilogiikan avulla, mikid mahdollistaa bisimulaation kdyton tulosten
todistamisessa.
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4 Vakioaikaisten luokkien karakterisointi modaa-
lilogiikoilla

Téssé luvussa esittelemme ja todistamme esiteltyjen modaalilogiikoiden ja vakioaikaisten luok-
kien vilisen yhteyden. Jatkoa varten sovimme, ettd joukkojen A ja B leikkauksen ollessa tyhja
merkitsemme niiden yhdistettd A W B.

Mainitsimme aikaisemmin, ettd graafit G = (V,E) € F(a, b) ovat verrattavissa Kripke-
kehyksiin F = (W, R), missd médrittelemme, etti W = V ja R = E-!. Siis siirtyessaimme
graafeista kehyksiin tulkitsemme solmut pisteini ja sdrmét vastakkaiseen suuntaan kulkevana
relaationa. Tdma kdidnnos johtuu siitd, ettd solmut ldhettdvit viestinsd sdrmien suuntaisesti.
Malleissa sen sijaan pisteet saavat tiedon kaavan ¢ ¢ totuudesta mallin relaation avulla, jolloin
tieto tulkitaan siini pisteessd, josta relaatio lihtee.

Samalla tavoin jos p on graafin G porttinumerointi, niin saamme muodostettua struktuuria
(G, p) vastaavan Kripke-mallin M(G, p) = (W, (Ry)qcl, 7). Itse asiassa niitd malleja on nelji,
riippuen siitd, minkd luokan algoritmeja tarkastelemme. Aloitamme yleisestd tapauksesta. Tata
varten tarvitsemme joukon propositiosymboleja ja indeksijoukon. Méirittelemme @, = {g; ; |
ie{0,1,...,a},je{0,1,....,b}}jal = {(i,j) | i € [al,j € [b]}. Midrittelemme jdlleen, ettd
W = V. Tamin lisdksi médérittelemme relaatiot R; j) seuraavasti:

Rijy = {(u,v) € VXV | p(v,i) = (j,u)},

kaikillai € [a] ja j € [b]. Lopuksi médrittelemme vield valuaation 7: ®,; — P(V) seuraavasti:

7(qij) = {v €V |deg,(v) =i, deg_(v) = j},

kaikillai € {0,1,...,a}jaj € {0, 1,...,b}. Siis kuten kehysten tapauksessa, solmut tulkitaan
pisteind ja sarmit kddntavit suuntaa. Lisdksi sdrmét jaetaan useaksi relaatioksi porttinumeroinnin
avulla. Lopuksi propositiosymbolin totuus solmussa (pisteessd) midrdytyy solmun 1dhto- ja
tuloasteen mukaan.

Huomautus. Y114 on kiytetty muuttujiai ja j kahdessa merkityksessa: pisteiden porttinumeroina
sekd pisteiden 14hto- ja tuloasteina. Porttinumerointi alkaa numerosta 1, joten indeksien tapauk-
sessa i ja j eivit saa arvoikseen 0. Liht0- ja tuloasteen tapauksessa sen sijaan on mahdollista,
ettd graafissa olisi solmuja, joista ei ldhde sdrmii tai joihin niitd ei tule. Jos solmusta ei lihde
sarmid, se ei kykene lihettaméain viestejd muihin solmuihin ja kidyttiytyy ikdan kuin tarkkailija-
na. Jos taas solmuun ei saavu sdrmii, niin se ei kykene vastaanottamaan viestejd, mutta voi silti
lahettdd niitd ja vaikuttaa laskennan tulokseen.

Jos IT on graafiongelma ja A on sen lokaali algoritmi, niin algoritmin A ajoa (G, p):ssi vastaa
jokin joukko porrastetun multimodaalilogiikan kaavoja ¢ € GMML(], @, ;). Riippuen siitd, mi-
hin luokkaan algoritmi A sisiltyy, voivat kaavat ¢ kuulua myds johonkin heikommista modaali-
logiikoista. Vastaavasti jos ¥ on porrastetun multimodaalilogiikan kaavojen ¢ € GMML(L, @, ;)
joukko, niin kaavojen totuus mallissa M(G, p) = (W, (Ry)qe1, T) Voidaan maérittda jollakin lo-
kaalilla algoritmilla A (joka siis ratkaisee jonkin graafiongelman I1# vakioajassa). Rajoitumme
tdassd tarkastelemaan algoritmeja, joita vastaa yksi modaalilogiikan kaava, eli algoritmeja, joiden
lopputilojen joukko on yhdiste Y = ¥y W Y;. Joukon Y, lopputilat siis vastaavat kyseisen kaavan
epdtotuutta ja joukon Y; lopputilat kaavan totuutta annetussa pisteessi.

Algoritmin <7 ajo (G, p):ssd samastetaan modaalilogiikkaan seuraavasti: Alussa jokaisessa
pisteessi tiedetdin tosiksi vain niissé toteutuvat propositiosymbolit (seka kaikki pisteessa todet
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lauselogiikan kaavat, joita kaikista propositiosymboleista ja konnektiiveista voi muodostaa).
Tdmin jilkeen solmujen ldhettdmit ja vastaanottamat viestit tulkitaan modaalioperaattorien
avulla seuraavasti:

M(G, p),v £ (@), jos ja vain jos solmu v vastaanottaa viestin "y on tosi"joltakin solmulta u,
jolle (v,u) € R,.

Siis ajanhetkelld 7" kukin solmu saa tietoonsa kaikki kaavat, jotka ovat siind tosia ja joiden
modaalinen syvyys on tdsmilleen 7. Ajon aikana solmu saa joka kierroksella aina modaalisy-
vyydeltidin yhtd suurempien kaavojen totuusarvot. Solmun siirtyessa tilasta toiseen on kyse siita,
ettd jonkin valitun kaavan totuus kyseisessd solmussa on joko saatu vahvistettua tai kumottua.

Tarvitsemme neljaa eri perhettd relaatioita karakterisoidaksemme jokaisen eri luokan algo-
ritmeja. Tdhdn mennessd méérittelemdmme perhe (R; j)) (i, jje1 sopii tapaukseen, jossa solmuilla
on tieto 1dht6- ja tuloporttinumeroistaan. Muita tapauksia varten miirittelemme seuraavat kolme
variaatiota:

* Rivy = U R kaikillai € [a],
J€lb]

* R..jy= U R, kaikilla j € [b],

i€la]

* Ry = U Rij.
(i.j)el
Kukin neljista perheestd tulee lisdksi tarvitsemaan oman indeksijoukon.
Nyt médrittelemme mallin M(G, p) nelji eri versiota seuraavasti:

* Mup(G, p) = (W,(Re)ael,,» T), missd I = [a] X [b],

° M(l,*(G’ p) = (W’ (Ra/)aEI T)7 miss'zi Ia,* = [a] X {*}’

a,?

* M.»(G,p) = (W, (Ra)ael, ,» T), missi L, = {*} x [b],

* M..(G,p) = (W, (Ra)acl,., 7), missd L. = {(x *)}.

s, 3 )

Merkitsemme iy - = { My +(G, p) | G on graafi ja p sen porttinumerointi}, kun a* € {a, *}
ja b € {b,«}, sekd M, = {M»(G,p) | G on graafi ja p sen konsistentti porttinumerointi}.

Ennen kuin voimme muotoilla vakioaikaisten luokkien yhteyden modaalilogiikoihin, jou-
dumme maéritteleméin vield lisdi kasitteita.

Mairitelmi 4.1. Vrt. [6,s. 15]. Olkoon Y = Yy WY, a* € {a,x},b* € {b,*}ja¥ = {yap | a, b €
7.}, missd ¥, € GMML(1, 5, 4 p) kaikilla a, b € Z.,.. Sanomme, ettd ¥ mddrittelee ratkaisun
graafiongelmalle IT luokassa M« -, mikali kaikilla luvuilla a, b € Z,, kaikilla graafeilla G =
(V,E) € F(a, b) ja kaikilla graafin G porttinumeroinneilla p pitee, ettd on olemassa sellainen
S € TI(G), ettd S7'[V1] = ||Wap||Met*GP) Miirittelemme graafiongelman ratkaisun luokassa
‘Jﬁ; , samalla tavalla.

Mairitelmén ehdossa siis tarkoitetaan, ettd kaavan totuus mallin pisteessd on samastettavissa
tilanteeseen, jossa sama solmu péityy tilaan y € Y| ajettaessa kaavaa vastaavaa algoritmia.

Huomautus. Kun Y = Yy W Y], niin jokainen kaavajoukko ¥ = {¥,p | a,b € 7.} midridd
kanonisen graafiongelman I1¥, jolle se méirittelee ratkaisun: 17 liittds jokaiseen graafiin G =
(V,E) € F(a, b) tismilleen ne kuvaukset S, joilla S7![¥;] = ||| Ma2"GP) jollakin graafin G
porttinumeroinnilla p.
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R(*,l) :

R,y @/\}
O

Kuva 4.1: Ylimmaéssa kuvassa graafi ja sen porttinumerointi. Alemmissa kuvissa graafia vastaa-
van mallin relaatiot R, .), R(1,+), Ri1) ja R, 1)-

Mairitelma 4.2. Vrt. [6, s. 15-16]. Olkoon £ jokin modaalilogiikoista ML, MML, GML ja
GMML, olkoon C jokin graafiongelmien luokka, a* € {qa,*} ja b* € {b, *x}. Sanomme, ettd L
karakterisoi luokan C luokassa M+ p+, jos seuraavat kaksi ehtoa patevit:

(i) Jos ¥ = {Yup | a,b € Z.} on joukko kaavoja, jolle pitee Y, € LI 4+, Py p) kaikilla
a,be 7., ninIIY e C.

(ii) Jos I1 € C on graafiongelma, niin on olemassa joukko kaavoja ¥ = {Y,p | a,b € Z},
missd Y, p € L1 p+, Py p) kaikilla a, b € Z,,, joka médrittelee ratkaisun graafiongelmalle
IT luokassa M4+ p+.

Mairittelemme luokan C karakterisoinnin luokassa i]ﬁ; b samalla tavalla.

Nyt voimme todistaa, ettd eri modaalilogiikat karakterisoivat vakioaikaiset graafiongelma-
luokat sopivissa luokissa M-+, missd a* € {a, *} ja b* € {b, *}. Kdytimme ldhtoporttien tie-
don sisiltavid malleja karakterisoimaan luokkia, joissa solmut voivat ldhettii eri lahtoportteihin
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eri viestejd. Kdytdmme tuloporttien tiedon siséltidvid malleja ja porrastettuja modaalilogiikoita
karakterisoimaan luokkia, joissa solmut voivat laskea saamansa viestit. Multimodaalilogiikkaa
kadytimme erottamaan eritavoin numeroidut sarmat toisistaan.

Lause 4.3. Vrt. [6, 5. 16].
(i) MML karakterisoi luokan VV (1) luokassa EUEZ b
(ii) MML karakterisoi luokan VV(1) luokassa M p.
(iii) GMML karakterisoi luokan MV (1) luokassa M, ...
(iv) MML karakterisoi luokan SV (1) luokassa M, ...
(v) MML karakterisoi luokan VB(1) luokassa M. p.
(vi) GML karakterisoi luokan MB(1) luokassa M, ...
(vii) ML karakterisoi luokan SB(1) luokassa M, ..

Todistus. Vrt. [6, s. 16-19]. Todistamme viitteen kohdan (iii), samaan tapaan kuin ldhteessi
todistetaan kohta (7). Muut kohdat ovat myos todistettavissa samaan tapaan.

Olkoon ¥ = {¥, | a, b € 7.} joukko kaavoja, jolle pitee ., € GMML(, ., P, ) kaikilla
a, b € 7. Miirittelemme kanonisen graafiongelman IT% lokaalin algoritmin A = {7, | a, b €
Z.} C M siten, ettd jokainen 7, € A simuloi kaavan ¥, totuuden médrittdmistd mallissa
M..+(G, p) kaikilla graafeilla G € ¥(a, b) ja niiden porttinumeroinneilla p.

Olkoon D; = {n € sf(Yup) | ((i,*)skn € sf(Yup)jak € Z,} kaikilla i € [a]. Médrit-
telemme algoritmin .7, tilojen joukon Z, lopputilojen joukon Y C Z ja viestien joukon M
seuraavasti:

* Z:= {f | f: Sf(lﬁa,b)ﬁ {O’ 1’ U}}’
Y=YV ={fe€Z]|fWup)=0tW{f€Z]| f(Wap) =1}
« M= Ufh|h: D; — {0,1,U} x {i}} U {mo}.

l€a

Tavoitteenamme on luoda hajautettu algoritmi, missd solmun v tila ajanhetkelld z, x;(v), on
kuvaus, joka kuvaa kaikki kaavan i, ; alikaavat, joiden modaalinen syvyys on korkeintaan z,
arvoille O ja 1 sen mukaan, ovatko alikaavat solmussa epitosia (0) vai tosia (1). Alikaavat, joiden
modaalinen syvyys on enemmaén kuin ¢, kuvautuvat arvolle U, joka merkitsee totuusarvon méa-
rittelemittomyyttd (undefined). Osaa tiloista Z ei koskaan kéytetd, kuten niitd kuvauksia, jotka
kuvaavat alikaavat keskendén ristiriitaisille totuusarvoille. Tastd ei kuitenkaan koidu haittaa.
Toisin sanoen tavoittelemme algoritmia, jossa solmun v tila ajanhetkelld 7 on x,(v) = f,; € Z,
missd kuvaukselle f, , pitee:

0, kun md(n) < tja M,.(G,p),vEn
fv,t(n) =11, kun md(n) <t ja Ma,*(G’p)’v Fn
U, kun md(n) > ¢

missd n € sf(Yup).

Kuvauksen zp: {0, 1,...,a} x {0,1,...,b} — Z, joka antaa solmujen alkutilat xy(v) =
Zo(deg, (v),deg_(v)), médrittelemme seuraavasti: Olkoot y,0 € sf(y,). Jokaisella (i, j) €
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{0,1,...,a} x {0, 1, ..., b} méidrittelemme, ettd zo(i, j) = g, missd g € Z on kuvaus, jonka
madrittelemme rekursiivisesti:
8(gij) =1, jos qi,j € st(Yap).
8(qij’) = 0, jos gir jr € st(Wap) ja (i, j) # (7', j').
g(L) =0, jos L € st(¥ap).

0, kung(y)=1
g(=y) =41, kung(y)=0
U, kung(y)=U
0, kung(y)=g(®)=0
glyve)=431, kunl e {g(y)g@}c {01}
U, kung(y)=Utaig(9)=U

g@)sky) = Ukaikillaa € I .

Siis jos solmun ldhtdaste on i ja tuloaste j, niin zo(i, j) = g kuvaa totuusarvon O tai 1 kaikille
alikaavoille, joiden modaalinen syvyys on 0. Ainoa propositiosymboli, joka saa arvokseen 1
on g; j, joka on siis solmussa tosi. Muut propositiosymbolit ovat vastaavasti solmussa epitosia.
Kaikki kaavat, joiden modaalinen syvyys on enemmén kuin 0, saavat arvokseen U.

Seuraavaksi miirittelemme kuvauksen u: Z X [a] — M, joka méadrdd kussakin tilassa
kuhunkin ldhtoporttiin ldhetettdvdan viestin. Jos f € Z ja i € [a], niin u(f,i) = h, missd
h: D; — {0,1,U} x {i}, h(n) = (f(n),i), eli h on kuvauksen f rajoittuma joukkoon D;, lisdnd
kaavoissa esiintyvin ldhtoportin indeksi i. Siis viesti u( f, i) = h sisdltidi tiedon kaikkien kaavojen
totuusarvosta, jotka johonkin modaalioperaattoreista yhdistettynid ovat kaavan i, alikaavoja.
Viestit ndin ollen vilittivit solmujen kesken kaiken tiedon, jonka ne tarvitsevat muista solmuista
kaavan ¢, totuuden médrittimiseen.

Viimeiseni algoritmin .27, , muodostamiseen miirittelemme kuvauksen ¢: Z X M b 7,

joka siirtdd solmut tilasta toiseen. Olkoon f € Z ja h € MP. Mikili fWap) € {0,1}, niin

o(f, iz)) = f. Muussa tapauksessa midrittelemme, ettd 6(f, 71) = g, missd g on kuvaus, jonka
madrittelemme seuraavasti:

* g(n) = f(n) kaikilla € sf(y,), joille pitee f(n) # U.

* Olkoon 17 € sf(,p), jolle f(n) = U. Miérittelemme arvon g(n) rekursiivisesti. Mikili
n = Ltain = gq;joillakini € {0,1,...,a}jaj € {0,1,..., b}, niin g(n) = f(7). Muussa
tapauksessa médrittelemme rekursiivisesti:

0, kun f(y)=1
g-y) =491 kunf(y)=0
U, kun f(y)=U
0, kunf(y)=/(0)=0
glyve)=141, kunle {f(y),f(6)}c{01}
U, kun f(y)=Utai f(8)=U

0, kun X j,cpcn>b—k, missé (h,cp) € ms(fz)

jajoko h(y) = (0,i) tai y ¢ dom(h) tai h = my
I, kun X j,epcn > k, missé (b, cp) € ms(fl) ja h(y) = (1,0)
U, muulloin

8 #))=ky) = 4
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Siis kuvaus, joka siirtdd solmun tilasta toiseen, laskee joka askeleella yhtd modaalisyvyytti suu-
rempien kaavojen totuusarvon ja jittda jo aiemmissa vaiheissa laskettujen kaavojen totuusarvot
ennalleen. Nyt hajautettu algoritmi o7, , = (Z, M, 2o, 4, 6) € M, silld siirtymékuvauksen ¢ arvot
eivit riipu saatujen viestien jirjestyksestd, vaan ainoastaan niiden lukumaiarista.

Seuraavaksi todistamme, ettdi muodostamamme hajautetut algoritmit .7, todellakin vas-
taavat kaavan ,, totuuden madrittamistd kaikilla a,b € Z.. Olkoot siis a,b € Z, ja G =
(V,E) € Fla, b) graafi sekd olkoon p graafin G porttinumerointi. Osoitamme, ettd jos v € V,
7 € sfWap), md() < t < mdWap) ja x(v) = f € Z, niin £(7) € {0.1} ja () = 1, jos ja vain
jos Mu«(G,p),v En.

Oletetaan, ettd v € V ja x,(v) = f € Z. Todistetaan viite induktiolla kaavan n rakenteen
suhteen:

* Oletetaan, etti n = ¢;; € ®,;. Olkoot deg, (v) =i’ jadeg_(v) = j'. Josi =i"jaj =j’,
niin f(q;;) = (z0(i, j))(gij) = 1. Jos taasi # i’ tai j # j’, niin f(q; ;) = (z0(7’, j'))(gi;) = 0.
Siis f(gi;) € {0, 1}. Lisdksi f(g;;) = (z0(i’, j"))(gi;) = 1, jos ja vain jos i =i’ ja j = j’,
jos ja vain jos v € 7(g; ), jos ja vain jos M.(G, p),v E g ;.

» Jos 7 = L, niin f(L) = (z0(, j/))(L) = 0 € {0, 1} ja MG, p),v ¥ L.
Teemme induktio-oletuksen, ettd viite pétee kaavoille y ja 6.

e Jos n = =y, niin y € sf(n) C sf(Y,p) ja md(y) = md(n) < t < md(¥,p). Induktio-
oletuksen nojalla f(y) € {0,1}. Jos f(y) = 0, niin f(-y) = 1 ja jos f(y) = 1, niin
f(=y) = 0. Siis f(—y) € {0,1}. Lisdksi f(—y) = 1, jos ja vain jos f(y) = 0. Tami
on induktio-oletuksen perusteella yhtdpitivdd sen kanssa, ettd M, .(G, p),v ¥ y, minkd
kanssa on yhtépitavaa, ettd M, .(G, p),v E —y.

e Josnp =y V@, niin vy, 6 € sf(n) C sf(y,p) ja md(y), md(0) < md(n) <t < md(¥gp).
Induktio-oletuksen nojalla f(y), f(6) € {0,1}. Jos f(y) = f(6) = 0, niin f(y VE) = 0
ja jos 1 € {f(y), f(B)}, niin f(y v ) = 1. Lisdksi f(y v ) = 1, jos ja vain jos
f(y) = 1tai f(0) = 1. Tama on induktio-oletuksen perusteella yhtipitivaa sen kanssa,
ettd M,.(G,p),v £y tai M,.(G,p),v E 6, mikid puolestaan on yhtipitivid sen kanssa,
ettd M,.(G,p),vEyVE.

e Jos = ((i, %)2ky, niin y € sf(n) € sf(Yqp) ja md(y) = md(n) -1 < md(p) <
t < md(Ygp). Jos |R(,-7*)[v]| < k, niin f(n) = 0 ja My .(G,p),v £ {(i,*))>ry. Jos taas
|R(l~7*)[v]| > k, niin induktio-oletuksen nojalla g,(y) € {0, 1} kaikilla u € R(;)[v], missd
gu = x(u). Jos |{u € Ri»[v] | guly) = 1}| > k, niin f({(i,*))sxy) = 1. Jos sen sijaan
(€ Rowolv] [ guy) = 1}| = 1 < k. niin [{u € Ry[v] | 8(y) = 0} = |Raolv]] - 1 ja
{w € Ry oVl 11 € a\{i}}| = deg_(v) = |Riwm[v]| Tallin |{u € R.[v] | gu(y) = O} +
(€ Ry 17 € a\ ()] = (Roolv]| - D) + (deg_() ~ [Rgl]) = deg (v) 1 >
deg_(v) — k, joten f({(i,*))s>ry) = 0. Nyt pitee f({(i,*))>xy) = 1, jos ja vain jos
|{u € Rivlvl | guly) = l}| > k. Induktio-oletuksen nojalla timéa on yhtdpitivaa sen kans-
sa, ettd |{u € R[v] | Mu«(G,p).uk y}| > k, mikd on edelleen yhtépitavai sen kanssa,
ettd My (G, p),v F (i, %)Y

Induktiotodistuksen perusteella jos md(¥,p) = T ja xp(v) = f, niin f(¥ep) € {0,1} ja
fWap) = 1, jos ja vain jos M, .(G, p),v E ¥gp. Koska tdimé pdtee kaikilla solmuilla v € V,
niin algoritmi .27, , pysihtyy ajanhetkelld T ja S;% ol = |Wapl|Me+(@P), Koska timi pitee
kaikilla graafeilla G € 7(a, b), porttinumeroinneilla p ja hajautetuilla algoritmeilla <7, € A,
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ja jokainen T riippuu vain vastaavan kaavan syvyydesti, niin A on graafiongelman IT¥ lokaali
algoritmi ja ITY € MV(1).

Nyt olemme todistaneet vditteen ensimmaéiseen suuntaan (mééritelmén 4.2 kohta (i)). Seuraa-
vaksi todistamme viitteen toisen suunnan (méaaritelmén 4.2 kohta (i7)). Tatd varten tarvitsemme
kaksi uutta kasitettd. Jos ¥ on joukko porrastetun modaalilogiikan kaavoja, niin niiden Boolen
kombinaatiot ovat kaavoja, jotka on rakennettu kaavoista ¢ € V¥ kayttimalld ndiden kaavojen
lisdksi ainoastaan konnektiiveja — ja V. Porrastetun modaalilogiikan kaavojen ¢ ja 6 sanotaan
olevan loogisesti ekvivalentit, jos kaikilla malleilla M ja pisteilld w € W piitee, ettd M, w E ¢,
jos ja vain jos M, w E 6. Néiden késitteiden avulla voimme ryhtyé todistamaan viitteen toista
suuntaa.

Oletetaan, ettd I1 € MV(1). Siis on olemassa sellainen graafiongelman II lokaali algo-
ritmi A = {,p | a,b € Z.} € M, ettd jos G = (V,E) € F(a,b) ja p on graafin G
porttinumerointi, niin S, , ) € I1(G). Tavoitteenamme on luoda sellainen joukko kaavoja
Y ={¢upl|labeZ,} € GMML(,., ®,p), ettd jos v € V, niin M, .(G, p),v E Y,p, jos ja vain
jos Sz, ,.G.p)(v) € Y1, missd Y1 on hajautetun algoritmin <7, , hyviksyvien lopputilojen joukko.
Toisin sanoen jokaiselle hajautetulle algoritmille rakennetaan sellainen kaava, ettd algoritmin
ajon tulostetta graafissa vastaa kaavan totuusarvot graafia vastaavan mallin pisteissi.

Olkoon 7, = (Z, M, zo, 1, 8) ja Yo wY; € Z. Olkoon T algoritmin .%7,; ajoon kuluva aika.
Rakennamme algoritmin .27, ; ajoa simuloivan kaavan ¢, , € GMML(I, ., ®, ) alikaavoista y_,
Omiz ja Omig-

Kaavan v, totuus graafia vastaavan mallin pisteessd merkitsee, ettd pistettd vastaava solmu
on ajanhetkelld 7 tilassa z. Kaavan 6,,;, totuus pisteessd merkitsee, ettd vastaava solmu ldhettaa
ajanhetkelld 7 viestin m 1dhtoporttiinsa i. Kaavan o, totuus vastaavasti merkitsee, ettd kyseinen
solmu saa ajanhetkelld ¢ viestin m solmulta, joka ldhetti kyseisen viestin ldhtOporttiinsa i.
Rakennamme ndmaé kaavat rekursiivisesti:

* 7.0 on propositiosymbolien g; ; € @, tietty Boolen kombinaatio, kun z € Z,

* Ois+1 On kaavojen y,, (missd z € Z) tietty Boolen kombinaatio, kun m € M, i € [a] ja
te{0,1,...,T},

* Opis+1 on kaavojen ((i, *))>kBOmis+1 (missd k > 0) tietty Boolen kombinaatio, kun m € M
jare{0,1,...,T},

* ¥.:+1 on kaavojen vy, (x € Z) ja kaavojen 0y, ,+1 (missa m € M jai € [a]) tietty Boolen
kombinaatio, kun z € Zjar < T.

Mitké tahansa Boolen kombinaatiot eivit todellakaan kdy. Kaavojen valtavan koon vuoksi niitd on
kuitenkin hankala esittdd formaalisti, joten muotoilemme niita tdssa sanallisesti mahdollisimman
tarkasti. Olemme kéyttdneet tihdn mennesséd ainoastaan lauselogiikan konnektiiveja — ja V.
Kéaytimme Boolen kombinaatioissa konjunktiota, A, joka saadaan lyhenteenid konnektiiveista
— ja V seuraavasti: ¢ A ¢’ := =(—¢ V —¢’). Sen totuus merkitsee, ettd molemmat kaavoista ¢
ja ¢’ ovat tosia. Muodostaessamme rekursiossa esiintyvit Boolen kombinaatiot, kiymme ldpi
yksitellen jokaisen niihin kdytettavin kaavan ja otamme siitd joko kaavan itse tai sen negaation,
riippuen siitd, onko kaava tarkasteltavassa solmussa tosi vai epitosi. Yhdistimme nima toisiinsa
konjunktioilla. Kyseiset Boolen kombinaatiot siis kertovat tdydellisen tiedon solmuissa tosista
(tarkastelun kannalta oleellisista) kaavoista ajanhetken rajaaman modaalisen syvyyden mukaan.
Esimerkiksi jos @45 = {00, 0.1, 91.0- 1.1}, 2 € Z ja yz0 = =q00 A go.1 A =q10 A —q1.1, niin
kaavan 7y, totuus solmussa kertoisi, ettd siind on tosi tdsmélleen propositiosymboli gq i, eli sen
lahtoaste olisi O ja tuloaste 1.
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Etsimdmme kaava ¢,;, € GMML(I., ®,5) on nyt siis disjunktio kaavoista y, 7, missi
y € Y;. Kaava voidaan kuitenkin muodostaa vain siiné tapauksessa, etti alikaavoja on dérellinen
madrd. Mikali joko Z tai M on ddretOn, saa ndistd rekursion avulla tuotettua darettoméan mairin
alikaavoja. Voimme kuitenkin todistaa, ettd on vain dérellinen miairi alikaavoja, jotka eivit ole
keskendin loogisesti ekvivalentteja. Todistamme tdmén viitteen joukoille I', = {y., | z € Z},
O; = {Omis | me M,i€lal}jaX ={omis | m e M,i € [a]} induktiolla ajanhetken ¢ suhteen:

* Olkoon ¢ = 0. Nyt kaikki kaavat y,o € I'y ovat propositiosymbolien g;; € @, Boolen
kombinaatioita. Kukin y, o pystyy ilmaisemaan ainoastaan propositiosymbolien totuusar-
voja tarkasteltavassa pisteessd. Koska @, on direllinen ja mahdollisia totuusarvoja ovat
vain O ja 1, niin kaavat y,( ovat samaistettavissa kuvauksiin ®,, — {0, 1}, joita on di-
rellinen maari. Siis joukossa I'y on ddrellinen miird kaavoja, jotka eivit ole keskeniin
loogisesti ekvivalentteja.

* Olkoon ¢ = 1. Nyt kaikki kaavat 6,,;; € ®; ovat kaavojen y_,o Boolen kombinaatioita.
Koska kaavoja ., jotka eivit ole keskendin ekvivalentteja, on dédrellinen méird, niin
niiden keskendin ei-ekvivalentteja Boolen kombinaatioitakin on vain darellinen maara.
Siis joukossa @ on vain ddrellinen méari kaavoja, jotka eivit ole keskenidin ekvivalentteja.

Kaikki kaavat 07,;1 € Z; ovat nyt kaavojen ((i, *))>6,,;1 Boolen kombinaatioita, missi
i € |a] ja k > 0. Keskendén ei-ekvivalentteja kaavoja 6,,; on didrellinen mééri. Arvoja
k > 0 on periaatteessa ddreton maard, mutta kun £ > b, niin arvon k suuruus ei enidi
vaikuta kaavan totuusarvoon mallissa M, .(G, p), kun G € F(a, b). Siispd joukossa Z; on
vain didrellinen miird keskenddn ei-ekvivalentteja kaavoja.

Nyt kaavat v, € I'1 ovat kaavojen y. o ja 0,1 Boolen kombinaatioita. Koska keskendén
ei-ekvivalentteja kaavoja y,o ja 0,1 on vain ddrellinen maérd, niin samoin on vain
adrellinen miiri niiden keskenéén ei-ekvivalentteja Boolen kombinaatioita. Siis joukossa
I'; on vain dérellinen miiri kaavoja, jotka eivit ole keskendin ekvivalentteja.

e QOletetaan, ettd viite patee ajanhetkelld ¢. Samoin kuin vaiheessa t = 1, joukkojen
O+1, X1 ja Iy kaavat ovat Boolen kombinaatioita dérellisestd madrdstd keskenédin
ei-ekvivalentteja kaavoja, joten nditd keskenédén ei-ekvivalentteja Boolen kombinaatioita-
kin on vain direllinen méara. Siis joukoissa @;;1, X4 ja ['141 on vain ddrellinen miird
keskenddn ei-ekvivalentteja kaavoja.

Nyt jos hajautetun algoritmin .7, syotteend on (G, p), missd p on graafin G = (V, E) € F(a, b)
porttinumerointi ja v € V, niin Sg,, (6,)(v) € Y1, jos ja vain jos v € [lyyr[[M=(@P) jollakin
y € Y. Koska joukko Y; on direllinen, voimme merkitd ¥; = {y1, y2,..., yu}, missi n € Z..
Nyt voimme méaritelld ¥, 1= vy, 7V Yyor V -+ V ¥y, 1. Siis S;{i W(Gp) (V1] = [|¢ap||MarGP)
kaikilla graafeilla G € ¥(a, b) ja niiden porttinumeroinneilla p. Niin ollen kaavajoukko ¥ =
{Yab | a, b € 7.} méirittelee ratkaisun graafiongelmalle IT luokassa i, ..

Osoitamme lopuksi induktiolla, ettd md(y,,) = ¢ kaikilla y,, € I5.

 Kaavat y, o ovat propositiosymbolien Boolen kombinaatioita, joten md(y,o) = 0 kaikilla
Yz0 € Io.

* Oletetaan, ettd md(y,,) = t kaikilla y,, € I;. Nyt kaavat 6,,;,.1 ovat kaavojen .,
Boolen kombinaatioita, joten md(6,,;+1) = t kaikilla 6,,,;;+1 € ©,41. Koska kaavat 07,41
ovat kaavojen ((i, *))>x0m.is+1 Boolen kombinaatioita, niin md(oy,s+1) = ¢ + 1 kaikilla
Omir+1 € Zr41. Siis koska kaavat y, ;.1 ovat kaavojen y,; ja 07,,i,+1 Boolen kombinaatioita,
niin md(y,,+1) =t + 1 kaikilla y, ;41 € I4g.
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Tistd seuraa erityisesti, ettd md(y,5) = md(yy, 7V vy,7 V -+ V yy,7) = T eli algoritmin 7,
ajoon kuluva aika. O

Olemme nyt karakterisoineet jokaisen graafiongelmaluokan. Vaikka karakterisointi on sa-
manlainen kuin ldhteessé [6], tulemme kuitenkin seuraavassa luvussa osoittaneeksi, ettd rajaus
suunnattuihin graafeihin heikenté luokkien vilisid yhteyksid. On syytd perehtyd suunnattujen
ja suuntaamattomien graafien vilisiin eroihin hajautettujen algoritmien nikokulmasta.

Yamashita ja Kameda [9, s.71-74, Luku 3] osoittivat, ettd yksinkertaisissa graafissa kaikki se
tieto, jonka solmut algoritmin ajon aikana kerdévit, on pelkistdaan puutteellista tietoa syotegraafin
topologiasta. Saamiensa viestien perusteella solmut saavat tiedon ns. lokaaleista ndkopiireistién,
eli ddrellisistd puista, joiden juurena on solmu itse ja joissa voidaan tehda syotegraafia vastaavia
siirtymid solmusta toiseen. Siis jos syotegraafissa on polku, jonka pituus on ¢ ldhtien solmusta
v, niin ajanhetkelld ¢ solmun v muodostamassa puussa on olemassa sellainen lehtisolmu, etti
suora polku juuresta lehteen vastaa kyseistd polkua syotegraafissa. Jos yksinkertaisen graafin
pisimmaén suoran polun pituus on k, niin ajanhetkelld k solmujen muodostamat lokaalit ndkopiirit
sisdltivit ainakin yhden kopion jokaisesta graafin solmusta ja ndin ollen bisimilaarisuutta vaille
taydellisen tiedon koko graafin topologiasta.

Suunnattujen graafien tapauksessa solmujen ndkopiirit sen sijaan ovat suunnattuja puita
(Esimerkki 3.13). Toisin kuin yhteniisten yksinkertaisten graafien tapauksessa, yhtendisissd
suunnatuissa graafeissa on mahdollista, ettd kahden solmun vilillad ei ole minkiinlaista polkua,
jolloin kyseiset solmut eivit muodosta kopioita toisistaan nikopiireissddn. Niin ollen solmujen
kerddma tieto voi suunnatuissa graafeissa olla huomattavasti puutteellisempaa kuin vastaavissa
yksinkertaisissa graafeissa. Lisdksi, mikili suunnatussa graafissa ei ole silmukoita ja sen pi-
simmdn polun pituus on k, niin graafin solmujen muodostamat nidkopiirit eivit endd laajene
ajanhetken k jilkeen, eivitkd solmut saa endd mitidin uutta informaatiota kyseisen ajanhetken
jélkeen.

Voimme tutkia eroavaisuuksia vastaavasti myos modaalilogiikan nikokulmasta. Suunnatut
graafit asettavat rajoituksen niitd vastaaville Kripke-malleille: kahden pisteen vililld voi olla
enintddn yksi relaatio kumpaankin suuntaan. Yksinkertaisten graafien tapauksessa tama rajoitus
yhi pitee, mutta vastaavien mallien pitdd olla my0s tietyssd mielessd symmetrisid: jos kah-
den pisteen vililld kulkee relaatio yhteen suuntaan, pitdd niiden vélilld kulkea my0s relaatio
toiseen suuntaan, mutta relaatioiden ei tarvitse olla samoja. Taménlainen symmetrisyys kuiten-
kin takaa, ettd jos pisteessd v on tosi kaava ¢, niin pisteessd w on tosi kaava (ap) ... {(@,)®,
missd a1, . . ., @, vastaavat kddnteisessi jarjestyksessd kulkua relaatioita pitkin pisteestd w pis-
teeseen v. Ndin pisteet saavat tietoa kaikista muista mallin pisteistd. Kaava &—-<$ -1 on esimerkki
modaalilogiikan kaavasta, joka voi toteutua suunnattua graafia vastaavassa mallissa, mutta ei
yksinkertaista graafia vastaavassa mallissa.

Esimerkki 4.4. Tarkastelemme kuvan 4.2 graafia. Graafissa kiinnostuksen kohteena ovat solmut
ujav. Solmu v kykenee ldhettdméaén viestejd, mutta ei vastaanottamaan niitd. Solmu u sen sijaan
pdinvastoin kykenee ainoastaan vastaanottamaan viestejd. Solmun v kaltaisia solmuja kutsumme
ldhteiksi (source) ja solmun u kaltaisia solmuja nieluiksi (sink). Tillaiset solmut ovat suunnatuille
graafeille ominaisia, eiké vastaavaa ilmioti esiinny yksinkertaisissa graafeissa.

Luonteensa vuoksi solmu « saa tietoa ainoastaan graafin solmuista v, w; ja wp, joten solmut
w3 ja wy eivit voi mitenkddn vaikuttaa solmun u lokaaliin tulosteeseen. Solmu u ei myoskdan
kykene vaikuttamaan minkdin muun solmun lokaaliin tulosteeseen. Solmu v sen sijaan ei saa
tietoa mistddn graafin muista solmuista. Erityisesti, ajettiin graafissa mika tahansa hajautettu
algoritmi, joka pysihtyy, niin solmu v on lopputilassa viimeistddn ajanhetkelld 1. Seurauksena
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solmut w; ja w, eivit saa tietoa solmuista w3 ja w4 ja pdinvastoin. Siis nimé solmuparit suorittavat
laskennan toisistaan riippumattomina.

Yksinkertaisten graafien tapauksessakin on mahdollista luoda sellaisia algoritmeja, etti tie-
tyt solmut eivit tietyissd graafeissa padse lahettdmain tai vastaanottamaan tietoa, esimerkiksi
madrittelemalld, ettd tietylld asteella solmu ldhettdd vain viestid mgy. Miké tekee tastd ilmiosta
erityisen suunnatuille graafeille on, ettd timéi rajoitus pétee kaikille hajautetuille algoritmeil-
le, jotka graafeissa voi ajaa. Tamin vuoksi mikdédn graafiongelma, joka vaatisi solmun tietdvéin
jotain kaikista graafin solmuista, ei ole ratkaistavissa ilman erityisid rajoituksia hyviksyttiville
syotegraafeille (esimerkiksi oletus vahvasta yhtendisyydestd). Vaihtoehtoisesti graafien solmuil-
le voidaan antaa ylimaaraista tietoa, kuten Esimerkissa 3.13.

wi w3

wo Wy
Kuva 4.2: Suunnattu graafi, jossa mikdin solmuista ei saa tietoa kaikista muista solmuista.

Suunnatuilla graafeilla on siis yksinkertaisista graafeista poikkeavia ominaisuuksia, joita
voidaan tutkia hajautetuilla algoritmeilla. Vaihtoehtoinen ldhestymistapa olisi tutkia yksinker-
taisten graafien ominaisuuksia suunnattujen graafien avulla. Kaikki yksinkertaiset graafit voi-
daan muuntaa suunnatuiksi graafeiksi valitsemalla jokaiselle sdarmdlle erikseen suunta. Niita
vastaavia suunnattuja graafeja kutsutaan alkuperdisen graafin orientaatioiksi. Erityisesti olisi
mielenkiintoista, jos orientaatioiden avulla voitaisiin ratkaista graafiongelmia, jotka eivit ratkea
yksinkertaisilla graafeilla. Seuraavassa esimerkissi esitimme téllaisen graafiongelman.

(G, p): (G, p'):
o1 X2 2 1 1 o1 A2 1 X
O T YT YT O O O O O
Moo (G, P}é R X Mi2(G p'):
Moow 722w b Ry r”\ Ry rv\ Ry
O 50 =50 =0 O O O O

Kuva 4.3: Vasemmalla metsd G ja sen konsistentti porttinumerointi p sekd metsdad G vastaava
Kripke-malli. Oikealla erds metsin G orientaatio ja sitd vastaava Kripke-malli.

Esimerkki 4.5. Tissa tutkielmassa tarkastelemme yksinkertaisia graafeja suunnattujen graafien
erikoistapauksena. Voimme samaistaa yksinkertaiset graafit sellaisiin suunnattuihin graafeihin
G = (V,E), joille pitee, ettd (v,v) ¢ E ja jos (u,v) € E, niin (v,u) € E kaikilla u,v € V.
Niin tulkittuina miirittelemamme algoritmien ja graafiongelmien luokat yhtenevét Hellan et al.
[6] esittdmiin luokkiin. Suunnattu graafi D = (V’, E’) on yksinkertaisen graafin G orientaatio,
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mikéli V = V’jakaikilla (u, v) € E pitee joko (v,u) € E’ja(u,v) ¢ E'tai(u,v) € E'ja(v,u) ¢ E’
[4, s. 171]. Yksinkertainen graafi on metsd, mikéli siind ei ole silmukkaa (eli suuntaamatonta
suoraa polkua solmusta itseensi, jonka pituus on vihintdan 3) [4, s. 26]. Graafin G solmujen
k-vdritys on kuvaus V — [k] [4, s. 117]. Méddrdaamme siis jokaiselle solmulle yhden virin, joita
merkitsemme {1,..., k}.

Tarkastelemamme graafiongelma on sellaisen mielivaltaisen k-vérityksen 10ytdminen met-
sdlle, missd mikédédn solmu ei ole samanvirinen minkéén naapurinsa kanssa. Médarittelemme graa-
fiongelman seuraavasti: Jos G = (V, E) on metsd (vastaavasti metsén orientaatio) ja S: V — Z,,
niin § € I1(G), jos ja vain jos seuraava ehto pétee kaikillav € V:

e S(v) # S(u) aina, kun (v, u) € E.

Tallainen vdritys toki 10ytyy jokaisesta graafista, kun esimerkiksi kaikki solmut véritetdin
eri véreilld. Hajautettujen algoritmien tapauksessa ongelma on kuitenkin ylivoimainen yksin-
kertaisille graafeille jopa luokassa VV.. Riittédd tarkastella kuvan 4.3 graafin G solmuja u ja v.
Néemme, ettd sitd vastaavassa Kripke-mallissa M 2(G, p) pisteet u ja v ovat bisimilaarisia mul-
timodaalilogiikan suhteen. Siis ajettiinpa graafissa miki algoritmi tahansa, solmut u ja v paityvat
aina samaan lopputilaan, eli ne saavat saman virin, vaikka ne ovat toistensa naapureita.

Metsien orientaatioille ongelma on kuitenkin suorastaan ominainen, silld se ratkeaa jopa
luokassa SB. Midrittelemme perheen hajautettuja algoritmeja A = {7, | a,b € Z+} € SNB,
joka ratkaisee graafiongelman I1. Olkoon .27, ;, = (Z, M, zo, u, 6). Médrittelemme joukot Z ja M
sekd kuvaukset zg ja u seuraavasti:

* Z = N, missi tilat Z, ovat lopputiloja eli véreji ja O on viliaikainen tila.

M =Z VU {mpy}.

20: {0,...,a}x{0,...,b} — Z, missd zo(i,0) = 1 ja zo(i, j) = O kaikillai € {0,...,a} ja
J # 0. Siis ldhteet alustetaan lopullisella vérilld 1 ja loput solmuista jitetddn ilman vérii.

* u: Z x|al, u(z,i) = z kaikillai € [a]. Siis solmut kommunikoivat tilojensa vilityksell4.

Lopuksi méirittelemme kuvauksen §: Z x M? — Z:

min(Z \ {m1,...,mp}), kunz=0jam; # 0Kkaikilla j € [b]
6(z,(my,...,mp)) =40, kun z = 0 jam; = 0 jollakin j € [b]
Z kun z € Z,

Algoritmi toimii seuraavasti: Aluksi jokainen syotegraafin 1dhde viritetdén varilla 1. Téllaisia
solmuja on aina olemassa, silld syotegraafit ovat orientoituja metsia. Mikéli suunnatun graafin
jokaisen solmun tuloaste olisi positiivinen, niin pétisi yksi kahdesta tapauksesta: joko graafi
olisi ddreton tai siind olisi silmukka. Airettomii graafeja emme tarkastele, kun taas silmukka
orientoidussa graafissa merkitsisi vastaavan yksinkertaisen graafin sisiltdavin silmukan. Tall6in
yksinkertainen graafi ei voisi olla metsa.

Laskennan seuraavassa vaiheessa solmut vilittdavit samansisdltdisen viestin omasta tilastaan
jokaiseen lahtoporttiin. Mikili solmun v kaikki vastaanottamat viestit kertovat viestin lihet-
tdneen solmun olevan véritetty, niin solmu v virittyy pienimmalld mahdollisella virilld, joka
poikkeaa sen saamista viesteistd. Nidin viritys etenee orientaatioiden ldhteistd sen nieluihin.
Metsien orientaatioissa kaikki ldhteestd alkavat polut padtyvit ennen pitkdd nieluun, samalla
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argumentilla kuin osoitimme lidhteiden olemassaolon: muussa tapauksessa orientaatio olisi da-
reton tai siind olisi silmukka. Lisiksi jokainen orientaation solmu kuuluu johonkin téllaiseen
polkuun, joten koko orientaatio vdrittyy. Jokainen solmuista viritetidn eri tavalla kuin sitd va-
littomasti edeltineet solmut ja sen seuraajat myOs poikkeavat valitusta viristd. Siis saamamme
k-viritys on halutunlainen.

Huomautus. Edeltiava esimerkki osoittaa, ettd sirmien suuntaaminen rikkoo vierekkaisten sol-
mujen symmetrisyyden metsissd. Rajoitus metsiin on tarpeellinen, silla tietyt silmukan sisiltavat
graafit voidaan orientoida siten, ettd vierekkdiset solmut ovat symmetrisid: esimerkiksi kolmen
solmun silmukan kellonsuuntaisessa orientaatiossa kaikki solmut ovat keskendin symmetrisii,
eikd siind ole yhtdén ldhdettd tai nielua. Algoritmit, joissa laskenta etenee ldhteistd nieluihin,
eivit voi koskaan péittyd vakioajassa, mutta ne ovat suunnatuille graafeille ominainen tapa
suorittaa laskentoja graafeissa, joissa ei ole suunnattuja silmukoita.
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S Graafiongelmien luokkien valiset identiteetit ja
eroavaisuudet

Luvussa 3.5 esitimme seuraavat graafiongelmien luokkien viliset osajoukkorelaatiot:
(i) SBCMB=VBCMV=VVCVV,
(i) SBC SV MV =VV C VYV,

(iii) SB(1) € MB(1) = VB(1) € MV(1) = VV(1) € VV(1),

(iv) SB(1) € SV(1) ¢ MV(1) = VV(1) € VV(1).

Téssd luvussa todistamme ensimmadiseksi relaatioissa esiintyvit luokkien identiteetit MB =
VB ja MV = VV. Luvun ja tutkielman lopuksi osoitamme relaatioissa esiintyvit luokkien
eroavaisuudet SB # MB, SV # MV, SB # SV, VB # MV ja VV # VV, sekd luokkien
lineaarisuuden rikkovat tulokset SV ¢ VB ja VB ¢ SV kiyttdmilld hyviksi bisimulaatiota
luvun 4 karakterisoinnin mukaisesti. Samaan aikaan tulemme luvun aikana todistaneeksi kaikki
samat tulokset vakioaikaisille luokille.

5.1 Luokkien valiset identiteetit

Tésséd luvussa todistamme, ettd kaikki graafiongelmat, jotka ratkeavat algoritmeilla, joissa sol-
mut vastaanottavat viestinsi vektoreina, ratkeavat myos, jos viestit vastaanotettaisiin multijouk-
koina (olettamatta, ettd porttinumeroinnit ovat konsistentteja). Esitimme yksityiskohtaisen to-
distuksen tulokselle MV = VYV ja perustelemme tuloksen MB = VB vain lyhyesti todistusten
samanlaisuuden vuoksi.

Lause 5.1. Vrt. [6, s. 21]. Olkoon I1 graafiongelma ja T: N X N x N — IN. Olkoon A =
{up | a,b € 7.} CV perhe hajautettuja algoritmeja, joka ratkaisee graafiongelman I1 ajassa
T. Tilloin on olemassa perhe hajautettuja algoritmeja A’ = {% , | ab €Z,} CM, joka
ratkaisee graafiongelman 11 ajassa T.

Todistus. Vrt. [6, s. 21-22]. Olkoon G = (V,E) € F(a, b) graafi ja p sen porttinumerointi.
Tarkastelemme hajautetun algoritmin <7, = (Z, M, 2o, 4, 6) ajoa (G, p):ssd. Médrittelemme
jokaisella r € IN kuvauksen B;: P_(G) — M’ seuraavasti:

Bl(j’ M) = (hl(.]7 l/l), hZ(j’ I/t), .- ',ht(ja I/t)),

missd u € V, j € [deg_(u)] ja h;(j, u) on se viesti, minkd solmu u vastaanotti tuloportista (j, u)
ajanhetkelld /. Siis kuva S3;(j, u) on vektori kaikista viesteistd, jotka solmu u on vastaanottanut
portista (, #) ajanhetkeen ¢ mennessa.

Seuraavaksi midrittelemme ndille vektoreille sanakirjajirjestyksen < seuraavasti: Olkoon
< jokin viestijoukon M lineaarijdrjestys. Olkoon sittent € N, u € V ja j, j* € [deg_(u)]. Méa-
rittelemme, ettd B;(j, u) < B;(j’, u), jos ja vain jos on olemassa [ € [¢], jolle h;(j, u) <pr hi(j’, u)
ja hi(j,u) = hi(j’,u) kaikilla k € [l — 1]. Toisin sanoen vertaamme vektoreiden S3,(j, u) ja
B:(j’, u) viesteja vanhimmasta uusimpaan ja jarjestimme vektorit ensimmaéisen eroavan viesti-

kuin sanojen jirjestys sanakirjassa.
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Lopuksi médrittelemme, ettd porttinumerointi p on yhteensopiva viestihistorian kanssa ajan-
hetkelld t, mikali B,(j, u) < B;(j’, u) kaikillau € V ja j, j’ € [deg_(u)], missd j < j’. Hnomaam-
me, ettd mikéli p on yhteensopiva viestihistorian kanssa ajanhetkelld ¢, on se myds yhteensopiva
viestihistorian kanssa ajanhetkelld / kaikilla [ € [¢].

Nyt olemme valmiita muodostamaan algoritmin enga’ »» joka simuloi algoritmin <7, ajoa
(G, p):ssi jollain porttinumeroinnilla p. Olkoon pg graafin G porttinumerointi, jota tarkastelem-
me algoritmin 424’ , yhteydessi. Olkoon Py kaikkien niiden porttinumerointien p joukko, joille
pitee seuraava ehto:

kaikillav € V jai € [deg,(v)] on olemassa sellaiset u € V ja j, j’ € [deg_(u)], ettd
p(v,i) = (j,u) ja po(v,i) = (j', u).

Kokoamme siis joukkoon Py kaikki ne porttinumeroinnit, jotka numeroivat lahtoportit samalla
tavoin vastaanottavien solmujen suhteen porttinumeroinnin po kanssa. Algoritmit, jotka kuuluvat
luokkaan M, eiviit siis nde niiden vililld mitddn eroa. Havaitsemme joukkoa Py koskien seuraavat
nelji asiaa, kun ajamme algoritmia da’ b

(a) Pp on epityhja ja jokainen p € Py on yhteensopiva viestihistorian kanssa ajanhetkella 0.
(b) Graafin G solmujen tilat ajanhetkelld O eivit riipu porttinumeroinnin p € Py valinnasta.

(c) Solmun v porttiin (v,7) ldhettima viesti ajanhetkelld 1 ei riipu porttinumeroinnin p € Py
valinnasta.

(d) On olemassa ainakin yksi p € Py, joka on yhteensopiva viestihistorian kanssa ajanhetkelld
1.

Havainto (a) seuraa joukon Py médritelmasti, havainto (b) seuraa kuvauksen zo médritelmésti ja
havainto (c) seuraa havainnosta (b) ja kuvauksen y madritelméasti. Havainto (d) taas seuraa, kun
huomaamme, ettd solmun eri tuloporteista vastaanottamat viestit ajanhetkelld 1 voidaan aina
jarjestad lineaarijarjestyksen <, perusteella.

Miirittelemme vield rekursiivisesti kaikilla r € IN, ettd P, € P,_; on niiden porttinumeroin-
tien joukko, jotka ovat yhteensopivia viestihistorian kanssa ajanhetkelld . Teemme seuraavat
nelja havaintoa joukosta P; induktiivisesti:

(i) P; on epityhji ja jokainen p € P; on yhteensopiva viestihistorian kanssa ajanhetkelld .

(ii) Solmunu € V ajanhetkelld ¢ vastaanottama viestien vektori ﬁ,(u) ei riipu porttinumeroinnin
p € P, valinnasta. Graafin G solmujen tilat ajanhetkelld ¢ eivit riipu porttinumeroinnin
p € P; valinnasta.

(iii) Solmun v porttiin (v, i) lahettdma viesti ajanhetkelld 7 + 1 ei riipu porttinumeroinnin p € P;
valinnasta.

(iv) On olemassa ainakin yksi p € P;, joka on yhteensopiva viestihistorian kanssa ajanhetkelld
t+1.

Havainto (i) perustuu havaintoon (iv) joukolle P;_; ja havainto (ii) perustuu havaintoon (iii)
joukolle P;_;. Havainto (iii) seuraa havainnosta (ii) ja kuvauksen u madritelméstd. Lopuksi
havainto (iv) seuraa siitd, ettd solmun u vastaanottamat viestihistoriat S3;(j, u) voidaan aina
jarjestad. Kyseisti jarjestystd vastaava porttinumerointi p on yhteensopiva viestihistorian kanssa
ajanhetkelld / ja edelleen p € Py, kaikilla [ € [¢].
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Olkoon T = T(a, b, |V|). Koska A ratkaisee graafiongelman I1 ajassa 7', niin algoritmi .27
pysihtyy ajassa T (G, p):ssi kaikilla p € Pr. Porttinumeroinnit p € Py olemme muodostaneet
siten, ettd ldhtoporttien numerot on kopioitu porttinumeroinnista pg ja tuloportteja numeroidessa
olemme hyviksyneet vain ne porttinumeroinnit, jotka ovat yhteensopivia viestihistorian kanssa
ajanhetkelld 7'. Nyt ajettaessa algoritmia sza’ »» mikdli kukin solmu liittdd ldhettaimé@énsd viestiin
kaikki aikaisemmat samasta lahtoportista lahetetyt viestit aikajdrjestyksessd, niin kukin solmu
pystyy jarjestiméin vastaanottamansa viestihistoriat siten, ettd jos S;(j, u) < B;(j’, u), niin j < j’
ja jos B:(j,u) = B:«(j’,u), niin j = j’. Siis jos solmu u vastaanottaa (G, pg):ssa ajanhetkelld ¢
viestien multijoukon

ms(B:(1,u), B:(2,u), ..., B:(b,u)),

niin se pystyy jirjestimién viestit 5;(j, ) tavalla, joka vastaa viestien vektoria, jonka solmu u
vastaanottaisi (G, p):ssd, p € P;, kun siind ajettaisiin algoritmi .7, .

Madrittelemme siis, ettd sza’ p = (Zz',M’, z(’), W', 0"), joka johdetaan algoritmista <7, , seuraa-
vasti:

* Viestien joukko M’ on viestien m € M vektorit {m’ € M' | t € IN}.

* Tilojen joukko Z’ pitdd kirjaa kuhunkin ldhtoporttiin ldhetetyistd viesteistd, eli Z’ =
ZxX M.

* Alkutilat ovat samat kuin kuvauksen zop médraamat, lisani tyhjat viestivektorit kullekin
lahtoportille.

 Solmun u porttiin i tilassa (z, 1y, . .., ni,) ldhetetty viesti on vektori m;, jonka loppuun
lisatddn joukon M viesti u(z, i).

e Jos solmu u saa tilassa (z, iy, . . ., mi,) viestit (hy, . . ., hyp), se siirtyy tilaan (z/, mi, ..., mg),
missd 7’ = 6(z, (n1, ..., np)), missd kukin n; on vastaavan vektorin /; viimeinen alkio ja
m! € M’ on sama kuin viesti, joka saadaan lisd@mallé viestin 777; loppuun p(z, 7).

Yksinkertaisemmin, algoritmi % , pitdé tilojen kautta kirjaa kunkin solmun kuhunkin 1dhtSport-
tiin 1dhettamistd viesteistd. Lahetetyt viestit ja siirtymadt tilasta toiseen tapahtuvat analogisesti
algoritmin 27, ;, kanssa. Jos algoritmissa .7, ; solmu v ldhettdd porttiin i viestin m, niin algo-
ritmi %a’ , ldhettdd porttiin i vektorin algoritmissa <7, jo aiemmin lidhettdmistdén viesteistd,
jonka loppuun lisdtddn viesti m. Siirryttdessa tilasta toiseen, kukin kirjaa pitdvd viestivektori
pdivitetddn viimeiselld kyseiseen porttiin ldhetetylld viestilla.

Nyt algoritmin ;zfa’ » &0 (G, po):ssa simuloi algoritmin <7 ajoa (G, p):ssd jollakin sopi-
valla p € Pr. Algoritmin o7, tuloste S/, , (G,p) €i riipu valitusta porttinumeroinnista ja koska
Ser, (G,p) € II(G), niin myds S ! ,(Gupo) € [1(G). Liséksi koska algoritmi <7, ;, pysdhtyy ajassa T,
niin myos algoritmi sza’ , Pyséhtyy ajassa T'. Koska tdllainen algoritmi saadaan aikaan jokaisella
luokalla #(a, b), niin meilld on perhe hajautettuja algoritmeja A" = {% , labeZ,y M,
joka ratkaisee graafiongelman I1 ajassa 7. O

Lause 5.2. Vrt. [6, 5. 22]. Olkoon 11 graafiongelma ja T: N X N X N — IN. Olkoon A =
{Aap | a,b € 7} C B perhe hajautettuja algoritmeja, joka ratkaisee graafiongelman 11 ajassa
T. Talléin on olemassa perhe hajautettuja algoritmeja A’ = {</;, | a,b € Z.} € MNB, joka
ratkaisee graafiongelman 11 ajassa T.
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Todistus. Vrt. [6, s. 22]. Todistus on yksinkertaisempi versio lauseen 5.1 todistuksesta. Sen
sijaan, ettd kukin solmu pitdisi monen vektorin avulla kirjaa kaikista kustakin ldhtOportista
lahetetyistd viesteistd, riittda siihen tdssd tapauksessa yksi vektori, silld kustakin 1dhtoportista
lahetetddn samat viestit. Muuten todistus etenee samaan tapaan kuin lauseessa 5.1. O

Seuraus 5.3. Vrt. [6, s. 22]. Tiedetdidin, ettd
e MB = VB ja MB(1) = VB(1),
e MV =VV j jaMV(1) = VV(1).

Todistus. Vrt. [6, s. 22]. Triviaalisti pitee, ettd MB C VB ja MV C VV. Lauseista 5.1 ja 5.2
seuraa, ettd VB € MB ja VV C MV. Yhdessi niistd seuraa, etti MB = VB jaMV = VV.
Vakioaikaisten luokkien tapauksessa lauseista 5.1 ja 5.2 seuraa, ettdi VB(1) € MB(1) ja
VV(1) € MV(1), silld todistuksissa muodostetut hajautetut algoritmit pysdhtyvit samassa ajassa
kuin alkuperdiset algoritmit. Erityisesti vakioaikaisten algoritmien tapauksessa ne pysdhtyvit
vakioajassa. Yhdessi triviaalien osajoukkorelaatioiden kanssa tésté seuraa, ettd MB(1) = VB(1)
jaMV(1) = VV(l). O

5.2 LuokKkien viliset eroavaisuudet

Kun yhdistimme tietimdmme graafiongelmaluokkien véliset triviaalit osajoukkorelaatiot ja seu-
rauksen 5.3, niin seuraavat relaatiot patevéit luokkien vililla:

(i) SBCMB=VBCMV =VVCVV,,
(i) SBC SV CMV =VV C VV,,

(i) SB(1) € MB(1) = VB(1) € MV(1) = VV(1) € VV(1),
(iv) SB(1) € SV(1) € MV(1) = VV(1) € VV(1).

Jdljelld on ainoastaan osoittaa, ettd ketjuissa esiintyvien osajoukkorelaatioiden tapauksessa on
kyse aidoista osajoukoista, seké lineaarisuuden rikkovat tulokset:

(1) VB € SV jaVB(1) £ SV(1),
(2) SV € VBjaSV(l) € VB(1).

Niiden tulosten todistamiseksi kiytamme hyviksi bisimulaatioita ja luvun 4 tuloksia.

Ensimmaiseksi todistamme tutkielman tirkeimman tuloksen, eli ensimmadisen lineaarisuu-
den rikkovan tuloksen VB ¢ SV. Samalla tulemme todistaneeksi, ettd on olemassa graafion-
gelmia, jotka ratkeavat algoritmeilla, joissa viestit vastaanotetaan multijoukkoina, mutta eivit
ratkea, mikaéli viestit vastaanotetaan joukkoina. Toisin sanoen SB # MB ja SV # MV. Tu-
lokset VB € SV ja SV # MV poikkeavat Hellan et al. [6] artikkelista, missd osoittautui, ettd
VB C SV ja SV = MV. Niama tulokset eivit siis yleisty suunnatuille graafeille. Tulos SB # MB
esitettiin artikkelissa omana lauseenaan, mutta saamme sen tdssd tapauksessa suoraviivaisena
seurauksena.

Lause 5.4. On olemassa graafiongelma 11, jolle I1 € VB(1), mutta I1 ¢ SV.

Todistus. Midrittelemme seuraavanlaisen graafiongelman IT: Jos G = (V, E) on suunnattu graafi
jaS:V — {0, 1}, niin maidrittelemme, ettd S € I1(G), jos ja vain jos seuraava ehto pitee kaikilla
vev:
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* S(v) = 1, jos ja vain jos on olemassa sellaiset solmut u,w € V, ettid (u,v),(w,v) € E ja
deg_(u) sekd deg_(w) ovat parillisia.

On helppoa osoittaa, ettd I1 € VB(1). Ensimmadisessd laskennan vaiheessa jokainen solmu
lahettdd jokaista sdrmad pitkin samansiséltdisen viestin, tiedon oman tuloasteensa parillisuu-
desta. Tamén jilkeen jokainen solmu laskee saamansa viestit, jotka kertovat tuloasteen olevan
parillinen. Mikli néitd viestejd on vihintdan kaksi, siirtyy solmu tilaan 1. Jos niitid on vain yksi
tai ei yhtddn, solmu siirtyy tilaan 0. Laskentaan kuluva aika on vakio, silld laskenta paittyy jo
ajanhetkelld 1.

Niemme, ettd [T ¢ SV tarkastelemalla kuvan 5.1 graafeja G ja G’ seké niiden porttinume-
rointeja p ja p’. Huomaamme, ettd deg, (G) = deg,(G’) = 1 jadeg_(G) = deg_(G’) = 3, joten
G,G’ € ¥(1,3). Graafin G solmulla v on olemassa vain yksi solmu uy, jolle (u#;,v) € E ja
deg_(u1) = 0 on parillinen. Graafin G’ solmulla v’ sen sijaan on kaksi solmua u] ja u), joille
(u},v'), W), V') € E jadeg_(u)) = deg_(u}) = O ovat parillisia. Siis graafiongelman ratkaisevan
algoritmin <7 € S tulisi hyldtd solmu v ja hyviksyd solmu v’.

Huomaamme kuitenkin, ettd graafeja vastaavat mallit M, (G, p) ja M, .(G’, p’) ovat kes-
kenddn bisimilaariset multimodaalilogiikan suhteen. Kyseinen bisimulaatio on relaatio Z =
{0, v), (g, u)), (uy, w)), (w2, ul), (us, u), (Wi, w)), (w2, wi)}. Erityisesti pisteet v ja v’ ovat keske-
ndén bisimilaariset, joten niisséd ovat tosia kaikki samat multimodaalilogiikan kaavat. Nidin ollen
algoritmia .o/ ajettaessa solmut v ja v’ paityisivit samaan lopputilaan. Siis IT ¢ SV. m|

(G, p): (G p):
Wi O wo

Kuva 5.1: Kuvassa ylla kaksi graafia, joiden alapuolella niitd vastaavat Kripke-mallit.
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Huomautus. Tissd todistuksessa annetut mallit erottuvat luokassa VB(1), silld kyseinen luokka
karakterisoidaan luokassa i, ,, missd solmuihin saapuvat sdrmit jakautuvat eri relaatioiksi
vastaavassa mallissa.

Seuraus 5.5. Vrt. [6, s. 24]. Tiedetddn, ettd
e VB ¢ SV ja VB(1) € SV(1),
e SB # MB ja SB(1) # MB(1),
e SV # MV ja SV(1) # MV(1).

Todistus. Vrt. [6,s.24]. Ensinnidkin lauseen 5.4 graafiongelmalle IT patee, etta [1 € VB(1) C VB
jaIl ¢ SV 2 SV(1). Néin ollen VB ¢ SV ja VB(1) ¢ SV(1).

Toiseksi lauseen 5.2 perusteella MB(1) = VB(1), joten IT € MB(1) € MB. Toisaalta koska
SB C SV, niin IT ¢ SB 2 SB(1). Tistd seuraa, ettd SB # MB ja SB(1) # MB(1).

Lopuksi, koska VB(1) € VV(1) = MV(1), niin IT € MV(1) € MV. Siis SV # MV ja
SV(1) # MV(1). O

Seuraavaksi todistamme toisen lineaarisuuden rikkovan tuloksen SV ¢ VB. Samalla tulem-
me todistaneeksi, ettd on olemassa graafiongelmia, jotka ratkeavat algoritmeilla, joissa solmut
kykenevit ldahettiméin eri viestejd eri solmuille, mutta eivit ratkea, mikéli solmujen taytyy la-
hettdd kaikille solmuille sama viesti. Toisin sanoen SB # SV ja VB # MV. Kaikki ndma tulokset
ovat yhtenevid ldhteen [6] kanssa, mutta on syytd todeta, ettd tuloksia SB # SV ja VB # MV ei
mainita eksplisiittisesti kyseisessa artikkelissa, vaan ne olivat implisiittisid seurauksia aiemmin
mainituista vahvemmista tuloksista, jotka eivit yleisty suunnatuille graafeille.

Lause 5.6. Vrt. [6, s. 23]. On olemassa graafiongelma 11, jolle I1 € SV(1), mutta I1 ¢ VB.

Todistus. Ks. [6, s. 23]. Rajoitumme tédssd esimerkissd tarkastelemaan yhteniisid graafeja yk-
sinkertaisuuden vuoksi. Sanomme, ettd yhtendinen suunnattu graafi G = (V, E) on (suunnattu)
k-tahtigraafi, mikdli V = {c,vy,..., v} jollakin k € {2,3,...}jaE = {(c,v;) | i € {1,2,...}}.
Solmua ¢ kutsutaan tdhden keskipisteeksi ja solmuja v; kutsutaan sen lehtisolmuiksi. Todistuk-
seksi tarkastelemme graafiongelmaa, jossa valitsemme yhden tdhtigraafin lehtisolmuista.

Ensimmaiseksi osoitamme, ettd algoritmien 7 € S N B on mahdollista selvittii, onko syo-
tegraafi tahti. Médrittelemme graafiongelman I1; seuraavasti: Mikili G = (V, E) on yhtendinen
suunnattu graafi ja S;: V — {C, L, F}, niin S; € I11(G), jos ja vain jos seuraavat ehdot patevit
kaikillav € V:

* S1(v) = C, jos ja vain jos deg_(v) = 0.

* S1(v) = L, jos ja vain jos deg,(v) = 0, deg_(v) = 1 ja solmulle u € V, jolle (u,v) € E,
pitee deg_(u) = 0.

e Si(v) = F, muulloin.

Lopputila C siis merkitsee tihden keskipisteen (center) ja lopputila L sen lehtisolmut (leaf).
Lopputila F' merkitsee solmut, jotka eivit voi olla osa tihtigraafia. Sydtegraafi on tunnistettu
tahtigraafiksi, mikéli S| € I1;(G) ja S(v) # F kaikillav € V.

Nyt ndemme, ettd IT; € SB(1) tarkastelemalla seuraavanlaista algoritmia: Ensimmaiisessi
laskennan vaiheessa jokainen solmu ldhettdd jokaisesta ldhtoportista samansisdltdisen viestin
omasta tuloasteestaan. Timén jidlkeen jokainen solmu tarkastaa oman ldhto- ja tuloasteensa seki
saamansa viestit. Mikdli sen tuloaste on 0, se siirtyy tilaan C. Jos taas sen tuloaste on 1 ja
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ldhtoaste 0, sekid ainoa vastaanotettu viesti kertoo, ettd viestin ldhettdneen solmun tuloaste on 0,
siirtyy solmu tilaan L. Muussa tapauksessa solmu siirtyy tilaan F. Laskentaan kuluva aika on
vakio, silld laskenta pdittyy jilleen ajanhetkelld 1.

Nyt pystymme selvittiméian kaikissa graafiongelmaluokissa, onko syotegraafi tdahtigraafi.
Tdma algoritmi voidaan suorittaa synkronisesti rinnakkain minkd tahansa muun algoritmin
kanssa. Médrittelemme seuraavaksi yhdistetyn graafiongelman I1, seuraavasti: Jos G = (V, E)
on yhtendinen suunnattu graafi ja S>: V — {0, 1}, niin S, € I15(G), mikili toinen seuraavista
ehdoista pitee:

* G on k-tihtigraafi, S>(c) = 0 ja on olemassa sellainen j € [k], ettd S>(v;) = 1ja Sa(v;) =0
kaikillai # j.

* G ei ole tahtigraafi.

Niemme, ettd [1, € SV(1) seuraavasti: Ensimmaéisessi laskennan vaiheessa jokainen solmu
lahettdd jokaisesta lahtoportista kyseisen ldhtoportin numeron. Mikéli solmu saa viestin 1, se
siirtyy tilaan 1. Jos se saa minka tahansa muun viestin, se siirtyy tilaan 0. Tamai laskenta tapahtuu
vakioajassa, silld laskenta paittyy ajanhetkelld 1. Suorittamalla timén algoritmin yhdessi aiem-
min madrittelemdmme algoritmin kanssa, saamme ajanhetkelld 1 tiedon siitd, onko syotegraafi
tahti, ja mikéli se on, saamme samalla ajanhetkelld my0s valituksi yhden sen lehtisolmuista.

Nihdidksemme, ettd II, ¢ VB, riittad tarkastella kuvan 5.2 graafia G ja sen porttinume-
rointia p. Luokalle SV(1) méiéritelty algoritmi hyviksyisi vastaavan Kripke-mallin My.(G, p)
solmun vy ja hylkdisi kaikki muut, silld ainoastaan solmu v; voi saada viestin, joka on ldhetetty
lahtoportista, jonka numero on 1. Kuitenkin tarkastellessamme graafia vastaavaa Kripke-mallia
M..1(G, p), huomaamme kaikkien graafin lehtisolmujen olevan keskendin bisimilaarisia multi-
modaalilogiikan suhteen. Siis ajaessamme luokassa VB mité algoritmia tahansa, graafin kaikki
lehtisolmut pédtyisivit samaan tilaan, joten algoritmi ei pystyisi erottamaan niiti toisistaan eika

valitsemaan niistd yhtdkdén. Nain ollen I1, ¢ VB. O
Vi Vi
(G’ p) O M*’] (G, p) O
1
1 4 \
() ()
va O \6/2 1()\/2 va O (<) O wn
3
1

V3 V3
Kuva 5.2: Kuvassa vasemmalla 4-tdhtigraafi ja oikealla sitd vastaava Kripke-malli.

Huomautus. Lauseen 5.6 todistuksessa graafien oletettiin olevan yhtendisid. Tama rajoitus ei ole
vilttamaton. Mikéli emme rajoittaisi syotegraafeja yhtendisiin graafeihin, niin kuvaillut algorit-
mit yhi méirittiisivit, ovatko graafin kaikki komponentit tihtia. Mikili ne olisivat, valitsisivat
algoritmit niistd jokaisesta yhden lehtisolmun. Laskenta tapahtuisi tdlldinkin vakioajassa, sil-
la eri komponentit eivit voi vaikuttaa toisiinsa laskennan aikana. Muokkaamalla tutkittavan
graafiongelman mééritelméd saisimme nidinkin aikaan graafiongelman II, jolle IT € SV(1) ja
IT ¢ VB.
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Seuraus 5.7. Vrt. [6, s. 23]. Tiedetddn, ettd
e SV ¢ VB ja SV(1) £ VB(1),
e SB # SV ja SB(1) # SV(1),
e VB # MV ja VB(1) # MV(1).

Todistus. Vrt. [6, s. 23]. Ensimmadiseksi lauseen 5.6 graafiongelmalle II patee, ettd II €
SV(1) € SVjall ¢ VB 2 VB(1). Siis SV € VB jaSV(1) £ VB(1).
Toiseksi, koska SB C VB, niin IT ¢ SB 2 SB(1). Néin ollen SB # SV ja SB(1) # SV(1).
Lopuksi, koska SV(1) € MV(1), niin [T € MV(1) C MV. Tisti seuraa, ettda VB # MV ja
VB(1) # MV(1). m]

Lopuksi toteamme, ettd konsistenteilla porttinumeroilla voidaan ratkaista graafiongelmia,
jotka eivit ratkea, mikéli porttinumeroinnit eivit ole konsistentteja.

Lause 5.8. Vrt. [6, s. 24]. On olemassa graafiongelma 11, jolle T1 € VV_ (1), mutta I1 ¢ VV.

Todistus. Ks. [6, s. 24-25]. Todistus on vastaava kuin ldhteessa. Todistuksessa esitetty yksiner-
tainen graafi riittdi tulkita vastaavana suunnattuna ja symmetrisend graafina. O

Seuraus 5.9. Vrt. [6, s. 25]. Tiedetddn, ettd VV # VV. ja VV(1) # VV (1).

Todistus. Vrt. [6, s. 25]. Lauseen 5.8 graafiongelmalle IT pitee, ettd [T € VV (1) € VV, ja
IT ¢ VV 2 VV(1). Tastd seuraa, ettd VV # VV¢.jaVV(1) # VV.(1). O

Olemme nyt todistaneet kaikki graafiongelmaluokkien viliset osajoukkorelaatiot. Niin ollen
olemme osoittaneet, ettd kuvan 3.4 mukainen jdrjestys patee luokkien vililld, sekd vastaavasti
vakioaikaisten luokkien vililld. Esitimme lopuksi muutaman téistd johtuvan seurauksen.

Seuraus 5.10. Vrz. [6, s. 25].

(a) Logiikan MML karakterisoima graafiongelmaluokka pienenee siirtyessdmme luokasta M
luokkaan M, ja edelleen siirtyessimme luokkaan M, . tai M, p.

(b) MML karakterisoi luokassa M, , saman graafiongelmaluokan kuin GMML luokassa M, ..

(c) Logiikan MML luokissa M, . ja M. p karakterisoimat graafiongelmaluokat ovat keskendicin
vertailemattomia.

(d) MML karakterisoi luokassa M., saman graafiongelmaluokan kuin GML luokassa M, ...

Todistus. Nami ovat selvid seurauksia graafiongelmaluokkien karakterisoinnista lauseessa 4.3
ja todistamastamme vakioaikaisten luokkien vilisesti jarjestyksestd (kuva 3.4). O
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