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Diplomity6ssa tutkittiin miten yliopiston ensimmaisen vuoden insinéérimatematiikan opiskelijat
ratkaisevat Kansainvalisten Matematiikkaolympialaisten (IMO) tehtavia. Haluttiin ndhda opiskeli-
joiden ajatteluprosessia vaikeissa tehtavissa, mita virheita opiskelijat tekevat, mista ne johtuivat ja
voidaanko hyédyntda IMO-tehtavia yliopiston matematiikassa?

Tybn teoreettisessa viitekehyksessé kasitellddn matemaattiseen ajatteluun liittyvid kasitteita.
Matemaattiseen ajatteluun vaikuttaa opiskelijan uskomukset, kulttuuri, matemaattiset kyvyt, in-
formaation prosessointi ja ongelmanratkaisutaidot. Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin mukaan
matemaattista ajattelua voidaan kuvata matemaattisella osaamisella (mathematical proficiency).
Teoreettisessa viitekehyksessa esitelladn myds Wilsonin taksonomia, jolla kuvataan matemaat-
tista kayttaytymista kognitiivisella tasolla. Aikaisempien tutkimuksien perusteella tiedamme, etté
ensimmaisen vuoden yliopisto-opiskelijoiden matemaattisissa taidoissa on puutteita.

Tutkimus on laadullinen. Tutkimukseen osallistui Tampereen yliopiston ensimma&isen vuoden
insind6rimatematiikan opiskelijoita. Aineistonkeruussa jokaisen pienen opiskelijaryhman piti rat-
kaista yksi kolmesta eritasoisista IMO-tehtavistd. Ratkaisuista poimittiin opiskelijoiden tekemia
ratkaisuja, ja niitd analysoitiin Wilsonin taksonomialla ja Kilpatrickin mallilla.

Tutkimuksessa saatiin selville, ettd suurin osa virheista olivat paattelyvirheita, ja ne liittyivat
perusalgebraan, algoritmien hallintaan, todistamiseen sek& maaritelmien vaarin ymmartamiseen.
Opiskelijat lahestyivat tehtaviad deduktiivisesti. He ensisijaisesti hyddynsivat proseduureja muis-
tin varaisesti, eivatké kyseenalaistaneet olivatko proseduurit oikeita. Opiskelijat luottivat omaan
proseduraaliseen sujuvuuteen ja kun he kohtasivat tuntemattomampia késitteitd, he eivat pyséh-
tyneet miettima&n mita kasitteella tarkasti tarkoitetaan. Heikko késitteellinen ymmarrys johtaa sii-
hen, etta opiskelijoiden riski kayttda proseduuri vaarin kasvaa ja siksi myds strateginen kompe-
tenssi on rajoitettu. Opiskelijoilta puuttuu myds kriittista ajattelua. Kokonaisuudessa opiskelijoiden
matemaattinen osaaminen on kohtalainen ja tarvitaan nopeita toimenpiteitéd heidan ajattelunsa
parantamiseen.

Tutkimuksessa todettiin, ettd IMO-tehtavia voidaan hydédyntaé yliopiston matematiikassa, kun-
han tehtdvat ovat sopivan vaikeita ja tukevat kurssin siséltéd. TAma tarkoittaa sitd, ettd muiden
kilpailujen tehtavien kayttd on myds hyva vaihtoehto.

Avainsanat: Kansainvéliset Matematiikkaolympialaiset, IMO, matematiikka, opettaminen, koulu-
tus, matemaattinen ajattelu, matemaattinen osaaminen, kehittdminen
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The aim of the study was finding out, how university’s first-year students of engineering math-
ematics solve the International Mathematical Olympics (IMO) problems. The aim was to see the
thinking process of the students while facing difficult problems, what kind of mistakes do they
make, where did the mistakes came from and is it possible to utilized IMO problems in university
mathematics?

In theoretical framework the concepts related to mathematical thinking will be explained. Math-
ematical thinking is effected by student’s beliefs, cultures, mathematical abilities, information pro-
cessing, and problem-solving skills. According to Kilpatrick, Swafford, and Findell, mathematical
thinking can be described by mathematical proficiency (Mathematical proficiency). The Wilson’s
taxonomy is also be discussed and it describes mathematical behavior at the cognitive level. Pre-
vious studies suggest that the mathematical skills of first-year university students are deficient.

This study was a qualitative reseach. Target group was the first-year students of engineering
mathematics at the University of Tampere. Each small group of students had to solve one of
three of IMO-problems (three difficulty levels). Solutions made by students were selected from
the datas and were wanalyzed using Wilson’s taxonomy and the Kilpatrick model.

The study found that most of the errors were reasoning errors and were related to basic alge-
bra, controlling of algorithms, proofs, and definitions’ misunderstanding. Students approached the
problems deductively. They primarily utilized the procedures using memory, and did not very often
question whether the procedures were correct. Students relied on their own procedural fluency,
and when they encountered more unfamiliar concepts, they did not stop to think about what ex-
actly the concept meant. Low level of conceptual understanding might leads to an increasingrisk
of students misusing the procedures and therefore also limited strategic competences. Students
also lack critical thinking. Overall, students’s matehamtical proficiency are moderate and quick
action is needed to improve their mathematical thinking.

The study found that many IMO problems can be utilized in university mathematics as long as
the problems are suitably difficult and they support the objectives of the courses. This means that
using other competition problems is also a good option.

Keywords: International Mathematical Olympiad, IMO, mathematics, teaching, education, mathe-
matical thinking, mathematical proficiency, developing
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ja tydn aloittaminen lahti liikkeelle nollasta. Onneksi matemaattista ajattelua on tutkittu
paljon. Matemaattisen ajattelu toeriaan tutustuessani tuli eteen paljon hyvia lahteita ja
tydn aloittaminen alkoi sujua pikku hiljaa. Aidinkieleni ei ole suomi, ja siksi kirjoittaminen
oli minulle kaikista suurin vaikeus. Tama ty6 ei ole minulle merkityksellinen vain suori-
tuksena, mutta isona osana oty6ta on myds itsensa kehittdminen. Tydssé olen oppinut
paljon matematiikan opetuksen tutkimuksesta ja kehittamisesta. Uskon, ettd tydsta oli
minulle paljon hydtya tulevaisuudessa. Tama ty6 ei ole taydellinen ja minulla on paljon
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1 JOHDANTO

Matematiika on ollut aina tarke& rooli luonnontieteessa ja teknologian kehittdmisessa,
mutta matematiikka silloin talldin pidetdan koulumaailmassa epéasuosittuna oppiaineena.
Kun taas striimipalvelut sek& sosisaalinen media ovat tarked nuorten eldamassa. Naista
syistd monet luonnontieteiden harrastelijat ovat myds lahteneet naihin palveluihin mu-
kaan ja ovat saaneet paljon ihmisia kiinnostumaan luonnontieteisté. YouTubesta 16ytyy
paljon matematiikkaan liittyvia kanavia muun muassa Numberphile, standupmaths, Mat-
hologer, Professor Dave Explains. Videoiden siséll6t vaihtelevat. Valilla ne ovat tuutor-
tyyppisid, jossa opetaan miten lasketaan matematiikka, tai sitten niissa selitetdan mie-
lenkiintoisista matemaattisista ilmidista, esimerkiksi kultainen leikkaus, Monty Hallin on-
gelma. Videoiden ideana on opettaa ihmisille matematiikkaa, herattda heidan innostuk-
sensa ja kiinnostuksensa matematiikkaa kohtaan. Kanava nimeltadan 3Blue1Brown julkai-
si yksi video, jonka nimi on "This problem seems hard, then it doesn'’t, but it really is", oli
tdman diplomitydn inspiraatio. Videossa keskustellaan mielenkiintoisesta matematiikan
tehtavéasta ja sen ratkaisemisesta. Kyseessa on vuoden 2011 Kansainvélisten Matema-
tiikkaolympialaisten Kansainvéliset Matematiikkaolympialaiset (engl. International Mathe-
matical Olympiads) (IMO) tehtava 2 , joka on tunnettu nimella "tuulimylly"(windmill) [17].

IMO 2011 - Tehtava 2. Olkoon S vahintdan kahdesta pisteesta koostuva aarellinen jouk-
ko tasossa. Oletetaan, ettd mitkdan kolme joukon S pistetté eivat ole samalla suoralla.
Kutsutaan tuulimyllyksi prosessia, joka alkaa suoralla [, joka kulkee yksittaisen pisteen
P € S kautta. Suora py6rii my6tapaivaan kierron keskipisteen P ympari kunnes se tor-
m&é johonkin toiseen joukkoon S kuuluvaan pisteeseen. Nyt tama piste () alkaa toimia
kierron keskipisteend, ja suora pydri my6tapaivaan pisteen Q ympari kunnes se térmaa
jalleen joukon S pisteeseen. TAma prosessi jatkuu loputtomasti.

Osoita, ettéd voidaan valita sellainen P € S ja pisteen P kautta kulkeva suora I, etta naista
aloitettu tuulimylly kayttaa jokaista joukon S pistettd kierron keskipisteenad aarettéman
monta kertaa.

Ratkaisussa tehtavaa lahdettiin ratkaisemaan samalla tavalla kuin muitakin sanallisia teh-
tavia. Luetaan tehtavananto lapi ja samalla kirjoitetaan tehtédvéssa annetut tiedot ylés.
Taman jalkeen pyritdan havainnollistamaan tilannetta ja ymmartamaan, mita tehtavassa
kysytdan. Taman tehtavan idea oli mallintaa "tuulimyllyn"prosessia ja etsia tehtavalle rat-
kaisu. Tehtavan ratkaisuprosessissa mallinnettiin ensin yksinkertaisimmat tuulimyllyt ja
varmistettiin, ettd ne toimivat tehtdvdnannon mukaan. Tamén jalkeen mallinnettiin mo-



nimutkaisempia tuulymyllyjé. Kun on kokeiltu tarpeeksi monta esimerkkia, niin pystyttiin
paattelemaan ratkaisu. Tama ei kuitenkaan riita, vaan se on todistettava matemaattisesti.
Lukija voi yrittda ratkaista tehtédvaa itse tai tutustua videoon.

Videosta huomataan, etté tehtavan ratkaisuprosessi on vastaava kuin minkd tahansa
muun sanallisen tehtavan ratkaisuprosessi. Opettajalle olisi tarkeaa, ettd opiskelijoille
pystytdan opettamaan ongelmanratkaisua. Insinddéreille tdméa on yksi tarkeimmista tai-
doista, joita on osattava. Videon katsomisen jalkeen huomataan, etta tehtavan ratkaisua
ei ole vaikea ymmartaa. Liséksi ratkaisuun johtava prosessi on matemaattisesti kaunis.

Diplimitydn tekijan mielenkiinto tdmankaltaisiin tehtaviin herasi, koska han huomasi, ettei
osannut itse ratkaista tehtavaa. Han ei ollut osallistunut tdmankaltaisiin kilpailuihin. Nain
syntyi idea siitd, ettd opiskelijoille annettaisiin vaikeita tehtavia, ja observoitaisiin, kuinka
he aloittavat ratkaisemaan tehtédvaa. Nain olisi ehkd mahdollista paéstéd avamaan heidan
ajatteluprosessiaan. Tutkimuksessa ei odoteta, ettd opiskelijat saisivat tehtavia lopulli-
sesti ratkaistuksi, mutta olisi hyva jos heidan ajattelu- ja ratkaisuprosessiaan saataisiin
mallinnettua.

Tassé tydssa tutkitaan siitd, onko mahdollista hyddyntaa Kansainvalisten Matematiikkao-
lympialaisten tehtdvat matematiikan oppimisessa ja opetuksessa. Samalla selvitetaan
siita, kuinka Tampereen yliopiston Hervannan kampuksen ensimmaisen vuoden insind6-
rimatematiikan opiskelijat lahtivat ratkaisemaan naitd tehtavia ja kuinka he suoriutuivat
téssa prosessissa.

Luvussa 2 esitelladn teoreettinen viitekehys, jonka keskeisimpia sisalténa on matemaatti-
seen ajatteluun liittyvat késitteet. Matemaattinen ajattelu on kognitiivinen prosessi, jota on
mallinnettu useiden eri tutkijoiden toimesta. Tutustutaan muutamiin keskeisiin malleihin.

Luvussa 3 keskeisend sisaltona on esitella Kansainvalisten Matematiikkaolympialaisten
konsepti. Esitelldan kilpailun tavoitteet ja kdydaan lapi millaisiin aihealueisiin kilpailukysy-
mykset liittyvat ja miten paljon eri aihealueiden kysymyksia on kysytty.

Luvussa 4 esitelldén tutkimuskysymykset ja tarkastellaan laadullista tutkimusmenetel-
maa, jota tutkimuksessa kaytetdan. Tutkimuksen toteutus kdydaan Iapi luvussa 5, tasséa
perustellaan myds, miksi juuri valitut kysymykset oettiin tarkasteluun tésséa tutkimukses-
sa.

Luvussa 6 analysoidaan kerattya aineistoa seka opiskelijoiden erilaisia ratkaisuproses-
seja. Pohdintaluvussa 7 tarkastellaan analyysin perusteella opiskelijoiden matemaattista
ajattelua, vastataan tutkimuksen perusteella tutkimuskysymyksiin seka lopuksi analysoi-
daan tutkimuksen luotettavuutta.



2 TEOREETTINEN VIITEKEHYS

2.1 Matemaattinen ajattelu ja siihen vaikuttavat tekijat

Matemaattinen ajattelu on hyvin laaja ja vaikeasti maariteltdva kasite, silla se riippuu
mistd nakodkulmasta kéasitetta kasitellddn. Matemaattista ajattelua voidaan tutkia osate-
kijdidensa yhdistelmana [18]. Henderson maaritteli matemaattista ajattelua niin, etta se
on eksplisiittinen ja epdmaarainen yhdistelma matemaattisista tekniikoista, konsepteista
ja prosesseista ongelman ratkaisemisessa [40]. Avitalin ja Shettleworthin mukaan mate-
maattinen ajattelu voidaan jakaa kolmeen hierarkkiseen tasoon. Alintaso on asian mie-
leenpalauttaminen tai tunnistaminen, jolloin yksild palauttaa mieleen opitun asian. Mie-
leenpalauttamista hieman korkeammalla tasolla on algoritminen ajattelu, yleistaminen, eli
siirtovaihe opituista sisalldista uusiin opitun kaltaisiin sisaltéihin, jossa henkilé hyddyntaa
opittuja algoritmeja. Korkeimmalla tasolla on avoin etsiminen, jossa yksild voi jarjestaa tai
esittaa tehtdvan osia ja 16ytaa niista yhteyksia, riippuvuuksia. Tahan viimeiseen tasoon
kuuluu my6és matemaattinen keksiminen, oivaltaminen seka reflektointi. [4, 20].

Burtonin [6] m&aritelman mukaan, matemaattinen ajattelu on ajattelutyyli, johon liittyy
matemaattisia operaatioita, prosesseja ja toimintoja. Matemaattinen ajattelu liittyy niihin
ongelmiin, joita voidaan kuvata tai késitella matemaattisilla kielelld, symboleilla ja struk-
tuureilla. Liséksi naiden ominaisuuksien vélilla on loogisuutta, seka sisaista ristiriidatto-
muutta [6].

Burtonin mielesta, matemaattisessa ajattelussa on nelja keskeisinta prosessia ja Yrjo-
suuri esitteli prosessit seuraavasti [6, 50]:

1. Tdsmentdminen (specializing) - Kun oppilas tutustuu tehtavaan, han kokeilee ja tut-
kia joitakin esimerkkeja tai malleja, joiden avulla han pyrkii kasittelemaan tehtavas-
sa olevia elementteja ja kasitteitd. Tasmentaminen on induktiivisen Iahestymistavan
lahtékohta.

2. Otaksuminen (conjecturing) - Kun tarpeeksi monta esimerkkid on tutkittu, oppilas
voi arvailla esimerkkien yhteydet melkein automaattisesti. Otaksumisessa oppilas
kayttaa erilaisia paattelysaantdja ja tapoja, jotka vahentavat yrityksien ja erehdyk-
sien maaraa. Sopivin yhteys ilmaistaan ja vahvistetaan

3. Yleistdminen (generalizing) - Esimerkkien sdanndllisyyden tai kuvioiden tunnista-

misella saadaan aikaan yleistaminen. Oppilas luo uudelle tiedolle jarjestyksen ja
merkityksen, ja liittd& niita tietorakenteeseen. Samalla hén kehittdd omaa tietora-



kennettaan.

4. Vakuuttaminen (convincing) - Jotta tieto on vankka ja kestava, sitd pitaa testata,
kunnes se on vakuuttava. Vakuuttaminen ei ole pelkdstaan vahvistamista, vaan se
sisdltdd sisdinen prosessi, joka ajaa itsetyytyvaisyyden hyvaksymistd, epailee ja
tutkii vaitettd, kysyy oletuksia, sekéd selvittdd merkityksid parhaan mahdollisen to-
distuksen saamiseksi. Oppilas ensin vakuuttaa itsensa, ja sitten muut. Vakuuttamis-
prosessi on keino, jolla yleistdminen liilkkuu henkilésta yhteis6on.

Induktiivisessa lahestymistavassa oppilaat tutustuvat ensin ilmidihin tai reaalimaailman
ongelmaan. He tutkivat niité kokeellisilla tavoilla tehden havaintoja. Tietoja analysoimalla
ja jarkevalla paattelylla, opiskelijat yrittdvat muodostaa faktoja, sdéntéja ja ohjausperiaat-
teita, joilla voivat mahdollisesti ratkaista ongelman [44]. Huono puoli kuitenkin se, etta
prosessi saattaisi vieda paljon aikaa, oppilaat saavat virheellisia tulkintoja, ja he saatta-
vat arsyyntya ja luovuttavat. Induktiivisessa lahestymistavassa ajatteluprosessit tapahtu-
vat jarjestyksessa tdsmentaminen, otaksuminen ja yleistaminen [6].

Induktiivisen lahestymistavan vastakohta on deduktiivinen, jossa opettaja opettaa oppi-
laille ensin teorioita, sdantdja, matemaattisia malleja ja nayttaa heille esimerkkeja mallien
sovelluksista. Lopuksi oppilaat paasevat itse ratkaisemaan samankaltaisia ongelmia hyé-
dyntamalla esimerkkeja ja opetettuja sdantéja Deduktiivisen lahestymistavassa yleensa
huonosti selitetty mik&d on motivaatio uuden asian oppimiselle, miksi opitaan juuri esitet-
tyja asioita, mita reaalimaanilman ilmi6ita tai ongelmia voidaan selittédad ja ratkaista ky-
seisilla malleilla. Deduktiivisessa lahestymistavassa ajatteluprosessien jarjestys on toisin
pain verrattuna induktiiviseen, eli yleistdminen, otaksuminen ja tAsmentdminen [6]. Opet-
taja voisi hyédyntaa induktiivista tai deduktiivista 1&ahestymistapaa tai molempia riippuen
opettavasta aiheesta.

Jotta voidaan tutkia matemaattista ajattelua paremmin, on ensin tunnistettava ajatteluun
vaikuttavia tekij6éitd. Matemaattiseen ajatteluun vaikuttaa viisi tekijaa [19], eivatka niiden
maéaritelmat ole yksiselitteisia:

Uskomukset

Kulttuurit

Matemaattiset kyvyt

Informaation prosessointi

Ongelmanratkaisutaito

Opiskelijan uskomus on subjektiivista tietoa, joka pohjautuu hanen omaan kokemuksiin,
havaintoihin ja tiedostamiseen [21]. Riippuen kontekstista, uskomukset ovat kognitiivisen
ja affektiivisen alueiden valilla [39]. Affektiiviseen alueeseen kuuluu uskomusten lisék-
si asenteet, tunnetilat, opiskelijan nakemykset, itseluottamus, sekd matematiikkapelko ja
kunnianhimo [5, 32]. Kulttuurilla on ominaisia piirteitéa kuten, itse kehitetyt kaytanteet, tie-
dot, ammattikieli ja koodit, jotka vaikuttavat opiskelijan kaytéstapoihin. Lahtékohtana on
se, ettd matemaattinen ajattelu ja ymmarrys muodostuvat opiskelijan ymparoivassa kult-



tuurissa yksilén oman toiminnan kautta [46]. Informaation prosessointiin eli ihmisen tie-
donkasittelyyn kuuluu muun muassa havaitseminen, mieltdminen, kategorisointi, ajattelu,
paattely, paatbksenteko seké ongelman ratkaisua [28]. Kédydaan viela ongelmanratkaisua
ja matemaattista kykya tarkemmin I&pi.

2.1.1 Matemaatinen kyky

Werdelinin maaritelman mukaan matemaattisella kyvylla tarkoitetaan kykya ymmartaa
matemaattisten ongelmien, symbolien, menetelmien ja todistusten luonne. Yksild oppii
niitd, osaa uudelleen tuottaa niit4, yhdistella niitd ongelmiin, symboleihin, menetelmiin ja
todistuksiin, seka kayttaa niitd matemaattisten tehtavien ratkaisemisessa [31]. Campbell
esitti kaksi tarkedd matemaattista kykyd, numeerinenkyky ja ongelmaratkaisukyky. Nu-
meerinenkyKky viittaa numeroiden kasittelyyn eli niiden esittAmiseen, vertailuun, sijoitta-
miseen, laskemiseen seka yksinkertaisiin algoritmeihin, kun taas ongelmanratkaisukyky
viittaa abstraktisten matemaattisten suhteiden hankkimiseen ja ratkaisujen l16ytamiseen
monimutkaisessa matemaattisessa kontekstissa. [7, 49].

Kilpatrickin mukaan matemaattisille kyvyille tunnusmerkkeja ovat [50]:
o kyky ajatella loogisesti kvantitatiivisten ja spatiaalisten suhteiden, lukujen ja kirjain-
symbolien alueella,
e kyky ajatella matemaattisin symbolein
e kyky lyhentdd matemaattisen ajattelun prosessia
e kyky ajatella lyhennetyilla struktuureilla

e pyrkimys ratkaisujen selvyyteen, yksinkertaisuuteen, taloudellisuuteen ja rationaa-
lisuuteen

¢ henkisen prosessin joustavuus matemaattisessa toiminnassa

e kyky henkisen prosessin suunnan nopeaan ja vapaaseen uudelleen konstruoimi-
seen kytkemalld ajatteluketju painvastaiseen suuntaan.

Krutetskiin mielestd matemaattisten kykyjen tarkeimpia piirteitd on ymmartaa kirjoitettua
seka suullista matemaattista tietoa, itse esittda seka kirjallisesti etta suullisesti ja kykya
muistaa matemaattista informaatiota [26, 31]. Yksilén matemaattinen kyvyt ovat yksilén
potentiaaliominaisuuksia ja ne muodostuvat ajattelunprosessin hallinnasta. Matemaatti-
nen ajattelu on opiskelijan matemaattisten kykyjen saatelema prosessi. Niiniluodon "Us-
komuksia ilman tietoa?-artikkelin [36] mukaan informaatio on ylakasite ja tieto sen alaka-
sitteena tarkoittaa tarkempaa perusteltavuuteen ja totuudenmukaisuuteen liittyvaa vaati-
musta [42].

2.1.2 Ongelmanratkaisu

Ongelma on kysymys tai tilanne, johon etsitdan ratkaisua. Mita vaikeampi ongelma on,
sita ty6laampi 16ytaa siihen ratkaisua. Tilanne tai kysymys ei ole kaikille ongelmaa sa-



malla tavalla, silla se kytkeytyy vahvasti jokaiseen henkil66n eri tavalla eri ajanhetkella.
Jotta matemaattista ongelmaa voidaan ratkaista, opiskelijan on kaytettava aikaisemmin
opittuja matemaattisia tietojaan ja taitojaan jarkevasti. [31]

Ongelmat voidaan luokitella niiden esitystavan mukaan. Ongelmissa annetaan ekspli-
siittisesti (suorasti) tai implisiittisesti (epasuorasti) informaatiota tai l1ahtéilmaisuja, jotka
ilmaisevat lahtdtilanteen ja tavoiteilmaisut eli varsinaisen ongelman tai ratkaisun tavoit-
teen. Ongelmassa vaaditaan operaatioita, eli toimintoja, joilla saadaan yksi tai useampi
ilmaisu muunnettua yhdeksi tai useammaksi uudeksi ilmaisuksi. Matemaattisen ongel-
man lahtéilmaisut voivat olla muun muassa tietoja ongelman elementeistd, alkioita (esi-
neitd, kappaleita) ja luokkia (kéasitteita, relaatioita tai operaatioita.) Ongelman implisiit-
tinen lahtéinformaatio on vaikeimmin havaittavissa, koska se edellyttdad ongelman alaan
tai aiheeseen liittyvien tietojen tuntemista. Matemaattisen ongelman ratkaisu on prosessi,
joka kuvaa milla tavalla paastiin lahtéilmaisuista tavoitetilaan. [31]

Matemaattisia ongelmia voidaan jakaa kolmeen luokkaan: perusongelmat, matemaatti-
set tutkimustehtavat sekd mallintaminen [19]. Polyan mallin mukaan ongelmanratkaisu-
prosessiin sisaltdd nelja vaihetta:

1. ymmarra ongelma
2. laadi suunnitelma
3. toteuta suunnitelma

4. tarkista tulos.

Polyan ongelmanratkaisuprosessin vaiheet nékyvat parhaiten avoimissa ongelmissa, jos-
ta puuttuu lahtétila tai lopputila tai molemmat, eli yleensa néihin matemaattisiin tutkimus-
tai mallintamistehtaviin [43]. Strategioiden hallinta, sopivien strategioiden tunnistaminen
ja valitseminen ovat tarkeita ja niitd ohjaavat yksilén metakognitiot, eli hanen ajattelua
omasta ajattelustaan. Metakognitiot ohjaavat yksildn paatéksentekoa [33]. Metakognitio
sisdltda kaksi paakomponenttia: "kognition tunnistaminen"(deklaratiivinen, proseduraali-
nen ja konditionaalinen tieto) ja tarkedmpi "kognitiivisen saantely"(suunnitteleminen, seu-
ranta, hallinta ja reflektointi) [34]. Dreyfusin ja Eisenbergin mielesta kehittyneen mate-
maattisen ajattelun keskeisimpid asioita ovat ajattelun esteettisyys, analoginen paéattely,
struktuurien ymmartaminen, esittdminen, visuaalinen paattely ja k&&nteinen ajattelu [9].

2.1.3 Matemaattinen osaaminen

Matemaattista ajattelua voidaan tutkia matemaattisella osaamisella. Kilpatrick, Swafford
ja Findell ovat tutkineet paljon matematiikan osaamista (mathematical proficency) [24] ja
heidan mielesta hyva matemaattinen patevyys koostuu viidesta piirteesta:

o Kasitteellinen ymmartaminen (conceptual understanding) - ymmarrys matemaat-
tisista kasitteistd, operaatioista ja suhteista.

¢ Proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency) - taito suorittaa proseduureja jous-



tavasti, tarkasti, tehokkaasti ja asianmukaisesti.

¢ Strateginen kompetenssi (strategic competence) - kyky muodostaa, esittaa ja rat-
kaista matemaattisia ongelmia.

o Mukautuva paattely (adaptive reasoning) - kyky ajatella, pohdiskella, selittda ja
perustella loogisesti.

¢ Yrittelidisyys (productive disposition) - taipumus ndhda matematiikkaa jarkevana,
hyodyllisena ja kannattava, uskoen omiin kykyihin ja vahvuuksiin.

Kaikki piirteet kietoutuvat hyvin toisiinsa ja ovat riippumattomia toisistaan. Kasitteellises-
sd ymmartamisessa, hyva matematiikkaa osaava opiskelija ei pelkastaan tieda, vaan ym-
martéa sekd osaa kayttda konsepteja ja menetelmia, mutta myés ymmartaa missakin ti-
lanteissa tarvitaan mitakin, tunnistaa kontekstien ja tietojen yhteyksia. Hyvin organisoitu
tietorakenne auttaa opiskelijaa muistamaan aiemmin opittuja asioita ja oppimaan helpom-
min uusia asioita. Ymmartaminen on helpompaa kuin ulkoaopettelu, silla tietoa voidaan
rekonstruoida. Ymmartaminen vahentda myds vaarin muistamisen riskia, silla tietoa voi-
daan perustella. Kéasitteellisesti ymmartava opiskelija osaa 16ytdd myds yhteyksia kasit-
teiden ja proseduurien valilla. [24]

Proseduraalinen sujuvuus viittaa opiskelijan taitoon ymmartaa ja kayttaa proseduureja eli
menettelytapoja tai menetelmia. Opiskelija tietdd missa tilanteissa ja miten niita kaytetaan
tarkoituksen mukaisesti. Proseduraalisella sujuvuudella on yhteys kasitteelliseen ymmar-
tdmiseen, silla proseduurien oppimisessa tarvitaan kasitteiden osaamista, ja uusi opittu
proseduuri vahvistaa kasitteiden ja suhteiden ymmarrysta. Proseduurien sujuvuuteen si-
saltyy myds proseduurien arviointia, eli tunnistaa mitka olisivat vahvuudet ja heikkoudet
[24]

Strateginen kompetenssi liittyy ongelman ratkaisemiseen. Opiskelija ymmartada ongel-
man, tunnistaa ongelman oleellisia osia ja muotoilee ongelmaa siihen muotoon, jotta rat-
kaiseminen on mahdollista. Ratkaistakseen ongelman opiskelija kykenee tunnistamaan
ja hallitsemaan useita ratkaisustrategioita, joiden avulla muodostaa ja esittda ongelman-
ratkaisua. Opiskelijalla on oltava hyva proseduurien ja kasitteiden tuntemus, jotta hén
tunnistaa ja 16ytda ongelman samanlaisuutta ja yhteyksia kasitteiden valilla. [24]

Mukautuva paattely viittaa opiskelijan kykyyn ajatella loogisesti eri késitteiden ja tilan-
teiden valisistd suhteista. Ongelman muotoilu on tarke&ssa roolissa, joka vaikuttaa sii-
hen, miten opiskelija kykenee mukautuvaan paattelyyn. Mukautuvassa paattelyssa ilme-
nee opiskelijan kyky osoittaa riittvat perustelut hdnen omille teoilleen ja valinnoilleen.
Mukautuva paattely sisaltdd muun muassa intuitiivisen ja induktiivisen jarkeilyn, joka pe-
rustuu sédnndénmukaisuuksiin, analogioihin ja metaforiin. Jarkeilyt yhdessa perusteluiden
kanssa kasvattavat késitteellistd ymmarrystéa. [24]



2.2 Konstruktivistinen oppimiskasitys

Konstruktivismissa oppiminen on uuden tiedon rakentamista prosessina, jossa oppilaalla
on keskeinen ja aktiivinen tiedon rakentajana. Oppilas on muodostanut oman kasityk-
sensad ymparillaan olevista ja oppimistaan asioista. Hanen késityksensa voi olla luonnon-
tieteen kannalta puutteellinen ja tiedostamaton. Oppilaan maailmankuvaan opettaja tuo
palasia tieteellisestd maailmankuvasta. Oppilas omaksuu uutta tietoja oman ajattelun se-
ka tietorakenteensa mukaan [2]. Oppilaan vanhat tiedot ja kasitykset saatelevat, kuinka
ja paljonko uutta asiaa oppilas pystyy tulkitsemaan ja ymmartdmaan. Kun uutta tietoa on
ymmarretty, sitd voidaan talléin lisata tietorakenteeseen. [2]

Driverin [18] mukaan, konstruktivismin kuusi keskeistd ominaispiirretta ovat:

1. Oppilaat opiskelevat maaratietoisesti ja ovat vastuullisia omasta oppimisestaan.
Han tuo aktiivisesti omia ndkdkulmiaan ja késityksiaan oppimistilanteisiin.

2. Oppiminen on aktiivinen prosessi, jossa oppilaan kasitykset muuttuvat. Tama pro-
sessi vaatii oppilaalta aktiivisuutta tiedon rakentamisessa, joka tapahtuu vuorovai-
kutuksessa uuden ilmidén kanssa tai oivalluksena.

3. Yksilon tieto ei ole "objektiivista", vaan se on rakennettu persoonallisesti ja sosi-
aalisesti. Uutta tietoa arvioidaan ja rakennetaan vanhan tiedon péaalle oppilaan ai-
kaisempien kokemuksien perusteella. Uuden ja vanhan tiedon vélilla ei saa olla
ristiriitaisuuksia, jotta uusi tieto voidaan hyvaksya.

4. Opettajien omat persoonalliset kasitykset opettamisesta ja oppimisesta vaikuttavat
oppimistilanteeseen. Oppimistilanteissa oppilas on vuorovaikutuksessa opettajan
kanssa.

5. Opettaminen ei ole pelkkaa tiedon siirtdmistd, vaan eri opetustilanteiden jarjesta-
mistéd ja tehtavien suunnittelua, niin ettd ne auttavat oppilasta saavuttamaan oppi-
mistavoitteet.

6. Opetussuunnitelmassa ei saa olla pelkastddn opettavia asioita, vaan siind pitéisi
olla my&s ohjeita, jotka liittyivat oppiaineen tehtaviin, materiaaleihin ja resursseihin,
ja joiden avulla oppilaat voivat konstruoidaan tietorakennettaan.

Oppilailla on omia kasityksia ja uskomuksia opituista asioista ja siksi oppilaat tulkitsevat
ymparistdstdén olevia asioita omalla tavallaan. Tamén takia myds opetuksen on olta-
va tarpeeksi monimuotoisia, etta eri oppilailla on mahdollisuuksia vuorovaikuttaa ilmién
kanssa eri tavoin. Nailla tavoilla oppilaalta herattda ajatuksia, pohdintoja, mitk& taas ky-
seenalaistavat vanhaa tietoa ja muokkaa sitd. Oppilaan tieto ja kokemukset ovat rajoi-
tettuja. Kun oppilaat kohtaavat uutta iimiété, he yrittivat etsia tietorakenteesta sellaisia
tapahtumia, jotka ovat jollakin tavalla samaa kuin uuden ilmién, selittdmaan ja sovelta-
maan uuteen asiaan. Opettajan rooli on tietdd nAma rajoitukset ja virheelliset kasitykset
uudesta ilmidsta ja ohjata oppilaita oikeaan suuntaan. [10]

Konstruktivismi oppimiskéasitys nakyy vahvasti luonnontieteissa, kuten matematiikka, fy-
siikka ja kemiaa. Naissd oppiaineissa vaaditaan oppilaalta jonkinlaista perusosaamis-



pohjaa. Heikommalla pohjalla oppilaalla ei ole tarpeeksi taitoja uuden asian pohtimiseen,
jolloin uudella tiedolla on heikko yhteys vanhaan, eika talléin tiedon rakentaminen tietora-
kenteeseen on hyvin haastava. Opettajan on otettava huomioon oppilaan taso opetuksen
suunnittelemiseen.

2.3 Kognitiivisen alueen taksonomia

1900-luvun puolessa valissa, Yhdysvalloissa oli tutkimusryhma, joka kehitti luokittelusys-
teemi eli taksonomian, joka luokittelee opetuksen tavoitteita. Opetuksen tavoitteitta voi-
daan tarkastella kolmella alueella: kognitiivinen, affektiivinen ja psykomotorinen [48]. T&s-
sé tydssa keskitytdan kognitiiviseen alueeseen, jota voidaan kuvailla Bloomin taksono-
mialla. Bloomin taksonomia soveltuu oppimistulosten luokitteluun [18]. Taksonomian avul-
la voidaan maarittdd osaamisen tasoja.

Bloomin taksonomiassa osaaminen jaetaan seuraaviin kuuteen tasoon [48]:

1. Tietdminen (Knowledge)
Ymmartadminen (Comprehension)
Soveltaminen (Application)
Analysoiminen (Analysis)

Synteesi (Synthesis)

o o A~ W N

Arvioiminen (Evaluation)

Tasot ovat hierarkkisia, ja ne ovat alimmasta tasosta korkeampaan [18]. Tietdminen on
ensimmainen taso, joka tarkoittaa sita, ettd opiskelija tietdd ja muistaa tietoja ja asioi-
ta, seka erilaisia tietojen kasittelytapoja ja menetelmia. Opiskelijat eivat siis valttamatta
ymmartaa kaikkea, mita he tietdvat. Seuraava taso on ymmaértdminen, eli opiskelija ym-
martaa tietojen merkityksen ja osaa tulkita niitd seka k&antaa kielesta tai viestintamuo-
dosta toiseen. Naiden lisdksi hdn osaa myds paatelld loogisesti. Ymmartaminen ei vaadi,
etta tietoja voidaan liittda johonkin muuhun asiaan. Kolmas taso on sovelfaminen. Talla
tasolla opiskelija osaa kayttaa opittuja konsepteja ja ratkaista tiettyja ongelmia. Neljas ta-
S0 on analysointi ja se tarkoittaa sita, etta opiskelija osaa jakaa isompia kokonaisuutta
pienempiin osiin. Han osaa havaita elementteja, ja analysoida tietojen valisia suhteita ja
yhteyksia. Synteesi on viidella tasolla. Eri asioiden yhteyksien perusteella opiskelija osaa
hyddyntaa niitd ja luoda uusia tietoja. Viimeinen taso on arviointi, jossa opiskelija osaa
pohtia menetelmien tehokkuutta ja voiko niita soveltaa tietyn ongelman ratkaisemisessa.
Opiskelijaa osaa liséksi tarkastella tietojen ja tulosten laatuja. [48]

James W. Wilson on luonut Bloomin taksonomian pohjalta mallin, joka kuvaa matemaat-
tista kayttaytymista kognitiivisella tasolla. Hanen mukaan matemaattisten kayttaytymista-
sojen keskeisia piirteita ovat laskutaito, ymmartdminen, soveltaminen ja analysointi. Tasot
ovat hierarkisia [19, 20]:

A Laskutaito.
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B Ymmartaminen.
C Soveltaminen.

D Analysoiminen.

Laskutaidon tasolla oppilas tunnistaa termeja ja kasitteitd, hallitsee algoritmien kayttéa
seka osata tehda yksinkertaisia muistamistehtavia ja rutiininomaisia harjoituksia. Talla
tasolla ei edellytetéd oppilaalta paatdksentekoa, eikd monimutkaista muistamista, vaan
riittda tosiasioiden muistaminen [20].

Ymmartamisella tasolla, oppilas tunnistaa ja ymmartadd matemaattisia kéasitteita, raken-
teita, seka erilaisia matemaattisia periaatteita ja sdantdja. Oppilas osaa muuttaa tietoja
muodosta toiseen, ymmartaa ja osaa seurata tehtavan loogisuutta. Ymmartamisen ja las-
kutaidon tasojen raja on hankala erottaa, silla tehtdvan ratkaisemiseen tarvitaan yleensa
molempia tasoja. [20].

Kolmas taso on soveltaminen. Talla tasolla oppilas tunnistaa tehtédvan jo ennen ratkaisun
tekoa, silla han on ratkaissut ennen jo vastaavan tyyppisia tehtavia. Ratkaisuprosessissa
opiskelija osaa erotella tietoja, kykenee paloittelemaan ongelman pienempiin osiin ja yh-
distelemaan ratkaisemiaan alaongelmia. Tason tehtavat ovat kuitenkin rutiiniluonteisia, ja
ne vaativat opiskelijoiden paatdksentekoa. [20].

Korkein taso on analysoiminen, jossa oppilaat miettivat asioita syvallisemmin. Tassa vai-
heessa ei tehd& enaa rutiinitehtavia. Tehtévissa vaaditaan oppilaalta luovuutta ja keksi-
mista. Oppilas joutuu tutkimaan ongelmaa tarkemmin ja annettujen tietojen pohjalta, etsii
tietojen vélille suhteita, muodostaa teorioita, rakentaa uusia malleja, jotka eivat ole aikai-
semmin tuttuja oppilaalle. Talla tasolla oppilaalla on oltava laaja osaamispohja ja taidot
[20]. Tassa tutkimuksessa halutaan tarkastella ensimméisen vuoden opiskelijoiden osaa-
mista hyédyntamalla Wilsonin mallia.

2.4 Yliopiston ensimmaisen vuoden opiskelijoiden ja
lukiolaisten asenteet matematiikasta

Hyvin suuri yliopiston opiskelijoista tulevat lukiosta, siksi vaikka tdssa diplomitydssa tut-
kitaan yliopiston opiskelijoiden matemaattista ajattelua, olisi myds hyvaa nahda myés
lukiolaisten matemaattista ajattelua ja asenteita. Tassa osiossa tutustutaan, onko lukio-
laisilla ja yliopiston ensimmaisen vuoden insinb6rimatematiikan opiskelijoilla paljon eroja
ajattelussaan.

Erkkila on tutkinut lukiolaisten suhtautumista matematiikkaan vuonna 2009 [12]. Hanen
mukaan opiskelijat ovat tietoisia lukion matematiikan vaikeudesta ja ymmartavat kotiteh-
tavien tekemisen merkityksen ja sen hyddyllisyyden. Opiskelijat kuitenkin luottivat ja us-
koivat omiin kykyihinsa, joka saattoi johtaa valilla kotitehtavien tekeméattémyyteen. Heidan
mukaan syyna oli ajankayttd, motivaation ja innostuksen puuttuminen. Osa lukiolaisista
piti matematiikka mekaanisena; toiset taas korostivat tiedon soveltamisen merkitysta. Li-
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saksi opiskelijat korostivat opettajan merkitystd oppimiselle. Osa opiskelijoista tavoittel
hyvia arvosanoja seka opiskeli ylioppilaskirjoituksia varten. Toiset taas pohtivat opittavien
asioiden kayttdbmahdollisuuksia ja olivat kiinnostuneita matematiikasta. Yleisesti opiskeli-
jat pitivat matematiikka hyddyllisené ja heidan matematiikka-asenne oli paaosin positiivi-
nen. [12]

Krook on taas tutkinut lukiolaisten matemaattista osaamista ylioppilaskokeissa seka paa-
sykokeissa vuonna 2014 [25]. Tutkimuksessa mainittiin, etta ylioppilaskirjoituksissa pai-
notetaan vahvasti mekaanisia tehtavia ja rutiinitehtavia. Strategia- ja sovellustehtavia tes-
tattiin selvasti vahemmin kuin edelld mainittuja tehtavatyyppisia [25]. Tama oli varmasti
yksi niista syista, miksi lukiolaiset saattoivat néhda matematiikka mekaanisena oppiai-
neena.

Krook on jakanut opiskelijoita, heidan menestyksensa ylioppilaskirjoitusten ja paasyko-
keiden tulosten perusteella ryhmiin:

1. Osaajat - matematiikan monipuolinen osaajia.

2. Kurssiopiskelijat - suoriutuvat heikosti tai keskinkertaisesti. Rutiininomaisten tehta-
vien hallinta on kohtuullisella tasolla.

3. Laskijat - Mekaanisissa ja rutiivitehtavissa hyvin menestyneet opiskelijat, mutta hei-
kommin strategioiden tai sovellusten hallinnassa.

4. Heikot - heikosti suoriutunut opiskelija kaiken tyyppisissa tehtavissa.

5. Stretegistit - Hallitsee erinomaisesti tehtdvéat, jotka painottavat oikeaan ratkaisustra-
tegian valintaan.

Krookin tutkimustulosten mukaan, paasykokeissa osaajia oli vahemman, silla he toden-
nakoisesti paasivat sisddn suoraanvalinnoilla. Sen sijaan kurssiopiskelijoiden maara oli
selkeéasti suurempi ja myds strategististen maara oli hieman suurempi [25]. Tutkimukses-
sa ei ole mainittu laskijoiden maéara, mutta voidaan olettaa, etta heité oli paasykokeissa
myds, silla he todennékdisesti menestyivat kohtuullisen hyvin ylioppilaskokeissa (rutii-
nitehtavien painotuksen takia). Tutkimuksessa johti siihen, etta yliopiston ensimmaisen
vuoden insind6rimatematiikan opiskelijoita ovat suurin osaa osaajia, kurssiopiskelijoita,
laskijoita seké strategisteja.

Vuonna 2004, Tampereen teknillisessa yliopistossa tarkasteltiin opiskelijoiden matemaat-
tisia taitoja perustaitotestilla, matematiikkajumpalla sekd matemaattisia asenteita kyse-
lyilla. Tarkoitus oli kehittdd yliopistomatematiikan opetusta [41]. Kaikki Tampereen kor-
keakoulut yhdistettiin Tampereen yliopistoyhteiséksi vuonna 2019 ja perustaitotesti on
muuttunut ajan myd6té. Siksi Pohjolaisen tutkimuksen tarkoitus on antaa meille suuntaa,
millaisia ensimmaisen vuoden opiskelijoita ovat mahdollisesti. Tehdyn tutkimuksen (vuon-
na 2006) tuloksista, tarkasteltiin opiskelijoiden asenteita ja jaettiin heidat ryhmiin:

e Pintasuuntautuneet mallista oppijat (14,7 %) - Ryhman opiskelijat ovat epavarmoja
osaamisesta, ja heidan opiskelussaan korostuu kopioimalla tai esimerkkien avulla
oppiminen. He eivat pyri syvalliseen oppimiseen. Kyseenalaistaminen pidettiin va-
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hemman tarkedna, silla opiskelijoiden mukaan, matematiikan merkitys nakyy oma
koulutusohjelman tarpeista.

e Vertaisoppijat (24,0 %) - Ryhmalaiset ovat muihin ryhmiin sosiaalisimpia ja suhtau-
tuvat matematiikan opiskeluun positiivisesti. Heidan opiskelutapansa ovat paaosin
kopiointia tai esimerkkien avulla ulkolukua, mutta he pyrkivat myds syvalliseen op-
pimiseen.

e Tukea tarvitsevat (12,5 %) - Opiskelijat ovat erittédin epavarmoja osaamisen suhteen
ja luopuvat helposti opiskelusta. Heidan opiskelutapanansa on ulkolukua ja heidan
on vaikea ymmartaa matemaattista kieltéa. He tarvitsevat opettajalta paljon apua ja
ohjausta.

e Omiin péin opiskelevat (22,7 %) - Ryhma vaikutti passiiviselta, mutta heidan me-
nestyksensa oli samansuuntaisia kuin osaajilla. Ryhméan opiskelijat uskoivat omiin
kykyihinsa ja osaamiseen, mutta eivat pyrkineet syvalliseen opiskeluun, eivatka pi-
taneet yrittdmisensa tarkeana tai kayttaneet luovaa paattelya tehtavien ratkaisemi-
sessa. Omin pain opiskelevat saattavat olla soveltamissuuntautuneita.

e Osaajat (26,1 %) - Osaajien suhtautuminen matematiikka on positiivinen. He pyr-
kivat syvalliseen oppimiseen ja kayttivat vahiten ulkolukua. Osaajat ottivat vastuun
omasta opiskelustaan.

Prosenttiluvut siis kertoivat kyseisen ryhman opiskelijoiden osuuden kaikista opiskelijois-
ta. Testin jalkeen tarjottiin matematiikkajumppa niille, jotka tarvitsivat apuja. Kyseisen tuki-
menetelma on auttanut opiskelijoita. Pohjolaisen tutkimuksessa huomattiin, ettd jumpan
suorittaneiden ongelmakohdat liittyivat asian unohtamiseen tai sen osaamattomuuteen
tai puutteellisten kasitteiden hallintaan. Opiskelijat kokivat jumppaa hyddyllisena. [41].

Pohjolaisen ja Krookin tutkimukseen osallistuneet opiskelijat ovat kayttaneet oppimisma-
teriaaleina paperisilla kirjoilla viela ja suorittivat ylioppilaskirjoitukset paperisena. Tarkas-
teluissa on hyva huomioida, etta syksylla 2018 toteutettiin seka lukion lyhyessa ettad pit-
kassa matematiikassa on kaytetty sédhkodisia materiaaleja ja opiskelijat suorittivat ylioppi-
laskirjoituksen sahkdisena. Tama johtaa siihen, etté lukiolaisten matemaattinen ajattelu
on muuttunut hieman.

Ala-Maakala on tehnyt tutkimuksen séahkéisen ylioppilaskokeen vaikutuksia lukiolaisten
matemaattiseen ajatteluun [3]. Tutkimuksessaan han mainitsi, ettd joidenkin oppilaiden
menestys ei ole matematiikan ylioppilaskokeessa aikaisempaa parempi, koska tietotek-
niikan opettelu vie aikaa tehtédvien ymmartamiseltd. Han myds totesi, ettd matematiikan
selked ja johdonmukainen rakenne saattoi kérsiad teknisten apuvalineiden takia [3]. Tam-
pereen yliopiston paasykokeissa saa kayttda vain funktiolaskinta, jolloin opiskelijoiden
piti luottaa omiin kykyihin ja ajatteluihinsa. Ala-Maakala tutkimuksen perusteella voidaan
paatelld, kopiointitekniikkaa ja ulkolukua kayttdneiden opiskelijoiden lukumaara kasvaisi
jonkin verrattuna vuonna 2014.

Pajarre on tehnyt raportin (vuonna 2012) ensimmaisten vuoden opiskelijoiden kokemuk-
sista yliopistossa [38]. Huomattiin, ettéd opiskelija koki alussa jarkytyksen, silla opiskelu-
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tapa seka -ymparistd olivat erilaisia lukioon verrattuna. Myds valivuosien pitaminen ai-
heutti ongelmia alussa, silla asioita ei endd muisteta niin hyvin. Opiskelu vaatii opiskeli-
joilta enemman panostamista. Vertaistuki, harjoitusryhmét seka pienryhmat ja yhteisolli-
syys pidettiin opiskelua helpottavina tekijéina. Opiskelijoiden mielipiteet perusopinnoista
kuitenkin jakaantuivat. Jotkut pitivat niité valttdmattéméksi pohjaksi, jonka myéhemmin
osaaminen rakentuu, mutta toisille taas riitti, ettd he paéasisivat kursseista 1api. [38]

2.5 Tampereen yliopiston insindorimatematiikka lukuvuonna
2019-2020

Tampereen yliopistossa toteutettiin opetuskokeilu syksylla vuonna 2019 insindérimate-
matiikka C1 -kurssilla. Opetuksessa kaytettiin flipped classroom (kdéanteinen luokkahuo-
ne) ja flipped learning (k&anteinen oppiminen) oppimismenetelmana. Perinteisessé ope-
tuksessa, opiskelijat tulevat luennolle seuraamaan opetusta, jossa opettaja esittdd uutta
asiaa perinteisesti taululle, tai muin keinoin. Opetuksen jalkeen, opiskelijat tekevat lasku-
harjoituksia kotona tai harjoitustunnilla. Kaanteisessa oppimisessa opiskelijat tutustuvat
aiheeseen jo kotona, ja tunnilla he tekevat harjoituksia seké saavat opettajalta ohjausta.
Kééanteisessa oppimisessa opiskelijat ottavat suuremman vastuun omasta opiskelusta.
[47]

[ Joukko-oppi, logiikka ja todistaminen

Lahtékohdat g . . . e
e Tiedan, ettd matematiikka nojaa vahvasti vaitteisiin ja niiden
todistuksiin.
Perustaso . . v . -
e Tunnen joukko-opin perusmaaritelmét ja laskutoimitukset.
Osaan havainnollistaa naitéd Vennin diagrammien avulla
e Tunnistan loogiset konnektiivit.
¢ Tunnistan todistuksesta, onko siina kaytetty suoraa vai epa-
suoraa todistustapaa
Keskitaso

e Osaan yhdistaa vaitelauseita loogisilla konnektiiveilla ja tar-
kastella niiden totuusarvoja totuustaulukon avulla.

e Osaan kayttda induktiomenetelmaa vaitteiden todistami-
seen.

Edistyneen taso . . o
y e Osaan todistaa kahden joukon samuutta koskevia vaitteita

osoittamalla, ettéd tarkasteltavat joukot ovat kumpikin tois-
tensa osajoukkoja.

e Osaan selittdd, miksi induktioperiaate toimii.

Taulukko 2.1. Joukko-opin, logiikan ja todistamisen tavoitteet
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Kurssilla ei siis ole luentoja, vaan opiskelijat itse tutustuvat aiheeseen kotona hyédynta-
malla opettajien tekemisia sahkoisia materiaaleja, kuten kurssin muistiinpanoja, erilaisia
videotallenteita, seké tekemalld verkkotehtévia ja laskuharjoituksia. Kéanteiselle oppimi-
selle opettajat toimivat ohjaajina. Joka viikko, opiskelijat voivat tulla tekemé&én verkkoteh-
tavia, seka harjoitustehtavia ja saa ohjauksia Reenaamossa. Reenaamo on luokkatila.
Opiskelijoilla on 2x45 min harjoitustunti, jolloin tekivat 3 tehtavaa ennen tuloa, ja 3 Ii-
s&a paikan paalla. Kurssilla oli lisdksi pienryhmakeskustelu opettajan kanssa nimeltdan
Primetime. Primetimessa opiskelijoilla on mahdollisuus kysya aiheeseen liittyvista ongel-
mista, seka epaselvyyksista, tai ylipdansa kurssin asioista, ja pienryhmassa tekevat ryh-
matehtava, jota arvioidaan. Viimeistdan kolmannella viikolla, opiskelijoiden piti suorittaa

perustaitotesti 1&pi.

[ Funktiot |

Lahtékohdat
Olen kasitellyt erilaisia funktioita kuten polynomifunktiot,
eksponenttifunktiot ja trigonometriset funktiot.

Perustaso . : . .
Osaan etsia yksinkertaisessa tapauksessa funktion kuva- ja
alkukuvajoukot seka funktion maarittelyjoukon.
Osaan kayttéda alkeisfunktioiden (polynomi- ja rationaali-
funktioiden, eksponentti- ja logaritmifunktioiden seka trigo-
nometristen funktioiden) laskusaéantoja.
Osaan ratkaista polynomi- ja rationaalifunktioihin liittyvia yh-
taloita.
Osaan yhdistaa ja esittdd yhdistettya funktioita.

Keskitaso

Osaan etsid yksinkertaisissa tapauksissa kaanteisfunktion
lausekkeen alkeisfunktioille ja niiden yhdisteille.

Osaan ratkaista eksponentti- ja logaritmifunktioihin, trigono-
metrisiin ja hyperbolisiin funktioihin liittyvia yhtaléita.

Osaan tarkastella kdanteisfunktioiden ja yhdistettyjen funk-
tioiden maérittely- ja arvojoukkoja.

Edistyneen taso

Osaan paatella yhdistetyn funktion monotonisuuden sen
perusteella, mita tiedan yhdisteesséa kaytettyjen alkeisfunk-
tioiden monotonisuudesta.

Osaan peilata, siirtda tai skaalata funktion kuvaajaa teke-
malla tietynlaisia muutoksia alkuperaisen funktion lausek-
keeseen.

Taulukko 2.2. Funktioihin liittyvét tavoitteet

Arviointi perustuu jatkuvaan arviointiin. Opiskelijoiden oppimista seurataan verkkotehta-
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vien, harjoitusten sek& Primetimen avulla. Tehtavien painoarvo on siis melko suuri. Kurs-
silla on myds sahkoinen tentti. Kurssin kdénteisen luokkamallin toimivuutta tutkitaan viela,
silla tma oli ensimméinen toteutuskerta.

Kurssi koostuu eri matematiikan osa-alueista, ja niitd opetetaan jarjestyksessa joukko-
oppi, logiikka ja todistaminen, funktiot, kompleksiluvut, raja-arvo ja jatkuvuus, derivaatta
ja funktion kulku, seka integroinnin perusteet (Opinto-opas). Jokaisen viikon osaamista-
voitteet jaettiin neljaén tasoihin, eli lahtékohdat, perustason, keskitason seké edistyneen
tason taidot. Kdydaan funktioiden osaamistavoitteiden 1&pi ja lisdksi myds joukko-opin, lo-
giikan ja todistamisen osaamistavoitteet, silla se on peruspohja tehtavien ratkaisemises-
sa ja todistamisessa. Taulukoissa 2.1 ja 2.2 on esitetty tavoitteita liittyen kurssin kahden
ensimmaisen viikon tavoitteisiin. Tassa tutkimuksessa keskityttiin trigonometrian funktion
kasittelyyn.
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3 KANSAINVALISET
MATEMATIIKKAOLYMPIALAISET

Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset (IMO) on matematiikassa vuosittain jarjeste-
tyista kilpailuista suurin ja arvovaltaisin kilpailu, joka jarjestetdén joka vuonna. Kilpailun
tarkoitus on tuoda esiin matematiikan kauneutta ja mielenkiintoa peruskoulun ylaasteen
ja lukion oppilaille sekd auttaa tunnistamaan matemaattisesti lahjakkaita oppilaita [8].
Téssé luvussa tutustutaan kilpailun historiaan, sen toimintaan ja tehtavien aiheisiin.

3.1 Kansainvalisen matematiikanolympialaisten historia ja
kaytanto

Ensimmaiset kansainvaliset matematiikkaolympialaiset jarjestettiin vuonna 1959, ja sii-
hen osallistui vain seitseman maata, Bulgaria, TSekkoslovakia, Saksan demokraattinen
tasavalta, Unkari, Romania, Puola seka Neuvostoliitto. Taman jalkeen muut maat alkoivat
my6s osallistua mukaan kilpailuun. Vuonna 2019 Romaniassa jérjestettiin 60. kertaa kil-
pailu, johon osallistui yhteensa 112 maata [15]. 60. kilpailun tavoitteena oli tuoda yhteen
lahjakkaimmat nuoret eri puolilta maailmaa yhteen nauttimaan matematiikan haastetta-
vuudesta ja kauneudesta kilpailuhengessa. Kilpailun tarkoitus on antaa kaikille osallistu-
jille mahdollisuus jakaa omia I6ytéjaan, ajatuksiaan, ja muistojaan matematiikasta seka
tarjota tilaisuus muodostaa pitkaaikaisia ystavyyksia. [15]

Kilpailun muoto on pysynyt samana matkan varrella. Jokaisesta maasta osallistuu yksi
tiimi, jossa saa olla maksimissaan kuusi kilpailija, yksi tiimin johtaja (team leader) ja yksi
apulaisjohtaja (deputy leader). Kilpailijat ratkaisevat tehtavat henkildkohtaisesti ilman ke-
nenkaan apua. Tiimin johtaja on mukana tehtavien valikoinnissa, ja siksi hanta eristetaan
kokonaan tiimista kisan paattymiseen asti. Apulaisjohtaja pitda huolta kilpailijoista.

Kilpailu kestaa kaksi paivaa ja kumpanakin paivana annetaan osallistujille kolme tehta-
vaa ja aikaa tehtavien ratkaisemiseen on nelja ja puoli tuntia. Tehtavia on yhteensa kuusi
ja jokaisesta tehtavasta saa enintdan 7 pistetta eli kokonaisuudessa enintaan 42 pistetta.
Tehtavat pyrittin antamaan vaikeusjarjestyksessa, helpoimmat tehtavat ovat ensimmai-
nen ja neljas, ja vaikeammat kolmas ja kuudes. Tehtavien arviointi tehdaan yhteisty6ssa
kisan jarjestajan, tehtdvakoordinaattorien, tiimin johtajan ja apulaisjohtajan kanssa.

Kilpailijoiden suorituksia verrataan kesken&éan, ja paremmuuden jarjestyksen perusteella
jaetaan palkinnot. Karkeasti noin puolet osallistujista saavat palkinnon. Palkinnot ovat
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pronssi-, hopea- ja kultamitaleja ja niité jaetaan suhteessa 3:2:1 [29]. He, jotka eivat saa
mitaleja, mutta saavat vahintdadn yhdesta tehtavasta taydet pisteet, niin heille annetaan
kunniamaininta.

Tehtavat valitaan siten, ettd jokainen maa lahettdd oma ehdotuksensa kilpailun jérjestajal-
le. Jarjestdja ei saa ehdottaa tehtavia. Tehtavakomitea valikoi ja muodostaa ehdotetuista
tehtavista sopivia tehtavia. Kaikki tiimien johtajat yhdessa paattavat mitka kuusi tehtavat
otetaan kilpailuun. [8].

3.2 Kilpailun tehtavat

Kansainvélisten matematiikan olympialaisten tehtévéat koostuvat matematiikan eri aihea-
lueista, jotka ovat padasiassa lukuteorian alkeita, kombinatoriikka, epayhtaléita, algebraa
seka taso- ja avaruusgeometriaa. Tehtaviin ei kuitenkaan kuuluu differentiaali- ja inte-
graalilaskentaa, eikd mydskaan todennékdisyyslaskentaa, jotka ovat kuitenkin Suomen
lukion pitkdn matematiikan tarkeimpia aiheita [29]. Suomen matemaattisen yhdistyksen
valmennusjaoston nettisivulla on edellisind vuosina jarjestettyjen kilpailujen tehtavat ja
ratkaisut *.

Tutkimuksen tarkoitus on hyddyntédd kansainvalisten matematiikkaolympialaisten tehta-
vid matematiikan opetuksessa, ja siksi on luokiteltava tehtavat tarkemmin. Tassa tutki-
muksessa luokitellaan tehtavat Amerikkaan Matemaattisen Yhdistyksen (American Mat-
hematical Society) kehittdman Matematiikan aiheiden luokittelun (Mathematics Subject
Classification, eli MSC) avulla [1]. Koska tehtavia oli runsaasti ja ne olivat vaikeita, niin
tehtavat luokiteltiin tehtdvanannon ja malliratkaisujen avulla. Yhden tehtdvan malliratkai-
sussa katsottiin, mitd aihealueita opiskelijan on osattava, ja riippuu siitd, kuinka tarkea
aihe on ratkaisun kannalta, valittiin aiheelle painoarvo (0-100 %). Talléin luokittelu jai hie-
man karkeaksi ja on ainoastaan suunta-antava. Aiheita jaettiin 12 ryhmaan:

—_

. Perusalgebra

Alkeellinen lukuteoria - 11A

Matematiikan logiikka ja perustus - Logiikan operaatiot - 03B35
Sarjat ja joukot - 11B

Yhden muuttujan funktiot - 26A

Usean muuttujan funktiot - 26B

Geometria - 51

Trigonometriset funktiot - 33B10

Lineaarinen ja multilineaarinen algebra - Matriisit ja vektorit - 15
Mallinnus - 00A71

© © © N o g & w DN

—_

11. Geometrinen konstruointi - 51M15

"Matematiikkakilpailut ja olympiavalmennus: https://matematiikkakilpailut.fi/
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12. Kombinatoriikka - 05

100 %
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10% sEnene i

0%
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B Kombinatoriikka B Geometrinen konstruointi B Mallintaminen
W Matriiisit ja vektorit B Trigonometriset funktiot B Geometria
B Monimuuttuja funktiot ® Yksimuuttuja funktiot Sarjat ja joukot
Loogiset operaatiot m Alkeelinen lukuteoria M Perusalgebra

Kuva 3.1. Aihealueiden vuotuinen jakautuminen kansainvélisisten matematiikkaolympia-
laisten tehtdvissd. Huomaa, etté kilpailua ei jarjestetty vuonna 1980.

Ryhmien koodit ovat vuoden 2020 MSC-luokittelun aiheiden koodeja. Syy miksi perus-
algebralla ei ole koodia, on se, ettad algebra on yksi matematiikan perusosasista, joka
liittyy enemmaén tai vdhemman kaikkiin muihin matematiikan alueisiin. Talléin tehtavan-
antojen ja ratkaisujen pohjalta on hyvin hankala luokitella, kuuluuko tehtava algebraan vai
ei. Perusalgebraan kuuluu aritmeettisen laskennan osaamista, seké lukujen ja symbolien
ymmartamista. Loogisilla operaatioilla viitataan todistuksen rakenteeseen, todistusmene-
telmiin ja -tekniikkoihin. Geometria on laaja kasite, mutta tdssa tapauksessa tarkoitetaan
kaksi- tai kolmiulotteisen geometristen kuvioiden tai kappaleiden tuntemusta ja niiden
kasittelyd. Geometriaan ryhmaan kuuluu myds analyyttinen geometria. Geometrisessa
konstruointitehtavassa tarvitaan hyvaa geometrinen osaamista ja niiden pohjalta raken-
taa geometrisia malleja. Matriisiin ja vektoreihin sisaltyy myés lineaariset systeemit. Mal-
lintaminen taas siséltéa erilaisia ilmidita, ongelmia, joissa tarvitaan matemaattista mallia
ongelmanratkaisun l6ytamiseen.
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Kuvasta 3.1 huomataan, ettd geometrian osuus on ollut vahvana osana kilpailua alusta
|ahtien. Mallintamisen osuus oli alussa vahainen, mutta 1990-luvun tienoilla se alkoi li-
saantya. 1970- ja 2000-lukujen valilla perusalgebran osuus oli melkoinen vahan. Syy ol
se, etta algebra ei ollut enda perustasolla, vaan ne liittyivat enemmankin sarjoihin, funk-
tioihin ja alkeellisiin lukuteorioihin. Kuvasta 3.1 ndhdaan myds se, etta lukuihin ja funktioi-
hin liittyvat aiheet kattavat suurimman osan tehtavista. Molempien kuvien 3.1 ja 3.2 pe-
rusteella, sarjojen, joukkojen ja alkeellisen lukuteorian osuus kasvoi tasaisesti. Vahem-
man Kkysyttyja aiheita olivat kombinatoriikka, geometrinen konstruointi, lineaariset sys-
teemit ja trigonometriset funktiot. Tehtavat, jotka liittyvat perusalgebraan, sarjoihin, jouk-
koihin, yksinmuuttujanfunktioihin sek& trigonometriaan, saattavat olla sopivia yliopiston
opiskelijoille. Huomautetaan vield, ettd prosenttiosuudet eivat kerro kuinka vaikea tehta-
vat ovat, mutta antaa opettajille suuntaa, mita tehtavaan sisaltaa.
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—~—Perusalgebra ——Alkeellinen lukuteoria Loogiset operaatiot
Sarjat ja joukot ——Yksimuuttuja funktiot ——Monimuuttuja funktiot
——Geometria ——Trigonometriset funktiot ——Mlatriisit ja vektorit

——Mallintaminen ——Geometrinen konstruointi ——Kombinatoriikka
Kuva 3.2. Aiheiden kumulatiivinen osuus vuosien jéalkeen

Kansainvélisten matematiikkaolympialaisten tehtévat perustuivat hyvin pitkalle kilpailun
tavoitteista ja yksi tavoitteista nauttia matematiikan haastavuudesta ja 16yddksista [16].
Kilpailutehtavat ovat siis hyvin vaikeita ja haastavia ja talléin ne vaativat kilpailun osallis-
tujilta oivalluksia ja syvallisen matematiikan osaamista. Matti Lehtinen on tehnyt kirjasen
"Kilpailumatematiikan opas", jonka tarkoitus on harjoittaa lukijaa matematiikkakilpailuissa
olennaisen térkean perustelemisen ja todistamisen taitoon [30]. Lehtisen mukaan [30]:
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“Kilpailumatematiikka on myés oiva silta korkeakoulutason matematiikan opintoihin: vaik-
ka sisallét eivat ole samoja, Kilpailu- ja yliopistomatematiikan asenne matematiikkaan on
samansuuntaista. Kumpikaan ei ole laskentoa, vaan tiedon johdonmukaista rakentamista
jo olemassa olevan tiedon paalle.”

On tutkittu, ettd matematiikkakilpailut vaikuttavat positiivisesti matematiikan opetukseen
ja kehittamiseen. Kilpailut ovat auttaneet opiskelijoita ndkemaan heidan vahvuuksiaan ja
motivoivat heitéd suuntautumaan enemman luonnontieteisiin [22, 29]. Yleensa vain lahjak-
kaimmat pa&sevat osallistumaan matematiikkakilpailuihin. Tall6in vaikka esim. peruskou-
luissa tai lukiossa, opiskelijat eivat paasyt niihin kilpailun, niin olisi kuitenkin hyva tarjota
heille tilaisuutta haastamaan itsensa.
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4 TUTKIMUSONGELMA

Kansainvalisten matematiikkaolympialaiset on maailman arvostetuimpia kilpailuja. Kilpai-
lun tehtavat ovat siis talléin hyvin haastavia ja vaatisivat ratkaisijalta syvaa pohdintaa,
matemaattisen aiheiden maaritelmien soveltamista seka kriittista ajattelua. Nama taidot
vaaditaan myds diplomi-insinddreiltd, erityisesti loogista ajattelua, luovuutta ja kriittista
ajattelua, kyky muodostaa ajattelulle kysymyksia. Siksi on hyva, jos naita taitoja myds
opetellaan ja harjoitellaan yliopistossa enemman. Yliopistossa kilpailutehtavien tekemi-
nen on yléspain eriyttdmista. Yldspain eriyttdmisella pystytdan erottelemaan parhaim-
mat opiskelijat, mahdollisuuksien mukaan paastaan tarjoamaan lisda koulutusta tai hei-
td voidaan myds rekrytoida tehokkaammin. Toisaalta opiskelijoiden epdonnistumisissa
kilpailutehtavissa antavat meille myds kasitysta opiskelijoiden osaamisestaan. Halutaan
siis antaa ensimmaisen vuoden opiskelijoille kansainvalisten matematiikkaolympialaisten
tehtavia ratkottavaksi.

Tampereen yliopiston Hervannan kampuksen ensimmaisen vuoden opiskelijoille peruso-
pintojen térkeimpiad kurssia ovat insindérimatematiikat (IMA). Naiden matematiikan kurs-
seilla opitaan yliopiston matematiikka, jotka ovat pohjana opiskelualan opinnoille. Ensim-
mainen kurssi oli insinéérimatematiikka 1, ja ensimmaisilla viikoilla tarkoitus oli kerrata
vanhoja asioita ja syventdd osaamista. Aiheet olivat muun muassa joukko-oppi, logiikka,
seké funktiot. Yliopiston tasolla erityisesti insindérimatematiikan opiskelijoille, geometri-
nen ei ole kovin tarkeé aihe, eika sita ole laitettu mihinkaan kurssiin. Valitaan talléin sel-
laisia IMO-tehtavi, jotka liittyvat logiikkaan, joukko-oppiin tai funktioihin, niin on mahdol-
lista, ettd opiskelijat osaisivat myds tallaisia tehtavia ratkaista.

Kansainvélisiin matematiikkaolympialaisiin valmennuksessa osallistujat ovat harjoitellut
ja tottuneet ratkaista paljon vaikeita tehtavia ja siksi he osasivat paljon matemaattisia
"kikkoja", jotka auttavat tehtavien ratkaisemisessa. Tama ei tarkoittaa sitd, ettd "kikko-
jen"osaamisella osataan ratkaista kaikki tehtavéat, vaan mitd pidemmalle menndan, sita
enemman matemaattista ajattelua korostuu. Téssa tapauksessa insindoriopiskelijat paa-
sevat testaamaan itsedéan, kayttdmaan luovuutta enemman, ajattelemaan laajemmin, 16y-
tamaan ja kehittdmaan sekd numeerista kykya, ettd ongelmaratkaisukykya. Tehtavissa
opiskelijat paasevat harjoittelemaan pitkajanteisyytta.

Taman tydn tutkimuskysymykset ovat seuraavat:

1. Miten insiné6riopiskelijat l&htisivat ratkaisemaan vaikeita tehtavia?

2. Minkalaisia virheita he tekisivat, ja mista ne johtuisivat?
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3. Voidaanko hyddyntaa kansainvélisten matematiikanolympialaisten tehtévia yliopis-
ton matematiikan opetuksessa?

Pidetdan mielessé sen, ettd tehtavat saattavat olla vaikeita, eivatkd insindoriopiskelijat
saa taydellisesti ratkaista ndma tehtavat. Tutkimuksen tarkoitus oli nahdé ja kuvaamaan
opiskelijoiden ajatteluprosessiaan ja osaamistaan.
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5 TUTKIMUSSUUNNITELMA

5.1 Kbvalitatiivinen tutkimus

Kvalitatiivinen tutkimus eli laadullinen tutkimus, jonka paatarkoitus on tutkia tarkasti ai-
neiston ominaisuuksia, erityispiirteita, ja laatua. Laadullinen tutkimus on melko induk-
tiivinen ja subjektiivinen. Talléin aineistonkeruu, analyysi, seké tulkinta, ettd raportointi
korostuvat tutkimuksessa hyvin vahvasti. Laadullisen aineiston hankintamenetelmia ovat
haastattelut, kirjoitelma-aineistot, erilaiset dokumenttiaineistot. Silla aineistossa voisi olla
laajasti tietoja, joten sen analyysi riippuu siitd, miten tutkija on tulkinnut aineistoa. Sik-
si on tarked, ettd aineiston tulkinnassa tutkijan ndkemyksen pitédd olla mahdollisimman
objektiivinen [13].

Kvalitatiivinen tutkimusmenetelma sopii oikein hyvin tdhan tutkimusongelmaan. Tutkimuk-
sessa Annettaan opiskelijoille tehtavapaperi, ja opiskelijoilla on tunti aikaa ratkaista sita
yksin tai pienryhméssa. Opiskelijoiden ratkaisut ovat tutkimusaineistoa. Lahekkain olevat
ryhmat saavat eri tehtavakysymys. Kriteerind on se, ettd opettaja ei saanut auttaa opis-
kelijoita. Opettajien neuvot vaikuttaisivat opiskelijoiden paatdksiin ja sen kautta antaisi
vaaran kuvan opiskelijoiden osaamisestaan. Opiskelijoiden matematiikantaidot eivéat ole
niin edistynyt kuin olympialaisiin osallistuneet, siksi yliopiston opiskelijoilla on mahdolli-
suus kayttda apuvalineita kuten, taulukkokirja, kurssin materiaalit, muistiinpanoja, mutta
ei laskinta. He saivat my6s kysya apua muiden ryhmien opiskelijoilta. Tassa tutkimuk-
sessa pyritdan etsimaan sellaisia tehtavia, joiden vaikeus tasoa ei ole lilan korkea, seka
ratkaisu ei ole niin moniselitteinen, jolloin opettajan subjektiivisuus ei paase vaikuttamaan
tuloksia arvioinnin aikana. Kutsutaan naita tehtavia testiksi.

Testi toteutettiin Primetimen ensimmaiselld tunnilla. Opiskelijoilla oli mahdollisuus valita
normaalin Primetimen tehtévia tai tutkimustestia. Testiin osallistuminen oli siis vapaaeh-
toinen, eika ratkaisut vaikuttaneet mitenkaan kurssin arviointiin. Talléin varmistettiin, etta
opiskelijoiden ratkaisut olivat itse heidan antamiaan. Kéaytettiin yksi Primetime-tunti, jo-
ka oli osa kurssin suorittamista, siksi opiskelijoiden piti osoittaa aktiivisuutensa tunnilla,
jolloin ratkaisupapereihin taytyi laittaa nimet (Liite A). Kuitenkin opiskelijoilta saadut rat-
kaisut kasiteltiin nimettdmasti. Tutkimusta yritettiin toteuttaa neutraalisesti.
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5.2 Tutkimuksen testitehtavat

Opiskelijat ovat ehtineet kdyda joukko-oppia, logiikkaa, funktioita sekd osa kompleksilu-
kuja lapi. Siksi testitehtaviksi valittiin trigonometrisia tehtavia. Syy tdhan oli se, etta ei ha-
luta turhan vaikeita tehtavia, jotka vievét paljon aikaa opiskelijoilta. Opiskelijat olivat juuri
kerranneet trigonometrisia funktioita, jolloin oletettiin, etté4 heilla olisi osaamista. Tehta-
vien pitéisi tukea kurssin tavoitteita. Tehtavien taso pitda vaihdella, jotta ndhdaan mita
opiskelijat osaavat ja mita eivat. Tehtavien tarkoitus on mitata opiskelijoiden suoriutumis-
ta vaikeissa tilanteissa. On siis valittava tuttuja mutta erikoisempi tehtévia.

Edellisilla perusteilla valitaan talléin yksi todistus tehtava, toinen on yhtéalén ratkaiseminen
ja kolmas on epayhtéalén ratkaiseminen:

Testin kysymys 1 - IMO 1959, tehtédva 3

Olkoon z kulma (eli reaaliluku). Olkoot a, b ja ¢ mielivaltaisia reaalilukuja. Luku cos = to-
teuttaa toisen asteen yhtalén

acos’x +bcosz+c=0. (5.1)

Johda sellainen toisen asteen yhtéld, jonka toteuttaa luku cos 2x. Eli etsi sellaiset kertoi-
met k, m ja n, ettd yhtald

kcos? 2z 4+ mcos 2z +n = 0 (5.2)

Vertaa naita yhtaloita tapauksessa a = 4,b=2jac = —1.

Testin kysymys 2 - IMO 1961, tehtava 3

Ratkaise taydellisesti yhtald

cos® z 4 cos?(2x) 4 cos?(3x) = 1.

Testin kysymys 3 - IMO 1965, tehtava 1

M&éarita kaikki véalin 0 < z < 2« luvut z, jotka toteuttavat epayhtélét

2cosx < |V/1+sin2z — /1 —sin2z| < V2.

Testin kysymys 1 ei ollut kokonaan samaa kuin vuoden 1959 IMO tehtavan 3. "Eli etsi sel-
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laiset kertoimet &, m ja n"oli lisatty osa. Sen tarkoitus oli antaa vihjeitéa opiskelijoille, etta
johtamisella I6ydetaan kertoimia &, m ja n, jolloin yhtaléita (5.1) ja (5.2) olisi mahdollista.
Kysymykset 2 ja 3 pidettiin samana kuin mité kilpailussa oli. Tasta lahtien testin tehtavilla
viitataan siis testin kysymyksiin. Tehtévien ratkaisut |6ytyy liitteessa B ja tehtavat tukevat
kurssin tavoitteita (taulukot 2.1 ja 2.2). Nailla tehtavilla pyritdan mittamaan opiskelijoiden
osaamista Kilpatrickin mallin mukaan (kappale 2.1.3) késitteellistd ymmartamista, prose-
duraalista sujuvuutta, strategista kompetenssia, mukautuvaa paattelya.

5.3 Virheiden luokittelu

Greer ja Mulhernin mukaan [14] opiskelijoiden virheet voidaan jakaa kahteen tyyppiin,
joko systemaattisiin tai satunnaisiin. Satunnaisvirheet ovat nimen mukaan satunnaisia,
ne voivat olla esimerkiksi laskuvirheitd, jotka johtuivat opiskelijoiden huolimattomuudesta.
Naita virheitd on hyva tunnista, silla ne johtavat vaariin ratkaisuihin. Tutkimuksen kannalta
satunnaisvirheet eivat ole niin tarkeita verrattuna systemaattisiin virheisiin. Systemaatti-
set virheet kertovat opiskelijoiden ajatteluprosessin virheita tai virhe kasityksia. Tutkimalla
systemaattisilta virheilta [6ydetdan, missa osaamisen piirteessa (kasitteellinen ymmarrys,
proseduraalinen sujuvuus, strateginen kompetenssi tai mukautuva péaattely) ovat opiske-
lijalla virheellisia, ja miten ne ohjasivat opiskelijoiden ratkaisuprosessia [14]. On erilaisia
tapoja luokitella virheita riippuen siitd, mikd on tutkimuksen tarkoitus. Virheita voidaan
luokitella tasséa tutkimuksessa kolmeen luokkaan: laskuvirheisiin (LV, calculation errors),
virheelliseen paattelyyn (VP, procedural errors) ja virheellisiin merkintéihin (VM, symbolic
errors) [11, 35].

Laskuvirheet johtuivat huolimattomuudesta [23]. Tallaiseksi virheeksi lasketaan, jos opis-
kelija teki peruslaskutoimituksen (yhteen-, vahennys, tulo- ja jakolaskut) virheita, tai ti-
lanteissa, jossa opiskelija on osoittanut ymmarryksensd, mutta kirjoitti asiaa uudestaan
vaarin.

Virheelliset paéattelyt kertovat sen, etta opiskelija ei ymmartanyt menettelyyn liittyva kon-
septia. Eli kdytdnndssa opiskelijalla on harhaa kéasitysta aiheesta, eikd ymmartaa miksi
tai miten matemaattinen menettely toimii, eikd mydskdan tunnistaa mitd menettelyssa
on oleellinen. Tallin johtaa siihen, etta opiskelija paattelee tai kayttdad menettelya vaarin
[23].

Kolmas virheluokka on virheelliset merkinnat. Virheet esiintyvat, kun opiskelijat on osoit-
tanut jo ymmartavansa asian, mutta toistaessaan aisan kirjoittaa sen vaarin. Tai toinen
vaihtoehto on se, ettéd opiskelijat sekoittivat melkein samanlaiset matemaattiset merkin-
nat kesken, eivatkd ymmartaneet merkintdéjen merkitykset kunnolla ja suorittivat laskut
virheellisesti [37].

Tasséa tydssa kaytetdan laadullista tutkimusmenetelmaa, joten tarkoituksena on talléin
tutkia jokaista vastauspaperia ja poimia niista opiskelijoiden tekemat virheet seka kaytetyt
ratkaisumenetelmat.
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Valilla on hankala luokitella virhe, miten tietty virhe kuuluu mihinkin luokkaan. Siksi muo-
dostetaan kriteereitd virheiden luokittelemiselle. Pidetadn mielesséa sen, ettd virhetta tar-
kastellaan yksittaisena virheené ja myds ratkaisun kokonaisuudessa. Tarkein kriteeri on
se, ettd onko opiskelija osoittanut ymmartavansa asian tavalla tai toisella. Jos opiskeli-
ja on osoittanut ymmartavansa asian, mutta tekee myéhemmin ratkaisussa virheen, niin
todennakoisesti virhe on huolimattomuusvirhe. Asian toistaminen kuten muunnoskaavan
uudelleen kirjoittaminen on my6s huolimattomuusvirhe. Lisaksi oletetaan, etta opiskeli-
jat ovat osanneet suorittaa yksinkertaisimmat aritmeettiset laskut (summa, erotus, tulo
ja osamaara), talldin jos virhe liittyy naihin laskuihin, niin sitdkin luokitellaan huolimatto-
muusvirheeksi. Jos opiskelijoiden tekemat merkinnat ovat epaselvid, niin sita luokitellaan
virheellisiksi merkinndiksi. Jos virhe liittyy algebralliseen ajatteluun, yksinkertaisimpiin
laskumenetelmiin tai laskumenetelmien vaarin kayttéon, luokitellaan virheelliseksi paat-
telyksi. Valilla raja virheellisilla paéttelyilla, merkinndilla ja huolimattomuusvirheilla valilla
on hyvin pieni, joten mihin ryhmaan virhe kuuluu, riippuu siita, kuinka usein sita on tullut
esille. Jos sama virhe toistuu usein, se on todennakdisesti paattelyvirhe.
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6 TULOSTEN KERAAMINEN JA ANALYSOINTI

6.1 Tulosten analysointi

Téssé osiossa, tarkastellaan opiskelijoiden tekemia ratkaisuja. Kaikkia ratkaisuja kaytiin
lapi. Ratkaisut ovat niin erilaisia, joten on jarkeva ensin poimia, mita opiskelijat ovat teh-
neet, ovatko ne oikeita tai vaaria. Taman jalkeen voidaan virheita luokitella. Samaan teh-
tdvaan kuuluvat ratkaisut vertailtiin toisiinsa ja yritettiin numeroida niitd paremmuusjar-
jestyksessa, jossa ensimmaisella ryhmalld oli paras ratkaisu. Jos ratkaisussa esiintynyt
virhe on huomioitu, sitd samaa virhetta ei mainita enda uudestaan myéhemmin.

Merkinta Selitys

v - Ratkaisu 1 | Ratkaisussa 1 on kaytetty oikea menetelmaa.

X- Ratkaisu 2 Ratkaisu 2 on kaytetty vaara menetelmaa.

Ryhma 3 kéytti menetelmaa.

Ryhma 4 kaytti menetelmad virheellisesti.

Ryhma 5 kaytti eri menetelmaa

o o|® [w]

Ryhma 6 ei ole tehnyt kyseisté tapaa/vaihetta

Taulukko 6.1. Ratkaisujen merkinnét ja tarkoitukset.

Analysoinin selkeyttdmiseksi kaytetddn taulukon 6.1 merkintdjen mukaisesti. Kadydaan
ensin jokaisen tehtavan lapi ja sen jalkeen vertaillaan tehtavien sisaltamia virheita.

Tehtava 1

Olkoon = kulma (eli reaaliluku). Olkoot a, b ja ¢ mielivaltaisia reaalilukuja. Luku cos = to-
teuttaa toisen asteen yhtélén

acos’x +bcosxz+c=0. (6.1)

Johda sellainen toisen asteen yhtald, jonka toteuttaa luku cos(2x). Eli etsi sellaiset kertoi-
met k, m ja n, ettd yhtald

k cos?(2x) + mcos(2x) +n = 0. (6.2)
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Vertaa naita yhtal6ita tapauksessaa =4,b=2jac= —1.

Tehtavaan 1 vastasi 12 ryhmaa. Kahden hengen ryhmia olivat ryhméat 1, 2,4, 5,6, 7, 10
ja kolmen hengen ryhmia olivat ryhmat 3, 8, 9, 11, 12 eli yhteensé 29 opiskelijaa. Opiske-
lijat menestyivat tdssé tehtdvassa huonosti, eiké oikeita ratkaisuja tullut ollenkaan, siksi
seuraavasti esitetyt poiminnat yritetdan jarjestaa niin, ettd ne ovat jotenkin loogisessa

jarjestyksessa.

Tehtavanantoon kuului kaksi osiota, johtamisosio ja vertailuosio. Johtamisosiossa oli tar-
koitus johtaa vaite (6.2) lahtien liikkeelle oletuksesta ja |6ytdd samalla lukujen &k, m ja n
arvot. Kun vaite on todistettu ja kertoimet k£, m,n ovat 16ydetty, sen jalkeen péastiin ver-
tailemaan yhtalét (6.1) ja (6.2) keskenaan, kun tiedettiin kertoimien a, b, ¢ arvot.

Opiskelijoiden tekemien ratkaisujen poimin-
nat

X- Kayttad vditettd oletuksena: Opiskelijat l1ahte-
vat muokkaamaan vaitettd (6.2), hyddyntamalla
tehtavan oletuksia.

X- Kéytti vakioiden a,b ja ¢ arvoja: Useimmat
ryhmat sijoittivat a, b ja ¢ lukuarvot suoraan yh-
taloéon (6.1) ja yrittavat ratkaista &, m, n.

v~ Muunnoskaavan sijoittaminen: Sijoitettiin
cos 2z = 2 cos® x — 1 véitteeseen, saatiin

k (2cos®x — 1)2 +m(2cos’z —1)+n=0
4k cos* z + (2m — 4k) cos’ x4+ (k —m +n) =0
(6.3)

Kommentit

X- Kadyttda véitetta oletuksena:
[1](2]3][4][5][e][7][&][9] 7o) [11][72]
Kaikki ryhmat ovat jossain méaérin kéyttaneet
véitettd lahtdkohtana. Kyseessa oli johtamis-
tehtava, jolloin oli I1dhdettava liikkeelle tehtdvan
oletuksista, eli yhtalosté (6.1), ja pyrkié jollakin
tavalla saavuttamaan todistettava yhtalé (6.2).
Oli hyvin todennakoistd, ettd opiskelijoiden
mielestd, kyseessd ei ollut johtamista, vaan
enemmankin vakioiden k,m ja n |6ytamista,
jolloin kayttivat vaitetta oletuksena.

X- Kayttaa vakioiden a, b ja c arvot:
7(2][3][4]3[6][7]8[9]10]11][12]

Oli mahdollista se, ettd opiskelijat eivat saa-
neet todistettua vaitettd, jolloin he yrittivat k&yt-
tda annettuja lukuarvoja. He todennédkéisesti,
ajattelivat, ettd konkreettisilla luvuilla olisi he-
lompi ratkaista k£, m ja n. Tai toinen mahdolli-
nen tapaus oli se, etteivat opiskelijat saaneet
erotettua tehtvén osioita.

v - Muunnoskaavan sijoittaminen
D3G50 ®® O MU [12]
Sijoittamisen jalkeen, opiskelijoilla oli ongelma
sieventdmisessa. 2. ja 8. tekivat pienen huoli-
mattomuusvirheen, ja loput ryhmat jattivat sie-
ventamistd kesken. Syyna voisi olla, ettd he
kayttivat "vaaranlaista muunnoskaavaa"(esim.
2 ¢ —sin? z tai muuta vastaava), jol-
loin yhtalddn syntyi erilaisia termeja, mika vai-
keutti sieventédmista.

cos 2xr = cos



X- Ryhma 5:
—1<cos2x <1
—m =+ vVm? — 4kn
cos2x =
2k
ja m? —4kn >0
-m
= 20 = —
cos 2 o7

() () () enes

cos 2z saa arvot [—1, 1]. Toiseen asteen funktion
ratkaisut ovat valilla [-1,1], esim. f(a) = a? — a,
ja sijoitetaan a = cos 2z. Saadaan siis

f(cos2z) = cos® 2z — cos 2z + 0,

elik=1m=—-1,n=0

v”- Muunnoskaavan sijoittaminen oletukseen:

Kaytetdan muunnoskaavaa cos? z = <522+l yh.
taldssa (6.1), saadaan

g—l—%coszr—l—bcosx—&—c:o

X- Virheelliset oletukset: Opiskelijat ajattelivat,
etté cos z ja cos 2x ovat suoraan verrannollisia, eli
Ryhmé 4:

COS T = COS 2%

Ryhmé 11:

cos?x = cos? 2z - r

missé r on vakio.
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X- Ryhmd 5: yritti etsid yhteyksia oletuksen
ja vaitteen valilla, ja yksi keino oli etsia mate-
maattinen malli, joka kuvaa molempia yhtaloi-
ta. Ehka siksi ajatus funktiosta f(a) = a? — a
tuli esiin. Tama funktio kuitenkin oli vain esi-
merkki tietyssa tapauksessa, eikd silla voi to-
distaa véitteen voimassaoloa. Liséksi oletus
m? — 4kn = 0 ei ole perusteltu kunnolla, mik-
si nain tapahtuisi, ja miten ehto auttaisi kertoi-
mien ratkaisemisessa.

v”- Muunnoskaavan sijoittamien oletukseen:
(1]234B6789100 12

1. ei kuitenkaan sieventanyt enempaa. 11. te-
ki pienen laskuvirheen. Todenn&kdisesti opis-
kelijoiden mielesta, oletusyhtalé (6.1) oli jo yk-
sinkertainen, ettei siitd ehkd kannattanut 1&h-
ted muokkaamaan ja laajentamaan, jolloin sii-
ta saattaisi tulla vaikeammaksi nékdiseksi.

X- Virheelliset oletukset:

Ryhméan 4 mielestd, termien cosz ja cos2z
taytyy olla samat, ja ettd ne toteuttavat se-
kd oletuksen (6.1), ettéd véitteen (6.2), mut-
tei perustellut miksi néin tapahtuisi. Oikean
muunoskaavan mukaan pitéisi olla cosx =
+4/3(1 + cos2z).



v~ - Termien cos x tai cos 2z ratkaiseminen: Yhta-
I6ista (6.1), (6.3) ja (6.2) ratkaistiin cosx, cos®z
ja cos 2x kayttéen toisen asteen yhtaldn ratkaisu-
kaavaa, saatiin

—b£Vb? — 4ac
2a
—1+5
4
9 —m + 2k £ vVm? — 4kn

COS™ xr = 1k

—m +vm?2 — 4kn
2k

cosx =
(6.4)

COST =

(6.5)

(6.6)

ja cos2x =

X- Muodostetiin yhtélépari: Opiskelijat vertailivat
melkein samannéakdisia yhtaloita toisiinsa ja teki-
vét virheellisia algebrallisia paatdksia:

Ryhméa 3: Oletuksesta (6.1) ja vaitteesta (6.2),
saadaan

acos®x = kcos? 2z
(6.7)

bcosx = mcos2x

cC="n
Ryhmé 12: Yhtal4 (6.4) nelididaan
COS™ & = 1 16

) (—11\/5>2_1j:2\/5+\/5

joka on yhtasuuri yhtalén (6.5) kanssa, saadaan
yhtaléryhma

1=—-m+ 2k
2v/5 +5 = vVm? — 4kn
16 = 4k

X-Jakaminen nollalla: Opiskelijat yrittivat ratkais-
ta termeja yhtéloista, ja tekivét jakolaskuja, mut-
teivat ottaneet nollalla-jakamistilanne huomioon:

—m £+ vVm?2 — 4kn
cos2x =
2k
acos®x = kcos? 2z

a COS2 T

cos? 2z
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v - Ratkaista cos x:
123[4][5][6] @ [a][][10]#12]
4.,6.,7.,9. yrittivat ratkaista termi& cos x (6.4),
ryhméa 12 termia cos®z (6.5) ja 2., 5., 8., 10.
taas termié cos 2z (6.6). On siis mahdollista rat-
kaista kertoimia k, m ja n, hyddyntamalla Vie-
tan kaavoja, kun tiedetd&n termin cosx arvo
(yhtélé (6.4))

X- Muodostetaan yhtélépari:
1[2][3]48[6]7[8] g 10 11 72
Opiskelijoilla oli vain kaksi yhtéléa, jotka sisal-
tavat kuusi vakio ja yksi muuttuja, siksi oli hyvin
haastava lahted ratkaistamaan tuntemattomat
vakiot. Yhtélot olivat rakenteellisesti samat, ja
niiden termit ja osiot muistuttavat hyvin toisiin-
sa. Naiden syiden takia, opiskelijoilla saattoi
syntyd harha ajatus siit&, etta voidaan muodos-
taa yhtaléryhmia. Ongelma tassé oli se, ettei
opiskelijat tarkistanut olivatko heidan johtop&a-
tOkset patevia.

3. siis lahti talla tavalla suoraan yhtalésta
(6.7) ratkaisemaan k,m,n, ja saivat k =
dcos’s n = —1, mutta sijoittivat ter-
mit takaisin vaitteeseen, ja vaitteestad sieven-
tyy taikaisin oletukseen. Opiskelijat huomasi-
vat tehneensa virheen.

__ 2cosz
cos 2z ?

X- Jakaminen nollalla:
72[3]4[5][6]7[8]g[10][11][12]
Opiskelijat eivat suoraan jakanneet nollalla,
mutta kertoimet ja muuttuja = ovat tuntemat-
tomia, joten oli siis tarkasteltava aina erikseen
nollalla-jakamistilanne ennen kun tehd&an ja-
kolaskua.
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Muita ldhestymistapoja: Muita ldhestymistapoja:

Ryhmé 4: sai ratkaistua cosz = %\/5, ja lah-  Ryhmé 4 ja 9: Opiskelijat kdytdnndssa yrittivat
ti rakentamaan suorankulmaisen kolmion, jonka laskea asioita, jotka olivat mahdollista laskea.
hypotenuusan pituus on 4, ja kulman x viereisen

kateetin pituus on —1++/5. Pythagoraan lauseel-

la opiskelijat saivat toisen kateetin pituuden, kak-

si arvoa kulmalle z ja kulmien komplementit. He

eivat kuitenkaan paassyt tasta eteenpain.

Ryhmé 9: Teki samalla ajatuksella ryhmén 4
kanssa, mutta piirsi yksikkdympyran. Ryhma teki
kuitenkin nelidintivirheen:

2
—1++5 1+5
<4> -6 (6.8)

Ryhmd 8: Teki erikoinen menettely, joka muistut- Ryhmé 8: Haarukointi on tekniikka, jota kay-
taa haarukoinnilta: tetdén tosi paljon matematiikassa. Kuitenkin,
tassa tehtavassa ei tiedetd, mikd on muuttujan
x, sekd vaikoiden a, b, ¢ arvoja, jolloin ei voida

r=m olettaa x = m, ja jos niin olettaa, niin pitda olla
a(cosm)? 4+ bcosm+c =0 joku perustelu.
la—1b+c¢=0

Tehtéva 2

Ratkaise taydellisesti yhtald

cos® x + cos?(2z) + cos?(3x) = 1. (6.9)

Tehtava 2 mittaa opiskelijoiden yhtaldn ratkaisutaitoa, seka trigopnometrisen funktion maa-
ritelmien ymmartamista. Tehtdvaan vastattiin yhteensa 14 ryhma&. Kahden hengen ryh-
mia olivat ryhméat 1, 2, 3,5, 6,7, 9, 10, 11, 13, 14 ja kolmen hengen ryhméat 4, 8 ja 12, eli
yhteensa 31 opiskelijaa. Yleinen vaikutelma oli se, ettd monet ovat saaneet hyvin lahella
oikeaa vastausta.

Tehtdvanannossa pyydettiin ratkaisemaan yhtalén taydellisesti, eli 16ytaa kaikki mahdol-
lisia muuttujan = arvoja, jotka toteuttavat yhtélén (6.9). Kaikki ryhméat ymmarsivéat tehta-
vanannon, ja tiesivat mita tehtavassa pitaisi tehda. Opiskelijoiden ratkaisuissa kaytettiin
tosi paljon muunnoskaavoja. Taulukkoon 6.2 on koottu muunnoskaavoja, joita kaytettiin
ratkaisuissa.
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#. Kaava Ryhmien maéara
(n/14)

1. cosx +y = cosxcosy Fsinzsiny 5

2. sin? x 4 cos?z = 1 8

3. sin2x = 2sinz cosz 3

4. cos2x = 2cos>x — 1 =cos’z —sin?z =1 — 2sin’ 14

5. cos?z = 1(1 + cos 2z) 3

6. cos3x = 4cos®x — 3cosx = cosx(1 — 4sin’ 7) 8

7. sin3z = sin (4 cos® x — 1) 1

Taulukko 6.2. Trigonometristen muunnoskaa

voja, jota Kdytettiin tehtdvdssd 2. Luku n

kertoo kuinka monta ryhmdaéa on kdyttanyt kyseista kaavaa.

Opiskelijoiden tekemien ratkaisujen poimin-
nat

v~ - Muunnoskaavojen kdyttdminen: Koska yhta-
I6ssa (6.9) oli kolmenlaista termié cos x, cos 2z ja
cos 3z, joten olisi hyva kayttdd muunnoskaavo-
ja, jotta saataisiin yhtaléén vain yhden tyyppinen
termi, jotta ratkaiseminen olisi helpompaa.

v’ - Tapa 1: Kaytettiin kaavoja 4 ja 6

cos? 2z = (2cos?z — 1)?
=4cos*x —4cos’z +1 (6.10)
cos? 3z = (4cos®  — 3cosx)?

=16cos®x — 24 cos® v + 9cos® . (6.11)

Sijoitettiin termit muutetut termit cos? 2z, cos? 3z
yhtaléon (6.9) ja sievennettiin. Saatiin

16 cos®z — 20cos* £ + 6cos®z = 0

cos? (16 cos* z — 20 cos? z + 6) = 0

(6.13)

Kommentit

v - Muunnoskaavojen kdyttdminen:
Ratkaisujen perusteella, melkein kaikki ryhmat
ovat tietoisia siita, ettd heiddn on muokattava
yhtalda hyédyntdmalla muunnoskaavoja.

v -Tapa 1:
[1][2][3]4[5][6][7][8] @ 0 O 1213 14
Suurin osa ryhmisté saivat sievennettya oikein
ja saivat yhtalon (6.13). Ryhma 9 teki virheelli-
nen nelidinti ja otti yhteisen tekijan vaaralla ta-
valla:

cos? x + 4cos* x — 4 cos® z+
14+ 16cos®z —9cos’?z—1=0

cos? x(4cos®x — 4+ 16cos®> z —9) = 0

10. ja 11. kirjoittivat muunnoskaavat 2 ja 6 vaa-
rin. Kaikki 10, 11 ja 13 jaivat pyérimadan muun-
noskaavojen kanssa, eika saanut enempéaa.



Vv~ - Tapa 2: Kaytettiin kaava 5

9 1+ cos 2z
cos” T = ————

1+ cosdx

2
1+ cosb6x

2

cos? 2z =

cos? 3x =

Yhtéalésta (6.9) saatiin

14+ cos2x 14 cosdxr 1+ cosbx
2 2 2

cos 2x + cosdx + cosbr = —1

=1

(6.14)

Merkittiin 22 = ¢, ja kaytettiin kaavaa 4 ja 6

cost+2cos’t —1+4cos®t — 3cost = —1
(6.15)
(6.16)

2cos?t — 2cost +4cos®t =0
2cost(2cos’t +cost —1) =0

Ratkaisu vaiheet: Molemmissa tavoissa voidaan
hyddyntdéd tulon nollasdantéd. Taméan jalkeen
voidaan ratkaista muuttuja z.

v’ - Tapa 1: Yhtalossa (6.13) merkittiin cos? z = ¢.
Ratkaisua saadaan kun

t=0 (6.17)
1 3
tai 16t2—20t+6=0:>t:§tait:Z (6.18)
COSQ$=0=>$:g—|—n7T (6.19)
1 1
cos’r = - = cosx = +£—— 6.20
'z =g x 7 ( )
T onm
=—4 — 6.21
=z 1 > ( )
3 3
cos’ z = 1 = cosx = ig (6.22)
Sr= 4
z=gtnm
tal x = —% +nm,n€?Z (6.23)
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v’ - Tapa 2:

123[4]567891011 (213 1%

Vain ryhm& 4 on saanut yhtalén (6.16). 12.
kayttivat muunnoskaavoja suunnattomasti, ei-
k& paassyt eteenpain. 14. sai yhtélén (6.14) ja
paatti ratkaista x jo tAssa vaiheessa.

v’ - Tapa 1:
11246060 ©® @101 121514

2., 3., 5., 6., 7. ottivat nelidjuuria, mutta jatti-
vat plus-miinus-merkin + huomioimatta (yhté-
I6issé (6.20) ja (6.22)). Tama virhe vaikuttaa
ryhmien 2, 5, 6, 7 ratkaisuihin niin, etté heidan
ratkaisut olivat vain osittain oikein. Ryhmat 3,
5, 6 laskivat kulmat x yhtéldista (6.20) ja (6.22)
osin vaarin. Ryhmat 8 ja 9 saivat vain yhden
ratkaisun (6.19), ja jattivat tehtdvaa kesken.



X- Tapa 2 - Ryhmd 4: Yhtal6ssa (6.16) merkitédan
cost = a, saadaan ratkaisuiksi

a—0:>7f=f;|at:3—7r
2 2
_1 om
a—iit—g
a=—-1=t=n

T . 3T
r=—jaxr=—
1 1

T

x=—

6

T

=

2

X- Tapa 2 - Ryhmé 11: Sai yhtalon (6.15) ja paatti
ratkaista kulmaa =

204+ 4r 4+ 6x =71+ n2w tal — T+ n2w

120 = w4+ n2n
T err ( T +mr)
r = — - [ i
12 6 12 6

v" - Kuvien piirtdminen: Perustrigonometrisen
yhtalén ratkaisemisessa voidaan hyédyntaa ku-
via, kuten yksikkdympyra tai muistikolmioita. Tal-
I6in saadaan tarkasteltua kaikki mahdolliset kul-
mat.

Tehtava 3
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X-Tapa 2 - Ryhmé 4:
Ryhmaéan 4 ratkaisu oli vain osittain oikein, silla
siina ei ole huomioitu m-monikertaa ollenkaan.

X-Tapa 2 - Ryhmé& 11:
Ryhma sievensi yhtaléa (6.15) taysin vaérin.

v - Kuvien piirtdminen:
[1]23[4][5]87 891011 1213[14]
Ryhmén 1 yksikkdympyra verrattuna muihin
ryhmaan, oli paljon selkedmpi, jolloin he saivat
huomioitu kaikki mahdolliset kulmat. 4. kaytti
vain muistikolmio, ja se selittaisi miksi ryhman
ratkaisussa puuttui kokonaan w-monikertaa.

M&éarita kaikki véalin 0 < z < 2« luvut z, jotka toteuttavat epayhtélét

2cosz < ]\/1 +sin2z — V1 —sin2z| < V2. (6.24)

Tehtavassa 3 pyydettiin ratkaisemaan epayhtald, joka siséltda paljon informaatiota. Tal-
16in opiskelijoiden taytyi ottaa ne huomioon ennen laskutoimituksiin siirtymista. Tehtdvaan
3 vastasi yhteensa 13 ryhmaa (yhteensa 27 opiskelijaa). Kahden hengen ryhmat olivat
ryhmat 1, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 13, kolmen hengen ryhmia olivat 2, 4, 10, ja yksinlaskijoita oli
kaksi, rynmat 8 ja 12. Tehtavananto oli selked, joten opiskelijat tiesivat, millainen ratkaisu
heidan oli saavuttava. Ratkaisuprosessissa Idydettiin kuitenkin hyvin erilaisia virheita.



Opiskelijoiden tekemien ratkaisujen poimin-
nat

v’- Epdyhtélén jakaminen: Jaetaan epayhtalot
kahteen todistettavaan osaan

2cosz < ‘\/1+sin2x—\/l—sin2x' (6.25)

ja ’\/1 +sin 2z — V1 —sian‘ <2 (6.26)

v - Neliéjuuren tarkastaminen:

sin2z € [—1,1], joten 1 +sin2z >0

Nelidjuuret olivat siis méaariteltyja.

Tarkastellaan ensin oikeapuoleista epayhtaléa
(6.26).

X- Epdyhtélén (6.26) jakaminen: ltseisarvon mo-
lemmat vaihtoehdot olivat

\/1—|—sin2x—\/1—sin2x§\@
tai V1 4+ sin 2z — V1 — sin 22 > —\/§

v” - Nelidinti: Epayhtaléa voidaan korottaa toi-
seen potenssiin, saadaan

(1 +sin2z) + (1 — sin 2x)

(6.27)
—2v/1 +sin22v1 — sin 2z < 2

v’ - Kuvaajien kdyttdminen: Koska nelidjuuris-
sa olevat termit ovat melko yksinkertaisia, joten
on mahdollista hahmottaa niiden kuvaajia. Oikea
kuvaaja pitédisi olla kuvan 6.1 mukaisesti.
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Kommentit

v’ - Epdyhtélén jakaminen:
Hll2]e[4]®[8]® @[9][10] O [12][13]
3. ja 8. ensin nelidivat epayhtalén (6.24), ja
sen jalkeen vasta jakoivat kahteen osaan. 5.,
7. ja 11. tekivat nelidinti, mutta eivat jakanneet
epayhtaléa ollenkaan, vaan yrittivat ratkaista
molemmat epayhtalét yhta aikaa. 11. liséksi
kaytti itseisarvoa vaérin, silla heidan mielesta
itseisarvo riippuisi siité, onko = > 0 tai x < 0.

v - Neliéjuuren tarkastaminen:

[1][2]2 4[5]8[7]9 10 11 12 48

Tama vaihe oli melko térked, silld juurettavan
arvo saattoi rajoittaa lopullisen ratkaisun mer-
kittavasti.

X- Epdyhtdlén (6.26) jakaminen: Taman vir-
heen teki ryhmd 12, yhtéldiden valissa pitaisi
olla konfuktio-"ja". 9. merkitsi nain:

—2< V1 +sin2z — /1 —sin2z > 2

v - Neliginti:

[1]2[3][4][5]®[7]8 @[10]11 1218
Ryhmien 6 ja 9 epayhtalélta (6.27) puuttui ker-
roin 2 nelidjuuren edestd. Ryhma 13 ei ratkai-
sut epayhtaléa (6.26) ollenkaan.

v~ Kuvaajien kdyttdminen: Ryhman 2
V1+sin2z ja /1—sin2z kuvaajat olivat
osittain vaarin. Opiskelijoiden hahmotetuil-
la kuvaajilla oli sekd yléspéin, ettd alaspain
aukeavat paraabelit, mutta oikeassa kuvaa-
jassa (kuva 6.1) oli vain alaspdin aukeavia
paraabeleja. Kasin piirrettynd kuvaajia ovat
suuntaa antavia, eivatkd riitd talldin kunnon
perusteluksi.
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@ f(x) =
O -

1 —sin(2 x)

1 +sin(2x)
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Kuva 6.1. Oikeat funktiot piirrettynd Geogebralla

X- Vddrin nelidinti: Epayhtaldsta (6.26) tulee
muotoon

(1+sin2z) — (1 —sin2x) <2

2sin 2z < 2 (6.28)

v - Sieventdminen: Epayhtalosta (6.28) saa-
daan

2 — 2v/1 +sin2zv1 — sin 2z < 2
—2v/1+sin2zv1 —sin2z < 0

—2V1—5sin%22x <0 (6.29)

X- Vadrin nelidinti:
1234567(8]910[11][12]18

Opiskelijat luulivat, etta itseisarvon korottami-
sessa, nelidjuuret havidvat, mutta matemaatti-
sesti ei menee nain (koska |a — b> = (a—b)2 =
a® + b — 2ab).

v~ - Sieventdminen:
[1]234067® Q@ O 1213

5. laski neli6juurien tulon vaarin (epayhtalossa
(6.29) /1 + sin® 2z) ja my®s kirjoitti muunnos-
kaavaa virheellisesti, joka johti siihen, etteivat
he saaneet oikein sievennettya.

10. laski mitka olivat termien /1 +sin2z —
/1 — sin 2z nollakohdat, ja tarkasteli, milla va-
lilla termi olisi postiivinen tai negatiivinen. Lo-
pulta ryhma ratkaisi yhtald

V1 +sin 2z — V1 — sin 2z = V2

7.ja 11. ei paassyt enda eteenpain.
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X- Véérin sieventdminen: Nelidjuurien tulo sie- X- Vdérin sieventéiminen:@

vennettiin ndin Ryhma laski neli¢juurien tulo oikein, mutta luu-
li, ettd nelidjuuri poistaisi termin sin? 2 ekspo-
nentin.

V1 + sin 22v/1 — sin 2z
=y/1 — sin 2z + sin 2z — (sin 2z)2
=v/1 — sin® 2z

=1 —sin2z

X- Sieventdminen loppuun asti: Kayttden muun-  X- Sieventdminen loppuun asti:

noskaavaa cos? 2z = 1 — sin® 2z, epayhtéldstd Ryhmien 3 ja 4 mielesta toinen potenssi su-

(6.29) saatiin muotoon pistuisi pois nelidjuuren takia, jolloin jaisi pelk-
k& cos2z, mutta oikeasti pitéisi olla |cos2z]|.
3. liséksi teki toisen virheen, jossa he jakoivat

—2Vcos?2z < 0 epayhtaldn nelidjuuren edessa olevalla negatii-
—2cos2x <0 visella luvulla (-2), mutta ei vaihtanut suuruus-
cos 2z > 0 merkkia. Naiden virheiden takia 4. sai osittain
a oikein ratkaisut, kun taas 3. sai vaérag ratkai-

sua.

v~ - Ratkaiseminen 1: Koska neliéjuuri (epayhta- - Ratkaiseminen 1:

I6sta (6.29)) on méaaritelty kaikilla z € R, ja juu- @348387830MOMIZ13

ren arvo oli suurempi tai yhtasuuri kuin nolla, niin 2. kaytti td&td menettelya osittain oikein. Opiske-

nelidjuuren vastaluku oli negativiinen, ja epayh- lijat huomasivat, etta itseisarvon on oltava va-

talé (6.29) oli voimassa kaikilla z € R. hintdén nollaa ja enintdan /2, ja perustelivat
sen (osittain virheellisten) kuvaajien avulla, ja
selittivat myds sanallisesti.

Ratkaistaan viela epayhtélda (6.25):

2cosx < |1+ sin2x — v/1 — sin 2z

v" - Termin cos x arvo: Koska itseisarvo oli aina - Termin cos x arvo:
suurempi tai yhtasuuri kuin nolla, niin 12348878910 11218
Kaikki ryhmat tekivat tdman virheen. Opiske-
lijat halusivat suorittaa laskutoimituksia, mutta
2cosz <0 eivat ottaneet huomioon niiden ehtoja. Tdmé
0 371 virhe seurasi siihen, ettéd ratkaisut olivat joko

<:>cosx§0<:>x€{, o o
272 puutteellisia tai vaaria.

Muuten

cosx > 0x € [07 g] tai x € [3;, 27r] (6.30)



X- Lahestymistapa 1 - Ryhmé4 1:
Epayhtaléa (6.25) voitiin tarkastella kahdella
epayhtaléilla

2cosz < V1+sin2x —+v1—sin2z, (6.31)
tai 2cosz < V1 4+ sin2x — /1 +sin 2z, (6.32)

missd epayhtaldé (6.31) olisi voimassa kun 0 <
v < Ztaim <z < 3T ja epayhtdld (6.32) kun

7 <z < 7tai 3 <z < 2. Kuvaajia kéytettiin
perusteluksi.

v~ - Ldhestymistapa 2 - Ryhm4 2:
Koska

‘\/1 Femoz— iz sin2x’ <Vv2  (6.33)

ja 2cosx < ’\/1 —sin2z — /1 —sinQ;L" (6.34)

niin saatiin

2cosx < V2

—2<2cosx < V2
Tep<
4~ — 4
v’- Léhestymistapa 3, oikein nelidinti: Jos
cosx > 0, voitaisiin nelidida epayhtéld (6.25), ja
se sievenisi muotoon:

(6.35)

(2cosz)? < |[V1+sin2x — V1 — sin 2z
4cos’x < 2 — 2V cos2 2z

‘2
(6.36)
X- Vdadrin neliéinti: ltseisarvon neliinti poisti ne-

liGjuuret, joten saatiin

4cos?x < (1 +sin2z) — (1 — sin 2z)

4dcos’r < 2sinz

(6.37)
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X- Ladhestymistapa 1 - Ryhma 1:

Opsikelijat saivat epayhtalét ja tarkasteluvalit
oikein, muttei padasseet tai ehtineet jatkaa tasta
eteenpain.

v~ - Ldhestymistapa 2 - Ryhma 2:

2. teki tassé virheellisen oletuksen. Kaytannds-
sd heidan mielestd, jos b < ¢ (epayhtald (6.33))
jaa < b (epayhtald (6.34)), niin riittaa, etta rat-
kaistaan ¢ < c¢ (epayhtaldé (6.35)). Ryhma ei
siis kuitenkaan ratkaissut epayhtéld o < b.

v~ - Ldhestymistapa 3, oikein nelidinti:
12[3]4[5]/®[7]8g1011 123

4. ja 9. eivat ratkaisseet epayhtaléa (6.25) ol-
lenkaan. Ryhmaltd 6 puuttui kerrointa 2 ne-
liGjuuren edessa. 13. ei korottanut epayhtalda
(6.25, vaan paatti jakaa epayhtéald termilla cos
ja lisatd molemmille puolille (-2), mutta ryhma
ei padssyt enaé eteenpain.

X- Vadrin nelidinti:
1284567[8]9[10][11]1218

10. todenné&kdisesti jakoi ryhméanjésenille eri
tehtdvén osia, jolloin toiset ryhméaldiset neil6i-
vat itseisarvoa oikein, mutta toiset eivat. 11. ei
osannut sieventdd enempaa, jolloin jatti kes-
ken.
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X- Ldhestymistapa 4 - Ryhmd 12: Nelibitin X- Ldhestymistapa 4 - Ryhméa 12: Opiskeli-

epayhtaléa (6.25) ja ajatteli, ettd nelidinti poistaisi vain neli6-

juuri, eikd silla ollut vaikutusta itseisarvoon.

Siksi epayhtalésséa (6.39) oli itseisarvomerkin-

2cosx < |V1+sin2z — V1 —sin2z| (6.38) nat viela Tama virhe oli monimutkainen, silla

dcos?z < |1 +sin2r — (1 —sin2z)| (6.39) Yhma nelidi itseisarvoa jo, siksi epayhtalossa

(6.39) ei siis ole enad itseisarvoa, eikéd epayh-

taloa talldin, itseisarvon maaritelmén mukai-
sesti, voida en&é jakaa kahteen osaan.

= 4cos’z < 2sin2zx (6.40)

tai —4cos’z < 2sin2z (6.41)

X- Ratkaisu 1 - Ryhmd 3: Epahtalédn (6.36) si- X- Ratkaisu 1 - Ryhmé 3:

joitettiin cos? z = 1 — sin? z, ja saatiin Ryhma yritti sieventaa epayhtaléa (6.42) ja te-
ki yhtdaikaa liilan monta sievennysvaihetta, jot-
ka johtivat laskuvirheeseen. Ryhmé sai lopulta

A(1 —sin®z) <2 —2cos 2 (6.42) vaarat ratkaisut.
2
1+ (1-2sin?z) <1 82
1+cos2x<1-— cos 2z
X- Ratkaisu 2: Yhtélosta (6.37) X- Ratkaisu 2:

1234567[8]9 1[12)38
12. katsoi todenndkdisesti vaarin (sin2z =
2cos? x < sin 2z 2sinx), ja ajatteli, ettd epayhtdlé on polyno-
sin2z —2cos’x >0 || cos’z=1—sin’x mimuodossa, jonka muuttujana on sinz. 8.
2¢inz +sin2zr —2 >0 (6.43) sai vain epayhtalén (6.43), eika paassyt enaa

eteenpain. Ryhmilla 5 ja 6 oli virheita itsei-

2% + 2t — 1 > 0, missé sinz =t R L
sarvon nelidinnissé ja sievennyksessd, eivatka

t = ﬂ pystyneet jatkamaan.
4 Ryhmalla 10 oli liséksi vieléd nelidintivirhe
o -1+2v5 .
ja vain ¢ = — € [—1,1] kay.
cosr —sinx <0 (6.44)
cos? x —sin®z <0 (6.45)
COS2:C§O:>£E=%+7T (6.46)
X- Epdyhtéalon ratkaisemisvirheet: X- Epéyhtéalon ratkaisemisvirheet:

Ryhma 12: 12345[6]|7[8][9][10][11][12][13]
Keratdan vield niitd virheita, joita ei ole vie-
sin 2z < % eli sinz < % + 27 (6.47) 1a huomioitu aikaisemmin. Tassa yritetdan olla
kerddmatta huolimattomuusvirheitd. Nama vir-
heet liittyvat trigopnometrisen yhtalén tai epayh-
taloén ratkaisemiseen. Virheet johtuivat toden-
sin2z < 1 (6.48) nakoisesti trigonometrisen funktion vaarin ym-
martdmisestd. Seuraavat virheet ovat joitakin
virheitd, jotka melko térkeitd matemaattisen

ymmarryksen kannalta.

Ryhmé 6:

2z < g + n27w (6.49)
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X- Ratkaisujen ehdot: Ratkaisuissa ei ole huo- Kuvien piirtdminen:

mioitu tarkasteluvdlia 0 < & < 2« tai [1][2][3]4567[8|910111213

w—monikertaa. Esim. ryhma 6 (epaytald (6.49)), Ryhmilléjaon vain yksi kuva yksikkdym-

ja liséksi pyrasta, kun taas ryhmilla ja on kuvia
Ryhmé 4: seka yksikkbympyrasta, ettd kuvaajia. Kuiten-
kin vain ryhmalla [2] oli muistikolmioita vas-
tauksissa.
cos2x >0 (6.50)
s m
——<2x< = .51
5 2S5 (6.51)
m s
——<zr<- .52
15T (6.52)
Ryhma 3:
cos2x <0 (6.53)
o Y Y Qo
<< —tal —=—<zx<-—=— .
:>47:r72tal 5 ST 7 (6.54)

Koonti tehtavista ja virheista

Tehtavassa 1 opiskelijat 1&htivat liikkeelle vaarasta kohdasta, joka hankaloitti tehtavan rat-
kaisemista huomattavasti. He kayttivat laskustrategiana yhtaléiden muodostamista enim-
makseen, jotta voivat ratkaista kertoimien arvoja. Tehtdvassé korostui sen, ettd tehta-
vanannon huomiointi ja ymmartaminen oli hyvin tarked tehtavan ratkaisemisen kannal-
ta. Opiskelijat joutuivat "improvisoimaan"enemman, silla heidan matemaattisia tydkaluja
(padosin algebralliset menetelmat) olivat rajoitettuja. Improvisoiminen johti myds siihen,
etta opiskelijat tekivat paljon algebrallisia virheita.

Tehtavat 2 ja 3 olivat tutuimpia nékdisia opiskelijoille ja huomattiin, ettéd he parjasivéat pa-
remmin kuin tehtdvassa 1. Vaikka tehtavatyyppi oli tuttu, niin ratkaisuissa |6ydettiin erilai-
sia lahestymistapoja, mika oli positiivinen asia matematiikan opiskelun kannalta. Kuvaa-
jien kayttd oli hyva oivallus opiskelijoilta. Huomattiin, ettd piirtdmalla esimerkiksi muisti-
kolmio tai yksikkdympyra auttoi opiskelijoita perustrigonometristen yhtaldiden ratkaisemi-
sessa.
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Virheiden luokat Aihe ja virheet

Virheelli aattel
rheetiinen paaticly e Todistusten loogisuus (UT)

Algebralliset taidot:
e YhtalGiden ja epayhtaléiden ratkaiseminen. (UT)

e Maéaritelmien vaarin ymmartadminen
— ltseisarvo (UT)

— Neliéinti (MUT)

— Trigonometriset funktiot (MUT)
¢ Erilaisten laskutekniikoiden ehtojen tarkastelu. (UT)
e Virheeliset oletukset (HT)
¢ Nollalla jakaminen (HT)

Virheelliset merkinnat . N o . L
e Epéaselvat merkinnéat trigonometrisissa termeissa (HT)

¢ Rakenteellisesti samojen merkintéjen vaarin ymmarta-
minen (MUT)

Huolimattomuusvirheet I .
e Kaavojen uudestaan kirjoittaminen (HT)

e Nelidinti ja nelijuuren ottaminen (MUT)

Taulukko 6.3. Virheiden luokat

Kokonaisuudessa opiskelijat osasivat kohtuullisen hyvin valituissa IMO-tehtévissa. Opis-
kelijoiden ratkaisujen perusteella, virheet johtuivat padosin heikosta perusteorian osaa-
misesta, kuten trigonometristen funktioiden maaritelmat, nelidinti, itseisarvot seka yhta-
16n ettd epayhtaldn ratkaiseminen. Koska tehtévat olivat erilaisia, ja yksi opiskelija tehda
saman virheen uudestaan, mika tarkoittaa sita, ettd virheiden maara kokonaisuudessa
on vaikea laskea. Siksi ratkaisujen perusteella, luokiteltiin virheet harvoin toistuvaksi vir-
heeksi (HT), melko usein toistuvaksi (MUT) tai usein toistuvaksi (UT), riippuen siita kuinka
usein virhe on esiintynyt virheiden poiminnassa.

6.2 Tulosten tulkinnat

Wilsonin malli ja matemaattinen ajattelu

Tarkastellaan opiskelijoiden kognitiivista tasoa hyédyntden Wilsonin mallia, jonka mukaan
on nelja hierarkkista tasoa:

A Laskutaito
B Ymmartdminen

C Soveltaminen
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D Analysoiminen

Laskutaito tasolla, opiskelijat padosin tunnistivat ja muistivat tehtavan liittyvat termit, teh-
tavanantoa seka tehtavatyyppia. Tunnistettua tehtaviaan, opiskelijat lahtivat saman tien
ratkaisemaan niitd hyddyntaen opittuja algoritmeja, kuten yhtalén ratkaiseminen, tai kaa-
vojen sijoittaminen. Jotkut ryhmat jopa kirjoittivat poimittuja tietoja ylés. Opiskelijoiden
laskutaito on kiitettava tai hyva.

Ymmartadmisen tason nédkdkulmassa, opiskelijat tietavat paljon perusalgebrallisista me-
netelmista, esimerkiksi nelidinti, ratkaisukaavat, korkeamman asteen yhtalét, joita opis-
kelijat kayttivat joustavasti. Ongelma oli kuitenkin se, ettd he kayttivat niita tietoja muistin
varalla, jonka vuoksi osa muisti kaavoja vaarin. Syy tdhan oli myds kaavojen kayttdminen
ilman tarkkaa ymmarrysta. Opiskelijat keskittyivat likaa laskumetodien kéyttdmiseen, sen
sijaan he olisi voineet selvittdd perehtyméattémia kasitteiden merkityksia, kuten itseisar-
Vo ja epayhtalot. Perehtymattomat kasitteet olivat ongelmanratkaisun kannalta kriittiset
kohdat, joita opiskelijoiden olisi pitAnyt antaa enemman huomiota. Lisaksi monessa ti-
lanteissa yhtaldn muokkaamiseen vaadittiin erillinen tarkistus tai huomiointi, esimerkiksi
nollalla jakamistilanne, mutta jattivat niitd kokonaan huomioimatta. Huomattiinkin opiske-
lijat, jotka tiesivat enemman kuin pelkka kaavaa, esimerkiksi trigonometristen funktioiden
madaritelmien tai itseisarvon merkitys, menestyivat huomattavasti paremmin, silla heilla oli
kaytannéssa enemman tybkaluja kaytdssa ja niitd voisivat kayttaa paljon joustavammin.
Trigonometrisisten tehtavien ratkaisemisessa, maaritelmilla oli erittain tarkea rooli.

Soveltamisella tasolla opiskelijat hyddynsivét laskutapojaan ja yrittavat ratkaista tehta-
vid. Opiskelijoiden paatydkalu oli mekaaniset laskutavat, jotka olivat myds lukion aikana
tarkeimpia tyokaluja.

Tehtava 1 on rutiinimainen perus todistustehtava, jossa annettiin oletus ja oletuksilla pi-
taa todistaa vaitettd. Malliratkaisussa (lite B) huomataan, etta tehtavassa ei ole mitdan
ihmeellisempia laskuja. Opiskelijoiden mielesta kertoimia voitiin ratkaista kertoimia k, m
ja n mekaanisesti, eivatka kayttanyt todistusmenetelmia. He ovat huomanneet kuitenkin,
etté kertoimien ratkaiseminen pelkélla kahdella yhtaléilla (oletus ja vaite) ei ole helppo, ja
tekivat virheellisia paattelyitd. Suurin osa opiskelijoista ymmarsivat termien cos x ja cos 2z
yhteyden, joka myds yhdistda yhtalita (6.1) ja (6.2). Tama tarkoittaa sitd, ettd he osa-
sivat vertailla tehtdvan annettuja tietoja keskendéan, ja lahtivat niitd hyédyntdamaan. Mo-
net ryhméat kuitenkin ajattelivat, etté yhtalét olivat rakenteellisesti samanlaisia, niin niiden
ratkaisut ovat samat, ja muodostivat yhtaldiden valille vaaria yhtaléryhmia. Tama virhe
osoitti sen, etta tietojen erotteleminen oli viela puutteellinen.

Tehtavat 2 ja 3 olivat opiskelijoille tutumpia ja heiddn menestyksensa olivat parempia
verrattuna tehtdvaan 1. Tehtavat olivat rutiinitehtavia, ja ratkaiseminen oli siis suoraan
viivaisempi, ja melko mekaanista. Mekaanisuuden takia, algebrallisten laskujen tarkkaa-
vaisuus on tarkeassa roolissa. Opiskelijat tekivat suhteellisen paljon laskuvirheita (eri-
tyisesti tehtavassa 3), ja virheet liittyivat nelidjuuriin, nelidintiin ja itseisarvoon. Opiske-
lijat kayttivat laskusaantdja epayhtaldille samalla tavalla kuin normaaleille epayhtaléille.
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Tama viittaa siihen, ettd epayhtald oli monelle ryhmalle vaikea kasite, ja sen liséksi pi-
ti epayhtéldita kasitelld, niin se oli viela vaikeampi. Monet ryhmét ovat kirjoittaneet ylds
tarpeellisia informaatioita (oletuksia, rajoitteita), mutta jattivat viime hetkella niita pois rat-
kaisun tarkastelussa. Taméa ongelma toistui molemmissa tehtavissa 2 ja 3, joka vaikeutti
ratkaisuprosessissa huomattavasti, esti opiskelijoita saamaan haluttua ratkaisua. Tieto-
jen erotteleminen oli puutteellinen.

Tehtévésséa 2 monet ryhmat 1&htivat hyddyntdm&an muunnoskaavoja ja sievensivat yhta-
164, ja lopulta huomasivatkin, etta yhtalda voitiin kirjoittaa toiseen asteen yhtéalén muodos-
sa. Tehtavassa 3 oli vaikeampi kuin tehtdva 2, mutta opiskelijat ovat pérjanneet kohtuul-
lisen hyvin. Kuitenkin monta ryhmag eivat paésseet kovin pitkélle yhtaldiden tai epayh-
taléiden pydrittdmisessa. Kokonaisuudessa kaikissa tehtavissa 1, 2 ja 3, opiskelijoiden
soveltamisen taso on kohtalainen.

Analysointitasolla vaaditaan opiskelijalta syvallisempia mietiskelyja. Tehtadva 1 muistutti
opiskelijoille perinteiseltd mekaaniselta tehtavalta, mutta se ei ollut. Opiskelijoiden ratkai-
sujen perusteella yhtaldiden relaation I6ytdminen oli vaikea. Tehtavissa 1 ja 3, opiskelijat
ovat kohdanneet uusia ongelmakohtia, jotka asettivat heidat epamukavaan tilanteisiin.
Opiskelijat yrittivat kayttaa luovuutensa ja lIdhestyivat ongelmaa eri ndkdkulmissa, mutta
kuitenkin he tekivat paljon virheitd intuitiivisten paatdsten takia. Ongelma téssa oli se, et-
ta he eivat tarkistaneet olivatko heidan intuitiiviset paatokset jarkevia. Kaikkia keinoja saa
kokeilla, kunhan niitd perustellaan. Opiskelijat eivat siis saavuttaneet tata tasoa naissa
tehtavissa.

6.3 Tutkimuksen pohdinta

Johtopaatoksia matemaattisesta ajattelusta

Kilpatrickin matemaattinen ajattelumalli koostui viidesta piirteista: kasitteellisestd ymmar-
tamisesta, proseduraalisesta sujuvuudesta, strategisesta kompetenssista, mukautuvas-
ta paattelysta seka yrittelidisyydesta. Ensimmaisen vuoden opiskelijoiden kasitteellises-
s& ymmartamisessa oli selvasti puutteellista, ja se johti opiskelijoita ratkaisuprosessissa
harhaan suuntaan. Opiskelijat tuntevat kaikki tehtavissa olevat késitteet, operaatiot, ym-
martavat niita yleiselld tasolla, mutta ei kunnolla. Naiden virheiden syyna oli opiskelijan
muistin ja laskumetodien riippuvuus. Matematiikassa pelkka ulkoluku ei riita pitkalle, ja se
nakyi tutkimuksen tuloksista. Vaikka testissa oli rutiinitehtavia, niin ne vaativat kuitenkin
trigonometristen funktioiden ymmarrysta.

Proseduraalien sujuvuus oli opiskelijoille sekd vahvuus, etta heikkous. Vahvuutena oli se,
ettd he tietdvat mitd menetelmia voidaan kayttda missakin tilanteissa. He hallitsevat perus
laskutekniikat, osaa kayttaa annettuja tietoja, sekd hyédyntad muunnoskaavoja. Heikkou-
tena he usein luottivat metodien kaytt66n ilman tarkistusta, jolloin he saattaa jaivat jumiin
ongelman ratkaisuissa tai saivat vaaria vastauksia. Laskuvirheet ja huolimattomuus vir-
heet vaikuttavat tdhan hyvin paljon, silla tutkimuksessa kaytettiin rutiinimaisia tehtavia.
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Proseduraalinen sujuvuus oli selkeédsti opiskelijoiden tarkein tydkalu.

Koska konseptuaalinen tieto on rajoitettu, myds laskumenetelmia on myés rajoitettu, jol-
loin ratkaisujen etsiminen on paljon haastavampi. Strategisen kompetenssin tarkaste-
lussa, kaytettavissad olevat ratkaisustrategiat ovat rajoitettuja. Opiskelijat ovat kayttaneet
erilaisia [Ahestymistapoja, osa toimii ja osa ei, mutta uskalsivat kokeilla. llman vahvaa
kasitteellistd ymmarrysta, ja proseduurien hallintaa, uuden hyvan ratkaisustrategian kek-
siminen on hyvin vaikea. Opiskelijoiden keksimat uudet laskutavat eivat toimineet juuri
konseptuaalisten tietojen puutteen takia.

Mukautuva paattely viittaa opiskelijan kykyyn ajatella loogisesti eri kasitteiden ja tilantei-
den vélilla. Tapauksissa, jossa opiskelijat ovat tehneet vaaria paattelyita, ei ollut selkeita
perusteluita. Syy oli se, ettd muistivat laskumenetelmid vaarin, ja luulivat ettd kayttivat
"faktoja". Toinen syy oli tehdé liian monta laskuvaiheita kerrallaan, jolloin vélivaiheiden
valilla ei ollut tarpeeksi perusteluita. Nama johtivat siihen, ettei ratkaisussa ollut johdon-
mukaisuutta. Opiskelijat keskittyivat paljon kaavojen ja metodien muistamiseen, eivatka
siis talloin kayttaneet paljon loogisia paattelyitd. Huomattiin taas hyvalla kasitteellisella
ymmarryksella, opiskelijat ovat saaneet selkeimpia ja loogisempi perusteluita.

Mista opiskelijoiden tekemat virheet johtuivat?

Virheet olivat paaosin algebrallisissa taidoissa. Kuten on jo pohdittu, kasitteellisen ym-
martamisen puute vaikuttaa ratkaisuprosessiin, mutta oli muitakin tekij6ita. Yksi niista oli
tottuminen uuteen ympéaristé6n. Lukuvuoden alussa opiskelijat ovat varmasti unohtaneet
paljon lukion asioita, ja liséksi ohjelmistojen kayttd lukiossa saattoi heikentaa ratkaisu-
taitoja ja kasin laskeminen, joten lyhyessa ajassa, opiskelijat eivat ehka ehtineet kerrata
kaikkia asiaa. Insindérimatematiikan kurssin alussa oli paljon kerrattava, etta ei ole pel-
kastaan trigonometrisia funktioita, siksi olisi mahdollista, etté trigonometriaa ei ole kerrat-
tu tarpeeksi.

Tyémuisti saattoi olla myds toinen virheiden vaikuttaja. Opiskelijoiden piti kerrata paljon
asioita, jolloin tyémuisti ei kyennyt muistamaan kaikkea. Jos kéyty asia eivat ole kéasitelty
kunnolla ja niista jai vahan epaselvad, niin asiat saattaa sekoittuvat keskendan ja antaa
harhaa kasityksia aiheesta [27]. Ratkaisuprosessissa huomattiin, ettad virheet esiintyivat
eniten sievennyksissd. Useimmiten opiskelija suoritti monta vélivaiheita kerrallaan, jolloin
huolimattomuuden riski kasvaa.

Sievennyksisséa opiskelijat ovat jakaneet yhtaléitd tuntemattomalla luvulla ilman erillinen
nollalla-jakamistilanteen tarkistus. Opiskelijat keskittyivat yhtéalén muokkaamiseen, ja unoh-
tivat, ettd myds tietyille toimenpiteille vaadittiin erikoisen tarkistuksen. On mahdollista, et-
ta tdman kaltainen tilanne ei ole nakynyt paljon lukiossa, jolloin opiskelijoilta puuttui ko-
kemusta tasta.

Analyysin jalkeen voidaan todeta, etta opiskelijoilta puuttuu kriittista ajattelua. Opiskelijat
antoivat intuitiiviselle ajatukselle lilan vapaat kadet. Eniten virheita olisi voineet valttaa,
jos opiskelijat olisivat ajatelleet kriittisemmin.
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7 TUTKIMUSKYSYMYKSIIN VASTAAMINEN JA
YHTEENVETO

7.1 Tutkimukseen vastaaminen

Tutkimuskysymykset olivat seuraavat:

1. Miten insinddriopiskelijat 1&htisivat ratkaisemaan vaikeita tehtavia?

2. Minkalaisia virheitd opiskelijat tekivat ratkaistessaan IMO-tehtavié ja mista virheet
voisivat johtua?

3. Voidaanko hyddyntaa kansainvélisten matematiikanolympialaisten tehtavia yliopis-
ton matematiikan opetuksessa?

Tutkimuskysymys 1 (Miten insinéériopiskelijat I&htisivét ratkaisemaan vaikeita tehté-
Vid?)

Alussa opiskelijat heti lahtivat tunnistamaan tehtédvéan informaatiot kuten oletukset seka
kysymysta. Tehtavien luonteiden takia, opiskelijoiden piti kdyttaa paljon matemaattisia
laskutekniikoita. Tehtavissa vaadittiin hyvaa algebrallisten tekniikoiden osaamista ja pe-
rusteorian ymmartamista, esimerkiksi maaritelmat, ehtojen tunnistaminen.

Kilpatrikin matemaattisen osaamisen mallin mukaan, opiskelijat ovat palauttaneet mie-
leen lukiossa opittuja kasitteitd, algoritmeja, maaritelmid, tiesivat niistd, mutta he eivat kui-
tenkaan ymmartaneet niité kovin tarkasti. Heidan kasitteelliset ymmarrykset olivat puut-
teellisia. Opiskelijat palauttivat asiat mieleen muistilla sen sijaan, etta etsisivat todelliset
merkitykset. Proseduurien kaytté oli opiskelijoille sek& vahvuutena, etta heikkoutena. He
hallitsivat peruslaskutekniikoita, yhtaléiden ratkaisemista, mutta virheellisten algoritmien
kayttdé tuotti virheellisia valivaiheita ja lopulta vaaria ratkaisuja. Rajoitetuilla resursseilla
(tiedot ja menetelmat) ratkaisustrategian laatiminen oli hyvin vaikea. Tutkimuksessa huo-
mattiin, etta opiskelijat, joilla oli vahvempi ké&sitteellinen ymmarrys ja proseduraalinen su-
juvuus, saisivat parempia ratkaisustrategioita. He, jotka kayttivat huonompia strategioita,
heilla oli vaaria menetelmia, ja yleensa jaivat ratkaisussa tiettyyn kohtaan jumiin. Mukau-
tuvan paattelyn tarkastelussa, opiskelijat kayttivat enemman muistia ja intuitiivista paatte-
lya kuin loogista ajattelua. Muisti oli yksi suurimmista tekij6istd, joilla oli niin suuri vaikutus
opiskelijoiden matemaattiseen osaamiseen.

Tarkastellaan ajatteluprosessia opiskelijoiden ratkaistaessa IMO-tehtavia. Burtonin mal-
lin perusteella, opiskelijoiden Iahestymistapa on deduktiivinen, eli he lahestyvat ongelmaa
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ensin hyddyntamalla opittuja teorioita, menetelmia. Burtonin deduktiivisessa lahestymis-
tavassa, ajatteluprosessit menivat seuraavasti: yleistdminen, otaksuminen ja tdsmentéa-
minen.

Opiskelijat yleistivat kaavoja ja algoritmeja. He todennakdisesti ajattelivat, ettd kysees-
sé oli rutiinitehtavia, joten he voisivat hyddyntada opittuja menetelmia normaaliin tapaan,
tapauksia riippumatta. Opiskelijat eivat 1&hteneet selvittamaan tuntemattomia kasitteita,
kuten itseisarvoa, tai epayhtaléa. He lahtivat silla mentaliteetilla "kokeillaan tiettya me-
netelmada ja katsotaan, mita tasta tulee", siksi he valilla kayttivat vaaraad menetelmaa.
Tehtavat olivat mekaanisia, mutta perusasioiden ymmartdminen oli myds tarkea.

Deduktiivisen lahestymistavan toinen prosessi oli otaksuminen. Lukiossa saadaan usein
kokemus, ettd kun muokataan yhtal6a tai lausetta tarpeeksi pitkalle, niin saadaan siita
sopivan muotoinen, jolloin sen ratkaiseminen olisi mahdollista. Valitettavasti tata taktiik-
ka ei voinut hyddyntaa tassa tutkimuksessa. Opiskelijat yleistivat laskumenetelmia ilman
tarkkaa ymmarrysté ja perusteluja. Siksi he todennakdisesti tekivat virheita ja saivat vaa-
rid tuloksia. Tallin monet ryhmat jaivat "sievennyskierteeseen". On hyvin todennakéista,
etta opiskelijat ovat tehneet naita virheitd myds lukiossa.

Tasmentamisen nakdékulmassa, suurin osa opiskelijoista ei selventéneet kasitteita, joita
he eivat ymmartaneet kunnolla. He luulivat, ettd kasitteet olivat heille jo tuttuja. Tama
nakyi erityisesti rutiinitehtavien (tehtévat 2 ja 3) késitteistdssa, ja symboleissa. Tehtavas-
s& 1 opiskelijat ratkaisivat termeja cos z, ja cos 2z, mutta eivat ymmartaneet ratkaisujen
merkityksia. Siksi he eivat tienneet mita pitdisi tehda, ja loivat sitten virheellisia laskume-
netelmia.

Vakuuttamisprosessin maaritelman mukaan opiskelijat kyseenalaistavat tehtyjen paatés-
ten ja ratkaisujen oikeellisuutta. Suurin osa opiskelijoilta puuttuu vakuuttamisprosessia.
Jotkut 16ydetyt ratkaisuvaiheet, esimerkiksi nelidinti, olivat selkeésti virheellisia, ja ne oli-
vat korjattavissa, jos opiskelijat olisi voinut tarkastaa laskujaan. Koska tdmén kaltaisia
virheitd oli niin paljon, niin on todennakdista, etta opiskelijat eivat tarkastaneet kaikkia
vélivaiheitaan, Parhaiten onnistuneiden ryhmien ajatteluprosesseissa verrattuna muihin
heikompiin ryhmiin, oli tarkempia ja joustavampi.

Laskuvirheet liittyivat aiheisiin, jotka ovat opiskelijoille hankalia, kuten itseisarvoon ja
epayhtaléihin. Ratkaisujen perusteella opiskelijat luottivat muistiinsa ja siella oleviin ru-
tiinilaskutoimituksiin. Usein virheet nayttivat johtuvan opiskelijoiden heikosta kasitteiden
ymmarryksestd. Ryhmasta I6ytyi kuitenkin myds opiskelijoita, jotka osasivat aihealueiden
teorian hyvin ja osasivat ratkaista tehtévéat selkeésti muuta ryhmaa paremmin.

Tutkimuskysymys 2 (Minkélaisia virheitd opiskelijat tekivét ratkaistessaan IMO-tehtavia
ja mista virheet voisivat johtua?)

Kun tarkastellaan opiskelijoiden ratkaisuja, niin huomataan, etta kaikilla ajattelun osa-
alueilla on tullut virheita, erityisesti proseduurien kaytésta. Taulukosta 6.3 huomattiin, etta
eniten tehtiin virheellisia paattelyité ja ne liittyivat usein yhtéldiden ja epayhtaldiden ratkai-
semiseen seka maaritelmien ymmartamiseen. Naiden aiheiden osaaminen on pakollinen
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yliopiston matematiikan oppimisen kannalta ja siksi ndiden aihealueiden opettamiseen
on hyva kiinnittdd huomiota jo opintojen alusta lahtien. Opiskelijat tekivat myds virheita
merkinndissa. Tama ongelma toi epaselvyyksia ja sekaannuksia ajatteluprosessille, miké
taas aiheuttaa lisaa virheita.

Virheet johtuivat opiskelijoiden matematiikan aihealueiden virhekésityksista. Opiskelijat
luottivat heidan intuitiiviseen paattelyynsa, eivatka pysahtyneet miettimaan ongelmaa tar-
kemmin. Huomattiin myds sen, etta kun opiskelijat tekivat monta sievennysvaihetta yhta
aikaa, tyémuisti joutui tekemaan enemman ty6ta, jolloin todennékdisemmin opiskelija teki
huolimattomuusvirheen.

Tutkimuksesta saadaan tarkeita pointteja opetuksen kehitykselle. Ensimmainen poiminta
on se, ettd kannattaa keskittyd enemman opiskelijoiden késitteelliseen ymmarrykseen.
Kun lahestytdan uuteen asiaan, esitetdan sitd mahdollisimman tasmallisesti, konkreet-
tisesti, monimuotoisesti, seka liittda sitd sekd vanhaan, ettd uuteen kontekstiin. Tall6in
opiskelijat ymmartaisivat asian tarkemmin ja osaisi esittda opittuja tietojaan monella ta-
valla (sanallisesti ja graafisesti). Kilpatrickin matemaattisen osaamisen piirteet vaikutta-
vat toisiinsa, joten vaikuttamalla yhteen piirteeseen, vaikutetaan samalla myés muihin
piirteisiin. Toinen tarkea poiminta on opettaa opiskelijoita ajattelemaan kriittisesti. Mita
he enemman reflektoivat, kysyvéat itseltdan, sitd suurempi mahdollisuus he I6ytéisivat vir-
heensa ja korjaa niitd. Koko prosessi tuo opiskelijoita lAhemmaksi oikeaa vastausta.

Antamalla opiskelijoita tekemaan IMO-tehtdvia, saatiin jonkinlaista kasitysté opiskelijoi-
den ajattelusta, osaamisesta ja ratkaisutavoista. Tehtavat ovat pakottaneet opiskelijoita
lahestya ongelmia eri ndkékulmista, ja ne ovat korostaneet matematiikan perusasioiden
merkitysta.

Tutkimuskysymys 3 (Voidaanko hyddyntédéd kansainvélisten matematiikanolympialaisten
tehtévid yliopiston matematiikan opetuksessa?)

Opiskelijat ovat paésseet tekeméan Kansainvélisten Matematiikanolympialaisten tehta-
vid. Vaikka tutkimuksessa oli vain puhtaasti matemaattisia tehtava, eivatka liity mihink&an
alan sovellukseen, niin kuitenkin opiskelijat ovat paasseet haastamaan itsedan, kayttaa-
ma&an opittuja asioita ja ajatteluaan aktiivisesti.

Valitut IMO-tehtavat olivat hyddyllisia, silla saatiin tietyilla tasolla kuvattua opiskelijoiden
matemaattista ajattelua, ja tunnistetaan opiskelijoiden heikkoudet ja vahvuudet. Tutki-
muksessa kaytetyt IMO-tehtavat olivat helpompia ja mekaanisempia verrattuna nykypai-
vaan IMO-tehtéviin, joten yliopistoon sopivien tehtavien valinta voisi olla hankala. IMO:n
suurimmat matemaattiset aiheet ovat geometria, alkeellinen lukuteoria, sarjat ja joukot,
yksinmuuttujafunktiot sekd mallintaminen. Ensimmaisen vuoden matematiikan kursseil-
la kdydaan myds samat aiheet 1api paitsi alkeellista lukuteoriaa ja geometria. Mainittujen
aiheiden mukanaan on myés perusalgebra. Ensimmaisen vuoden opiskelijoiden mate-
maattisessa osaamisessa oli viela paljon kehitettavad, siksi jos valitaan tehtavia perusal-
gebran painotuksen mukaan, on todennéakdisempaa I6ytéda sopivan tehtavan. Tutkimuk-
sesta huomattiin, ettd kaytetyt tehtavat olivat melko mekaanisia, niin silti saatiin tuotua
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esiin opiskelijoiden yleisempi virheita.

Siispé voidaan hyddyntaé ei pelkdstdan IMO-tehtavia vaan myds pienempien kilpailujen
tehtavid. ldeana on antaa vaikeampia tehtavia opiskelijoille ratkottavaksi, eli kunhan teh-
tavéat ovat tarpeeksi haastavia, niin ne kelpaavat tdman tutkimuksen mielessa testitehta-
viksi.

7.2 Tutkimuksen laadun huomiointi

Tutkimuksessa on kaytetty kolme trigonometrista tehtavaa, jotka olivat melkein kaikki rutii-
nitehtavia, siksi eivat valttamatta kuvaa mitenkaan taydellisesti opiskelijoiden matemaat-
tista ajattelua. Jos sen sijaan olisimme valinneet yhden avoimen tehtavan, esimerkiksi
mallintamiseen liittyvaan, sen avulla olisimme saaneet erilaisia ratkaisuja ja poimintoja.

Testitehtavien tekeminen tapahtuu luokkatilassa, jossa oli myds muita opettajia ohjaa-
massa. Aineistonkerd@minen oli hallinnassa. Tehtavien tekemiseen annettiin aikaa yksi
tunti. Aika oli véhan verrattuna oikeaan kilpailuun. Annettiinko opiskelijoille tarpeeksi ai-
kaa ratkaista tehtavia? Aika oli tarpeeksi, silla opiskelijoiden ei ole pakko saada tehtavat
ratkaistua, vaan riitti etté he yrittivat. Mutta jos annettaisiin lisda aikaa tehtaville, niin to-
denndkoisesti enemman ryhmia saisivat varmasti laskettua tehtavia 2 ja 3. Tehtava 1 ol
hankala, koska opiskelijoiden piti ensin ymmartaa, mita tehtdvassa pitda tehda, liséksi
tehtavéatyyppi ei ollut kovin tuttu opiskelijoille. Kuitenkin mitd enemman aikaa annetaan
opiskelijoille, sitd enemman tutkimusdataa saadaan, jolloin saadaan myds kuvattua opis-
kelijoiden osaamista paremmin.

Luvussa 3 oli tehty Kansainvalisten Matematiikkaolympialaisten tehtavien aiheiden luokit-
telua. Luokittelu pohjautuivat tehtavanantoihin ja malliratkaisuihin, ja siksi siihen ei voida
taysin luottaa.

Opiskelijoiden ratkaisujen analysoinnissa yritettiin nostaa esille vain tarkeimpia virheita,
joilla on iso vaikutus matematiikan oppimisessa. Siksi joitakin pienempid ja yksittaisim-
pia virheita eivat ole valttdmatta huomioitu. Opiskelijoiden ratkaisuja vertailtiin kesken&an
my@®s, jotta ratkaisujen arviointikriteerit pysyisivat samana koko arviointiprosessin aikana.
Talla yritettiin kattaa, etté arviointi olisi mahdollisimman objektiivinen.

Tutkimustulokset eivat ole kovin yksiselitteisid, ja opiskelijoiden ratkaisulle ei ole annettu
tarkkaa arvosanaa. Tasta syysta opiskelijoiden matemaattista ajattelua oli huomattavasti
hankalampi tutkia, silla analyysityokaluna kaytettiin vain suunta-antavia teorioita ja mal-
leja. Tastad ongelmasta johtuen, analyysista tulee hyvin tulkinnanvaraiseksi, joka vaikut-
taa hyvin paljon tutkimuksen luotettavuuteen. Pohdinnan tarkastelukriteerit pohjautuivat
kuitenkin teoreettiseen viitekehykseen, johon voitiin siis luottaa, silla ndma teoriat ovat
kaytetty myds muissa tutkimuksissa. Testi tehtiin yliopiston ensimmaisen vuoden opiske-
lijoiden matemaattista ajattelua, ja ne ovat saman suuntaisia Pohjolaisen [41] tutkimuk-
sen kanssa. Tehty tutkimus osoitti my&s sen, ettéd on mahdollista hyddyntaa IMO-tehtéavia
[29].
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Vaikuttiko ryhmien jasenten lukumaara suorituksiin? Tassa tutkimuksessa sité oli vaikea
nahda. Testid tehtiin lukuvuoden alussa, jolloin opiskelijoiden tasot saattoivat vaihdella
ryhmasséa voimakkaasti. Tutkimuksen aikana on opiskelijaryhmassé voinut olla tilanteita,
joissa ryhméan ainoa osaava opiskelija tekee kaiken, tai ryhma3, jossa jasenet tekevat erik-
seen kukin omalla tavalla. Taméan todettua, kahden ja kolmen hengenryhmien lukuméaa-
ralla ei ole merkitystd. Yksinlaskijoita oli kaksi, joten ndma ryhmat eivat ole vertailukelpoi-
sia muihin ryhmiin verrattuna. Vaikeita tehtavia kannattaa kuitenkin tehda pienessa ryh-
massa. Sofronioun tutkimuksen [45] mukaan ryhmassa oppiminen syventdmaén asian
ymmartamista. Ryhmassa tydskentelyssa opiskelijat yrittavéat ajatella kriittisemmin, pyrki-
vat ymmarrykseen ulkolukua sijaan. Siksi vaikeita tehtévia kannattaa ratkaista pienessa
ryhmassa.

Tutkimukseen osallistuneiden opiskelijoiden tasoerot saattoivat olla isoja ja tutkimusotos
on kohtuullisen pieni (39 ryhmaa). Tall6in taté tutkimusta ei anna yleista kuvaa yliopiston
ensimmaisen vuoden opiskelijoiden matemaattisesta ajattelusta, eiké tutkimusta voi sik-
si yleistda. Tutkimuksen tarkoitus oli antaa opettajille keino ja kehitysidea, jolla voidaan
tarkastella opiskelijoiden ajattelua ja osaamista.

Tutkimusta on mahdollista toistaa ja sitd kannattaakin toistaa, paremmilla ehdoilla. Teh-
tavia voisi olla enemman ja niiden tyyppien ja tasojen vaihtelu olisi suurempi. Voitaisiin
kayttdad myds muiden kilpailujen tehtavia. Testin tekemisen jalkeen voitaisiin tehda ky-
selya opiskelijoilta, mitd mielta olivat tehtévista. Annettaisiin enemman aikaa tehtavien
ratkaisemiseen.
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A TRIGONOMETRISET KYSYMYKSET - LIITE

Nimet: (1-3 henkil6d)

e Luentomonisteen kaytt6é on sallittua.
o Ala kayta laskinta tehtavaa tehdessasi.
o Liitd suttupaperit mukaan ratkaisuun.
Ratkaisuja on tarkoitus analysoida Tuan Von diplomity0ssa.
OO Annan luvan kayttaa ratkaisuani tutkimuksessa.

O En anna lupaa kayttaa ratkaisuani tutkimuksessa.

Kysymys 1:

Olkoon = kulma (eli reaaliluku). Olkoot a, b ja ¢ mielivaltaisia reaalilukuja. Luku cos = to-
teuttaa toisen asteen yhtéléon

acos’x +beosz +c=0.

Johda sellainen toisen asteen yhtéld, jonka toteuttaa luku cos(2z). Eli etsi sellaiset kertoi-
met k, m ja n, ettd yhtald

k cos?(2x) + mcos(2x) +n = 0.
Vertaa naita yhtaloita tapauksessa a = 4,b=2jac = —1.

Ratkaisu:



Nimet: (1-3 henkil6d)

e Luentomonisteen kaytté on sallittua.
o Al kayta laskinta tehtavaa tehdessasi.
e Liitd suttupaperit mukaan ratkaisuun.
Ratkaisuja on tarkoitus analysoida Tuan Von diplomityssa.

O Annan luvan kayttda ratkaisuani tutkimuksessa.

OO En anna lupaa kayttaa ratkaisuani tutkimuksessa.

Kysymys 2:

Ratkaise taydellisesti yhtald

cos® x + cos?(2z) + cos?(3x) = 1.

Ratkaisu:
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Nimet: (1-3 henkil6d)

e Luentomonisteen kaytté on sallittua.
o Al kayta laskinta tehtavaa tehdessasi.
e Liitd suttupaperit mukaan ratkaisuun.
Ratkaisuja on tarkoitus analysoida Tuan Von diplomityssa.

O Annan luvan kayttda ratkaisuani tutkimuksessa.

OO En anna lupaa kayttaa ratkaisuani tutkimuksessa.

Kysymys 3: Maarita kaikki véalin 0 < x < 27 luvut z, jotka toteuttavat epayhtalot

2coszx < ]\/1+sin2:p—\/1—sin2x| < V2.

Ratkaisu:
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B TEHTAVIEN RATKAISUT - LITE

Testin kysymys 1 - IMO 1959, tehtava 3

Olkoon z kulma (eli reaaliluku). Olkoot «, b ja ¢ mielivaltaisia reaalilukuja. Luku cos x to-
teuttaa toisen asteen yhtalon

acos’z +beosz + ¢ = 0.

Johda sellainen toisen asteen yhtéld, jonka toteuttaa luku cos 2. Eli etsi sellaiset kertoi-
met k, m ja n, ettd yhtald

k cos® 22 + mcos2x +n = 0.

Vertaa naita yhtaloita tapauksessa a = 4,b=2jac = —1.

Ratkaisu:

Koska cos? z = (cos 2z + 1) , niin cos z = £/ 3(cos 2z + 1) kaikilla z:n arvoilla.

Talléin voidaan lahteé oletuksesta

acos’z +bcosz + ¢ =0

1 1

5@(6082@' +1)+ b\/;\/COSQJJ +14+¢c=0
1 1
ia(cos 2r+1)+c= ?Lb\/;\/cos 2z +1

1 b
(ia(cos 2z 4+ 1))2 + ¢ + ac(cos 2z + 1) = E(COS 2x + 1)

2 b2
aZ(COS2 22 + 14 2cos2z) + & + ac(cos 2z + 1) = 5(005 2r +1)

2 2 b2 2 b2
%c0522x+cos2x(%+ac—5)+(%+ac+02_5) -0

Edellisesta yhtaldsté voidaan merkité k = % m = (%Jrac—%) sekdn = (“4—2+ac+c2—§),
ja ovat reaalilukuja.

Oletuksesta saatiin muotoa
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kcos? 22 + mcos 2z +n =0,

ja toiseen asteen yhtaldn ratkaisuna on cos 2z.

Josa =4,b=2jac= —1,saadaan k = 4,m = 2 jan = —1, eli tdssa tapauksessa,
molemmat cos 2x ja cos x toteuttavat saman toisen asteen yhtalon.

Testin kysymys 2 - IMO 1961, tehtava 3

Ratkaise taydellisesti yhtald

cos® x + cos?(2z) + cos?(3x) = 1.

Ratkaisu:

cos2r = 2cosx — 1

= cos?(2z) = 4costz —4cos’x + 1

cos3x = cos (2o + x) = cos2x cosx — sin2x sinz

2z —sin?x) cosx — (2sinz cos x) sin =

3

= (cos

= cos® z — 3coswsin® x = cos

x — 3cosx(1 — cos? x)
=4cos®xr — 3cosx

= cos?(3x) = 16 cos® x — 24 cos* x + 9 cos® z

Saadaan, etta

cos’z+4costz —4dcos’z+1+16cos® & — 24 cos* z + 9cos?z =1
16 cos® z — 20 cos* z + 6cos® x = 0

cos® x(16 cos?  — 20 cos? 2 4 6) = 0.

Tulon nollasdanndn perusteella, yhtald patee jos cos? z = 0 tai (16 cos* z—20cos? z+6) =
0. Koska cos?z = 0, saadaan = = § + wn, missé n on kokonaisluku. Tarkastellaan vield
tulon toista osaa:
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16cos* 2 —20cos?z +6 =0

2 202 —4-16-
o g — 0++/(—20)2 —4-16 6:2014:511
216 32 8

cos’ x = 1 tai cos237—§
2 4

V3

1
cosx = +—— tai cosx = +t—

/2 2
™

x:Z—F%, taix:i%—i—wn, missa n € Z.

Ratkaisut ovat siis

r=75+7mn
_m
r=7+ %5, nez

r==x5+7mn

Testin kysymys 3 - IMO 1965, tehtava 1

M&éarita kaikki véalin 0 < z < 2« luvut z, jotka toteuttavat epayhtélét

2cosx < V1 +sin2z — /1 —sin2z| < V2.

Ratkaisu:

Tutkitaan oikeanpuoleinen yhtalo:

V1 + sin 2z — /1 — sin 22| < V2, —1 <sin 2z < 1( juurettava ok.)
(V1 +sin2z — /1 —sin2z)? < 2
(14 sin2z) + (1 — sin 2z) — 2v/1 + sin 2zv/1 — sin 2z < 2

2 —-2v/1—sin%22 <2
—2vcos22x <0

—2-|cos2x| <0

ja yhtalo toteutuu kaikilla = € [0, 27].
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Tutkitaan nyt vasemmanpuoleinen:

2cosx < [V/1+sin2x — /1 — sin 27|
ja koska itseisarvo on > 0, t&lldin cos = < 0, josta seuraa ettd 7 < z < 3T,
Tai muuten
T 3T
cosx >0 — :1:6[0,5] ta1x€[7,27r] (B.1)

Voidaan nyt siis korottaa epayhtaléa kahdella:

deos’x < (\/1 +sin2z — /1 — sin Zx)2 (B.2)
4cos? z < 2 — 2| cos 2z

2cos’z < 1 — |cos2z|

2 1
2(%) <1 —|cos2zx| (B.5)
cos 2x < —|cos 2z || (B.6)

—cos 2z > |cos 2z|

Kun cos 2z > 0, epayhtaldsta tulee muotoon — cos 2z > cos 2z, joka on epatosi. Epayhtalé
B.7 on siis voimassa kun seka cos2x < 0, ettd ehto B.1 toteuttavat, eli 7 < z < 7 tai
37” <z< %’r.

Seké vasen, ettd oikeanpuoleisen ehdot tayttavat, = on oltava [7, %”] valilla.
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