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Tassd kandidaattitutkielmassa esitellddn Theonin tikapuut ja sen laajennuksia.
Theonin tikapuut ovat antiikin Kreikan aikainen Theon Smyrnalaisen (140 jaa.) ke-
hittimi menetelmé luvun V2 likiarvon laskemiseksi. Menetelmissi muodostetaan
kaksi sarakkeinen taulukko, jonka alkioiden arvot méadritelldén rivi kerrallaan rekur-
siivisesti. Sarakkeiden alkioihin viitataan termeilld x,, ja y,, missi n on rivin numero.
Neliojuuren likiarvo lasketaan ndiden alkioiden suhdeluvusta ﬁ—: Ensimmadiselli ri-
villd alkioiden xj ja y; arvoksi asetetaan 1. Tdman jdlkeen alkioiden arvot lasketaan
rekursiivisista yhtiloistd x, = x,—1 + y,—1ja yn = Xy, + Xp—1, kunn =2,3,.. ..

Tutkielmassa tehdidin Theonin tikapuiden laajennus, jonka avulla voidaan las-
kea likiarvoja kaikille luvuille v/c, missd ¢ on luonnollinen luku. Tdmi tehdéin
muuttamalla termin y, rekursiiviseksi yhtiloksi y, = x,, + (¢ — 1)x,,-1.

Toinen tutkielman laajennus mahdollistaa toisen asteen yhtilon ratkaisun likiar-
von laskemisen Theonin tikapuilla. T4lloin ratkaistavan toisen asteen yhtdlon muo-
tona kiytetdin yhtdlod r> — br — ¢ = 0, missé b ja ¢ ovat reaalilukuja. Nyt kiytettavit
rekursiiviset yhtdlot ovat x, = (1 —b)x,—1 + Yu—1 ja yn = cXp—1 + yu—1. Muuten mene-
telméd pysyy samana. Tutkielmassa havaitaan rajoituksia menetelmén kéytolle, kuten
millaisilla vakioiden b ja ¢ arvoilla Theonin tikapuut antavat toisen asteen yhtdlon
ratkaisuja. Lisdksi Theonin tikapuut antavat yhtilolle vain yhden ratkaisun, vaikka

toisen asteen yhtilollad voi olla kaksi ratkaisua.

Avainsanat: Theonin tikapuut, nelidjuuri, toisen asteen yhtédlo
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1 Johdanto

Téssd kandidaattitutkielmassa tutustutaan Theonin tikapuihin ja sen laajennuksiin.
Theonin tikapuut ovat antiikin Kreikan aikainen Theon Smyrnalaisen (140 jaa.) ke-
hittimi menetelmé luvun V2 likiarvon laskemiseksi. Menetelmissi muodostetaan
kaksi sarakkeinen taulukko, eli menetelmén “tikapuut”, jonka arvot mairitelldin
rekursiivisilla yhtiloillad rivi kerrallaan. Poikkeuksena tdhin on ensimmadinen rivi,
jolloin molempien rivien arvoksi asetetaan luku 1. Neliojuuren likiarvo lasketaan
sarakkeiden vilisestd suhdeluvusta. Tutkielmassa sarakkeiden alkioihin viitataan ter-
meilld x, ja y,, missd n on rivin numero. Theonin tikapuiden kédyttokohteita voidaan
laajentaa muuttamalla kiytettdvid rekursiivisia yhtiloita.

Luvussa 2 esitelldin perinteinen Theonin tikapuut, jolla voidaan laskea luvun V2
likiarvo ja kuinka sitd voidaan laajentaa kaikkien luonnollisten lukujen nelidjuuren
likiarvon méérittamiseen. Pykildssd 2.1 muodostetaan Theonin tikapuut rekursiivi-
silla yhtil6illd ja lasketaan likiarvo luvulle V2. Lisiksi pykilissi osoitetaan sarak-
keiden suhdeluvun )yc—z supistuvan kohti luvun V2 likiarvoa olettaen, ettd raja-arvo on
olemassa. Tamin jilkeen pykildssa 2.2 tehdddn Theonin tikapuiden laajennus, jonka
avulla tikapuilla voidaan laskea likiarvo vapaavalintaiselle luvulle +/c, missid ¢ on
luonnollinen luku. Laajennus toteutetaan muuttamalla rekursiivinen yhtilo termille
yn. Pykéldssd 2.3 muodostetaan apuyhtilo, jota kdytetddn raja-arvon lim,, oo )yc—: =+
olemassaolon todistamiseen seuraavassa pykildssi 2.4.

Luvussa 3 tehddidn Theonin tikapuiden laajennus, jonka avulla Theonin tika-
puiden menetelmid voidaan kayttdd myos toisen asteen yhtiloiden ratkaisemiseen.
Pykildssid 3.1 esitelldidn toisen asteen yhtdlon ratkaisemiseen kiytettdvit termien x,,
ja y, rekursiiviset yhtilot, sekd toisen asteen yhtdlon muoto. Pykildssd 3.2 ratkais-
taan esimerkkind kolme toisen asteen yhtdloda Theonin tikapuiden avulla. Sarakkei-
den suhdeluvun )yc—: todistetaan supistuvan toisen asteen yhtdlon ratkaisun likiarvoksi
pykaldssid 3.3. Pykailéssd 3.4 osoitetaan pykélédn 2.3 kaltaisen apuyhtédlon olevan voi-
massa myos toisen asteen yhtdlon rekursiivisilla yhtéloilld. Viimeisessd pykélédssa 3.5
madritetddn millaisilla vakioiden b ja ¢ arvoilla Theonin tikapuille 10ytyy raja-arvo
ja menetelmid voidaan kayttii toisen asteen yhtdlon ratkaisemiseen.

Kandidaattitutkielman ldhteend on kaytetty matemaattisia artikkeleita. Lukijan

taustatietoina oletetaan olevan analyysin ja algebran perusteet.



2 Neliojuuren likiarvon laskeminen Theonin

tikapuilla

2.1 Luvun V2 laskeminen Theonin tikapuilla

Theonin tikapuut on antiikin Kreikan aikainen iteratiivinen menetelmi luvun V2 li-
kiarvon laskemiseksi. Menetelmé on nimetty Theon Smyrnalaisen (140 jaa.) mukaan.
[1,s.222]

Menetelmiassd muodostetaan taulukko, jossa on kaksi saraketta ja useita rive-
ja. Jatkossa taulukon vasemmanpuoleisen sarakkeen alkioita ovat termit x, ja oi-
keanpuoleisen sarakkeen alkioita termit y,, missid n on rivin numero. Taulukko on
menetelmén “tikapuut” ja rivit “tikapuun poikkipuita”. Ensimmaiselld rivilld, kun
n = 1, molempien sarakkeiden arvoksi asetetaan 1. Tamin jalkeen muilla riveilld,

kun n > 1, sarakkeiden alkioiden arvot médritelldan rekursiivisesti yhtéloilla

2.1) Xp = Xp—1 + Yn—1 (n=2,3,...)
ja
(2.2) Vi = Xp + Xpoi (n=23,...).

Rivin n = 2 alkioiden arvot saadaan siis yhtédloistd x, = x; +y; =1+ 1 =2 ja
y2 = xp+x1 = 2+ 1 = 3. Taulukossa 2.1 on esitetty Theonin tikapuiden ensimmaéiset

seitsemén poikkipuuta.
Taulukko 2.1. Theonin tikapuiden ensimmadiset seitsemén poikkipuuta

Xn Yn

1 1
2 3
7
1217
29 47
70 99

169 239



Neliojuuren likiarvo saadaan sarakkeiden suhdeluvusta )yc—" Rivilld n = 3 olisi

kahden nelidjuuren likiarvo siis )yc—: = % = 1,4. Taulukossa 2.2 on esitetty Theonin
tikapuiden mukainen likiarvo luvulle V2 ensimmiisen 12 iteraation aikana. Taulu-
kosta on néhtivissd, ettd neliojuuren likiarvon tarkkuus on riippuvainen iteraatioiden

lukumaéirista. Likiarvosta tulee tarkempi, mitd enemmin iteraatioita on.

Taulukko 2.2. Theonin tikapuut V2 likiarvon laskemiseksi

Yn

n Xn Yn X,
1 1 1,00000000
2 2 3 1,50000000
3 7 1,40000000
4 12 17 141666667
5 29 41 141379310
6 70 99 141428571
7 169 239 141420118
8 408 577 141421569
9 985 1393 141421320
10 2378 3363 141421362

11 5741 8119 141421355
12 13860 19601 141421356

Osoitetaan seuraavaksi suhdeluvun 22 olevan luvun 2 nelidjuuren likiarvo (vrt.

xl‘l.
[1,s.223-224]).
Muodostetaan aluksi yhtilo jakamalla yhtélo (2.2) yhtdlolla (2.1), jolloin

Yn _ Xn F Xpo

Xn Xp—1 + Yn-1

Jaetaan oikean puolen murtoluvun nimittiji ja osoittaja termilld x,_1, jolloin

X
~ +1
& _ Xn-1
Xnoop 420
Xx-1

Sijoitetaan oikeanpuoleiseen lausekkeeseen termin x, paikalle yhtdlon (2.1) antama

arvo, jolloin

Xn—1 1 Yn-1 -1
% +1 24+ In
& _ Xn-1 _ Xx—1
-1 -1
n | 428 ] 428
Xx—-1 Xx-1



Oletetaan, ettd raja-arvo lim,—e i—” = r on olemassa, jollain reaaliluvulla r. Raja-
n
arvon olemassaolo todistetaan myohemmin tidssd luvussa. Sijoitetaan raja-arvo r

yhtdloon, jolloin
24r

r= .
1+r

Kerrotaan puolittain oikean puolen nimittdjélld 1 + r, jolloin
r+rt=2+r.

Vihennetddn yhtélosta r, jolloin

N
o
I
[\

Otetaan neliojuuri puolittain, jolloin

Niin ollen r = V2, kun lim,,_,c )yc—z =r.

2.2 Luonnollisten lukujen neliojuuren laskeminen Theonin tika-
puilla
Tehdédin Theonin tikapuiden laajennus, jonka avulla voidaan laskea likiarvo mille

tahansa luvulle v/c, missé ¢ on luonnollinen luku ja ¢ > 1. Nyt rekursiiviset yhtélot

sarakkeiden alkioille x, ja y, ovat

(2.3) Xp = Xp—1 + Yn-1 (n=2,3,...)
ja
2.4) Vi = Xp + (¢ = 1)x,-1 (n=2,3,...).

Huomataan, ettd alkion x, midrittavat yhtdlot (2.1) ja (2.3) ovat samat. Sen
sijaan alkion y,, médrittdvissa yhtdloissd, (2.2) ja (2.4), on erona termin x,—; kerroin.
Mikdli ¢ = 2, eli luvun 2 neligjuurta madarittaessd, ovat yhtalot (2.2) ja (2.4) samat.
Lasketaan esimerkiksi laajennuksen kiytosti likiarvo luvulle V3, jolloin yhtils (2.4)
ony, = x, +(5—1)x,-1 = x, +4x,-1. Taulukossa 2.3 on esitetty poikkipuut ja
neliojuuren likiarvot, kun ¢ = 5.

Osoitetaan seuraavaksi laajennuksen sarakkeiden suhdeluvun )yc—z olevan luvun v/c
likiarvo, kun x, ja y, on méadritelty yhtaloilld (2.3) ja (2.4). Osoitus tehdddn samalla

tavalla kuin kahden neliojuuren yhteydessa.



Taulukko 2.3. Theonin tikapuut luvun V5 likiarvon mairittimiseksi

Xo o Y =
1 =1,0000
2 6  £=30000
16 18 =2,0000
=2,3333

_
15 212 o

80 176 8 =22000
576 _

256 576 3L =22500

832 1856 1836 _ 27308
6016 _

2688 6016 SAU& = 22381

9 8704 19456 1456 _ 99353
62976 __

10 28160 62976 S$276 = 22364

n
1
2
3
4 24 56
5
6
7
8

Muodostetaan yhtilo jakamalla yhtdlo (2.4) puolittain yhtélolla (2.3)

Yn _ Xnt (c = Dxy—q
Xn Xp—1 t Yn-1

Jaetaan oikeanpuoleisen murtoluvun nimittdji ja osoittaja luvulla x,_1, jolloin

Xn

+(c-1)
Yn _ Xn—1
*n |42t
Xn-1

Tehdain oikeanpuoleiseen lausekkeeseen termin x,, yhtdlon (2.3) mukainen sijoitus,

jolloin
Xp—1+ -
n-1 1T Yn-1 +( 1) c+ Yn—1
& Xn-1 — Xn-1
X 1+ Yn—1 1+ Yn-1
Xn—1 Xn—1

Y

Oletetaan, etté raja-arvo lim, . * = r on olemassa jollakin reaaliluvulla r. Sijoite-

taan tdmi yhtdloon molemmille puolille, jolloin

c+r
1+r

r =
Kerrotaan yhtdlo vasemman puolen nimittdjéalld 1 + r, jolloin
r+r’=c+r.

Vihennetididn yhtilosta r, jolloin



Otetaan nelidjuuri puolittain, jolloin

r=e.

oo _ . y _
Niin ollen r = +/c, kun lim,_,, 2=

2.3 Apuyhtilon y, — vcx, = (1 — v/c)" todistus
Todistetaan yhtilo induktiolla luvun n suhteen (vrt.[1, s. 224]).
(2.5) Yn = Vex, = (1= Vo)
Perusaskel: Kun n = 1, niin x; = 1 ja y; = 1, jolloin
I=Ve-1=(1~-e)

joten yhtdlo (2.5) on silloin tosi.

Induktio-oletus: Oletetaan yhtdlon pitavin paikkansa, kun n = N, ts.
ynv — Vexy = (1 - Vo).

Induktiovdite:
Y+l — Vexysr = (1 — o)Vt
Todistus: Todistetaan induktioviite oikealta vasemmalle:
I0
(1=vVoON*! = (1-ve)N(1-+e) = (yn— Vexw)(1=ve) = (cxy +yn) = Ve(xy +yn)

Yhtélon (2.3) perusteella xy+1 = xy + yn, joten

(cxn + yn) — Ve(xy + yn) = (cxn + yn) = Vexnqi.
Vastaavasti yhtdloiden (2.3) ja (2.4) perusteella
(cxy +yn)=(c—Dxy +xny +ynv = (c = Day + Xn41 = YN+1-
Nyt
(cxn + yn) — \/EXNH = YN+1 — \/EXN+1-
Naiin ollen
(1 = VoM = yyi1 — Vexyar,

eli induktiovdite on tosi.
Induktioperiaatteen nojalla (1 — v/c)" = y, — vcx,, kaikilla luonnollisilla luvuilla .
O



2.4 Raja-arvon olemassaolon todistaminen

Suhdeluku 22 suppenee kohti raja-arvoa r = 4/c, jos jokaiselle £ > 0 on olemassa
Xn
sellainen rivi-indeksi ny, ettd |22 — 4/c| < &, kun n > n;. Erotuksen |2 — +/c| tulisi
Xn Xn

siis supeta kohti nollaa.

Todistus 1. (vrt.[1, s. 225]) Muodostetaan aluksi yhtilo jakamalla yhtdlo (2.5) ter-

milld x,, jolloin
I e e I

Xn Xn
Koska ¢ > 1ja x;,, > 1 kaikilla luvuilla n, niin voimme laittaa yhtdlon vasemman

puolen itseisarvoksi, jolloin saamme yhtdlon muotoon

n - 1)"
(2.6) |)yc——x/2| - (‘/Ex—)

n

Muokataan seuraavaksi yhtdlo (2.3) muotoon, jossa voimme esittdd alkion x,
pelkillad sarakkeen x arvoilla. Yhtédlon (2.4) mukaisesti y,—; voidaan esittdd muodossa

Yn—1 = Xp—1 + (¢ — 1)x,—2. Sijoitetaan tima lauseke yhtdloon (2.3), jolloin
Xn = Xp-1+t Yn-1= Xp-1+ Xp-1 + (C - l)xn—Z =2x-1 + (C - 1)xn—2~

Tastd yhtdlostd voidaan havaita, ettd x, > (¢ — 1)x,—,. Vastaavasti, koska x,_, =
2xp-3 + (¢ = 1)xy—4, niin x,, > (¢ — 1)?x,_4. Samalla tavalla havaitaan, etti koska
Xp_4 = 2xp_5 + (¢ = 1)X,_g, niin x, > (¢ — 1)>x,_¢. Niin jatkamalla havaitaan, etti
Xon > (¢ — 1)" ja xpp41 > (¢ — 1)". Kédytetddn seuraavaksi titd havaintoa yhtdlossa
(2.6).

Tutkitaan ensin yhtédlo4 (2.6), kun rivin indeksi on parillinen luku:

Yon _(We-D  (We-1D  Ne-1,,
o VT <y T e

ja vastaavasti rivin indeksin ollessa pariton luku:

|M —\/E| _ (\/E_ 1)2n+1 B (\/E— 1)2n+1 \/E—l

= (Ve = 1)( )"
Xon+1 Xon+1 (c—1) Ve+1
Koska (y/c — 1) < (4/c + 1) kaikilla luonnollisilla luvuilla c, niin j_i: < 1. Titen
limn_m(%)" = (. Néin ollen erotus |)yc—'; — 4/c| on siis lopulta mielivaltaisen pieni,
joten lim, o )yc—z = +c. i

10



3 Toisen asteen yhtalon ratkaiseminen Theo-

nin tikapuilla

3.1 Johdanto toisen asteen yhtalon ratkaisemiseen Theonin tika-

puilla

Muuttamalla sarakkeiden rekursiivisia yhtédlgitda Theonin tikapuita voidaan soveltaa
myos toisen asteen yhtilon ratkaisemiseen. Yleensi toisen asteen yhtidlon normaali-
muoto on ar? + br + ¢ = 0, kun a # 0. Theonin tikapuiden laajennuksessa kiytetiin

kuitenkin toisen asteen yhtédlolle hieman erilaista normaalimuotoa, joka on
(3.1) r?—br—c=0.

Theonin tikapuita kédyttdessa pitdd huomioida siis, ettd ratkaistava yhtilo on yhtdlon
(3.1) muodossa, jotta rekursiivisissa yhtaloissd kéytettavit vakiot b ja ¢ ovat oikein.

Nyt sarakkeiden rekursiiviset yhtidlot ovat

(3.2) Xp = (1 = b)xy—1 + Y1 (n=23,...)
ja
(3.3) Vi = CXp—1 + Yn—1 (n=23,...).

Kuten nelidjuuren tapauksessa, niin x; = 1 ja y; = 1.Yhtilon ratkaisun likiarvo las-

ketaan sarakkeiden vilisestd suhdeluvusta i—;’ [3,s.1-2]

Johdetaan seuraavaksi toisen asteen yhtédlon juurien kaavat. Aloitetaan johtami-
nen yhtilostd (3.1):

2 —br—c=0.

Siirretdén vakio c, jolloin
2

r<—br =c.
Kerrotaan yhtalo puolittain luvulla 4, jolloin
4r? — 4br = 4c.

Lisitiin yhtilon molemmille puolille 52, joten

4r* — 4br + b* = b* + 4c

11



(2r — b)* = b? + 4c.

Otetaan neliojuuri puolittain, jolloin
2r —b = +Vb? + 4c.

Siirretdédn vakio b, jolloin

2r = +\Vb? + 4c + b.

Jaetaan yhtdlo puolittain luvulla 2, jolloin on muodostettu toisen asteen yhtdlon

juurien kaavat

b+ VD2 +4c

4
(3.4) r >
ja
214
(3.5) b Vb +dc

2
Vaikka on osoitettu, ettd toisen asteen yhtéloilla voi olla kaksi ratkaisua, niin Theonin

tikapuut antavat kuitenkin yleensi vain yhden ratkaisun.

3.2 Esimerkkeja toisen asteen yhtiloiden ratkaisemisesta Theo-

nin tikapuilla

Ratkaistaan toisen asteen yhtiloitd esimerkiksi Theonin tikapuiden soveltamisesta.

Esimerkki 3.1. Ratkaistaan yhtilo —3r — 6r + 24 = 0 Theonin tikapuiden avulla.
Muutetaan yhtdlo yhtdlon (3.1) mukaiseksi. Jaetaan yhtédlo luvulla -3, jolloin

r? +2r —8 = 0, missi b = -2 ja ¢ = 8. Rekursiiviset yhtilot ovat
Xp = (1 = (=2))Xn-1 + Yn-1 = 3%p—1 + Yn-1
ja
Yn = 8xp-1 + Yn-1-
Nyt voidaan muodostaa Theonin tikapuut, jonka ensimmadiset kahdeksan poikkipuu-
ta ratkaisun likiarvolla on esilld taulukossa 3.1. Taulukosta on havaittavissa, etta
likiarvot supistuvat kohti lukua 2.

Ratkaistaan vertailuksi yhtdlo myos toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavalla, jolloin

ratkaisuiksi saadaan

(062 -4-(3)-24 _6x18 e

2(=3) -6 % Y

12



Taulukko 3.1. Theonin tikapuut yhtilon ratkaisemiseksi

Y
Xn Yn ﬁ

n

1 1 1 1 = 1,00000
2 4 9 2 =2,25000
30 21 41 31 = 195238
4104 209 32 =200961
5

6

7

8

521 1041 18 =199808
2604 5209 223 = 200038
13021 26041 204 =1,99992

130209 _
65104 130209 B2% — 500001

Yhtdlolld on siis kaksi ratkaisua, r = —4 tai r = 2, joista toinen, r = 2, saatiin

laskettua Theonin tikapuiden avulla.

Esimerkki 3.2. Ratkaistaan Theonin tikapuilla yhtild r2 + 2r = 0.

Nyt yhtédlon vakiot ovat b = -2 ja ¢ = 0, joten rekursiiviset yhtdlot ovat
Xp = (1 = (=2))Xn-1 + Yn-1 = 3Xp-1 + Yn1
ja
Yn = Yn-1.

Koska molempien sarakkeiden ensimmdisen rivin alkioiden arvot ovat 1, niin y, =
1

Xn®

Yn-1 = Yn—2 = ... = y; = 1. Titen toisen asteen yhtdlon ratkaisuksi saadaan

1

Toisaalta on havaittavissa, ettd x, on aina positiivinen ja kasvava, joten —-
n

kohti lukua 0.

Toisaalta r> + 2r = r(r +2), joten yhtilon ratkaisut ovat » = 0 jar = —2. Theonin

supistuu

tikapuiden avulla 16ydettiin siis ratkaisuista suurempi.

Esimerkki 3.3. Ratkaistaan yhtilo 7> — 2r — 3 = 0 Theonin tikapuilla.

Ratkaistavan yhtdlon vakiot ovat b = 2 ja ¢ = 3, joten rekursiiviset yhtdlot ovat
Xn = (1 - 2)xn—1 + Yn-1= —Xp-1 + Yn-1
ja
Yn = 3Xp-1 + Yn-1.

Taulukkoon 3.2 on muodostettu Theonin tikapuut yhtilolle r> —2r —3 = 0. Tikapuista
on havaittavissa ongelma, silléd alkio x, on joka toisella rivilld O, johtuen sarakkeen

rekursiivisen yhtdlon negatiivisesta kertoimesta termié x,_; kohtaan.

13



Taulukko 3.2. Theonin tikapuut yhtilolle > —2r — 3 = 0

Xn  Yn

o O O NN O =
[o e I R N N S S

Lisdksi muiden rivien mukainen suhdeluku )yc—z = 1 ei selvistikdin ole yhtdlon
ratkaisu, silld sijoittamalla » = 1 yhtilo6n saadaan 12 —2 — 3 = —4 # 0.

Yhtilolle on kuitenkin ratkaisuja ja toisen asteen yhtilon ratkaisukaavan mukai-

sesti
) =V2P -4 (3) 24 _[F =3
a 2 2 oy
2 - .

Titen Theonin tikapuilla ei voida ratkaista yhtdloitad tapauksissa, missd b = 2.

Ratkaistaan esimerkki uudestaan kéyttdmalla erilailla méaéritettyjd rekursiivisia

yhtilgitd. Nyt Casey Horganin ja Kurt Herzingering,[2, s. 151], mukaiset rekursiiviset

yhtilot ovat

(3.6) Xp = Xp—1 + Yn—1 (n=23,...)

ja

(3.7 Vo = X1 + (1 + D)y, (n=23,...).

Sijoitetaan vakiot b = 2 ja ¢ = 3 rekursiivisiin yhtiloihin (3.6) ja (3.7), jolloin

Xp = Xp—1 + Yn-1

ja
Yo =3xp—1+ (1 +2)yu—1 =3x5-1 + 3¥n—1 = 3(Xp—1 + Yu-1) = 3.
Rekursiivisien yhtéldiden perusteella )yc—: = % = 3. Niin ollen vaihtoehtoisilla

rekursiivisilla yhtdloilla 10ydettiin yhtilon ratkaisuista suurempi.
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3.3 Osoitus suhdeluvun )yc—z supistumisesta toisen asteen yhtalon

ratkaisuksi

Osoitetaan seuraavaksi, ettd sarakkeiden suhdeluku )yc—: supistuu kohti toisen asteen
yhtilon ratkaisua (vrt. [3, s. 3]).
Muodostetaan aluksi yhtdlo jakamalla yhtilo (3.3) puolittain yhtélolla (3.2), jol-

loin
Yn _ CXp-1 t+ Yn-1
Xp o (1 =b)xp-1 + Yn-1 .

Jaetaan muodostetun yhtédlon oikea puoli termilld x,,_1, jolloin

Yn-1
Yn Ct

Yoo (1=b)+ 2t

Oletetaan, ettd raja-arvo lim,_, i—" = r on olemassa, jonka sijoittamalla yhtdloon

saadaan
Cc+r

AR

Kerrotaan yhtdlo puolittain nimittdjalla (1 — b + r), jolloin
r—br+r*=c+r.
Vihennetdidn yhtélostd puolittain luku (¢ + r), jolloin
> —br—c=0.

In

On siis osoitettu, ettd mikali lim,,_ )yc—” = r on olemassa, niin <* supistuu kohti
n n

yhtilon % — br — ¢ = 0 ratkaisua.
3.4 Apuyhtilon y, — rx, = (1 — r)" todistus

Olemme aiemmin todistaneet pykélédssa 2.3, ettd Theonin tikapuiden rekursiivisille

yhtildille pitee y, — Vcx, = (1 — /c)". Todistetaan vastaavan yhtilon
(3.8) Yo —rx, = (1 =r)",

olevan voimassa my0s toisen asteen yhtdlon rekursiivisilla yhtdloilla. Todistus teh-
daidn induktiolla luvun » suhteen (vrt. [3, s. 4]).

Perusaskel: Kun n = 1, niin x; = 1 ja y; = 1, jolloin

l-r-1=(1-r)
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joten yhtdlo (3.8) on silloin tosi.

Induktio-oletus: Oletetaan yhtdlon pitavin paikkansa, kun n = N, ts.

yy —rxy = (1-=r)V.
Induktiovdiite:
Y+t = rayer = (1 =)Vt
Todistus:

Todistetaan induktioviite oikealta vasemmalle:
(1= = (1=-r)(1=r)Y © (1=r)(yn=TxN) = YN—TXN—FYN+T2 XN = (FPXn+yNn)—(Xn+yN)r.

Toisen asteen yhtilo (3.1) voidaan uudelleen jirjestdd muotoon 7> = br + c, jolloin

(r*xn + yn) = (v + yn)r = (br + ©)xy + yn) — (xn + yn)r

= brxy + cxy + ynv — xyrynr = (cxy + yy) — ((1 = b)xy + yn)r.

Tarkastellaan yhtiloita (3.2) ja (3.3), kun n = N + 1. Talloin xy+; = (1 = b)xy + yn

ja yn+1 = cxy + yy. Ndiden perusteella

(cxy +yn) = (1 = b)xy + YNI¥ = YN+1 — XN+1T,

joten induktiovdite on tosi.
Induktioperiaatteen nojalla y, — rx, = (1 —r)", kaikilla luonnollisilla luvuilla n.

O

3.5 Vakioihin b ja c liittyviat rajoitukset raja-arvon olemassaololle

Esimerkin 3.3 perusteella tiedetédén, ettd joillakin vakioiden b ja c arvoilla Theonin ti-
kapuilla ei voida ratkaista toisen asteen yhtdlod riippuen mééritellyisti rekursiivisista
yhtidloistd. Madritetdadn tassd pykélédssd, millaisilla vakioiden b ja ¢ rajoituksilla voim-

me ratkaista toisen asteen yhtilon eli milloin on olemassa raja-arvo lim,,_,q 22

=r
Xn ’

kun rekursiivisina yhtdloina kéytetddn yhtiloitd (3.2) ja (3.3).

Vakioiden rajoituksia médrittdessd tulee huomioida, ettd kaikilla toisen asteen
yhtilgilld ei ole reaalisia nollakohtia. Toisen asteen yhtidloiden ratkaisukaavoista
(3.4) ja (3.5) on havaittavissa, ettd toisen asteen yhtiloilld on olemassa reaalisia

ratkaisuja, kun b* +4c > 0.
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Pykéldssé 2.4 todistettiin raja-arvon olemassaolo osoittamalla erotuksen |i—: —r|
olevan lopulta 4arimmadisen pieni, mutta ei kuitenkaan nolla.
Muodostetaan aluksi erotuksen yhtilo jakamalla yhtdlo (3.8) puolittain termilla
Xp, jolloin
Yn A1)

Xn Xn

Otetaan yhtélostd itseisarvo puolittain. Nyt

Yn _|1_r|n

(3.9) 2y =

Xn |xn|

b

missd yhtidlon vasen puoli on haluttu erotus. Raja-arvon olemassaolon todistuksessa

pitda siis tutkia, kuinka vakioiden b ja c arvot vaikuttavat yhtdlon oikeaan puoleen
[1—r|"
[xn]

Todistetaan raja-arvon olemassaolo tilanteessa, missd b < 1 ja ¢ > 0 (vrt. [3, s.
4-5)).

Kun b < 1jac > 0, niin b> +4c > 0 on aina tosi, joten toisen asteen yhtil6illd on

ja milloin timi suppenee kohti lukua 0.

tdlloin aina olemassa ratkaisuja. Lisdksi nyt rekursiivisten yhtéldiden (3.2) ja (3.3)
termit ovat aina positiivisia ja kasvavia. Talloin suhdeluku i—z on aina positiivinen
eli toisen asteen yhtildille saadaan aina positiivisia ratkaisuja Theonin tikapuilla.
Ratkaisukaavojen yhtéloista yhtélo (3.4) antaa aina positiivisen ratkaisun, joten nyt
sovellettava ratkaisukaava on

Vb2 +4c+b
5 :

ry =

Koska x, on positiivinen ja kasvaa rajatta, niin riittdd osoittaa ettd |1 — r| < 1.

Sijoitetaan termin r paikalle ratkaisukaavan antama arvo termille. Nyt |1— —'bz+24€+b | <

1, jolloin itseisarvon poistamalla

Vb2 +4c+Db
-1<1-—F——<1
2
Vihennetididn epayhtélostéd luku 1, jolloin

Vb% +4c+b
2<———X<

0.
B 2

Kerrotaan epiyhtilo luvulla -2, jolloin

Vb2 +4c+b < 4.

Siirretddn vakio b, jolloin

Vb* +4c <4-b.

17



Molemmat puolet ovat positiivisia, joten voimme korottaa epéayhtidlon puolittain
nelioon
b* +4c < 16— 8b + b*,

Vihennetiin epiyhtilostd b? ja siirretdin 85 vasemmalle puolelle, jolloin
4c + 8b < 16.
Jaetaan epdyhtilo puolittain luvulla 4, jolloin saadaan
c+2b<4.

Ndin ollen, kun

b<l,c>0jac+2b <4,

niin |r — 1| < 1, jolloin fc—" supistuu kohti toisen asteen yhtdlon ratkaisua.
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