'D Tampereen yliopisto

Lumi Suomalainen

ALARAJA-ARVO JA YLARAJA-ARVO

Informaatioteknologian ja viestinnén tiedekunta
Kandidaattitutkielma
Maaliskuu 2020



Tiivistelma

Lumi Suomalainen: Alaraja-arvo ja ylédraja-arvo
Kandidaattitutkielma

Tampereen yliopisto

Matematiikan ja tilastotieteen tutkinto-ohjelma
Maaliskuu 2020

Tassé tutkielmassa kasittelemme lukujonojen alaraja-arvoa ja yliraja-arvoa. Tarkas-
telemme alaraja-arvon ja yldraja-arvon yksikdsitteisyyttd ja olemassaoloa. Todistam-
me myos, ettd rajoitetulla reaalilukujonolla on olemassa suppeneva osajono. Taita

tulosta sanotaan Bolzanon-Weierstrassin lauseeksi.

Avainsanat: raja-arvo, alaraja-arvo, yldraja-arvo, lukujono, suppeneminen,

hajaantuminen, Bolzanon-Weierstrassin lause

Tamaén julkaisun alkuperdisyys on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -ohjelmalla.



Sisalto

1 Johdanto 4
2 Valmistelevia tarkasteluja 5
2.1 Lukujonotjaraja-arvo . . . . . ... ... .. ... ... ... 5
2.2 Kohti ddretontd hajaantuvat lukujonot . . . . . . ... .. ... .. 6
2.3 Rajoitetut lukujonot . . . . .. ... 6
3 Alaraja-arvo ja yliraja-arvo
3.1 Alaraja-arvon ja yldraja-arvon olemassaolo ja yksikasitteisyys 9
4 Bolzanon-Weierstrassin lause 14
Lahteet 16



1 Johdanto

Tamén tutkielman luvussa 3 tarkastelemme lukujonojen alaraja-arvoa ja yliraja-
arvoa.

Ensimmaiiseksi miirittelemme alaraja-arvon ja yldraja-arvon kisitteet. Alaraja-
arvo on arvo, jota lukujono ldhestyy alapuolelta, kun muuttuja tai jonon indeksi
lahestyy tiettyd arvoa. Vastaavasti yldraja-arvo on arvo, jota lukujono ldhestyy yla-
puolelta, kun muuttuja tai jonon indeksi ldhestyy tiettyad arvoa. Méérittelemme my®os,
milloin lukujono ldhestyy positiivista tai negatiivista ddretontd. Toiseksi todistam-
me alaraja-arvon ja yldraja-arvon olevan yksikdsitteisid. Kolmanneksi todistamme
raja-arvon olevan olemassa vain silloin, kun ylédraja-arvo ja alaraja-arvo ovat yhta
suuret.

Luvussa 4 todistamme, etti rajoitetulla reaalilukujonolla on olemassa suppeneva
osajono. Tatd tulosta sanotaan jonoja koskevaksi Bolzanon-Weierstrassin lauseek-
si. Sitd ennen kuitenkin esitimme kuristusperiaatteen. Kuristusperiaatteen nojalla
voimme midérittdd lukujonon raja-arvon, kun tiedimme sitd suuremman tai yhti suu-
ren lukujonon ja sitd pienemmén tai yhtd suuren lukujonon raja-arvojen olevan yhta
suuret.

Luvussa 2 kiymme ldpi valmistelevia tarkasteluja, jotka pitavit sisdlldin lukujo-
noihin ja raja-arvoon liittyvid méadritelmid, lauseita ja esimerkkeja.

Lukijalta edellytimme joidenkin analyysin perusasioiden tuntemista. Lahdeteok-
sina kdytamme Lebl’n teosta Basic analysis: Introduction to real analysis, Trenchin
teosta Introduction to real analysis sekd Thomsonin, Brucknerin ja Brucknerin teosta

Elementary real analysis.



2 Valmistelevia tarkasteluja

2.1 Lukujonot ja raja-arvo

Luku 2.1 pohjautuu Lebl’n teokseen [1, s. 43-45].

Mairitelmi 2.1. (Reaali)lukujono on funktio x: N — R. Merkinnén x(n) sijaan
merkitsemme yleensd n:ttd alkiota alaindeksilld tdhédn tapaan: x,. Kdytdmme mer-

kintaa {x, } tai tarkemmin merkintdd

{xn }2021

lukujonosta. Lukujono {x,} on rajoitettu, kun on olemassa sellainen B € R, etti
|x,| < B kaikilla n € N. Toisin sanoen, lukujono {x,} on rajoitettu aina, kun joukko

{x, : n € N} on rajoitettu.

Miaritelméa 2.2. Lukujonon {x,} sanotaan suppenevan kohti lukua x € R, jos
jokaista lukua & > 0 kohti on olemassa sellainen M € N, ettd |x,, — x| < € jokaisella

n > M. Luvun x sanotaan olevan lukujonon {x, } raja-arvo. Kirjoitetaan

lim x, = x.
n—oo

Lukujonon, joka suppenee, sanotaan olevan suppeneva. Muuten lukujonon sanotaan

olevan hajaantuva.

Esimerkki 2.3. Lukujono {%} on suppeneva ja lim, % =0.

Todistus: Olkoon &£ > 0. Talloin on olemassa sellainen M € N, ettd 0 < ﬁ < e&.

Silloin jokaisella n > M pitee yhtalo

2 2 2
—|==—<—<e.
3n| 3n  3M

Lause 2.4. Suppenevalla lukujonolla on yksikdsitteinen raja-arvo.

2.1) |x, = 0] =

Todistus. Oletetaan, ettd lukujonolla {x,} on raja-arvo x ja raja-arvo y. Valitaan

mielivaltainen £ > 0. Miiritelmistd saamme alkion Mj, jolle pitee, ettd jokaisella
£
2
n = M, |x, —y| < %. Valitaan M = max{M,, M>}. Kun n > M, niin

n > M, |x, — x| < %. Vastaavasti 10ydamme sellaisen alkion M5, ettd jokaisella

|y—x| = |xn_x_(xn_y)|

< en = x|+ |xn =y

L.
—+-=c.
2 2



Siis |y — x| < & jokaisella € > 0, joten |y — x| = 0 ja y = x. Siitd johtuen raja-arvo

(jos se on olemassa) on yksikasitteinen. |

2.2 Kohti aaretonta hajaantuvat lukujonot
Sanotaan, ettd {x,} hajaantuu kohti ddretonti, ja merkitdin

lim x, = oo,

n—oo

jos milld tahansa reaaliluvulla a, x,, > a suurilla indeksin n arvoilla. Vastaavasti

sanotaan, ettd {x, } hajaantuu kohti negatiivista ddretont4, ja merkitdin

lim x, = —oo,

n—oo

jos milld tahansa reaaliluvulla a, x,, < a suurilla indeksin n arvoilla. Mairitelméén
2.2 perustuen emme kuitenkaan sano lukujonoa {s,} suppenevaksi, ellei lim,_, x,

ole ddrellinen. (Vrt. [2,s. 181].)

Esimerkki 2.5. Lukujono {5 + %} hajaantuu kohti déretontd, silld kun @ on mikd
tahansa reaaliluku, niin

n .

—+—>a, jos n2>3a.

3 n

Lukujono {% — n} hajaantuu kohti negatiivista ddretontd, silla kun a on mikéa tahansa

reaaliluku, niin
1 1

Siis kirjoitamme

ja

2.3 Rajoitetut lukujonot

Tama osio perustuu teokseen [1, s. 45-46].

Lause 2.6. Suppeneva lukujono {x,} on rajoitettu.



Todistus. Oletetaan, ettd {x, } suppenee kohti arvoa x. Niin ollen on olemassa sellai-
nen M € N, ettd jokaisella n > M pitee epayhtilo |x, — x| < 1. Olkoon By = |x| + 1.
Kun n > M, niin

x| = |xn —x + x|

< oen = x| + [x|

<1+ |x| = By.
Joukko {|x1], |x2], ..., |xam—1]|} on dédrellinen. Olkoon
By = max{|xi|, [x2|, ..., [xm-1}.

Olkoon B = max{Bj, B, }. Talloin kaikilla n € N pitee
|x,| < B. O

Huomautus. Rajoitettu lukujono ei vélttimatti ole suppeneva.

2n*+1
n4

Esimerkki 2.7. Osoitetaan, ettid lukujono { }, n > 1, suppenee ja

o2t +1
lim =

n—oo p4

2.

Olkoon & > 0, ja madritellddn sellainen M € N, ettd ﬁ < &. Silloin milld tahansa

n > M pitee
2nt +1 5 2n* +1-2n* 1 1 <1< 1 3
—_ == | =|—|=—< — < — F
n4 n4 nl nt " n" M
Siis limye0 25 = 2.

Mairitelmi 2.8. Olkoon {x, } reaalilukujono, joka on ylhédltd rajoitettu ja epétyhja.
Jos M on pienin kaikista yldrajoista, sanotaan, ettd M on lukujonon {x,} pienin

yléraja tai lukujonon {x,} supremum. Merkitdan M = sup{x,}. ([3,s. 9])

Mairitelmi 2.9. Olkoon {x, } reaalilukujono, joka on alhaalta rajoitettu ja epétyhja.
Jos m on suurin kaikista lukujonon {x,} alarajoista, sanotaan, ettd m on lukujonon
{x,} suurin alaraja tai lukujonon {x,} infimum. Merkitddn m = inf{x,}. (Ks. [3, s.

9)

Mairitelmé 2.10. Lukujono {x,} on ei-vidhenevi, jos x, > x,-; kaikilla indeksin
n arvoilla, ja ei-kasvava, jos x, < x,-1 kaikilla indeksin n arvoilla. Monotoninen
lukujono on lukujono, joka on ei-kasvava tai ei-laskeva. Jos x, > x,-; kaikilla
indeksin n arvoilla, niin {x, } on kasvava, ja jos x,, < x, kaikilla indeksin n arvoilla,

niin {x,} on laskeva.



Lause 2.11. (a) Jos {x,} on ei-vdhenevd, niin lim,_, x,, = sup{x, }.

(b) Jos {x,} on ei-kasvava, niin lim,,_,, x,, = inf{x, }.

Todistus. Ks. [2,s. 182]
(a) Olkoon 8 = sup{x,}. Olkoon &£ > 0. Kun 8 < oo, niin

B-e<xy<p
jollakin kokonaisluvulla N. Koska xy < x,, < 8, kunn > N, niin
B—-e<x,<pB, kun n>N.

Téstd seuraa, ettd |x, — 8| < &, kun n > N, joten lim,_,.c x, = B maédritelmén
2.2 perusteella. Jos S = oo ja b on mikd tahansa reaaliluku, niin xy > b jollakin
kokonaisluvulla N. Siis x,, > b, kunn > N, joten lim,,_,c X, = o0.

(b) Olkoon @ = inf x,. Jos @ > —oo, niin jos &€ > 0, niin
alxy<a+e
jollain kokonaisluvulla N. Koska @ < x, < xy, josn > N, niin
a<x,<a+eg jos n>N.

Téstd seuraa, ettd |x, — | < &, jos n > N, joten lim,_,o X, = @ miiritelmén 2.2
perusteella. Jos @ = —oo ja a on miké tahansa reaaliluku, niin xy < a jollakin

kokonaisluvulla N. Siis x,, < a, kunn > N, joten lim,,_,c X, = —00. |



3 Alaraja-arvo ja ylaraja-arvo

Tama luku pohjautuu teokseen [2, s. 187-].

3.1 Alaraja-arvon ja ylaraja-arvon olemassaolo ja yksikésittei-
Syys

Lause 3.1. (a) Jos {x,} on ylhddltd rajoitettu eikd hajaannu kohti negatiivista dd-

retontd, on olemassa sellainen yksikdsitteinen reaaliluku a, ettd jos € > 0, niin

3.1 X, < a+¢& suurilla indeksin n arvoilla
ja
(3.2) X, > a—¢& ddrettomdn monella indeksin n arvolla.

(b) Jos {x,} on alhaalta rajoitettu eikd hajaannu kohti ddretontd, on olemassa

sellainen yksikdsitteinen reaaliluku b, ettd jos € > 0, niin

3.3) X, > b — & suurilla indeksin n arvoilla
Jja
(3.4) X, < b+ & ddrettomdn monella indeksin n arvolla.

Todistus. (Ks. [2,s. 187-188].)

(a) Koska {x,} on ylhdilti rajoitettu, on olemassa sellainen luku 3, ettid x, < 8
kaikilla indeksin n arvoilla. Koska {x,} ei hajaannu kohti negatiivista ddretontd, on
olemassa sellainen luku «, ettd x,, > « riittdvan suurilla indeksin »n arvoilla. Jos

madrittelemme, etti

My = sup{xi, Xists -« o, Xkcars - -+ }

niin @ < My, < B, joten { M} } on rajoitettu. Koska { My} on ei-kasvava, se suppenee

lauseen 2.11 perusteella. Olkoon

(3.5) a = lim M.

k—o0



Jos € > 0, niin M} < a + € suurilla indeksin &k arvoilla. Koska x,, < My, kunn > k,
a toteuttaa yhtdlon (3.1). Jos (3.2) on epitosi jollakin positiivisella luvulla &, on

olemassa sellainen kokonaisluku K, etta
x, <a—-¢g, kun n>K.

Tasta seuraa, ettd
M, <a-¢, kun k>K,

mikd on ristiriidassa yhtidlon (3.5) kanssa. Siis a toteuttaa epéayhtilot (3.1) ja (3.2).
Nyt on osoitettava, ettd a on ainoa reaaliluku, joka toteuttaa kyseiset epayhtdlot.
Jos t < a, epdyhtilo
xn<t+a—_l=a—a_l
2 2

ei voi olla voimassa suurilla indeksin n arvoilla, koska se olisi ristiriidassa epayhtdlon

(3.2) kanssa silloin, kun & = %L, Jos a < ¢, niin epéyhtild

r—a t—a
=a+

Xy > 1= — 5

ei voi olla voimassa direttoman monella indeksin »n arvolla, koska se olisi ristiriidassa
epayhtdlon (3.1) kanssa silloin, kun & = t'T“ Siis a on ainoa reaaliluku, joka toteuttaa
epayhtilot (3.1) ja (3.2).

(b) Koska {x,} on alhaalta rajoitettu, on olemassa sellainen luku g, ettd x, > 8
kaikilla indeksin n arvoilla. Koska {x,} ei hajaannu kohti ddretontd, on olemassa
sellainen luku «, ettd x,, < « riittdvin suurilla indeksin » arvoilla. Jos méarittelemme,
etta

My = inf{xp, Xpals o v oy Xars -+« }s
niin 8 < My < a, joten {M}} on rajoitettu. Koska M} on ei-laskeva, se suppenee.

Olkoon

(3.6) b = lim M.

k—o0

Jos € > 0, niin M} > b — & suurilla indeksin k arvoilla. Koska x,, > My, kunn > k,
b toteuttaa yhtdlon (3.3). Jos (3.4) on epitosi jollakin positiivisella luvulla &, on

olemassa sellainen kokonaisluku K, etta
x,>2b+e, kun n>K.

Tésta seuraa, ettd

My > b—e¢. O

10



Miaritelmi 3.2. Lauseessa 3.1 médriteltyjd lukuja a ja b kutsutaan lukujonon {x,}

yliraja-arvoksi ja alaraja-arvoksi, ja merkitdan

a =limsupx, ja b =Iliminfx,.
n—oo

n—0oo

Madrittelemme myos, etti
* limsupx, = oo, jos {x,} ei ole ylhddlta rajoitettu,
* limsupx, = —oo, jos lim,, e X, = —00,
* liminfx, = —o0, jos {x,} ei ole alhaalta rajoitettu,
e liminfx, = oo, jos lim, e X, = 0.

Huomautus. Lauseen 3.1 todistuksen perusteella

lim sup x,, = limsup{xy: k > n},

n—oo n—oo
liminf x, = liminf{x;: k > n}.
Esimerkki 3.3. Olkoon

”3—;3, kun n on pariton,

{xn} =

-1, kun n on parillinen.

Mairitetddn lukujonon alaraja-arvo ja ylédraja-arvo. Ensin lasketaan alaraja-arvo:
h,?lg}fxn = h,{rii}.}f {xk: k >n}= nh_)ngo -1=-1
Y1l olevan huomautuksen perusteella
limsup x,, = limsup {x;: k > n}.

n—oo n—oo

Nyt ndhdiin, ettd

%3, kun n on pariton,

sup{xy: k > n} =

n+4 .11:
31D kun 7 on parillinen.

1

Todistetaan nyt, ettd raja-arvo on 5.

11



Olkoon & > 0, ja médritellddn sellainen M € N, ettd ﬁ < g. Silloin milla tahansa

parittomalla indeksilld n > M pitee

n+3 1| [n+3-n
3n 3“' 3n
|3
R
|1
T n
1
“n
Si<8.

Myoskin milld tahansa parillisella indeksilld n > M pitee

n+4 1' n+4-n-1

3(n+1) 3 3(n+1)
3

3n+3

IA

IA

Siis lim sup,_,, X, = %

Lause 3.4. Jokaisella reaalilukulukujonolla {x,} on yksikdsitteinen yldraja-arvo a,

Jja yksikdsitteinen alaraja-arvo b, ja
(3.7) b<a.

Todistus (vrt. [2, s. 189]). Lukujen a ja b olemassaolo ja yksikisitteisyys seuraavat
lauseesta 3.1 ja madritelmastd 3.2. Jos a ja b ovat darellisii, niin yhtdloista 3.1 ja 3.3
seuraa, etti

b—-e<a+e

jokaisella luvulla & > 0, mistd seuraa epdyhtdld 3.7. Jos b = —oo tai @ = oo, niin
epayhtilo 3.7 on ilmeinen. Jos b = oo tai a = —oo, niin epayhtilo 3.7 seuraa suoraan

madritelmasta 2.2. O

12



Esimerkki 3.5.

0, |y|>1,
hfl soljp{y"z} =9L =1
0, |[yl<1,
ja
00, y>1,
1, y=1,
liminf(;"’} =0, |yl <1,
-1, y=-1,
—o0o, y<-—L
Lisaksi

lim sup n* = liminf n* = 00,

n—oo n—oo

- nr e LY 21 e R
lim sup (=1)"(1+ ) = L, liminf (=1)" (n + ) = -1,

n—oo 2n
ja

limsup [3 + 3(=1)"]n = oo, liminf [3 + 3(-1)"]n = 0.

n—oo

Lause 3.6. Jos {x,} on reaalilukujono, niin

(3.8) lim x, = x,

n—oo
Jjos ja vain jos

3.9) lim sup x,, = liminf x,, = x.

n—oo

Todistus. Jos x = +oo, niin ekvivalenssit yhtdloissd 3.8 ja 3.9 seuraavat suoraan

niiden mairitelmista. Jos lim,_,« x, = x (ddrellinen), niin maaritelmasta 2.2 seuraa,

ettd 3.1 — 3.4 ovat voimassa, kun a ja b korvataan alkiolla x. Siitd johtuen 3.9 seuraa

alkioiden a ja b yksikésitteisyydesta.

Todistetaan sitten implikaatio toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd a = b ja mer-

kittakoon alkiolla x niiden yhteistd arvoa. Talloin epéyhtéloistd 3.1 ja 3.3 seuraa,

etta

X—e<x,<x+¢

suurilla indeksin » arvoilla, ja 3.8 seuraa méaaritelmasti 2.2 ja raja-arvon lim,,—,c X,

yksikdsitteisyydesta 2.4

13



4 Bolzanon-Weierstrassin lause

Seuraava luku perustuu teokseen [1, s. 65-66].

Rajoitettu lukujono ei ole vilttamittd suppeneva, mutta Bolzanon-Weierstrassin
lauseen perusteella voimme ainakin 10ytdd rajoitetulle lukujonolle suppenevan osa-
jonon. Tissd luvussa esitdimme version Bolzanon-Weierstrassin lauseesta lukujo-
noille. Ensin kuitenkin esitimme kuristusperiaatteen, jota tarvitsemme Bolzanon-

Weierstrassin lauseen todistuksessa.

Lause 4.1 (Kuristusperiaate). Olkoot {a,}, {b,} ja {x,} lukujonoja, joille pditee, ettd
an < x, < b, kaikilla n e N.

Oletetaan, ettd {a,} ja {b,} suppenevat ja

lim a, = lim b,,.

n—oo n—oo

Talloin {x,} suppenee ja

lim x, = lim a, = lim b,.

n—00 n—oo n—00

Todistus. Olkoon x = lima,, = lim b,,. Olkoon & > 0 annettu.
Miéiritetééin sellainen My, ettd kaikilla n > M on voimassa, ettd |a, — x| < £, ja
sellainen M5, ettd kaikilla n > M, on voimassa, ettd |b, — x| < % Merkitédén, ettd

M := max{M,, M,}. Oletetaan, ettdi n > M. Silloin

|xn_an|:xn_ansbn_an
=|b, —x+x—ay]
< |bn_x|+|x_an|
E E

< - +-.
33

Tamain tiedon avulla arvioimme, etta

|Xn—X| = |xn_x+an_an|
< |xp = anl +la, — x|
2e €

<?+§:8.

Lause on nyt todistettu. O

14



Lause 4.2. Oletetaan, ettd reaalilukujono {x,} rajoitettu. Silloin on olemassa sup-

peneva osajono {x, }.

Todistus. Lukujono on rajoitettu, joten on olemassa kaksi lukua a; < by, joille pitee
a; £ x, < by kaikillan € N.

Miiritellddn osajono {x,} ja kaksi lukujonoa {a;} ja {b;} niin, etti {a;} on
monotonisesti kasvava, {b;} on monotonisesti vahenevi, a; < x,, < b; jaettilima; =
lim b;. Se, ettd x,,, suppenee, seuraa kuristusperiaatteesta.

Miiritellddn lukujonot induktiivisesti. Epidyhtdld a; < b; pitee aina ja x, €
[a;, b;] aina dédrettdomédn monella n € N. Olemme jo miiritelleet alkiot a; ja b.
Merkitdén, ettd ny := 1 ja tdlloin x,, = x1.

Nyt oletetaan, ettd johonkin arvoon k € N saakka olemme maiiritelleet osajonon
Xny>Xnys - - - »Xp, ja lukujonot ay,as,...,ax ja by, by, ..., bg. Olkoon y := %,
Selviisti ay <y < by. Jos on olemassa ddrettomén monta j € N, joilla x; € [ag, y],
niin axy = ag, bry =y, ja valitaan ngy > ng siten, ettd x,,,,, € [ak, y]. Jos ei
ole olemassa ddrettoméin monta alkiota j € N siten, ettd x; € [ax, y], niin on oltava
ddrettdmin monta indeksin j arvoa, joilla x; € [v, by ]. Téssa tapauksessa valitaan
ak+ =Y, brs = by, ja valitaan nygy; > ny, joille on voimassa x,,,, € [y, bi].

Nyt olemme maédritelleet lukujonot. Jéljelle jdd osoittaa, ettd lim a; = lim b;. On
selvad, ettd raja-arvot ovat olemassa, silld lukujonot ovat monotonisia. On ilmeista,

ettd b; — a; puolittuu joka vaiheessa. Siispa bj4; — a1 = bi 5“". Induktiolla saamme,

etta
by —a

2i—1

Olkoon x := lim a;. Lukujono {a;} on monotoninen, joten

b,'—a,':

x =sup{a; : i € N}
Olkoon nyt y := lim b; = inf{b;,i € N}. On ilmeistd, ettd y < x, silld a; < b; kaikilla
i. Koska lukujonot ovat monotonisia, niin jokaisella indeksin arvolla i on voimassa

by —a;

y—bei—ai:T.

Koska % on mielivaltaisen pieni, niin y —x = 0. Kuristusperiaatteen nojalla lause

on nyt todistettu. O
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