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Tassa tutkielmassa tarkastellaan, miten voimme minimoida deterministisen darelli-
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saman kielen tunnistavilla deterministisilld dérellisilld automaateilla on véhintddn
yhti paljon tiloja.

Huomaamme maéirittelemailld tietyn relaation sdinnolliselle kielelle ja muodosta-
malla sen ekvivalenssiluokilla deterministisen ddrellisen automaatin saamme halutun
minimaalisen automaatin sddnnolliselle kielelle. Lisdksi konstruoimme algoritmin,
jonka avulla voimme muokata suoraan deterministisen dérellisen automaatin mini-

maaliseksi.
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1 Johdanto

Tassd tutkielmassa tarkastellaan determinististen dérellisten automaattien minimoin-
tia. Deterministinen addrellinen automaatti mielletdén yleensd tietokoneena, joka
koostuu &érellisestd madrdstd tiloja ja siirtymid. Ndiden siirtymien ja tilojen avul-
la automaatti tunnistaa sddnnollisen kielen eli kielen, jonka merkkijonot mukailevat
tiettyjd sadannollisyyksid. Deterministisyys kertoo, ettd tiedimme tidsméilleen, miten
automaatti on tunnistanut tietyn merkkijonon.

Esimerkiksi ohjelmointikielet ovat sddnnollisid kielid. Siksi kdédntéjd tunnistaa
syntaksivirheet koodia jasentiessa, silld kielen merkkijonot voidaan muodostaa vain
tietyilld sddnnoilla. Esimerkiksi ruotsin kieli ei ole sddnndllinen kieli, silld useissa
sanoissa esiintyy poikkeuksia, jotka eivit noudata mitddn sddnnollisyyksid, kuten
epdsaannolliset verbit.

Sanomme, ettd deterministinen ddrellinen automaatti on minimaalinen, jos muilla
saman kielen tunnistavilla automaateilla on vahintiin yhti paljon tiloja. Meille heraa-
kin kysymys, onko aina mahdollista 16ytdd minimaalinen deterministinen dérellinen
automaatti? Osoittautuu, ettd ndin on, joten ensiksi luvussa 3 méérittelemme oikealta
invariantin ekvivalenssirelaation sadnnollisille kielille. Hunomaamme luvussa 4, etta
kyseisen relaation ekvivalenssiluokilla muodostettu automaatti on minimaalinen au-
tomaatti. Lisdksi konstruoimme luvussa 4 algoritmin, jonka avulla voimme muokata
suoraan deterministisen ddrellisen automaatin minimaaliseksi.

Lukijalta odotetaan hyvit perustiedot joukko-opista ja diskreetistd matematii-
kasta. Esimerkiksi Tampereen yliopiston kurssi Johdatus matemaattiseen paattelyyn
riittdd oikein hyvin. Luvussa 2 kiydiin 1dpi esitietoja sekd deterministisen ddrellisen

automaatin matemaattinen malli.



2 Valmistelevia tarkasteluja

2.1 Aakkosta, merkkijono ja kieli

Kéaymme ldpi luvussa 2 tarvittavia madritelmid deterministisille darellisille auto-
maateille. Osassa kirjallisuutta voi olla merkinnallisid eroja. Koska tutkielmassa
kisitelladn vain deterministisid ddrellisid automaatteja voidaan yleisesti puhua vain

automaateista.

Mairitelma 2.1 (vrt. [4, s. 28]). Aakkosto on direllinen epétyhja joukko symboleja.
Tiassd tutkielmassa kiytetddn yleensd aakkostolle merkintdd 2. Erityistapauksena

kaytetddn aakkostosta {0, 1} nimitysté binddriaakkosto.

Mairitelma 2.2 (vrt. [5, s. 47]). Olkoon 2 aakkosto. Merkinnilld 2™ tarkoitetaan
ddrellisten jonojen joukkoa [, 2", joissa on siis yksi tai useampi aakkoston X
symboli. Niistd jonoista kiytetddn nimitystd aakkoston merkkijono. Jos m € N ja
(x1,x2,...,X,) = w € 2™ niin merkkijonolle w voidaan kdyttaa lyhennettd w =
X1x2 - - Xp. Merkitadn tyhjdd merkkijonoa symbolilla €, joka on siis merkkijono,
jossa ei ole yhtddn symbolia. Merkitédin lisdksi 2* = 2+ U{e}, joka on siis aakkoston

2 kaikkien merkkijonojen joukko.
Maaritelma 2.3. Olkoon 2 aakkosto ja L € 2. Kutsumme joukkoa L kieleksi.

Miiéritelmi 2.4 (vrt. [4, s. 29], [5, s. 47]). Olkoot n € N ja w € 2" merkkijono.
Tall6in merkkijonon w pituus on |w| = n, joka siis kertoo merkkijonon symbolien

lukuméaaran. Huomataan, etti |e| = 0.

Madritelma 2.5. Olkoot x1x2---x; = w, y1y2---y; = s € 2" merkkijonoja.
Talloin niistd voidaan muodostaa liifos x1x2---Xx;y1y2--+y; = ws tai vastaavasti
Y1y2 -+ YyX1X2 -+ - X; = Sw, jonka pituus on |ws| = |w| + |s| = i + j. Huomataan, ettd

ee =€ejaew =w =ew. Ks. [4, s. 30].

Esimerkki 2.6. Olkoon 2 = {a,b,c,...,z} pienet latinalaiset aakkoset. Talloin
merkkijonot automaatti,nen € X* ovat pienten latinalaisten aakkosten merkkijo-
noja. Merkkijonojen pituudet ovat |automaatti| = 10 ja |nen| = 3. Niistd voidaan
muodostaa liitos automaattinen ja lisaksi |automaattinen| = 13. Niistd voitaisiin

myo6s muodostaa kieli {automaatti,nen} C X*.



Niiden tarkastelujen jdlkeen voimme maiiritelld deterministisen dérellisen auto-

maatin.

2.2 Deterministisista aarellisista automaateista

Mairitelma 2.7 (vrt. [4, s. 46]). Deterministinen ddrellinen automaatti on viisikko
(0,2,68,q0, F), missi

[S—

. Q on édrellinen epityhji joukko tiloja, joita merkitddn yleensd g,
2. 2 on aakkosto,

3. 0: Q X2 — Q on siirtymdfunktio,

4. go € Q on alkutila,

5. F on hyvdksymistilojen joukko.

Deterministinen ddrellinen automaatti voidaan myos piirtdd ks. [4, s. 48]. Piirtdmista
on havainnollistettu seuraavan sivun kuvassa 2.1.

Deterministinen ddrellinen automaatti on siis viisikko, jossa tiedimme jokaisen
siirtyméafunktion kuvan olevan yksikésitteinen. Jos deterministisen ddrellisen auto-
maatin siirtymafunktion kuva on 6(¢q, @) = p, niin sanomme, ettd siirrymme tilasta

q tilaan p symbolilla a.

Maiiritelma 2.8. Olkoot A = (Q, 2, 9, qo, F) deterministinen ddrellinen automaatti,
geQ,ae X x e jaxa=w € *. Laajennettu siirtyméfunktio 6: Q X Z* — Q

madritelladn seuraavasti.

1. 6(gq,€) =q.
2. 6(q,w) =6(6(q,x),a).

Jos 8(go, w) € F, niin sanomme, etti automaatti A hyvéiksyy merkkijonon w, muuten
sanomme ettd automaatti hylkdd merkkijonon ks. [4, s. 49-50]. Vastaavasti kuten
siirtyméfunktion tapauksessa, jos laajennetun siirtyméfunktion kuva on é(g, w) = p,

niin sanomme, ettd siirrymme tilasta g tilaan p merkkijonolla w.

Lause 2.9. Olkoot A = (Q, 2,98, qo, F) deterministinen ddrellinen automaatti ja

x,y € X*. Talloin 5(q,xy) = 6(6(q,x), y), jokaiselle g € Q.



Todistus. Todistetaan induktiolla merkkijonon pituuden |y| = n suhteen. Perusaskel
n =0, joten y = €. Siis saadaan §(g, xe) = 5(¢,x) = 6(8(q, x), €). Seuraavaksi ole-
tetaan, ettd viite patee kaikille merkkijonoille z, jolle O < |z| < n ja todistetaan viite
n pituisille merkkijonoille. Olkoon y{ys - -y, = y eli |y| = n. Saadaan (g, xy) =
(g, xy1y2- - yn) = 6(8(q, xy1y2 - - ¥a-1), yn)- TSN [y1y2 - - yu1| = n—1, joten

induktio-oletuksesta ja maaritelmastd 2.8 saadaan, etti

6(8(q, xy1y2++* Yne1)¥n) = 6(8(8(q, %), y1¥2*** Yn-1)s Yn)

(e %%

(6(g, %), Y1Y2*** Yn-1Yn)
=0(6(g,x),).

Siis induktioperiaatteen mukaan viite patee. O

Miaritelma 2.10 (vrt. [4, s. 52]). Olkoon A = (Q, 2, 6, qo, F) deterministinen d4rel-
linen automaatti. Talléin L(A) = {w | 6(go, w) € F } on deterministisen #irellisen
automaatin A tunnistama kieli. Jos jokin deterministinen automaatti tunnistaa kielen,

niin kutsumme sita sddnnolliseksi kieleksi.

Esimerkki 2.11. Tarkastellaan seuraavaa determinististd ddrellistd automaattia A =
({90, 41,92, 93}, {1}, 6, 0. {g2}), missd 6 = {((qo, 1), q1), ((q1, 1), 92),

((g2,1),43),((g3,1),92)}. Automaatti A on piirretty kuvassa 2.1. Tarkastellaan
merkkijonoja 111 ja 11. Automaatti A hyviksyy merkkijonon 11, silld §(go, 11) =
6(6(qo,1),1) = 6(q1, 1) = g2, joka on hyviksymistila. Automaatti A ei kuitenkaan
hyviksy merkkijonoa 111, silld §(go, 111) = §(6(go, 11), 1) = 6(6(6(g0, 1), 1),1) =
6(6(q1,1),1) = d(g2,1) = g3, joka ei ole hyviksymistila. Mainitsimme aikaisem-
min, ettd automaateilla on tietty tapa siirtya tilasta toiseen tilaan tietylld merkkijo-
nolla. Esimerkiksi voimme siirtyai tilasta g; tilaan g3 merkkijonolla 11 ja vastaavasti
symbolilla 1 voimme siirtyd tilasta g tilaan g,. Meilld on siis nuolten osoittama

reitti, jossa kdymme merkkijonon symbolin yksi kerrallaan lépi.

1
) 1 1
aloitus —{ 40 q1 q2

Kuva 2.1. Automaatti A
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3 Adjrellisten automaattien ekvivalenttisuus

Téssd kappaleessa tarkastelemme determinististen dédrellisten automaattien ekviva-
lenttisuutta, jotta voimme myShemmin todeta, ettd meilld on tosiaan olemassa mini-
maalinen &ddrellinen automaatti. Lukijalta oletetaan hyvét perustiedot joukko-opista.
Esitietona voidaan pitdd Tampereen yliopiston Johdatus matemaattiseen paittelyyn
kurssia tai teosta [3]. Kdytimme joukon A ekivalenssirelaation R ekvivalenssiluo-
kille merkintdd [x]g = {a | xRa} ja A/R = {[x]g | x € A }. Voimme my0s olettaa
tunnetuksi, ettd relaation R ekvivalenssiluokat A/R muodostavat joukon A osituksen.
Ks. [3,s. 57-58].

3.1 Turhat ja saavutettavat tilat

Seuraavaksi miiritellemme turhat ja saavutettavat tilat deterministiselle dérellisen

automaatille (vrt. [1, s. 73][4, s. 45 & s. 67]).

Maiiritelmi 3.1. Olkoon A = (Q, 2, 8, q¢, F) deterministinen dédrellinen automaatti.
Sanomme, ettd tila ¢ € Q on saavutettava, jos on olemassa merkkijono w € 2™ siten
etti o (qo,w) = g. Vastaavasti sanomme, ettd tila on saavuttamaton, jos se ei ole
saavutettava. Sanomme, ettd automaatti A on saavutettava, jos sen jokainen tila on

saavutettava.

Koska jokaisen deterministisen ddrellisen automaatin hyviksymén merkkijonon
on tdytynyt ensin siirtyd alkutilasta, niin mééritelmén 3.1 mukaan saavuttamattomiin
tiloihin ei voi siirtyd alkutilasta. Siis jokainen merkkijono, jonka deterministinen
aarellinen automaatti hyviksyy ei voi olla siirtynyt saavuttamattomasta tilasta hyvak-
symistilaan. Siis saavuttamattomat tilat voidaan poistaa, eikd automaatin tunnistama

kieli muutu.

Miaritelmi 3.2. Olkoon A = (Q, 2, 8, qo, F) deterministinen dérellinen automaatti.
Sanomme, ettd tila g on turha, jos ei ole olemassa merkkijonoa w € 2™ siten etti
5(g,w) € F. Toisin sanoen automaatti ei hyviksy merkkijonoja, jotka ovat siirtyneet

tilaan g, koska niista ei voi siirtyd hyviaksymistilaan.

Yleisesti kirjallisuudessa turhat tilat jatetddn piirtimattd. Nimittdin meille riittad

yksi turha tila, johon kaikki ei halutut siirtymét voidaan asettaa. Kuitenkin turhia



tiloja ei voida poistaa, silli muuten siirtyméfunktion funktionaalisuus voi kadota.
Havainnollistetaan titd kuvan 3.1 automaatilla, jossa on turha tila g3. Lisdksi au-
tomaatti hyviksyy tdsmalleen ne merkkijonot, joissa on alussa 01 ja jonka jidlkeen

mielivaltainen maarid symboleja 1.

0,1

OO
aloitus —

Kuva 3.1. Automaatti turhalla tilalla

3.2 Kielen ekvivalenssiluokista

Ensin médrittelemme kaksi relaatiota, jonka jidlkeen tarkastelemalla niiden ekviva-
lenssiluokkia. Tulemme huomaamaan, ettad kielen sdinnollisyydelld ja ndiden ekvi-

valenssiluokkien vililld on yhteys.

Maaritelma 3.3. Relaatio ~ C 2™ X 2™ on oikealta invariantti ekvivalenssirelaatio

jos se on ekvivalenssirelaatio ja jos x ~ y, niin xz ~ yz, kaikille z € 2™.

Miiéritelméa 3.4 (vrt. [5]). Olkoot L aakkoston X kieli ja x,y € L. Miiritelldin
kielen L relaatio ~; siten ettd x ~; y, jos ja vain jos kaikilla z € 2™ pitee, xz € L jos
ja vain jos yz € L. Relaatiota voidaan merkitd ilman kieleen viittaavaa alaindeksia

=~ jos on selvdd minka kielen relaatio kyseessa.

Lause 3.5. Aakkoston X kielen L relaatio ~, on oikealta invariantti ekvivalenssire-

laatio.

Todistus. Todistetaan ensin refleksiivisyys. Selvisti jokaiselle x € L pitee x ~; x,
silld joko xc ¢ L tai xc € L, missd ¢ € 2™, Siis ~; on refleksiivinen. Todistetaan
symmetrisyys, joten oletetaan x ~; y ja osoitetaan y =~ x. Siis kaikilla ¢ € 2™ pitee
yc € L jos ja vain jos xc € L. Siis relaation ~; madritelmin mukaan pitee y ~; x
eli relaatio ~; on symmetrinen. Todistetaan lopuksi transitiivisuus, joten oletetaan

X =p y,y =~ zjaosoitetaan x ~; z. Jos olisi olemassa sellainen merkkijono ¢ € 2™,



ettd joko xc € Ljazc ¢ Ltai zc € L jaxc ¢ L, niin silloin molemmissa tapauksissa
yc ¢ Ljayc € Lrelaation ~; madritelmin perusteella. TAimai on ristiriita, joten tiytyy
olla, ettd kaikilla ¢ € 2™ pitee xc € L jos ja vain jos zc € L eli x ~ z. Siis relaatio
~; on myos transitiivinen. Téaten koska relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen se on ekvivalenssirelaatio.

Lisidksi relaatio ~;, on oikealta invariantti ekvivalenssirelaatio. Kaikille ¢, z € 2™*
pitee liitoksen méddritelmin 2.5 mukaan zc¢ € 2™. Jos x ~; y, niin myos kaikille
¢,z € 2* pitee xzc € L jos ja vain jos yzc € L eli xz =~ yz. Siis relaatio ~; on

oikealta invariantti ekvivalenssirelaatio. O

Miaritelmi 3.6. Olkoon A = (Q, 2, 8, qo, F) deterministinen dérellinen automaatti.
Meiiritelldin uusi relaatio ~5C X* x X* siten, ettid x ~4 y, jos ja vain jos 6(qo, x) =

5(q0,Y).

Apulause 3.7. Deterministisen ddrellisen automaatin A = (Q, 2, 6, qo, F) relaatio

~s on oikealta invariantti ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd relaatio ~5 on refleksiivinen. Olkoon x € L, silloin
ei voi olla, etti 6(go,x) # 6(qo,x), joten relaatio on refleksiivinen. Todistetaan
symmetrisyys, joten oletetaan, ettd x ~4 y. Talléin 6(go,x) = 6(qo, y) eli (g0, y) =
5(qo, x). Siis relaatio ~5 on symmetrinen. Todistetaan transitiivisuus, joten oletetaan,
etti x ~5 y ja y =~ z. Tillgin 6(qo,x) = 6(qo,y) ja 6(qo,y) = 6(qo,z), joten
5(q0,x) = 6(qo, z). Siis relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen,
joten se on ekvivalenssirelaatio.

Lisidksi relaatio ~5 on oikealta invariantti ekvivalenssirelaatio. Jos x =~ y eli

3(q0,x) = 3((10, y), niin lauseen 2.9 avulla saadaan, etti S(qo,xz) = 3(3(qo,x), 2)
6(8(q0,),2) = 8(qo, yz) eli xz ~5 yz, missd z € Z*. O

Apulause 3.8. Olkoon R joukon A ekvivalenssirelaatio ja x,y € A. Tilloin [x]g =

[v]r jos ja vain jos xRy.
Todistus. Ks. [3, s. 57]. O

Seuraavaksi esitellddn yhteys kielen sddannéllisyydelle ja ekvivalenssiluokkien

lukumairin dérellisyydelle.

Lause 3.9 (vrt. [5, s. 60-61], [2, s. 108—=109]). Olkoon L aakkoston X kieli. Seuraavat

kolme vdiitettd ovat yhtdpitdvid:

(i) Kieli L on sddnnollinen.
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(ii) Kieli L on ddrellinen yhdiste jonkin oikealta invariantin ekvivalenssirelaation

ekvivalenssiluokkia, jolla on dcdrellinen mdcdird ekvivalenssiluokkia.
(iii) Relaatiolla ~; on ddrellinen mddrd ekvivalenssiluokkia.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd (i) = (ii). Oletetaan siis, ettd kieli L on sdannollinen
kieli, joten on olemassa deterministinen &darellinen automaatti A = (Q, 2, 6qo, F),
joka tunnistaa sen. Apulauseen 4.2 mukaan relaatio ~s on oikealta invariantti ekviva-
lenssirelaatio. Huomataan, etti relaation ~s ekvivalenssiluokat ovat E, = {x € 2™ |
5(q0,x) = ¢ }, missi ¢ on saavutettava tila, silli muuten ekvivalenssiluokka on tyh-
ja. Koska tiloja on ddrellinen miiri, niin ekvivalenssiluokkia on direllinen mééra.
Lisiksi huomataan, ettd (U ep E; = L = {w | 5(go, w) = ¢ € F } méiritelmin 2.10
mukaan.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd (ii) = (iii). Oletetaan siis, ettd kieli L on ddrellinen
yhdiste oikealta invariantin ekvivalenssirelaation ~ ekvivalenssiluokkia, jolla on
adrellinen maard ekvivalenssiluokkia. Olkoon x ~ y, joten kaikille z € X™* pitee
xz ~ yz eli apulauseen 3.8 mukaan [xz]. = [yz].. Siis xz € [xz]. € L/~ jos
ja vain jos yz € [yz]. € L/~. Koska kieli L on #drellinen yhdiste relaation ~
ekvivalenssiluokkia, niin kaikilla z € 2™ pitee xz € L jos ja vain jos yz € L
eli méiritelmén 3.4 mukaan x ~; y. Lisdksi koska relaatiolla ~ on dédrellinen maéra
ekvivalenssiluokkia ja se on vahvempi relaatio kuin =~ , niin silloin silld on vihintdin
yhtd monta ekvivalenssiluokkaa kuin relaatiolla ~;. Siis myos relaatiolla ~; on
aarellinen méaara ekvivalenssiluokkia.

Lopuksi osoitetaan, ettd (iii) = (7). Oletetaan siis, ettd relaatiolla ~; on dérelli-
nen madrd ekvivalenssiluokkia ja osoitetaan, ettd L on sdidnnollinen kieli. Konstruoi-
daan relaation ~; ekvivalenssiluokista uusi deterministinen darellinen automaatti.
Miiritellddn Q = 27 /~;= {[w]y, |w e 2"}, F ={[w]y, |we L} =L/~
jad = O x2 — Q siten, ettd §([w]s,,a) = [wa]ls,. Muodostetaan néistd uusi
automaatti A = (Q, 2,0, [€]~,, F). Selvisti automaatin konrstruktion perusteella A
on deterministinen ddrellinen automaatti, joka tunnistaa kielen L eli L(A) = L. Ni-
mittdin L(A) = {w | 3([6]2L,W) = [w]s, € F}, joukon F ja [w]., méiritelmin

mukaan [w]., € F jos ja vain jos w € L. Lisdksi automaatti on &dérellinen ekviva-

L
lenssiluokkien lukumiirin ddrellisyyden nojalla. Siis L on sddnnollinen kieli, silla
deterministinen ddrellinen automaatti A tunnistaa sen.

Siis koska (i) = (i) = (iii) = (i), niin (i) & (ii) & (iii) eli viittamit ovat

yhtépitivia. O
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Kaytetddn jatkossa kohdan (iii) = (i) konstruoidusta automaatista A merkin-
tdad Min(L) = A. Huomaamme myohemmin, ettd sdannollisen kielen L automaatti

Min(L) on itse asiassa juuri haluttu minimaalinen automaatti.

Esimerkki 3.10. Tarkastellaan uudelleen esimerkin 2.11 kuvan 2.1 automaattia.
Huomataan, ettéd se tunnistaa sddnnéllisen kielen L, jossa on vihintddn kahden mit-
taisia parillisen mittaisia merkkijonona. Nimittdin parittomalla merkkijonolla laajen-
nettu siirtyméfunktio saa arvokseen joko ¢ tai g3. Vastaavasti parillisella merkkijo-
nolla g tai g;. Itse asiassa kyseisellad sddnnolliselli kielelld on vain kolme relaation
~; ekvivalenssiluokkaa.

Huomataan kaikilla, etti w € {1}?", missi n € Z, pitee, etti tyhji merk-
kijono € # rw, silli ee ¢ L ja we € L. Lisiksi kaikilla w’ € {1}?"*!, mis-
si n € N pitee, ettd € # w', silld |el| ¢ 2Z, ja |[w'l| € 2Z, eli ex ¢ L ja
w’x € L. Selvisti parilliset ja parittomat merkkijonot eivit voi olla samassa ekviva-
lenssiluokassa, silld vain toisessa on aina parillinen méird merkkeja. Siis Min(L) =
({L€lmps Wy [91=, 1o {13, 6, [l {IW]=, 1), missid & = {(([€]=y, 1), [W]=,)s
(W] D D)) (D0 D [0 )Y, W' € (1127w € {12 m € N ja

n € Z.. Saadaan kuvan 3.2 mukainen automaatti.

! @ l
aloitus H‘—>

Kuva 3.2. Automaatti Min(L)
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4 Deterministisen aarellisen automaatin

minimointi

Tassid kappaleessa kilymme ldpi determinististen dédrellisten automaattien minimoin-
tia. Lihestymme ongelmaa edellisessd kappaleessa kdytyjen ekvivalenssiluokkien

kautta.

4.1 Minimaalinen deterministinen aarellinen automaatti

Miaéritelma 4.1. Deterministinen &darellinen automaatti A = (Q, 2,8, qo, F) on
saannollisen kielen L(A) minimaalinen automaatti, jos kaikilla muilla saman kielen
tunnistavilla deterministisilld dédrellisilla automaateilla on vdhintdédn yhté paljon tilo-
ja. Toisin sanoen jos A" = (Q’, 2, ¢, qz), F’) on deterministinen #darellinen automaatti
jaL(A) = L(A’), niin |Q] < |Q’].

Miaritelmi 4.2. Olkoot A = (Q, 2, 8, qo, F) deterministinen direllinen automaatti
ja g, p € Q. Sanomme, ettd tilat g ja p ovat ekvivalentteja, jos kaikille w € 2™ piitee
5(q,w) € F jos ja vain jos 6(p,w) € F. Merkitiin titi relaatiota ¢ ~5 p. Muuten

sanomme, etti tilat ovat erottuvia.

Apulause 4.3. Olkoon A = (Q, 2,6, qo, F) deterministinen darellinen automaatti.

Talloin relaatio ~5 on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Todistetaan refleksiivisyys. Olkoot g € Q jaw € 2™, Téall6in ei voi samaan
aikaan pited 6(q, w) ¢ Fjad(q,w) € F,joten g ~s g. Siis relaatio on refleksiivinen.
Todistetaan symmetrisyys, joten oletetaan ¢ ~5 p. Tilldin pitee 5(g, w) € F jos ja
vain jos 6(p,w) € F eli pitee 6(p,w) € F jos ja vain jos 6(g,w) € F. Siis
P ~s ¢, joten relaatio on symmetrinen. Todistetaan transitiivisuus, joten oletetaan
g ~5 pjap ~s t.Jos olisi olemassa merkkijono w € X* siten etti joko 6(¢q, w) € F ja
5(t,w) ¢ Ftaid(q,w) ¢ Fjad(t,w) € F,niin molemmissa tapauksissad(p,w) € F
ja é(p,w) ¢ F. Tami on ristiriita joten tiytyy olla, ettd (g, w) € F jos ja vain jos
) (t,w) € F eli g ~s t. Siis relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiinen,

joten se on ekvivalenssirelaatio. O

Pelkistdadn saavuttamattomat tilat poistamalla saamme deterministisen dérellisen

automaatin, jolla on vihemmain tiloja kuin alkuperdiselld automaatilla ja se tunnis-
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taa saman kielen. Esimerkin 3.10 tapauksessa ekvivalenssiluokat on helppo nihda.
Toisaalta, kun tiloja ja symboleja lisdtddn niiden 16ytdminen vaikeutuu. Kuitenkin on
helpompi proseduurinen tapa konstruoida vastaava automaatti.

Siksi ensiksi ndytimme, ettd jos L on sddnndllinen kieli, niin automaatti Min(L)
on minimaalinen. Sen jilkeen méadritellemme determinististen dérellisten automaat-
tien isomorfismin ja algoritmin minimaalisen deterministisen ddrellisen automaatin
16ytamiseen. Lopuksi ndytdmme, ettd algoritmin tuottama automaatti on isomorfinen

automaatin Min(L) kanssa.

Lause 4.4. Olkoon L aakkoston X scidnnollinen kieli. Talloin Min(L) = (Q, X, 6, qo,

F) on kielen L minimaalinen deterministinen ddrellinen automaatti.

Todistus. Aikaisemmin todistetun lauseen 3.9 kohdan (iii) = (i) perusteella auto-
maatti Min(L) on deterministinen ddrellinen automaatti, joka tunnistaa sddnnéllisen
kielen L = L(Min(L)). Riitta4 siis todistaa, ettei ole olemassa automaattia, jolla olisi
aidosti vihemman tiloja kuin automaatilla Min(L).

Olkoon automaatti A = (7,2, y,tg, L), joka tunnistaa kielen L eli L(A) = L.
Lauseen 3.9 kohdasta (i) = (ii) huomataan, ettd ekvivalenssirelaation =, ekviva-
lenssiluokat ovat £, = {x € 2* | (t9,x) =t € T }, missd t on saavutettava tila.
Siis ekvivalenssirelaation ~, ekvivalenssiluokkia on korkeintaan tilojen 7' verran.
Lisiksi huomataan, ettd relaatio ~, on vahvempi kuin relaatio ~; . Siis relaatiolla ~,
on vihintddn yhta paljon ekvivalenssiluokkia kuin relaation ~; ekvivalenssiluokkia
eli tiloja Q. Siis tiloja T on vihintddn yhtd monta kuin tiloja Q. Siis Min(L) on

minimaalinen automaatti, jolle L(Min(L)) = L, silld A oli mielivaltainen. O

Algoritmi 4.5 (vrt. [1, s. 75-76], [4, s.159-161]). Olkoon A = (Q, 2,6, qo, F)
deterministinen darellinen automaatti. Mairitelladn uusi deterministinen darellinen

automaatti seuraavasti.

(i) Poistetaan automaatin A saavuttamattomat tilat N C Q ja merkitiin seuraavasti
Acc(A) = (Q',2,7,q0, F'), missi Q" = Q\ N,y =6\ (NXx2)xN) ja
F’ = F \ N. Selvisti Acc(A) on deterministinen ddrellinen automaatti, joka

edelleen tunnistaa saman kielen.

(ii) Muodostetaan automaatista Acc(A) uusi automaatti seuraavasti. Uusi tilo-
jen joukko on Q” = Q’/~,. Uusi alkutila on ekvivalenssiluokka s € Q”,
missd go € s. Uusi hyviksymistilojen joukko on F”, johon kuuluvat ekvi-

valenssiluokat 2 € Q”, jolle pitee h C F’. Nimittdin ekvivalenssiluokka &
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ei voi sisdltdd muita kuin hyviksymistiloja, koska muuten ne olisivat erot-
tuvia merkkijonolla €. Uusi siirtymifunktio y': Q” X 2 — Q" madiritel-
. _ oy _ o

ldén seuraavasti. Jos y(q,w) = p, niin ¥'([¢q]~ ,w) = [p]. . Selvisti " on
funktio, silla ekvivalenssiluokka on yksikésitteinen kaikille tiloille. Jdlleen
saadaan edelleen uusi deterministinen direllinen automaatti, jota merkitdan

Dist(Acc(A)) = (0", 2, ', 5, F").

Toisin sanoen uusi automaatti Dist(Acc(A)) ei voi sisdltdd tiloja jotka olisivat
ekvivalentteja eli kaikki tilat ovat keskendin erottuvia jollain merkkijonolla. Selvésti

algoritmi 4.5 pysihtyy, silld algoritmi saa syotteekseen vain ddrellisid automaatteja.

Mairitelmi 4.6. Olkoot A = (Q,2,8,q0,F) ja A" = (Q', 2, ¢, 4y, F') determi-
nistisid ddrellisd automaatteja. Talloin ne ovat isomorfisia, jos on olemassa bijektio

f: Q — Q’, joka on homomorfismi eli seuraavat ehdot ovat voimassa.

i) f(qo) = g

(ii) g € F jos ja vain jos f(q) € F’.

(iii) 6(g,w) = p jos ja vain jos &'(f(q),w) = f(p).
Sanotaan, ettd f: Q — Q’ on isomorfismi automaattien A ja A’ vililla.

Apulause 4.7. Olkoot A = (Q, 2,6, qo, F) jaB = (Q', 2,0, q;), F’) deterministisid
ddrellisd automaatteja, joiden vililld on isomorfismi f: Q — Q’. Tilléin 6(g, w) = p
jos ja vain jos 3’(f(p), w) = f(p), missi & on automaatin A ja 5" on automaatin A’

laajennettu siirtyméafunktio.

Todistus. Todistetaan induktiolla merkkijonon |w| = n pituuden suhteen. Kaydiéin
ensin lipi perusaskel. Olkoon |w| = 0, joten w = €. Tilléin §(q,€) = ¢, siis
siirtymédfunktion maritelmén 2.8 mukaan tiytyy olla 6(g,€) = ¢ jos ja vain jos
5 (f(q),€) = f(q). Tehdiin induktio-oletus, etti viite vitee merkkijonoille joiden
pituus on pienempi kuin 7 ja osoitetaan, ettd viite pitee merkkijonoille joiden pituus
on n. Olkoon w = x1x2---x, € X" eli |w| = n ja 6(g,w) = p. Médritelmin 2.8
mukaan 3(q,x1x2---xn) = 6(3(q,x1x2 -+ Xp—1),Xy) = p. Siis induktio-oletuksen
mukaan, koska |xjxp---x,-1] = n—1ja |x,| = 1, niin 6(3(q,x1x2 Ce Xpo1),Xp) =
p jos ja vain jos 6" (8 (f(g),x1x2 -+ xn_1), %) = f(p) eli & (f(g).x1x2-+-x,) =
£(p). 0

Kéaytamme apulausetta 4.7 seuraavan lauseen todistamiseen.
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Lause 4.8. Olkoot A = (Q,2,0,q0,F) ja B = (Q', 2, 6’,(]6, F’) deterministisid

ddrellisd automaatteja, jotka ovat isomorfisia. Tdlloin L(A) = L(B).

Todistus. Koska automaatit ovat isomorfisia on olemassa bijektio f: 0 — Q’,
joka on homomorfismi. Apulauseen 4.7 mukaan &6(go,w) = p jos ja vain jos
5 (f(qo),w) = f(p). Lisiksi midritelmin 4.6 mukaan p € F jos ja vain jos
f(p) € F" ja f(qo) = q; € F’. Siis 5(qo,w) € F jos ja vain jos 3/(f(q0),w) € F',

joten méadritelmén 2.10 mukaan
L(A)={weZ"|5(qo,w) € F}={weZ"|5(f(qo),w) € F'} = L(B).
Siis automaatit tunnistavat saman kielen eli L(A) = L(B). O

Nyt meilld on kaikki tyokalut, jotta voimme todistaa seuraavan lauseen.

Lause 4.9 (vrt. [1, s. 77-78]). Olkoon A = (T,2,8', qo, E) deterministinen dd-
rellinen automaatti ja L = L(A) sen tunnistama sddnnollinen kieli. Tdlloin auto-
maatti Min(L) = (Q, 2,9, [€l~,, F) on isomorfinen automaatin Dist(Acc(A)) =
(Q, 2,9, s, F’) kanssa ja |Q’| = |Q|, missd Acc(A) = (T", 2,7y, qo, E).

Todistus. Madritellddn kuvaus f: Q" — Q, jolle pitee

f(laql-) ={we X" ¥(q0.w) € [q]-, },

missd g € T’. Osoitetaan, ettd kuvaus f on hyvin mééritelty ja bijektio. Oletetaan, ett
[q1]~, = [g2]~,, missd g1, g2 € T". Olkoot w € f([q1]~,) jaw’ € f([q2]-,), joten
¥(q0.w) € [q1l~, ja ¥(qo,w’) € [q2]-, eli apulauseen 3.8 mukaan §(qo, w) ~,
¥(qo,w’). Relaation ~, miiritelmén 4.2 mukaan jokaiselle merkkijonoille v € 2*
patee ¥(¥(qo, w),v) € E’ jos ja vain jos ¥(¥(qo, w’),v) € E’. Edelleen lauseesta 2.9
ja E’ C E saadaan, ettd jokaiselle merkkijonoille v € 2™ pitee §(go, wv) € E jos
ja vain jos ¥(qo, w'v) € E. Siis kaikille merkkijonoille v € 2%, w € f([q1].,) ja
w’ € f([q2]~,) pitee wv € L(A) = L jos ja vain jos w'v € L(A) = L. Tilldin
relaation mééritelmén 3.4 mukaan w =~ w’ eli apulauseen 3.8 mukaan f([g1]~)) =
[wl~, = [W']~, = f([q2]~,), joten f on hyvin méiritelty.

Osoitetaan injektiivisyys, joten oletetaan, ettd f ([g1]~,) = f([q2]~,), ¥(q0, w) €
[q1]~, ja ¥(qo,w’) € [q2].,, missd w,w’ € X" ja q1,q2 € T'. Eli saadaan
flaq1l~) = [wlx, = [W]s, = f([g2]~,), joten relaation méaéritelmin 3.4 ja apu-
lauseen 3.8 mukaan kaikille merkkijonoille v € X* pitee wv € L(A) = L jos ja

vain jos w'v € L(A) = L. Siis kaikille v € X* pitee ¥(qo, wv) € E jos ja vain
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jos ¥(qo,w’v) € E eli lauseen 2.9 mukaan ¥(¥(qo,w),v) € E jos ja vain jos
¥(¥(qo,w’),v) € E. Siis méiritelmén 4.2 mukaan g1 ~, ¥(qo, w) ~y ¥(q0,w’) ~y
g2 €li [q1]~, = [q2]~,. Siis f on injektio.

Osoitetaan surjektiivisuus, joten oletetaan, ettd ¥ € Q eli Y € X*/~; ja osoi-
tetaan f([¥(q0,w)]~,) = {x € 2" | (q0,x) € [P(qo.w)]~, } =Y, missi w € Y.
Huomataan, ettd ¥(qo,w) € [§(qo0,w)]~,, joten w € f([¥(qo,w)]~,). Siis ¥ C
f([#(q0,w)]~,). Oletetaan w’ € f([¥(qo,w)]~,). Kuvauksen f méiritelmén mu-
kaan ¥(qo, w’) € [¥(q0,w)]~,, joten ¥(qo, w’) ~y ¥(qo,w). Siis maéritelmén 4.2
mukaan kaikille merkkijonoille z € X* pitee $(¥(qo,w),z) € E’ jos ja vain jos
Y(¥(qo,w’),z) € E’. Edelleen lauseen 2.9 ja E’ C E nojalla saadaan, ettd kaikil-
le z € X* pitee §(qo, wz) € E jos ja vain jos ¥(qo, w'z) € E eli kaikille z € X*
piatee wz € L(A) jos ja vain jos wz’ € L(A). Siis mééritelmén 3.9 nojalla saa-
daan w’ = w, joten w’ € Y. Siis f([¥(qo,w)]~,) C Y, joten saadaan haluttu tulos
F([#(g0.w)].,) = Y.

Osoitetaan vield, ettd f on homomorfismi. Koska gg € s ja f(s) = {w |
¥(qo,w) € s}, niin nahddén y(qo, €) € f(s), joten f(s) = [€]~, . Olkoon [g3]., €
F’, missél g3 € T'. Ensinndkin f([g3]-,) = {w € 2™ | ¥(q0,w) € [g3]-, }. Koska
[¢3]~, € E’ C E algoritmin méritelmén 4.5 mukaan, niin f([g3].,) = {w € 2 |
¥(q0,w) € [g3]~, } S {w | ¥(q0,w) € E}=L(A)eli f([g3]-,) € F.

Lopuksi riittédd osoittaa f(y'([q1]~,,a)) = 6(f([q1]~,),a), missd a € X ja
g1 € T'. Olkoon w € f([q1]-,), joten ¥(qo,w) € [q1]~, ja f([q1]~,) = [w]x,.
Asetetaan y(qi,a) = g2, jolloin suoraan algoritmin maéritelméstd 4.5 saadaan,
ettd y'([q1]~,,a) = [g2]~, ja siirtyméfunktion ¢ médritelméstd 6(f([q1]~,),a) =
5([W)=),@) = [wal=,. Nyt y(q1,a) = ¥(7(g0,w),a) = #(go,wa) = g2, joten
saadaan haluttu tulos

f&' (lg1l~,,a)) = f([q2]~,)
= f([¥(q0, wa)l-))
= [wals,
=46(f(lq1]~,), a).

Siis f on kuvaus ja erityisesti isomorfismi eli Min(L) = (Q, 2,9, [€]~,, F) on
isomorfinen Dist(Acc(A)) = (Q’, 2, y’, s, F’) kanssa. Koska f: Q" — Q on bijektio,
niin |Q’| = Q] O
Seuraus 4.10. Olkoot A deterministinen ddrellinen automaatti ja L(A) sen tunnis-

tama sddnnollinen kieli. Tdlloin algoritmin 4.5 tuottama automaatti Dist(Acc(A)) =
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(Q", 2,7, s, F’") on kielen L(A) minimaalinen automaatti.

Todistus. Lauseesta4.4 seuraa, ettd Min(L(A)) = (Q, 2,9, [€]~,, F) onkielen L(A)
minimaalinen automaatti. Edelleen lauseesta 4.9 seuraa, ettd Min(L) on isomorfinen
Dist(Acc(A)) kanssa ja |Q’| = |Q]. Lauseesta 4.8 seuraa, ettd L(Dist(Acc(A))) =
L(Min(L)) = L(A). Siis algoritmin 4.5 tuottama automaatti Dist(Acc(A)) on kielen

L(A) minimaalinen automaatti. O

4.2 Esimerkkeja

Esimerkki 4.11. Olkoon A = ({qO, q1.492,93, 44, CI5}, O, 1, 5, q0, {CI2, qs3, Q4}), mis-
sd 6 = {((q0,0),41), ((q0, 1), g3), ((q1,0), q0), ((91, 1), q2), ((¢2,0), q4),
((q2,1),45), ((¢3,0),q4), ((g3,1), q5), ((q4,0), q4), ((q4, 1), g5), ((¢5,0), g5),

((gs, 1), gs)}. Kdytetdédn algoritmia 4.5 sen minimoimiseen.

1,0

Kuva 4.1. Automaatti A

Kuvasta 4.1 havaitaan valittomasti, ettd automaatti A ei sisialld saavuttamattomia
tiloja. Toisaalta se sisdltdd turhan tilan g5, joten se voidaan, jatkossa jattii piirtimatta.
Voimme siis suoraan siirtyé tarkastelemaan erottuvia ja ekvivalentteja tiloja.

Tarkastellaan ensin tiloja g4, g3 ja g2. Huomataan, etté tilat eivit ole erottuvia
millddn merkkijonolla x € 0* jatoisaalta ne eivit ole erottuvia symbolilla 1. Nimittdin
siirtyméfunktion 6 miiritelmidn mukaan kaikkien kuva on tila gs. Kuitenkin, koska
tila g5 on turha tila, niin millaan merkkijonolla ei paistd hyviksymistilaan. Siis tilat
q4, q3 ja g» ovat ekvivalentteja eli ne kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan.

Tarkastellaan seuraavaksi tiloja qq ja ¢1. Huomataan, ettd milldin merkkijonolla

x € 0" tilateivit ole erottuvia, silld ne ovat edelleen, joko tilassa g tai ¢ toisin sanoen
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ne eivit ole erottuvia merkkijonolla, joka ei sisdlld yhtddn symbolia 1. Kuitenkin
symbolilla 1 molemmat ovat siirtyméfunktion 6 miiritelman mukaan joko tilassa g,
tai g3. Relaation ~; transitiivisuuden nojalla, koska tilat g, ja g3 ovat ekvivalentteja,
niin millddn merkkijonolla 1y, missd y € 2™, tilat gg ja g; eivit voi olla erottuvia.
Siis tilat g¢ ja ¢ eivit voi olla erottuvia myoskiin milldén merkkijonolla x 1y, missi
x € {0}* jay € X* toisin sanoen merkkijonolla, jossa vihintdan yksi symboli 1.
Siis tilat go ja g eivit ole erottuvia millddn merkkijonolla x € X* eli ne ovat
ekvivalentteja.

Selvisti ndhddin, ettid tilat gg ja g1 ovat erottuvia tilojen g2, ¢3 ja g4 kanssa merk-
kijonolla 0. Saadaan kolme ekvivalenssiluokkaa ja merkitddn A = {qo,q1}, B =
{492, 93,94} ja C = {gs}. Saadaan uusi tilojen joukko Q" = {A, B, C}, siirtyméfunk-
tio 6" = {((4,0),4),((A,1),B),((B,0),C),((B,1),0),((C,0),C), ((C, 1),C)},
alkutila A ja hyviksymistilojen joukko { B}. Saadaan kuvan 4.2 mukainen automaat-
ti, josta C jatetty piirtamadttd silla se oli turha. Automaatti tunnistaa kielen, jossa

jokaisessa merkkijonossa tasan yksi symboli 1 ja mielivaltainen mairi nollia.

0 0

1
aloitus —

Kuva 4.2. Automaatti Dist(Acc(A))

Esimerkki 4.12. Olkoon B = ({q0, 41, 92,93, 94,95, 496},0, 1,6, g0, {q4}), missd

0 ={((q0,0),4q1), ((q0. 1), q2), ((q1,0), q1), ((q1, 1), g3), ((¢2,0), g3),

((Q2’ 1)9 q2)9 ((613’ O)’ QS), ((613» 1)’ Q4), ((44»0), QI)’ ((614, 1)9 Q2)’ ((‘]5, 0)5 QS),
((gs,1),96), ((g6,0),96), ((gs, 1), g5)}. Jélleen kdytetdédn algoritmia 4.5 sen mini-

moimiseen. Kuvasta 4.3 havaitaan valittomasti, ettd automaatti B sisaltad saavutta-
mattomia tiloja. Muodostetaan algoritmin avulla kuvan 4.4 mukainen uusi automaatti

Acc(B).
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Kuva 4.3. Automaatti B

Kuva 4.4. Automaatti Acc(B)

Tarkastellaan ensin automaatin Acc(B) tilaa g3. Huomataan, etti tila ei voi olla
ekvivalentti minkdan muun tilan kanssa, silld merkkijono 1 erottaa sen muista tiloista.
Huomataan myos, ettd tila g ei voi olla minkéén tilan kanssa ekvivalentti, silld
merkkijono 11 erottaa sen muista tiloista. Selvisti tila g4 ei voi olla ekvivalentti
minkéin tilan kanssa, silld se on ainoa hyvaksymistila.

Tarkastellaan lopuksi tiloja gg ja g». Olkoon y automaatin Acc(B) siirtymafunk-
tio. Merkkijonoilla Ox, missd x € 2™ toisin sanoen merkkijonoissa, missd ensim-

mdinen symboli on 0, niin % (g, 0x) = $(¥(q0,0),x) = ¥(q1,x) = ¥(¥(q2,0),x) =
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Y(g2,0x) eli ne ovat samassa tilassa. Lisdksi merkkijonoilla 1x, missd x € X*
toisin sanoen merkkijonoilla, missd ensimmiinen symboli on 1, niin ¥(gg, 1x) =
(¥ (qo0,1),x) = 9(q2,x) = ¥(¥(q2,1),x) = (g2,0x) eli ne ovat samassa tilassa.
Siis tilat gg ja g, ovat ekvivalentteja.

Saadaan siis nelja ekvivalenssiluokkaa ja merkitddn A = {qo,q2}, B = {q1},
C ={qg3}ja D = {q4}. Saadaan uusi tilojen joukko Q’ = {A, B, C, D}, siirtymafunk-
tio 6’ = {((4,0), B), (A, 1), A), ((B,0), B), ((B, 1), C), ((C,0),C), ((C,1), D),
((D,0),B),((D,1),A)}, alkutila A ja hyviksymistilojen joukko {D}. Saadaan ku-

van 4.5 mukainen automaatti Dist(Acc(B)).

aloitus —

Kuva 4.5. Automaatti Dist(Acc(B))
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