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Kyseessi olevassa tyossd kisitelldin Fibonaccin lukuja ja niiden sovelluksia. Tyon
alkuun on koottu muutamia lauseita ja identiteetteji erilliseen kappaleeseen. Varsi-
nainen tyo kuitenkin alkaa Fibonaccin luvun taustan ja historian kertomisella. Fibo-
naccin lukujen kisittelyn edetessia esitellddan Fibonaccin lukujonon kaltainen toinen
lukujono, Lucas’n lukujono. Lucas’n lukujono on kédytdnnossd samankaltainen kuin
Fibonaccin lukujono, mutta niiden rekursiivinen méédritelmai eroaa alkuehtojen osalta
toisistaan. TyOssd esitellddn ndiden molempien lukujonojen perusominaisuudet lu-
kijalle ja ndiden suhteen lukijalta ei vaadita muuta pohjatietoja kuin matemaattisten
todistusten ymmartamista.

Tyon varsinainen péddpaino on kuitenkin ndiden lukujonojen sovellusten kasitte-
lyssd. Sovelluksia on valittu kaksi kappaletta ja ne ovat jaollisuus ja kongruenssi.
Jaollisuuden ja kongruenssin médritelmait oletetaan ennaltaan lukijalle tutuiksi, mut-
ta muuten kaikki todistuksissa tarvittavat tiedot esitelldén teoksessa. Sovelluksista
esitellddn ensimmaiisend jaollisuus, jonka osana kisitellddn myos suurin yhteinen te-
kija Fibonaccin lukujen yhteydessa. Toisena sovelluksena kisitellddn kongruenssin
sovelluksia, jonka kisittelyyn on kiytetty suunnilleen kolmannes tyon kokonaispi-

tuudesta.
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1 Johdanto

Tyon toteutus on rajoitettu Fibonaccin lukuihin ja yhteen sen kaltaiseen lukujonoon,
Lucas’n lukujonoon. Niiden kisittely on toteutettu sovellusten kisittelyn edellyt-
tdmin madrin ja tyon varsinainen painotus on ndiden sovelluksissa. Sovelluksista
kasittelyyn on valikoitu kaksi, jotka ovat jaollisuus ja kongruenssi. Tyon alussa oleva
luku 2 késittelee pohjatietoja, jotka ovat vilttamattomid myohempien aiheiden todis-
tuksissa. Tahédn osioon on koottu kokoelma erindisid lauseita ja identiteettejd, mutta
ndiden todistukset on sivuutettu, silli ne eivit ole tyon kannalta merkityksellisia.

Luvun 3 aluksi kédsitelldin Fibonaccin luvun historiaa ja hieman lukujonon nimen
taustaa. Téstd jatketaan varsinaiseen Fibonaccin luvun rekursiiviseen mééritelmaén,
jota seuraa Fibonaccin perusominaisuuksia havainnollistavia lauseita. Tdma luku
jatkuu Lucas’n lukujen rekursiivisella madritelmallé, jota seuraa lauseita Lucas’n
lukujen perusominaisuuksista.

Tamén tyon varsinaisena keskiond ovat Fibonaccin ja Lucas’n luvun erilaiset
sovellukset. Naistd sovelluksista ensimmaéisend esitelldén joitakin jaollisuuden omi-
naisuuksia, jotka on koottu lukuun 4. Tamai luku alkaa esittelemélld lauseina erilaisia
Fibonaccin ja Lucas’n lukujen yksinkertaisia jaollisuuden esimerkkeja. Luvun lop-
pupuolella esitellddn Fibonaccin ja Lucas’n lukujen yhteyttd suurimpaan yhteiseen
tekijadn.

Luvussa 5 esitellddn Fibonaccin ja Lucas’n lukujen kongruenssien sovelluksia.
Luvun aluksi esitelldin Fibonaccin ja Lucas’n lukujen kongruenssien ominaisuuk-
sia kokoelman muodossa. Titi seuraavat todistukset Lucas’n ja Fibonaccin lukujen
tiaydellisten nelididen esiintymisestd. Luvun lopuksi on esitelty vield joitain yleisia
Fibonaccin ja Lucas’n lukujen kongruensseja.

Lukijalta pohjatietoina vaaditaan jaollisuuden, kongruenssin ja suurimman yh-
teisen tekijin kéasitteiden tunteminen sekd matemaattisen todistuksen ymmartdminen
niin induktiolla kuin suoralla todistuksella. Tyon péadasiallisena pohjateoksena toimii
Koshyn teos Fibonacci and Lucas Numbers with Applications. Muita ldhteitd ovat
Vorobievin teos Fibonacci Numbers, erindiset artikkelit The Fibonacci Quarterlysta

sekd Koshyn toinen teos Elementary Number Theory with Applications.



2 Valmistelevia tarkasteluja

Tdhén lukuun on koottu teknisistd syisti myohemmissé luvuissa esiintyville todis-
tuksille valttamattomii ja tarkeitd identiteettejd sekd eriniisii lauseita. Timén luvun
tarkoituksena ei ole siis todistaa mitddn, vaan vain listata tarvittavat tiedot myohempia
lukuja varten. Téstd syystd tamédn luvun kaikkien lauseiden todistukset on sivuutet-
tu. Myoskin Fibonaccin lukujen F;, ja Lucas’n lukujen L, miiritelmit tulevat vasta

luvussa 3.

Lause 2.1. Kokoelma joitakin Fibonaccin ja Lucas’n lukujen identiteettejdi.

(2.1)  SE}=1L2-4(-1)", vrt.[4,s. 97 kohta 39]
(2.2)  2Lyin = LypLy + 5F,F,, vrt. [4,s. 91 kohta 84]
(2.3) Ly, = 5F2+2(-1)", vrt.[4,s. 97 kohta 42]
2.4) b, = F,L,, vrt.[4,s.96 kohta 29]

(2.5 2K, = F Ly, + F, Ly, vrt. [4, s. 91 kohta 83]
(2.6) F_,=(=1)"'F, vrt [4,s. 405 kohta 17]

27 L.,=(-1)"L,, vrt.[4,s.84 kohta 19]

Ly, = L2 +2(-1)"1,

(2.8)
vrt. [4, s. 404 kohta 7, Huomio kirjassa painovirhe]
Josn=0 (mod?2)jan#0 (mod 3),

(2.9)
niin L, =3 (mod 4), vrt. [4,s. 404 kohta 8]
Josk=0 (mod?2)jak =0 (mod?3),

(2.10)
niin L,.ox = —L, (mod Ly), vrt.[4,s.404 kohta 9]
Foin = LyFy — (_l)nFm—n’

(2.11)

missd n ja m ovat kokonaislukuja, vrt. [6, s. 77]
(2.12)  Ly4n — Ly—p = Ly L,, missd n on pariton, vrt. [4, s. 91 kohta 86]
(2.13)  Ly4n + Ly—p = Ly L,, missd non parillinen, vrt. [4, s. 91 kohta 85]
2.14) Fuo = Fulby + Fy F,, vt [4, s. 363 kohta 3]
(2.15)  F, = Fymi1Fm + FyomFp-1,  vrt. [4,5.197]
(2.16)  Foup = LynFyne1y + (=1)" ' Fpyu_2),  vrt. [4, 5. 93 kohta 128]
Q.17 Fpin = Fps1Fue1 — Fp—1Fy—1,  vrt. [4, s. 89 kohta 44]



2.18) L, =F,_1 + F,41, vrt.[4,s.97 kohta 32]
2.19) L, = (=1Y"(Fus1Ly — FyLyyy1),  vrt. [4,s. 599 kohta 43]

Lause 2.2. (Aritmetiikan peruslause) Jokainen ykkostd suurempi kokonaisluku n on

mahdollista esittdd yksikdsitteisesti alkulukujen tulona:

n=pipy Py
missapy < pa2 < p3 < ... < ppovatalkulukujaja a; on kokonaisluku,i = 1,2,...,m.
Todistus. Ks. [5,s. 171]. O

Lause 2.3. (Jakoyhtilo) Oletetaan, ettd a on kokonaisluku ja b on positiivinen koko-

naisluku. Tdlloin on olemassa yksikdsitteiset q ja r siten, ettd
a=b-g+r,

missd 0 < r < b.
Todistus. Ks. [5, s. 66]. O
Lause 2.4. Olkoot a, b, ¢, a ja 8 kokonaislukuja.

e Josa|bjab|c niina| c.

e Josa|bjaal| c, niinal (ab+ Bc).

e Josa | b, niin a | bc.
Todistus. Ks. [5,s. 71]. O
Lause 2.5. Vrt. [4, s. 544]. Jos (a,b) = 1, niin (b,a + b) = 1.
Lause 2.6. a = b (mod m), jos ja vain jos a = b + km jollakin kokonaisluvulla k.

Todistus. Ks. [5,s. 211]. O



3 Fibonaccin ja Lucas’n luvut

Tamén luvun késittelyn taustan osio sekéd Binet’n kaavojen esittely mukailee Koshyn
teosta [4, s. 78], mutta vilissd esitetty Fibonaccin lukujen ominaisuuksien esittely
mukailee pdfosin Vorobievin teosta. Kolmas osio Lucas’n luvun ominaisuuksista on
saanut ideansa Koshyn teoksesta, mutta sisdlto on kuitenkin méaaritelmaa lukuunot-

tamatta kirjoittajan omaa.

3.1 Fibonaccin lukujen taustaa

Matematiikan historian kerronta painottuu usein antiikin matematiikkaan. Yleisesti
voidaankin sanoa, etti antiikin matematiikan nimet, kuten Arkhimedes ja Euklei-
des, ovat useissa tapauksissa jo ennestéin tuttuja. Keskiaikaiset matemaatikot eivit
kuitenkaan ole saaneet osakseen samanlaista tunnustusta, koska keskiaikaisen mate-
matiikan kehitys on ollut todella hidasta. Tama ty6 painottuu kuitenkin yhden keskia-
jan suurimman matemaatikon tuottamaan julkaisuun Liber Abaci (The Book of the
Abacus). Kyseinen henkilo oli suuri italialainen matemaatikko nimeltdén Leonardo of
Pisa (Leonardo Pisalainen). Héinet tunnetaan paremmin lempinimellddn Fibonacci,
joka on lyhenne sanoista filius Bonacci, joka suomeksi tarkoittaa Bonaccin poikaa.

Fibonacci oli keskiaikaisen Euroopan merkittavin matemaatikko. Hianen elimin-
sd on kuitenkin jddnyt varsin tuntemattomaksi, silld hénestd tunnetaan vain tiedot,
jotka hin itse antoi osana matemaattisia tekstejdin. Hinesti ei ole jadnyt maininto-
ja edes hidnen aikaistensa kollegoiden siilyneisiin teksteihin. Fibonacci syntyi 1170
vuoden tienoilla ja kuoli noin 1240. Fibonacci tuotti useita tirkeitd matemaattisia
julkaisuja, joista ensimmadisena oli edellamainittu Liber Abaci (1202), josta hén kir-
joitti toisen painoksen kuuden vuoden kuluttua. Timén ensimmaéisen tyonsi jilkeen
hin kirjoitti viela kolme muuta merkittidvia julkaisua, joista ensimmdiisend Practica
Geometriae (Practice of Geometry) (1220). Viimeiset kaksi julkaisua hin kirjoit-
ti vuonna 1225 the Flos (Blossom of Flower) ja Liber Quadratorum (The Book of
Square Numbers).

Fibonaccin ensimméinen kirja sisdltdd melkein kaikki aikansa aritmeettiset ja
algebralliset tiedot. Se sisilsi myos monia matemaattisia ongelmia, joista tunne-
tuimpana ongelmana on "kaniongelma". Tissd ongelmassa kysymys on siitd, kuinka

monta paria kaneja yksi kanipari voi synnyttdd vuodessa.



Oletetaan, ettd on kaksi juuri syntynyttéd kania, yksi uros ja yksi naaras. Selvitetidin

kanien miird vuoden lopussa, jos

* jokaisella parilla menee kuukausi saavuttaa sukukypsyys,

* jokainen pari tuottaa sekaparin joka kuukausi toisesta kuukaudesta alkaen,

* yhtdin kania ei kuole vuoden aikana.

Havainnollistukseksi oletetaan, ettd ensimmadinen pari kaneja on syntynyt tam-

mikuun ensimmadinen pdivd ja ne ovat sukukypsid helmikuun ensimmaiinen piiva,

koska niilld kuluu kuukausi sukukypsyyden saavuttamiseen. Ensimmadinen pari tuot-

taa siis ensimmadisen sekaparin helmikuun aikana ja ndin ensimméiinen maaliskuuta

pareja on kaksi, mutta vain alkuperdinen pari on sukukypsa. Huhtikuun alussa pareja

on kolme, joista kaksi on sukukypsid. Tatd samaa kaavaa jatketaan vuoden loppuun.

Havainnollistuksen helpottamiseksi tulokset on esitetty alla olevassa taulukossa.

Taulukko 3.1. Kaniongelma

Parien midrda | Tammikuu | Helmikuu | Maaliskuu | Huhtikuu | Toukokuu | Kesdkuu
Aikuisia 0 1 1 2 3 5
Poikasia 1 0 1 1 2 3
Yhteensa 1 1 2 3 5 8
Parien méddra | Heindkuu | Elokuu Syyskuu | Lokakuu | Marraskuu | Joulukuu
Aikuisia 8 13 21 34 55 89
Poikasia 5 8 13 21 34 55
Yhteensa 13 21 34 55 89 144

Taulukon yhteensi-riveille muodostuvaa lukusarjaa kutsutaan Fibonaccin luvuik-

si. Sarjan nimesi aikansa suuri ranskalainen matemaatikko Frangois Edouard Anatole

Lucas, joka oli aiemmin kutsunut sarjaa nimelld Lamén sarja ranskalaisen matemaa-

tikko Gabriel Lamén mukaan. On varsin ironista, ettd huolimatta Fibonaccin useista

matemaattisista saavutuksista hinet muistetaan padosion hinen nimeéén kantavasta

lukusarjasta.

3.2 Fibonaccin lukujen yksinkertaisia ominaisuuksia

Edelli esitetyille Fibonaccin luvuille on mahdollista luoda rekursiivinen méaaritelma,

joka on esitetty seuraavaksi.




Miiritelma 3.1. Vrt. [4, s. 6]. Fibonaccin luvut F,, maéiritelldaan rekursiivisesti

seuraavalla tavalla:

Fop=0
Fi=F-=1
F,=F,1+F,», kunn> 3.
Monet Fibonaccin luvun ominaisuuksista voidaan todistaa yksinkertaisesti mate-

maattisella induktiolla. Useat tyohon kootut todistukset pohjautuvatkin induktioon,

mutta joukossa on suoriakin todistuksia.
Lause 3.2. Lasketaan ensimmdiisten n Fibonaccin luvun summa:
F1+F2+F3+-"+Fn=Fn+2—1

Todistus. Vrt.[7,s. 5]. Fibonaccin lukujen rekursiivisen maéaritelmén 3.1 perusteella

voidaan esittda Fibonaccin luvut kaanteisesti:

F=F-hF
F=F, - F
F=Fs—F,

Fo1=F — Fy
Fy = Fyy2 — Fua.

Nyt laskettaessa ndma yhtilot termeittdin yhteen saadaan seuraava summa:
F1 +F2+---+Fn:Fn+2—F2.
Koska F> = 1, niin lause F; + F, + F3 +---+ F,, = F,,,» — 1 on tosi. |

Seuraavat kaksi lausetta kisitteleviat Fibonaccin lukujen summausten erityista-
paukset siten, ettd ensimmadisend on summa parittomalla jarjestysluvulla olevista Fi-
bonaccin luvuista ja toisena summa parillisella jarjestysluvulla olevista Fibonaccin

luvuista.

Lause 3.3. Parittoman jdrjestysluvun Fibonaccin lukujen summa Fibonaccin lukuun

F»,—1 saakka:

F1+F3+F5+-~~+F2n_1=F2n.



Todistus. Vrt.[7,s. 5]. Tarkastelemalla Fibonaccin lukujen ominaisuuksia ja nojaten
niiden rekursiiviseen méadritelmién 3.1 voidaan helposti havaita, etti jirjestyksessi
parittomat Fibonaccin numerot voidaan esittdd niitd ympérdivien parillisten Fibo-

naccin lukujen erotuksena seuraavasti:

F =F - F
B=F-F
Fs = Fg— F,

Nyt summattaessa edelld esitetyt yhtdlot yhteen saadaan lauseen mukainen summa:
FH+FB+Fs+---+Fy, 1 = F,+ Fp,
joten lause on tosi, koska Fyy = 0. O

Lause 3.4. Farillisen jdrjestysluvun Fibonaccin lukujen summa Fibonaccin lukuun

P, saakka:
F2+F4+---+F2n=F2n+1—1.

Todistus. Vrt. [7, s. 6]. Todistetaan lause kahden edellisen lauseen 3.2 ja 3.3 avulla.

Ensin lauseesta 3.2 saadaan summa:
Fi+FB+FB+ 4+ Fy=Fy0— 1.
Nyt tdstd summasta vihennetdédn lauseen 3.3 summa:
Fi+Fs+Fs5+---+ Fy,_1 = Fy,.
Nyt vihennettiessd lauseen 3.2 summasta lauseen 3.3 summa saadaan:

B+F+- -+ Fy=Fupo—-1-F,
= Fop + Fopy1 — 1 — F,,  (midritelmén 3.1 perusteella)

= Fopy1 — 1.
o

Seuraava lause osoittaa, ettd kahden perdkkdisen Fibonaccin luvun suurin yhtei-

nen tekija on yksi.
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Lause 3.5. Kahden perdkkdisen Fibonaccin luvun suurin yhteinen tekijd
(Fan—l) =1L

Todistus. Vrt. [4, s. 75]. Todistetaan lause kidyttden matemaattista induktiota. Lause

on selvisti tosi, kun
n=1: (F17F1—1) = (1,0) =1.

Oletetaan nyt, ettd lause on tosi kokonaisluvuillan < k siten, ettd k > 1. Asetetaan

seuraavaksi induktioviitteeksi, ettd lause on tosi luvullan = k+ 1, kun & > 1. Silloin

(Fis1, Fr) = (Fx + Fr—1, Fy), (médritelmén 3.1 perusteella)
= (Fy-1, Fy), (lauseen 2.5 ja induktio-oletuksen perusteella)
=1, (induktio-oletuksen perusteella).

O

3.3 Lucas’n lukujen yksinkertaisia ominaisuuksia

Téssé osiossa kisitellddn Lucas’n lukujonoa, joka on Fibonaccin lukujonon kaltai-
nen lukujono. Myohemmin havainnollistetaan, kuinka paljon Fibonaccin ja Lucas’n

lukujonoilla on yhdenkaltaisia ominaisuuksia.

Miiritelma 3.6. Vrt. [4, s. 8]. Lucas’n luvut L,, méiaritellddn rekursiivisesti seuraa-

valla tavalla:

Lo=2
Li=1

L,=L,.1+L,», kunn>2.

Seuraavien kolmen lauseen tulokset Lucas’n luvuista ja niiden todistukset kayt-
tiaytyvit samalla tavalla kuin edelld esitettyjen Fibonaccin lukujen vastaavat lauseet.
Niiden varsinaiset todistukset ovat kuitenkin kirjoittajan omia, silld kirjassa vain

mainittiin, ettd samanlaiset ominaisuudet voidaan todistaa myos Lucas’n luvuille.

Lause 3.7. Lasketaan ensimmdisten n Lucas’n luvun summa:
Li+Lr+L3+---+L,=L,n—3.

(Vrt. lause 3.2)

11



Todistus. Lucas’n lukujen rekursiivisen méiédritelmén 3.6 perusteella voidaan esittdd

Lucas’n luvut kaanteisesti:

Li=1Ls- L,
Ly=1L4—L;
Ly=Ls— Ly

Ly-1 = Lpy1 — Ly
Ly =Ly — Lyya.

Laskettaessa yhtilot yhteen termeittdin saadaan seuraava summa:
Li+1y+---+L,=L,»— Lo».
Koska L, = 3, niin lause on tosi. O

Lause 3.8. Parittoman jdrjestysluvun Lucas’n lukujen summa n:teen Lucas’n lukuun

Lo,_1 saakka:
Li+ L3+ Ls+ -+ Ly, = Lo, — 2.
(Vrt. lause 3.3)

Todistus. Tarkastelemalla Lucas’n lukujen ominaisuuksia ja nojaten niiden rekur-
siiviseen madritelmédan 3.6 voidaan helposti havaita, ettd jirjestyksessd parittomat
Lucas’n luvut voidaan esittdd niitd ympéroivien parillisten Lucas’n lukujen erotuk-

sena seuraavasti:

L =L, - Lo
Ly=Ls— L,
Ls=Le¢— Ly

Lop-1 = Loy — Lop-2.
Nyt summattaessa edelld esitetyt yhtidlot yhteen saadaan lauseen mukainen summa:
L1 +L3+L5+'~'+L2n_1 :LG—Lo.

Koska Ly = 2, niin lause on tosi. O

12



Lause 3.9. Parillisen jéirjestysluvun Lucas’n lukujen summa n:teen lukuun Ly, saak-
ka :

L()+L2+L4+-'-+L2n=L2n+1—1.
(Vrt. lause 3.4)

Todistus. Todistetaan lause kahden edellisen lauseen 3.7 ja 3.8 avulla. Ensin lauseesta

3.7 saadaan summa:
Li+Ly+Ls+---+L,=Ls—3.
Nyt edelld esitetystd summasta viahennetdédn lauseen 3.8 summa:
Li+ L3+ Ls+---+ Ly, 1 = Lo, —2.
Nyt vihennettidessa lauseen 3.7 summasta lauseen 3.8 summa saadaan:

Lo+ Lo+ Ly+ -+ Loy = (Lopa = 3) = (Lon — 2)
= Lop+1 + Lpy — 3 — Ly, + 2,  (miiritelmén 3.6 perusteella)

= Lop+1 — 1.

3.4 Binet’n kaavoja

Tassé luvussa kasitellddn kaksi Binet’n kaavaa mukaillen Koshyn teoksen [4, s. 78]

esityksen muotoa. Ndiden kisittelyssa kiytetddn lukuja « ja B, jotka ovat muotoa:

1+5 1-+v5
a = , ﬁ:—
2 2
Nimi ovat toisen asteen yhtilon x> — x — 1 = 0 juuria.
Nyt
1+V5 1-V5 1+V5+1-+5
a+p= + = =1,
2 2 2
1 5 1-v5 1 5-1 5
«—f= +\/__ \/_: +V5 +‘/_:\/§
2 2 2
ja
1+V5 1-V5  12-45
a-f= . = =-1.

2 2 2.2
Seuraavat kaksi Binet'n kaavaa on esitetty lauseina todistusten kanssa, kun kir-

jassa todistukset on ohitettu.
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Lause 3.10. Vrt. [4, s. 79]. Kaikillan > 0

F=2 =P
a-p
Todistus. Merkitddn
U, = B _a"-p ’
a—-p \5
missd n > 0. Nyt todistettaessa induktiolla luvun » suhteen, niin lause on selvisti
tosi, kun
0 _ 0
a’-p 1-1 0
n=20 Uo = = =—=0=F,
%
1_pl _
n=1 Ul—al 18 d ﬂ:ﬁ: :Fl.
V55

Nyt voidaan asettaa induktio-oletukseksi, ettd lause on tosi, kun n < k, missd k > 1.

Téten induktiovédite on n = k + 1, kun k > 1. Nyt

Fiy1 = Fi + Fi—y, (midritelmin 3.1 perusteella)
= Uy + Uy_y, (induktio-oletuksen nojalla)
_ ok — gk . k1 - gh-1

V3 V3

ok — BF 4 okl - gk
B V5
B o Na+1)- 1B +1)
) V5
~ a,k—l(a,Z) _ﬁk—l(ﬁZ)

V5

a,k+1 _ﬁk+1
= T
= Uk+1-

Lause 3.11. Vrt. [4, s. 79]. Kaikillan > 0
L,=a"+p"
Todistus. Merkitaan

V,=a" + ",

14



missd n > 0. Nyt todistettaessa induktiolla luvun » suhteen, niin lause on selvisti

tosi, kun

n=0: Vo=a"+8"=(1)+(1)=2= Ly,
n=1: Vi=oa'+B8' =a+B=1=L,.

Nyt voidaan asettaa induktio-oletukseksi, ettd lause on tosi, kun n < k, missd k > 1.

Taten induktiovidite on n = k + 1, kun k > 1. Nyt

Lis1 = Ly + Ly, (méiritelmén 3.6 mukaan)
=Vi + Vi1, (induktio-oletuksen nojalla)
= o + BE 4 ok 4 g
= Na+ D)+ B+ 1)

(@) + B1(B2)

a,k+l + ﬁk+1

Vit O
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4 Fibonaccin ja Lucas’n lukujen jaollisuus-

ominaisuuksia

4.1 Jaollisuus

Fibonaccin ja Lucas’n luvuilla on hyddyllisid ja mielenkiintoisia jaollisuuden omi-
naisuuksia, joita esitelldéin niin myohempien todistusten tueksi kuin lukijan tietouden

laajentamiseksikin.
Lause 4.1. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m ja n,

Todistus. Vrt. [4, s. 196].
Todistetaan lause kayttden matemaattista induktiota. Lause on selvasti tosi, kunn = 1,

sillda F,, | F,. Oletetaan nyt, ettd lause on tosi luvuilla n < k siten, ettd &k > 1.

Asetetaan induktioviitteeksi, ettd lause on tosi luvulle n = k£ + 1, kun k > 1. Nyt

Fm(k+l) = Fuk+m

= FrFps1 + Fug—1Fy,  (identiteetin (2.14) perusteella).

Nytinduktio-oletuksennojalla F;,, | F;x jaedelleen F, | Fyyk41), jotenlause Fy, | Fyy,

on tosi. |
Lause 4.2. F,, | F,, jos ja vain jos m | n.

Todistus. Vrt. [4, s. 197]. Oletetaan ensin, ettd F;, | F,. Nyt

Fo | By
Fo | Fo—me1 F + F—mFo-1, (identiteetin (2.15) perusteella)
F. | FoomFm-i, (lauseen 2.4 perusteella).

Nyt lauseen 3.5 perusteella, koska (Fy,, F;,—1) = 1, niin F,, | F,—,. Vastaavasti
Fy | Fyom ja edelleen F, | F,_gm. Nyt koska jakoyhtidlon lauseen 2.3 perusteella
n = gm+r, missd 0 < r < m, niin voidaan kirjoittaa F,, | F,. Tima on mahdotonta
ellei r = 0. Tasté seuraa, ettd n = gm. Siis jos F,,, | F,, niin m | n.

Vastaavasti oletetaan, ettd m | n. Siis n = gm jollakin kokonaisluvulla g. Ndin

ollen edellisen lauseen nojalla F,, | F,. |
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Seuraava lause on esitetty alkuperdisessd lidhteessd harjoitustehtidviné ilman to-

distusta.
Lause 4.3. Vrt. [4, s. 208]. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n,
3 | n, jos ja vain jos 2 | F,.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 3 | n. Nyt n = 3m jollakin positiivisella kokonaislu-
vulla m. Siis lauseen 4.1 perusteella F3 | F3,, eli 2 | F,.
Vastaavasti oletetaan, ettid 2 | F,,. Koska F3 = 2, niin F3 | F},, ja siten lauseen 4.2

perusteella 3 | n. O

Seuraavaksi esitellddn apulause, joka on vilttdmidton seuraavan lauseen todis-
tuksen kannalta. Apulause on esitetty alkuperdisessid ldhteessd vain toteamuksella
ja siind esiintyy merkkivirhe. Tédssd tyossd se on esitetty apulauseena todistuksen

kanssa.

Apulause 4.4. Vrt. [1, s. 16]. Aiemmin esitetyilld luvuilla @ ja S sekd kaikilla

positiivisilla kokonaisluvuilla & ja r, (r > k):
(a=B)F =" L = Ly
Todistus. Osoitetaan yhtdlon molemmat puolet saman suuruisiksi:
o KLy — BXL_i = &K (X + BY) - BK (K + prF), (lauseen 3.11 perusteella)
= o/ kHk g grk gk _ ggrek _ grekek
o — B
_ (@ =)~ p)

a-p
= F.(a - B), (lauseen 3.10 perusteella).

O
Lause 4.5. Vrt. [1, s. 15-16]. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k ja n
Ly | Fy, jos javain jos 2k | n,
missd k > 2.

Lauseen todistuksen ensimmadinen puoli esitetddn kéyttden matemaattista induk-
tiota. Toisesta puolesta esitetty versio hyodyntdd Binet’n kaavaa ja algebrallista luku-
teoriaa. TyOssd ei kasitelld erikseen algebrallista lukuteoriaa vaativaa osiota, mutta on

haluttu esitelld kyseinen lause, koska lause on varsin merkityksellinen tyon kannalta.
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Todistus. Oletetaan, ettd 2k | n. Siis n on muotoa n = 2km, m > 1.Todistetaan,

ettd Ly | Forn, kdyttdmilld matemaattista induktiota luvun m suhteen. Nyt viite on

selvasti tosi, kun
m=1: Li| Fyu,

silld identiteetin (2.4) perusteella

Fox = FyLy.
My0s tapaus m = 2 pitee:
Ly | Fax,
silla
Fype = Fop Lok
= FyLyLoy.

Nyt voidaan asettaa induktio-oletukseksi, ettd lause on tosi kaikillam < € ja € > 2.

Titen induktioviitteeksi tulee, ettd lause on tosi, kun m = ¢ + 1. Nyt
F2k(5+1) = LZkFZk((fH)—l) + (—1)2k+1F2k((g+1)_2), (identiteetin (2.16) perusteella)
= LoxFare + (=1) Fore-1).-

Nyt induktio-oletuksen perusteella Ly | Fog(¢+1), joten viite on tosi.
Vastaavasti oletetaan, ettd Ly | F,. Nyt lauseen 2.3 perusteella n = 2km + r, kun

0 < r < 2k. Niin ollen

Fn = Fompcsr
a,2mk+r _ Bka+r
= , (lauseen 3.10 perusteella)
a-p
_ a,2mka,r _ IBkalBr
= py
_ a,2mkar + (_a/rﬁka + a,rﬁka) _ l82mler
= gy
_ a,r(a,ka _ﬁka) +IB2mk(a,r _ﬁr)
a-p
_ a,r(a,ka _ﬁ2mk) s IBka(a,r _ﬁr)
a-p a-p
=a FPopi + ,Bzmk F,, (lauseen 3.10 perusteella).
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Koska o' on reaaliluku, mutta ei kokonaisluku, niin jakorelaatio tavallisessa mieles-
sd ei ole mielekds. Siirrytddn soveltamaan algebrallista lukuteoriaa (yksityiskohdat
sivuuttaen). Tdten, koska aiemmin todistetun perusteella Ly | Fok, niin Ly | F,.
Riittad siis osoittaa, ettd r = 0. Tehdaidn vastaoletus, ettda r > 0. Talloin r > k, koska
Ly | Fy.

Nyt apulauseen 4.4 perusteella
(@-B)F = o ¥ Ly - L, .

Nyt Ly | Ly—k, koska Ly | Ly ja Ly | F, ja B on yksikko. Taten r — k > k, mistd

seuraa, ettd r > 2k, miki on ristiriita. O

Lause 4.6. Vrt. [1, s. 15-16]. Positiivisilla kokonaisluvuilla k,m ja n
Ly | Ly, jos javain jos n = (2k — 1)m,
missd m > 2.

Tama todistus koostuu kahdesta osasta, jotka perustuvat paittelyyn ja Fibonaccin
ja Lucas’n lukujen identiteetteihin. Todistuksen ensimmadiseen suuntaan sai apua
Koshyn teoksen [4, s. 599] harjoitustehtidvien vihjeistd, mutta toinen suunta on kir-

joittajan oma.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd n = (2k — 1)m, ja osoitetaan, ettd L,, | Lk—1)m, kun
k > 1. Nyt

Lok-1ym = Lokn-m

= (—=1)"(Fokms1Lm — ForxmLms1), (identiteetin (2.19) perusteella).

Nyt selvasti L, | L, ja edellisen lauseen 4.5 perusteella L,, | Fpi,,. Téten L, |

Lok-1ym-
Vastaavasti oletetaan, ettd L,, | L,. Olkoon r pienin ei-negatiivinen kokonaisluku,

jollan = (2k — 1)m + r. Nyt jos r > 2m, niin r = 2m + s, kun 0 < s. Joten

n=02k-1)m+2m+s
=((2k-1)+2)m+s
=2k + 1)m+s.
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TaAma on ristiriita ja ndin 0 < r < 2k. Titen siis

Ly = Lok-1ym+r
= Lkm)~(m+r)
= (=" (Fotms1Lmsr — FokmLmsr+1), (identiteetin (2.19) perusteella).
Nyt lauseen 4.5 perusteella L, | Form ja Ly 1 Forms1- Koska (Fagm+1, Form) = 1,

niin L,, | Ly, Riittdd osoittaa, ettd r = 0. Tehdddn vastaoletus, ettd r > 0. Nyt

identiteettien (2.12) ja (2.13) perusteella
Li+r = LinLy — (_l)er—r-

Nyt selvisti L,, | Ly, ja ndin L,, | Ly, joten |m —r| > m. Jos m —r > 0, niin

m—r > meli —r > 0, mikd on mahdotonta. Jos taas m —r < m, niin —-m+r > m
eli r > 2m, miké on ristiriita. Taten edellisten perusteella L,, | L,, jos ja vain jos

n=Q2k-1)m. O

4.2 Suurin yhteinen tekija

Tiassd luvussa kisitelldan Fibonaccin lukujen vilisia suurimpia yhteisid tekijoita.
Aluksi esitellddn pari apulausetta, jotka ovat vilttamittomid myohempien lauseiden

todistuksille.
Apulause 4.7. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla g ja n
(Fqn—l,Fn) =L

Todistus. Vrt. [4, s. 198].
Olkoon d = (Fyu-1,F,). Nytd | Fy,—1 jad | F,. Lauseen 4.1 mukaan F, | Fy,, joten
d | Fy,.Néinollend | Fy,_1jad | Fy,, muttalauseen 3.5 perusteella (F,,—1, Fy,) = 1.

Titen (Fy,-1, F,) = 1, eli lause on tosi. O
Apulause 4.8. Jos m = gn + r, niin (F,,, F;) = (F,,, F},).
Todistus. Vrt. [4, s. 198]. Oletetaan, ettd m = gn + r. Nyt

(Fma Fn) = (Fqn+r, Fn)

= (FynFrs1 + Fgn1 Fr, ), (identiteetin (2.15) perusteella Huomautus Kirjassa virhe)

= (Fgn-1Fr, Fy), (lauseen 4.1 perusteella)
= (Fy, Fn), (apulauseen 4.7 perusteella)
= (Fy,, Fy).

20



Téten lause, jos m = gn + r, niin (Fy,, F,,) = (F,, F;), on tosi. O

Lause 4.9. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m ja n
(Fm, Fn) = F(m,n)~

Todistus. Vrt. [4, s. 198]. Voidaan yleisyyttd menettimittd olettaa, ettd m > n. Nyt
Eukleideen algoritmin avulla, kun m on jaettava ja n on jakaja, saamme seuraavan

sarjan yhtaloita:

m = qon +ri 0<r <n
n=gqry+n 0<m<n
1 =qor +r3 0<r<nmn
Tn—2 = gn-1Tp-1 + 1y 0<r, <ru

Fn-1 = qnrn + 0.
Nyt apulauseen 4.8 perusteella:

(Fm,Fn) = (Fn,Frl) = (FrpFrz) == (Frn_l,Frn)-

Kuitenkin, koska r,, | r,—1, niin lauseen 4.2 perusteella F,, | F,, ,. Taten (F,, |, F},)
F, , joten edelleen (F,, F,) = F,, , mutta nyt Eukleideen algoritmin perusteella r,, =
(m,n). Taten (Fy,, F,) = Fipp). O
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S Fibonaccin ja Lucas’n kongruenssi

5.1 Fibonaccin ja Lucas’n lukujen kongruenssiominaisuuksia

Tama luku esittelee muutamia mielenkiintoisia kongruenssirelaation ominaisuuksia

Fibonaccin sekéd Lucas’n luvuille.

Lause 5.1. Muutama Fibonaccin ja Lucas’n lukujen kongruenssi.

(5.1) L, =0 (mod 2), josjavainjosn=0 (mod 3).

(5.2) L, =0 (mod 3), josjavainjosn=2 (mod 4).

(5.3) Josn=0 (mod2)jan#0 (mod 3), niin L, =3 (mod 4).
(5.4) Lyor =—-L, (mod L), kunk =0 (mod 2)jak #0 (mod 3).
(5.5) Fuok =—-F, (mod Ly), kunk =0 (mod 2)jak #0 (mod 3).
(5.6) Lys12 =L, (mod 8).

Huomautus. Kohtien (5.1), (5.5) ja (5.6) todistukset mukailevat kirjan todistuksia ja
kohtien (5.2), (5.3) ja (5.4) todistukset ovat kirjoittajan omia.

Todistus. Vrt. [4, s. 403].
Kohta (5.1):

Oletetaan, etti L, = 0 (mod 2). Koska identiteetti (2.1) on SF2 = L2 — 4(—1)", niin
5F? = 0 (mod 2) ja edelleen F? = 0 (mod 2), misti seuraa F, = 0 (mod 2). Siis
F, =0 (mod F3), joten lauseen 4.3 perusteella n = 0 (mod 3).

Vastaavasti oletetaann = 0 (mod 3), joten Lauseen 4.3 perusteella F;, = 0 (mod F3).
Siis F,, = 0 (mod 2). Titen 5F> = 0 (mod 2), josta seuraa identiteetin (2.1) perus-
teella, etti L2 — 4(—1)" = 0 (mod 2) ja edelleen L, = 0 (mod 2).

Kohta (5.2):

Oletetaan L, = 0 (mod 3). Lauseen 2.6 perusteella oletus voidaan esittdd muodossa
3| L,. Lauseen 4.6 perusteella L,, | L,, jos ja vain jos n = (2k — 1)m, missd m > 2
ja k > 1. Koska 3 | L,, niin valitaan m = 2, silld L, = 3. Edelleen lauseen 4.6
perusteellan = (2k — 1) -2 =4k —2janytn =2 (mod 4).
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Vastaavasti oletetaan n = 2 (mod 4). Lauseen 2.6 mukaan oletuksen » on muotoa
4 -t —2, missi t on kokonaisluku. Nyt lauseen 4.6 perusteella L,, | L,, jos ja vain jos
n =2k — 1)m, missa m > 2 ja k > 1. Luvun n ollessa muotoa 4 - t — 2 se voidaan
esittdd edelld esitetyn lauseen muodossa, kun asetetaan m = 2, elin = (2k — 1) - 2.

Nyt lauseen 4.6 perusteella seuraa L, | L,, eli 3 | L, ja edelleen L, = 0 (mod 3).
Kohta (5.3):

Oletus I: n=0 (mod 2).
Oletus2: n # 0 (mod 3).
Nyt oletuksen 1 ja lauseen 2.6 perusteella n on muotoa 2k, missd k on kokonaisluku.
Vastaavasti oletuksen 2, lauseen 2.6 ja kohdan (5.1) perusteella L, on muotoa 2¢ + 1,

missd £ on kokonaisluku. Nyt

L, =Ly, (oletuksen 1 perusteella)
= L,% +2(=1)k1, (identiteetin (2.8) perusteella)
=20+ 1722, (oletuksen 2 perusteella)

462 +40+1+2

462 +40+1-2

46 + 40 +3

40 + 40 -1
3 (mod 4)

-1 (mod 4)
=3 (mod 4).

Kohta (5.4):

Oletetaan, ettd k = 0 (mod 2)jak # 0 (mod 3). Koska identiteetin (2.2) perusteella
2Lyin = LinLy, + 5F,F,, niin
2Lok4n = Loy L, + SF, P>y, (identiteetin (2.2) perusteella)
= L,[5F kz + 2(—1)k |+ 5F, F, (identiteetin (2.3) perusteella)
= Ln[L,% —4(=DF + 2(=1)*] + 5F,Fa, (identiteetin (2.1) perusteella)
= L,L} - 2(-=1)*L,, + 5F,Fy
= LnL,% - 2(—1)k L, +5F,Fi Ly, (identiteetin (2.4) perusteella)
=-2L, (mod Ly).
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Koska k # 0 (mod 3), niin kohdan (5.1) perusteella L; on pariton. Siis (2, L;) = 1.
Joten L, o = —L, (mod Ly).

Kohta (5.5):
Oletetaan, ettd k = 0 (mod 2) ja k # 0 (mod 3). Silloin

2F, 0k = Fy Loy + Fop Ly, (identiteetin (2.5) perusteella)
= F,|5F kz +2(=1)*] + Fox Ly, (identiteetin (2.3) perusteella)
=F, [L,% —4(-1)* +2(=1)*] + FoxL,, (identiteetin (2.1) perusteella)
= Fy[L; - 2(-1)*] + F L,
= F,L{ = 2(=1)*F, + Fy L,
= —2(—1)an + FnL,% + F Ly Ly, (identiteetin (2.4) perusteella)
= -2F, (mod Ly).

Koska k # 0 (mod 3), niin kohdan (5.1) perusteella L; on pariton. Siis (2, L;) = 1.
Joten F,.or = —F, (mod Ly).

Kohta (5.6):
Nyt
2L,412 = L,L12 + 5F,F2, (identiteetin (2.2) perusteella)
=1, 322 +5F,- 144
= 322L, + 720F,.
Joten

L,+12 = 161L, + 360F,
=1L, +0F, (mod 8)

L, (mod 8).

5.2 Lucas’n lukujen nelio

Tutkitaan, onko olemassa Lucas’n lukuja, jotka ovat tiydellisid nelioitd. Selvii esi-
merkkejd ovat L; = 1 ja Ly = 4, jotka ovat tiydellisid neliditd. Nyt kysymys on-
kin se, ettd onko tillaisia taydellisien nelion ominaisuuksia tdyttivid Lucas’n lukuja

enempaa.
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Lauseen 5.3 kisittelyssé tarvitaan negatiivisia Lucas’n lukuja. Nyt kertauksena

identiteetin (2.7) perusteella
L_,=(-1)'L,.
Lause 5.2. Jos L, on tdiydellinen nelio x2, niin L, = 1 tai 4 elin = 1 tai 3.

Todistus. Vrt. [2,s. 110].
1 ja 4 ovat selvisti Lucas’n lukuja ja tiydellisid nelioita.

Olkoon L, tiydellinen neli6 eli L, = x? jollakin kokonailuvulla x.

Tapaus 1. Oletetaan, ettd n on parillinen, joten se voidaan kirjoittaa muodossa
n = 2s, missd s on kokonaisluku. Nyt identiteetin (2.8) nojalla L, = L,y = Ls2 +
2(-1)""!. Koska L? on neli6, niin L2 + 2(—1)"~! ei voi olla tiydellinen nelic. Tami
on ristiriidassa alkuperdisen oletuksen kanssa.

Tapaus 2. Oletetaan, ettd n on pariton. Olkoon n = 1 (mod 4). Jos n = 1, niin
L, = 1 = 17, joka on tiydellinen nelio. Nyt oletetaan, etti n > 1. Koskan > 1 ja
n = 1 (mod 4), niin voidaan lauseen 2.6 nojalla kirjoittaa n = 1 + 4 - p, missd p
on kokonaisluku. Aritmetiikan peruslauseen 2.2 perusteella voidaan 4 - p kirjoittaa

uudessa muodossa

4.-p=4.0Q4.3% .50 .70 o)
=2.2.(24.3% . 5% 7% . pdm)
=2.3%2.(0*l 50 qas L pim)

Merkitddn k = (2¢+! . 392 .56 .79 . . mAm) jai = ap. Nyt saadaan muoto n =
1+2-3'k,kuni > 0 ja k on edelld miiritellyn mukaan parillinen kokonaisluku, joka
ei ole jaollinen luvulla 3. Nyt identiteetin (2.10) ehdot tiyttyvit ja L, = Li,03i; =
—L; = —1 (mod Ly), koska —1 ei ole nelion jadnnés modulo L (tarkempi todistus
sivuutetaan), niin L, ei voi olla nelié. Lopuksi, olkoon n = 3 (mod 4). Selvisti,
kunn = 3, on Ly = 4 = 22, miki on taydellinen nelio. Joten oletetaan, ettd n # 3.
Koskan =3 (mod 4), niinn = 3 +4 - p, joten voidaan kirjoittaa samaan tapaan kuin
aiemmin n = 3+2-3'k,kuni > 0ja k on parillinen kokonaisluku, joka ei ole jaollinen
luvulla 3. Jilleen identiteetin (2.10) ehdot tdyttyvit ja L, = L3 p3i, = —L3 = —4
(mod Ly) ja ndin ollen L, ei voi olla tiaydellinen nelio.

Edellisten perusteella ainoat Lucas’n luvut, jotka ovat tdydellisid neliditd, ovat 1

ja4.
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Lause 5.3. Jos L, on muotoa 2x2, niin n = 0 tai +6.

Todistus. Vrt. [2,s. 111].
Koska x2 = 0,1 tai 4 (mod 8), niin L, = 2x* = 0 tai 2 (mod 8). Koska L, on
parillinen, niin kohdan (5.1) perusteella n = 0 (mod 3), eli 3 | n.

Tapaus 1. Oletetaan, ettd n on pariton. Lauseen 2.6 perusteella voidaan olettaa,
ettd n on muotoa n = 12¢g + r, missi g ja r ovat kokonaislukuja ja0 < r < 12. Koska
n on pariton ja jaollinen luvulla 3, niin r = 3 tai 9. Tdten n = 12¢g + 3 tai 12¢g + 9.
Jos n = 12¢ + 3, niin kohdan (5.6) nojalla L, = L1213 = L3 = 4 (mod 8). Timi
on ristiriita, silld alkuperdinen oletus oli, ettd L, = 0 tai 2 (mod 8). Vastaavasti, jos
n = 12g + 9, niin kohdan (5.6) nojalla L, = Liz4+9 = Lo = 4 (mod 8) ja samoin
tdmd on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Tapaus 2. Oletetaan, ettd n on parillinen. Talloin » on mahdollista esittdd muo-
dossa n = 8t, 8¢ + 2 tai 8¢ + 4 siten, ettd ¢ on kokonaisluku. Mahdollisia parillisia
jakojadnnoksid ovat tilldin 0, +2 ja +4 (mod 8) ja huomioitavaa on, ettd jakojdian-
noksissd luku 6 vastaa lukua —2. Nyt, jos n = 8¢ tai n = 8¢ + 4, niinn = 0 (mod 4).
Jos n = 0, niin Lucas’n lukujen médritelmin perusteella L, = Lo = 2 = 2 - 12. Nyt
L, saa halutun muodon. Jos n # 0, niin lauseen 2.6 avulla se on mahdollista kirjoit-
taa muodossa n = 0 + 4p, missd p on kokonaisluku. Tétd voidaan edelleen muokata
tarkastelemalla erikseen kohtaa 4p, miki tapahtuu kuten lauseen 5.2 todistuksessa ja
niin se on mahdollista kirjoittaa muodossa n = 2 - 3'k, kun i > 0 ja k on parillinen
kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla 3. Nyt identiteetin (2.10) ehdot tayttyvat
ja2L, = 2L,3i; = —2Ly = —4 (mod Ly). Téten 2L, ei voi olla tdydellinen nelio
x2, joten kontrapositiolla saadaan, ettd L, ei voi olla muotoa 2x2. Oletetaan, ettd
n=-2=6 (mod 8).Jos n = 6, niin Lg = 18 = 2 - 3%, miki on tavoiteltua muotoa.
Toisaalta, jos n # 6, niin n on mahdollista kirjoittaa kuten edelld ensin lauseen 2.6
avulla muotoon n = 6 + 8, missd & on kokonaisluku. Aritmetiikan peruslauseen 2.2

avulla 8/ on mahdollista kirjoittaa
8-h=8-(29.3% .55 .7% . .mm)
=2.2.2.(29.3% .55 .7% . .mm)
=2.3%2.(Q0F2 .50 74 )
Kirjoitetaan [ = (24*2 . 5% . 7% . . m%)ja j = ap. Nyt voidaan siis kirjoitta,

etti n = 6 + 2 - 3/], missi / on jaollinen neljilld, mutta ei kolmella. Nyt 2L, =
2Lg.2.3i; = —2L¢ = =36 (mod L;). Nyt kohtien (5.2) ja (5.3) perusteella —36 ei ole
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nelionjdannos L. Siis kuten aiemmin L, ei voi olla muotoa 2x2. Lopuksi jos n = 2
(mod 8), niin identiteetin (2.7) perusteella L_, = (—1)"L,. Koska n on parillinen,
niin L_,, = L,. Joten —n = 6 (mod 8). Tistd seuraa —n = 6, joten n = —6.

Edellisen perusteella jos L, on muotoa 2x2, niin n = 0 tai +6.

5.3 Fibonaccin lukujen nelio

Historiallisesti yksi vanhimmista oletuksista Fibonaccin lukujen yhteydessi on, etta
Fibonaccin lukujen ainoat tidydelliset neliot ovat 0, 1 ja 144. Titd oletusta tutkittiin
laajamittaisesti ennen seuraavan todistuksen muodostumista.

Lauseiden 5.4 ja 5.5 kasittelyssd tarvitaan negavisia Fibonaccin lukuja. Nyt ker-

tauksena identiteetin (2.6) perusteella
F,=(-1)"'F,.
Lause 5.4. Jos F, on tiydellinen nelié x*, niinn = 0,+1,2 tai 12.

Todistus. Vrt. [2,s. 112].

Todistus muodostuu kahdesta osasta: parillisista ja parittomista luvun » arvoista.
Tapaus 1. Oletetaan ensin, ettd n on pariton eli n = £1 (mod 4). Oletetaan n = 1
(mod 4). Jos n = 1, niin F,, = 1 ja 1 on tiydellinen neli6. Jos n # 1, niin nyt n voi-
daan kirjoittaa lauseen 2.6 avulla muodossa n = 1+4p, kun p on kokonaisluku. Luku
4p voidaan muokata edelleen lauseen 5.2 todistuksen kanssa samaan tapaan muotoon
n=1+2-3"k,missii > 0 ja k on parillinen kokonaisluku, joka ei ole jaollinen
luvulla 3. Nyt kohdan (5.5) perusteella F,, = Fj,3i., = —F; = —1 (mod Ly). Téten
F, ei voi olla tdaydellinen nelio. Toisaalta jos oletetaan n = —1 = 3 (mod 4), niin
identiteetin (2.6) nojalla —n = 1 (mod 4). Joten F_, = F,, siis alkuosan perusteella

—n = 1jatitenn = —1.

Tapaus 2. Oletetaan kyseessd olevan parillinen n eli n = 2s jollakin kokonaislu-
vulla s. Nyt identiteetin (2.4) perusteella F,, = Foy = FiL; = x2.

Oletetaan 3 | n ja nyt lauseen 4.3 perusteella 2 | F,,. Joten Fy = 2y? ja L, = 272,
missd y ja z ovat kokonaislukuja. Nyt kohdan (5.3) perusteella 5 = s = 0 tai £6, joten
n=0tain==+12.Kunn =0, niin F;, = Fpb =0=2- 02,ja vastaavasti, kun n = 12,
niin F;, = Fg = 8 = 2 - 22, mutta kun n = —12, niin identiteetin (2.6) perusteella

F, = F_g = (=1)°Fs = -8, miki ei ole muotoa 2y?, joten n on joko 0 tai 12.
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Vastaavasti, jos oletetaan, ettd 3 { n, niin lauseen 4.3 perusteella F, ei ole
parillinen. Tilloin F; = y? ja Ly = 72, missi y ja z ovat kokonaislukuja. Nyt kohdan
(5.2) perusteella % =5 = 1tai 3, jotenn = 2 tai 6. Kun n = 2, niin Fy = F| = 12,
miki on tdydellinen nelid, mutta kun n = 6 ja Fy; = F3 = 2, niin se ei ole tidydellinen
nelio.

On siis todistettu, ettd F;, on tdydellinen nelio vain, kunn = 0,+1,2 tai 12. O
Lause 5.5. Jos F,, on muotoa 2x2, niin n = 0,+3, tai 6.

Todistus. Vrt. [2,s. 112].

Tapaus 1. Valitaan ensin, ettd n on pariton elin = +1 (mod 4).

Oletetaan n = —1 = 3 (mod 4). Kun n = 3, niin F, = F3 = 2 = 2 - 12, miki
on tavoitellussa muodossa. Jos n # 3, niin lauseen 2.6 avulla voidaan kirjoittaa
n = 3 + 4p, missd p on kokonaisluku ja 4p on mahdollista muokata edelleen kuten
lauseen 5.2 todistuksessa. Nyt saatu muoto on n = 3 +2 -3 - k, missi i > 0
ja k on parillinen kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla 3. Nyt kohdan (5.5)
perusteella 2F, = 2F3,53i; = —2F3 = —4 (mod Ly), eli tistd seuraa, ettd 2F), ei
ole tiydellinen nelié x?, joten F, ei voi olla muotoa 2x? kontraposition perusteella.
Oletetaan n = 1 = -3 (mod 4), miki identiteetin (2.6) nojalla on —n = 3 (mod 4)
ja F_, = F,, joten aikaisemman perusteella —n = 3. Siis n = -3.

Tapaus 2. Valitaan, etti n on parillinen, joten se voidaan kirjoittaa n = 2s jollakin
kokonaisluvulla s. Nyt identiteetin (2.4) perusteella F,, = Fpy = FLs = 2x2. Joten
joko (Fy = y?ja Ly = 2z%) tai (Fy = 2y%ja Ly = z%), missi y ja z ovat kokonaislukuja.
Nyt lauseiden 5.3 ja 5.4 perusteella ainoa muuttujan s arvo, mikéa toteuttaa yhtalot
Fy, =y*ja L, = 27> on's = 0, joten n = 0. Oletetaan, etti Fy = y? ja L; = 2z>. Nyt
lauseen 5.2 mukaan s = 1 tai 3, mutta Fj ei ole muotoa 2y2, joten s # 1. Kuitenkin
F3 =2 - 1% on muotoa F; = 2y, joten n = 6.

Siis F, on haluttua muotoa muuttujan » arvoilla 0, +3 ja 6.

5.4 Yleisiid Fibonaccin ja Lucas’n kongruensseja

Apulause 5.6. Olkoon p alkuluku. Talloin
L,=1 (mod p).

Apulauseen todistus hyodyntdd Binet'n kaava sekd Fermat’'n pienti lausetta. Var-

sinainen todistus kuitenkin sivuutetaan, koska se ei ole tyon kannalta oleellinen,
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mutta sen tulos on kuitenkin valttimaton seuraavien lauseiden kannalta.
Todistus. Ks. [4, s. 410]. O
Lause 5.7. Olkoon p alkuluku ja n > 0. Silloin F,, = F,F, (mod p).

Todistuksen alku eroaa kirjan todistuksesta, mutta loppu mukailee sitd. Todistus

on toteutettu kdyttden matemaattista induktiota.
Todistus. Vrt. [3, s. 550]. Lause on selvisti tosi, kun zn = 0
Fop=Fy=0=0-F,=FF,.
Vastaavasti, kun n = 1, niin
Fip,=F,=1-F,=FF,

Nyt tehdédén oletus, ettd lause pitee ei-negatiivisella kokonaisluvullan < k. Asetetaan

induktioviitteeksi, ettd lause pétee, kunn = k + 1. Nyt
Fikryp = Fipep
= FrpLp — (=1)" Frp—p, (identiteetin (2.11) perusteella)

= FipL, + (=)' Fy, )

= Fyp + Fk-1), (mod p), (apulauseen 5.6 perusteella)
= FiF)y + Fi_1 F), (induktio-oletuksen nojalla)
= (Fx + Fr-1)F,

= Fi1 Fp, (médritelmén 3.1 perusteella).

Titen F,, = F,F, (mod p) jokaiselle alkuluvulle p ja jokaiselle ei-negatiiviselle

kokonaisluvulle 7. O
Lause 5.8. Olkoon p alkuluku ja n > 0. Silloin
L., =L,L,=L, (modp).

Todistus. Vrt. [3, s. 550]. Todistetaan lause kdyttaen matemaattista induktiota. Lause
on selvasti tosi, kun n = 0:
Lo, = Ly
=2
=1-2
=2-L, (mod p), (apulauseen 5.6 perusteella)
= LoL, (mod p).
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Vastaavasti, kun n = 1:
Liy=L,=1-L,=LL,

Nyt tehddin induktio-oletus, ettd lause pitee kaikilla ei-negatiivisilla kokonaisluvuil-

lan < k. Asetetaan induktiovéitteeksi, ettd lause patee, kun n = k + 1. Nyt

Lk+1)p = Lip+p
= LipLy, — (=1)"Lp—ps (identiteettien (2.12) ja (2.13) perusteella)
= LipLy + (=1)" Li,pop
= Lyp + Lk-1), (mod p), (apulauseen 5.6 perusteella)
= LyLy, + Ly-1L, (mod p), (induktio-oletuksen nojalla)
= (Lx + Ly-1)L,

=Ly L,, (méiritelmén 3.6 perusteella).

Titen L,, = L,L, (mod p) jokaiselle alkuluvulle p ja jokaiselle ei-negatiiviselle

kokonaisluvulle 7. O
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