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Tamai tutkielma késittelee ikivanhaa ja kuuluisaa geometrian konstruktio-ongelmaa nimel-
tadn Apollonioksen ongelma. Geometrinen konstruoiminen tarkoittaa geometrisen ongelman rat-
kaisemista harpilla ja viivaimella piirtden, joten tavoiteltava konstruktio on kuva. Apollonioksen
ongelma on kuitenkin mahdollista ratkaista lukuisilla muillakin menetelmilld kuin harpilla ja
viivaimella, esimerkiksi algebrallisesti.

Apollonioksen ongelma kuuluu seuraavasti: Olkoon euklidisessa tasossa kolme mielivaltais-
ta ympyrdd. Etsi neljds ympyrd, joka sivuaa jokaista annettua ympyrdd. Kunkin annetun ympy-
rdn sdteen sallitaan vaihtelevan nollasta ddrettomdicin, jolloin annettu ympyrd on pienimmilldidn
piste ja suurimmillaan suora. Ympyrin késitettd ajatellaan annetun kuvion tapauksessa siis ta-
vallisesta kasityksestd poikkeavasti, laajennetusti. Ratkaisuympyrin sdteen vaaditaan kuitenkin
olevan tavalliseen tapaan nollaa suurempi ja ddrellinen.

Annetuista kuvioista (piste, suora tai ympyri) saadaan muodostettua kymmenen erilaista kol-
men annetun kuvion yhdistelmaa. Ratkaisuympyrditd voi kussakin tapauksessa olla olemassa
useita eri lukumairid, riippuen annetusta kuvioiden yhdistelmasté sekd kuvioiden keskindisista
sijainneista. Ratkaisuympyr6itd on olemassa yleensi ddrellinen méaéri, nollasta enintdan kahdek-
saan, mutta on olemassa myos kuviokolmikoiden asetelmia, joille on olemassa ddreton maird
ratkaisuja.

Johdantoluvussa tutustutaan aluksi lyhyesti itse ongelman keksijdin, Apollonios Pergalai-
seen (n. 262-190 eKr.), sekd hieman hidnen muihin keksintoihinsd ja saavutuksiinsa. Sitten
esitellddn kasiteltdva Apollonioksen ongelma, muutamia muita ympyramuodostelmia sekd ar-
kielamin sovelluksia, joissa ongelmaa hyodynnetdin. Toisessa luvussa kidydddn ldpi tutkiel-
massa kdytettyja matemaattisia merkintdtapoja ja tarvittavia tyokaluja. Tutkielman pdidosassa
on Apollonioksen ongelman eri tapausten ratkaiseminen harpilla ja viivaimella, mitd kdydaan
yksityiskohtaisesti 1dpi luvussa 3. Viimeisessd luvussa tehdddn lopuksi pieni yhteenveto rat-
kaisuympyroiden lukuméérasti eri tapauksissa, ja esitelldiin lyhyesti algebrallisen menetelmén
idea sekd GeoGebran dynaamisuuden mahdollistamia havainnollistuskeinoja kolmiulotteisen
ratkaisukonstruktion avulla.

Tutkielma on Kkirjoitettu kirjoittajan opettajaopintotaustan innoittamana ja tulevaa ammat-
tia ajatellen mahdollisesti lukiolaiselle ymmairrettivilld tasolla. Tutkielman kuvat on piirretty
tietokoneohjelma GeoGebralla, lukuun ottamatta tydn viimeisti kuvaa.

Avainsanat: geometria, ympyrd, tangentti, sivuaminen, Apollonios (suom.), Apollonius (engl.),
inversio, harppi—viivainkonstruktio.
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1 Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld jo antiikin ajoilta perdisin oleva kuuluisa geomet-
rinen konstruktio-ongelma, nimeltddan Apollonioksen ongelma. Ongelma on nimetty keksijin-
sd eli antiikin kreikkalaisen Apollonios Pergalaisen (n. 262—-190 eKr.) mukaan. Geometrinen
konstruoiminen tarkoittaa geometrisen ongelman ratkaisemista harpilla ja mitta-asteikottomalla
viivaimella piirtden, joten tavoiteltava konstruktio on kuva.

Tutkielman kuvat on piirretty harpin seki viivaimen sijaan kuitenkin tietokoneohjelma Geo-
Gebralla ja tuotu sieltd TikZ-koodimuodossa IATEX:iin, jolla tutkielma on kirjoitettu. Tutkielman
aihetta pohdittaessa oli toiveena tutkia jotakin klassista geometrian osa-aluetta ja kayttaa sii-
hen nimenomaan GeoGebraa, miké toteutui. Kiinnostus kyseistd dynaamista piirto-ohjelmaa
kohtaan johtuu kirjoittajan tulevasta matemaattisten aineitten opettajan ammatista: GeoGebra
on nimittdin maksuton, erittdin monipuolinen ja hammistyttavian helppokiyttdinen ohjelma,
minka takia sitd voidaan kiyttdd peruskoulussa jo pientenkin oppilaitten kanssa mm. geomet-
riseen havainnollistamiseen. Lisidksi GeoGebra on nykyiin sallittu tydkalu jopa matematiikan
ylioppilaskirjoituksissa, jotka kirjoitettiin tinéd keviind ensimmadisté kertaa sihkoisini.

Tutkielma on kirjoitettu kirjoittajan opettajaopintotaustan tihden mahdollisesti lukiolaiselle
ymmarrettivilld tasolla. Teksti sisdltddkin siksi paljon perusteluja ja seikkaperdistd selittimista
jopa melko yksinkertaisista matemaattisista faktoista.

Tutkielman pddosassa on Apollonioksen ongelman eri tapausten ratkaiseminen harpilla ja vii-
vaimella, mitd kdydadédn yksityiskohtaisesti lapi luvussa 3. Tutkielmassa opastetaan ja niytetdén,
miten tangenttiympyrit konstruoidaan harpilla ja viivaimella. Utelias lukija voi siis kernaasti
ottaa moiset vilineet kdden ulottuville ja kokeilla myos itse. On toki sallittua ja suositeltavaa-
kin turvautua perinteisten vilineiden sijaan esimerkiksi edelld mainostettuun tietokoneohjelma
GeoGebraan, jossa on kdytossd erinomaiset harppi—viivaintyokalut. Dynaamisessa GeoGebra-
kuvassa voidaan kuvioita liikutella ja muuttaa niiden kokoa seki asentoa. Yhdelld piirroksella
pystyy siten tutkimaan kitevésti useita erilaisia tapauksia.

Johdantoluvussa tutustutaan seuraavaksi lyhyesti itse ongelman keksijaédn sekéd hieman hénen
muihin keksintoihinsd ja saavutuksiinsa. Johdannossa esitellddn sitten kisiteltava Apolloniok-
sen ongelma, joitakin Apollonioksen ongelmasta johdettavia kauniita ympyrimuodostelmia seki
muutamia arkielamin sovelluksia, joissa ongelmaa hyodynnetdén. Toisessa luvussa kdydéén lapi
tutkielmassa kaytettyjd matemaattisia merkintitapoja seké tarvittavia tyokaluja. Ongelman rat-
kaisemisen (luku 3) jialkeen tehdéddn lopuksi pieni yhteenveto mahdollisten ratkaisuympyroiden
lukumadrista eri tilanteissa, ja esitellddn lyhyesti algebrallisen ratkaisumenetelméin idea. Viimei-
send esitelldadn vield lyhyesti GeoGebran dynaamisuuden mahdollistamia havainnollistuskeinoja
internetisté 10ytyvin kolmiulotteisen ratkaisukonstruktion avulla.

Apollonios Pergalainen (n. 262-190 eKr.)

Ongelman keksija oli antiikin kreikkalainen Apollonios Pergalainen (kreikaksi ‘Anolicdvioc o
ITepyatoc, latinaksi Apollonius Pergaeus ja englanniksi Apollonius of Perga). Perga (tai Per-
ge) sijaitsee Vilimeren pohjoisrannikolla nykyisen Turkin alueella, missd muinaisen kaupungin
rauniot yhi sijaitsevat. Apollonios on eldnyt luultavasti suunnilleen vuosina 262—190 ennen
ajanlaskumme alkua, mutta muutoin hianen henkilokohtaisesta elamisté tiedetdén hyvin vihén.
Saavutustensa perusteella Apolloniosta voidaan ansaitusti kutsua antiikin "Suureksi Geometri-
koksi". [Bo, s. 211-213] Hén oli tunnettu myos astronomina [He, s. 195].
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Apollonioksen keksintoja ja saavutuksia

Apollonios kirjoitti paljon, mutta suurin osa hinen kirjoituksistaan on hédvinnyt. Apolloniok-
sen teksteistd ja niiden sisélloistd on kuitenkin sdilynyt runsaasti mainintoja muiden matemaa-
tikoiden teksteissd. Useiden toiden nimet ovatkin sdilyneet, esimerkiksi kirjoitukset Janojen
erottamisesta, Alan erottamisesta, Annetussa suhteessa leikkaamisesta, Tangenteista (eli Sivua-
misista) sekd Siirroista. Tamin tutkielman aiheena oleva Apollonioksen ongelma on sisdltynyt
tekstiin Tangenteista. Kokonaan siilyneisti teoksista oikeastaan ainoa on Konika, joka on yleis-
teos kartioleikkauksista). Tiedetdin siis, ettd jopa kartioleikkausten késitteet ellipsi, paraabeli
ja hyperbeli ovat Apollonioksen keksimii. [Bo, s. 211-219]

Apollonioksen mukaan on nimetty muutamia lauseita. Apollonioksen lause mielivaltaiselle
kolmioille kuuluu seuraavasti [Go, s. 20-21]: Olkoon ABC mielivaltainen kolmio. Olkoon piste
M sivun BC keskipiste, jolloin M € BC ja |BM| = |MC|. Tdll6in janojen pituuksille pdtee

|AB)? + |AC|* =2 - |AM|* +2 - |BM|*.
A

B M C

Apollonioksen lause on lisidksi yhtidpitdvd suunnikassddnnon kanssa, koska suunnikas koostuu
kahdesta keskenddn yhtenevistd mielivaltaisesta kolmiosta, ja suunnikkaan lavistdjit puolittavat
toisensa.

Lause Apollonioksen ympyrdistd puolestaan voidaan muotoilla sanallisesti seuraavasti: tason
pisteet, joiden kahdesta kiintedistd pisteestd laskettujen etdisyyksien suhde on vakio k (erisuuri
kuin yksi), sijaitsevat Apollonioksen ympyrdksi kutsutun ympyrdn kehdlld [Bo, s. 213]. Olkoot
siis kaksi annettua kiintopistettd A ja B, jotka madraavit suoran AB. Olkoon annettu suhdeluku
k # 1 positiivinen vakio. Talloin kaikki pisteet X, jotka toteuttavat ehdon

|AX]
BX|
ovat pisteitd sellaisella ympyrilld (ehdon tayttidvien pisteiden ura), jonka halkaisija M N sijaitsee

suoralla AB. Halkaisijan padtepisteet M ja N toteuttavat pisteelle X asetetun ehdon. Esimerkki-
kuvassa on Apollonioksen ympyrd, kun suhdeluku k£ on suunnilleen 2.

X

k,

Jos annettu suhde onkin lauseen ehdoissa kielletty & = 1, niin ehdon téyttivit pisteet sijaitsevat
janan AB keskinormaalilla. [Th, s. 30] [Le2, s. 2] Keskinormaali on suora, joten sen voidaan
toisaalta ajatella olevan dédretonsédteinen ympyrd, jolloin keskinormaali voitaisiin my0s hyviksya
erddksi Apollonioksen ympyriksi. Esitelty ympyrilause siis tunnetaan Apollonioksen nimelld,
mutta nimitys on itse asiassa virheellinen, silld jo Aristoteles (384322 eKr.) tunsi lauseen ja
kaytti sitd perustellakseen sateenkaaren puoliympyrdamuotoa [Bo, s. 213]. Huom. Apollonioksen
ympyrillad ei kuitenkaan ole mitidin tekemisté tutkielman aiheena olevien tangenttiympyroiden
kanssa.



Apollonioksen ongelma

Erds maailman tunnetuimmista klassisista konstruktio-ongelmista on Apollonioksen ongelma
(engl. the tangency problem of Apollonius), joka on timin tutkielman aihe. Matemaatikoita jo
reilun kahden vuosituhannen ajan kutkuttanut ongelma kuuluu seuraavasti:

Olkoon euklidisessa tasossa kolme mielivaltaista ympyrdd. Etsi neljis ympyrd, joka
sivuaa kaikkia kolmea annettua ympyrdd. Kunkin annetuista ympyroistd sallitaan
lisciksi degeneroituvan pisteeksi (ympyrdn sdde on nolla) tai suoraksi (ympyrdn scide
ldhestyy ddretontd). [Cou, s. 117]

Ympyran kisitettd ajatellaan annetun kuvion tapauksessa siis tavallisesta kisityksestd poikkea-
vasti, laajennetusti. Etsittdvin ratkaisuympyrédn siteen vaaditaan kuitenkin olevan tavalliseen
tapaan nollaa suurempi ja darellinen. Apollonioksen ongelma voidaan muotoilla toisaalta myos
tdysin perinteisen ympyrikisityksen mukaisesti ilmaisemalla, ettd olkoot annetut kuviot pisteita,
suoria tai ympyroitd. Molemmat ongelman muotoilut ovat keskenéén yhtépitavit.

Pisteistd (P), suorista (S) ja ympyrdistd (Y) voidaan muodostaa kymmenen erilaista kolmen
annetun kuvion kolmikkoa: PPP, SSS, YYY, PPS, PPY, PSS, PYY, SSY, SYY ja PSY. Esimer-
kiksi ongelman PPP-tapaus on piirtdd tangenttiympyri kolmelle pisteelle. Kyseinen tapaus on
tapauksista yksinkertaisin ja helppo konstruoida. Tapauksista vaikein ja ehdottomasti merkit-
tavin on YY'Y, jossa konstruoidaan tangenttiympyrit kolmelle ympyrille. Ratkaisuympyroita
voi kussakin tapauksessa olla olemassa useita eri lukumaiirid, riippuen annetusta kuvioiden
yhdistelmésti sekd kuvioiden keskindisisti sijainneista. Ratkaisuympyrditd on olemassa yleen-
sd ddrellinen maari, nollasta enintdin kahdeksaan, mutta on olemassa myos kuviokolmikoiden
asetelmia, joille on olemassa ddreton méaara ratkaisuja.

Vaaditaan, ettd annettuja kuvioita on tisméilleen kolme. Kuviot voivat olla keskendin tdysin
yhtenevii, esimerkiksi kolme pistettd, mutta talldin hyviksytddn vain asetelmat, joissa keskendén
yhtenevit kuviot sijaitsevat jotenkin toisin kuin tdsmélleen paillekkdin. Yhtenevyys tarkoittaa
nimittdin sitd, ettd keskendédn yhtenevit kuviot ovat tasmilleen samanmuotoiset ja samankokoi-
set, eli identtiset ja siten kiytdnnossd sama kuvio. Jos siis keskeniin yhtenevit annetut kuviot
olisivat tdsmalleen padllekkdin, olisi annettuja kuvioita vihemmaén kuin kolme. Annetut kuviot
voivat kuitenkin leikata tai sivuta toisiaan.

Harpilla ja viivaimella piirtimisen matemaattinen perusta nojaa euklidisen tasogeometrian
aksioomiin. Piirtamisperiaatteista kaksi tarkeintd ovat seuraavat: Suora piirretaan kahden pisteen
kautta (viivaimella). Ympyrdn piirtimiseksi (harpilla) tdytyy tuntea ympyrén keskipiste ja jokin
ympyrin kehdpiste tai ympyrin sdteen pituus. [Lel, s. 20-22]

Ongelman ratkaisemiseksi on vuosisatojen saatossa keksitty monenlaisia erilaisia menetel-
mid. Kaksi helpointa tapausta, kolmen annetun pisteen (PPP) ja kolmen annetun suoran (SSS)
tapaukset, ratkaisi jo Eukleides noin 300 eKr. Apollonios Pergalainen ratkaisi itse kaikki lo-
put tapaukset, tosin ilmeisesti vaikeinta lukuun ottamatta. Ongelman tapauksista vaikeimman,
kolmen annetun ympyrédn asetelman ratkaisi ensimmdiisend ranskalainen Frangois Viéte vasta
1500-luvulla, klassisesti harpilla ja viivaimella. Belgialainen Adriaan van Roomen esitti 1500-
luvun lopulla kiinnostavan ratkaisumenetelmén hyperbelien avulla. Englantilainen Isaac New-
ton osoitti ongelmalle toisenlaisen muotoilun, ettd on etsittivd piste, jonka kolmesta kiintecistd
pisteestd mitatut etdisyydet tunnetaan. Newtonin muotoiluun perustuvatkin etdpaikannuksessa
kiytettidvit menetelmit, kuten LORAN (long range navigation) tai GPS (global positioning sys-
tem). [Kor, s. 81-82] [He, s. 181-182] Joissakin ratkaisumenetelmissé kéytetddn apuvélineina
homotetiaa ja pisteen potenssia. Esimerkiksi ranskalainen Joseph-Diaz Gergonne on esittinyt
homotetiaan perustuvan ratkaisumenetelmin. [Ku, s. 36—41] Ongelman ratkaisemisen kanssa
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painineiden merkittdvien matemaatikoiden joukkoon kuuluvat edelld mainittujen lisdksi myos
mm. Descartes, Lambert, Euler, Carnot ja Gauss [Bu, s. 164].

Apollonioksen ongelman YY Y-erikoistapauksen innoittamia (tangentti)ympyroiti

Tarkastellaan Apollonioksen ongelman kolmen annetun ympyrin asetelmaa, jossa annetut ym-
pyrit sivuavat toisiaan (ulkoisesti). Ratkaisuympyroitd on tilloin kaksi, yksi annettujen ympy-
roiden vilissd ja yksi ympdrilld, ja niitd kutsutaan Soddyn ympyroiksi (ks. kuva i). Toisiaan
sivuavia ympyroitd voidaan sanoa englanniksi hauskasti toisiaan suuteleviksi ympyroiksi (kis-
sing circles). [Roe, s. 10-11] Descartesin lause ympyréille (engl. the Descartes circle theorem)
madrittelee neliollisen yhtilon, joka kertoo annettujen ympyroiden seké ratkaisuympyrin vilisen
yhteyden ympyroiden sédteiden avulla ilmaistuna, eli

(L, Lt (1 o1 1y
a2 b2 x2) \a b ¢ x|’

missd a, b ja ¢ ovat annettujen ympyroiden siteiden pituudet ja x ratkaisuympyrin sdteen pi-
tuus. Annettujen ympyroiden keskipisteet muodostavat kolmion, jonka sivujen pituudet voidaan
ilmaista annettujen ympyroiden siteiden pituuksien avulla. [Cox, s. 5-7] Edelld mainitut seikat
liittyvit puhtaasti Apollonioksen ongelman Y'Y Y-tapaukseen ja sen ratkaisemiseen. Esitelldin
seuraavaksi kaksi erilaista useamman ympyrin muodostelmaa, jotka voidaan konstruoida (tés-
malleen tai suunnilleen) edelld kuvatunlaisesta ldhtotilanteesta.

i)
Kun tiydennetddn annettujen ympyrdiden sekd Soddyn ympyroiden asetelmaa lisaksi pie-
nemmilld tietynlaisilla tangenttiympyr6illd (selitetdiiin myohemmin), saadaan kaunis ja kiin-
nostava tangenttiympyrdiden muodostelma nimeltddan Apollonioksen tiiviste (engl. Apollonian
gasket) [Roe, s. 10-11]. Kyseiset pienet tangenttiympyrit sijaitsevat siten, ettd kuhunkin kol-
men ympyrikaaren rajaamaan alueeseen piirretddn tangenttiympyrd, joka sivuaa kyseisen alueen
jokaista kolmea reunakaarta (ks. kuva ii). Téllaisia yhd pienempié ja pienempid tangenttiym-
pyroitd olisi mahdollista piirtdd periaatteessa loputtomiin. Kuvan ii tapauksessa Apollonioksen
tiivistettd on tdydennetty syvyyteen kolme asti.
Olkoot kolme toisiaan sivuavaa annettua ympyridd samankokoiset, joten niiden keskipisteet
sijaitsevat tasasivuisen kolmion kirkipisteissd. Tillaisesta annettujen ympyroiden tapauksesta
saavat alkunsa Beecroftin kahdeksan ympyrdd. Kaikki Beecroftin ympyroiden viliset yhteiset
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pisteet ovat erikoisesti sellaisia, joiden kautta kulkee ympyroistd tdsmélleen neljd. Jokainen
Beecroftin kahdeksasta ympyrastd kulkee tdsmilleen kolmen tillaisen (muiden ympyrdiden
kanssa yhteisen) pisteen kautta. [Cox, s. 5-6] Beecroftin kahdeksan ympyrén asetelmaa muo-
dostettaessa neljis ympyrd kulkee annettujen kolmen ympyrin sivuamispisteiden kautta, joten
se on (edelld mainitun) tasasivuisen kolmion sisdén piirretty ympyri. Neljds ympyra siis leikkaa
annetut ympyrit niiden sivuamispisteissd. Ympyrit 5.—7. sijaitsevat neljannen ympyrin sisdlld
siten, ettd kukin niistd sivuaa yhti edellisti leikkauspistettd, minka lisdksi uudet kolme ympyrad
sivuavat toisiaan. Uusi pienempi toisiaan sivuavien ympyroiden kolmikko on yhdenmuotoinen
annetun ympyrikolmikon asetelman kanssa, joten kahdeksas kaikista pienin ympyréd kulkee
samaan tapaan edellisten ympyroiden vilisten sivuamispisteiden kautta.

Apollonioksen ongelman sovelluksia arkielaméssia

Onko Apollonioksen ongelmasta nykyéiéin mitdén hyotyi kenellekddan? Kylld on, jopa arkipdivis-
td tuttujen sovellusten muodossa, silla Apollonioksen ongelma on mahdollista ratkaista lukui-
silla muillakin menetelmilld kuin harpilla ja viivaimella, esimerkiksi algebrallisesti. Ongelman
erddnd merkittdvianid sovelluksena mainittiinkin jo etdpaikannus, joka perustuu yleisesti trilate-
raatioon. Trilateraatiolla tarkoitetaan geometriassa tietyn pisteen sijainnin maérittamisti kayt-
tden apuna ympyroitd, palloja tai kolmioita. Trilateraatiota hyddynnetdin maanmittaamisessa
sekd satelliittipaikantamisessa ja navigoinnissa, kuten tosiaan esimerkiksi GPS-paikannuksessa.
Muita arkieldmén sovelluksia tangenttiympyrdille ovat esimerkiksi materiaalin kiyttoasteen
maksimoiminen sekd pakkaamisongelmat. [Kor, s. 81-82] Apollonioksen ongelman avulla on
lisidksi kehitetty ilmatilan kédyttimisen ja lentoturvallisuuden avuksi erityinen kolmiulotteinen
NASD-menetelma (non-allowed steering directions), jonka avulla arvioidaan sopiva ilmatunneli
(Ientoreitin kolmiulotteinen suunnittelu), jossa voidaan lentda turvallisesti ohittaen kaikki seki
maanpadlliset ettd ilmatilassa sijaitsevat kohteet mahdollisimman etéélld [Fu, s. 9-11].



2 Tarvittavia kasitteita ja tyokaluja

Tissd tyOssd rajoitutaan tasogeometriaan. Seuraavaksi esitelldédn tutkielmassa kiytetyt merkin-
nit, geometrian peruskdsitteitd, inversiokuvaus ympyrin suhteen, sekd harpilla ja viivaimella
piirtdimisen perusmenetelmia.

2.1 Kaytetyt merkinnit

Geometrisen kuvion nimedmisessa kaytettavat tunnuskirjaimet voidaan valita monella eri taval-
la. Vakiintuneessa yhteydessa esiintyva kuvion tunnuskirjain tulee usein latinankielisen sanan
ensimmadisesti kirjaimesta. Latinan kielitaidon puuttuessa tunnuskirjaimen muistisadntona voi-
daan usein pitdd englanninkielistd termid, silld englanninkielinen geometrian termisto tulee
suoraan latinasta. Esimerkiksi ympyrdd merkitdan usein tunnuksella C, silli ympyra on lati-
naksi circulus tai circus ja englanniksi circle. Muita yleisesti kdytettyjd tunnuskirjaimia ovat
(englannin muistisddnnon tukemana) piste point (P), sdde radius (r), suora line (1), origo O jne.
Jos esimerkiksi ympyrditd on useampia, niitd voidaan merkita alaindeksein Cy, C; ja C3. Téssa
tyossd pyritddn kuitenkin vélttimééin alaindeksien kiyttamistd, joten kuvioiden nimedmisessa
kaytetdan enimmaékseen latinalaisia aakkosia riippumatta kuvion nimen alkukirjaimesta. Lisidksi
kreikkalaisia aakkosia kaytetidin esimerkiksi kulmien nimeamiseen.

Tunnuskirjain voidaan kirjoittaa joko pienilld tai suurilla kirjaimilla (vaihtelee kirjoittajakoh-
taisesti), jolloin on lukijaystavillisintd kayttad koko tekstissd yhtendistd nimedmistapaa. Tassa
tyOssi kirjoitetaan suurilla kirjaimilla pisteet sekd ympyroiden kehien nimet ja pienilla kirjaimil-
la janat sekd suorat. Valittu kirjain voi olla mikad hyvénsa. Samantyyppisille kuvioille valitaan
usein johdonmukaisuuden vuoksi aakkosissa perdkkdin olevia kirjaimia, kuten A, B ja C tai R,
SjaTtai X,Y jaZ.

Janaa merkitiin pdcdtepisteidensd A ja B avulla janana AB. Janan pituutta eli padtepisteiden
vilistd etdisyyttd merkitdan paatepisteiden avulla itseisarvoissa |AB| tai pienelld kirjaimella d.
Janan pisteitd ovat padtepisteiden lisiksi kaikki niiden vilissa sijaitsevat pisteet.

Suoraa merkitddn pienelld kirjaimella k tai kahden suoralla sijaitsevan pisteen avulla muo-
dossa CD. Suora jatkuu molempiin suuntiinsa ddrettomyyteen asti.

Puolisuoran EF merkinndssd luetellaan ensimmaisend puolisuoran alkupiste E ja toisena
jokin puolisuoran piste F.

Janan, suoran ja puolisuoran samannikoinen merkintédtapa saattaa aiheuttaa sekaannuksen
vaaraa (monitulkinnallisuutta), minka vilttimiseksi on osoitettava tarvittaessa sanallisesti, tar-
koitetaanko esimerkiksi janaa BC, suoraa BC vai puolisuoraa BC. Vastaava monitulkintaisuus
on huomioitava my6s merkittdessd janan pituutta ja suoraa pienelld kirjaimella.

A d B

k C D
— - .

Kuva 2.1: Jana AB, janan pituus |AB| = d, suora CD = k ja puolisuora EF.

Ympyrdd, eli timin tutkielman térkeintd kuviota, voidaan merkitd yksikésitteisesti viidelld
eri tavalla:

1) kehdin pistejoukon nimelld ympyrini G,



2) ympyrdin keskipisteen nimelld ympyrdand A (mikali ei ole muita A-keskisid ympyroitd tai
ainakaan erehtymisvaaraa) tai muodossa A-keskinen ympyrd,

3) parina (A, T), missda A on ympyrin keskipiste ja T jokin kehidn G piste (T € G),

4) parina (A, s) = (A, |AT|), missd A on ympyran keskipiste, T € G, ja s = |AT| on ympyrdn
sdde, seka

5) ympyrind TUV, missd T, U ja V ovat ympyrin kehédn G eri pisteitaeli 7, U,V € G.

Merkintitavat 1 ja 2 (erityisesti 2) saattavat aiheuttaa sekaannuksen vaaraa pisteen kanssa, ja
merkintitapa 5 saattaa sekoontua kolmion kanssa, joten erityisesti kyseisten merkintdtapojen
yhteydessd on mainittava kyseessd olevan nimenomaan ympyrd A tai ympyrd TUV. Ympyrin
merkintédtavat 3 ja 4 kertovat tarvittavat tiedot ympyran piirtamiseksi harpilla. Myo6s merkintita-
pa 5 miirii yksikisitteisen ympyrén, jonka piirtiminen harpilla ja viivaimella vaatii kuitenkin
hieman enemman tyotd (ks. Apollonioksen ongelman kolmen pisteen tapaus, PPP). Ympyrin
nimedmisen erilaiset variaatiot on esitetty kuvassa 2.2.

G

U

Kuva 2.2: Kuvan ympyrii voidaan merkiti seuraavilla tavoilla: ympyrd G, ympyrd A, A-keskinen
ympyrd, ympyrd (A, T) = (A, U) = (A, V), ympyri (4, 5) = (A, |AT]) = (A, |AU]) = (A, |AV]) ja
ympyra TUV.

Ympyrdkaari on osa ympyrin kehii, joten kaarta voidaan merkita kolmen kehépisteen avulla
luetellen ensimmdiisend ja viimeisend kaaren paitepisteet, ja keskimmdiisend mielivaltainen
kaaren pédtepisteiden vilissi sijaitseva piste. Kuvasta 2.2 voidaan erotella esimerkiksi kolme eri
kaarta TUV, UVT ja VTU. Ympyrikaarta voidaan merkitd myos sitd vastaavan keskuskulman
tai kehdkulman avulla (vrt. lause 2.11 ja seuraus 2.12).

Monikulmiot, kuten esimerkiksi kolmiot ja nelikulmiot (esim. nelio), nimetddn kuvion kér-
kipisteiden mukaan. Matemaattisessa lausekkeessa esiintyvidn kolmion kérkipistenimen eteen
kirjoitetaan usein merkki A. Esimerkiksi AABC ~ ADEF tarkoittaa, ettd kolmiot ABC ja DEF
ovat yhdenmuotoiset. Kahden kuvion yhdenmuotoisuus tarkoittaa, ettd kuviot ovat tdsmilleen
samanmuotoiset mutta toisiinsa nihden mielivaltaisen kokoiset: yhdenmuotoisten kuvioiden
vastinkulmat ovat tismélleen samankokoiset, ja kuvioiden kaikkien vastinsivujen tai vastinosien
pituuksien vélinen suhde on sama.

Kulma nimetédéan kolmen pisteen avulla siten, ettd ensin luetellaan jokin kulman oikean kyljen
piste, toisena kdrkipiste ja kolmantena vasemman kyljen piste. Kylkien luettelemisjirjestyksella
varmistetaan, mitd kulmaa tarkoitetaan, silli muutoin piirroksesta riippuen saattaisi kysees-
sd olla (pdinvastaisella luettelujéarjestykselld) vaikkapa tarkoitetun kulman eksplementtikulma
(kulma ja sen eksplementtikulma ovat yhteensa taysi kulma). Esimerkiksi kulmaa CAB voidaan
matemaattisessa lauseketekstissd merkitd kulmasymbolin avulla «CAB = « (jonka eksplement-
tikulma olisi BAC, jolloin siis K<CAB + «BAC = 360 °). Tietynkokoisia kulmia merkitdan usein
myoOs kreikkalaisin pienaakkosin, kuten @, g ja vy, silld niilla voi merkitd kulmaa kitevisti ly-
hyemmin. Kahden (tai useamman) kulman samankokoisuutta voidaan liséksi korostaa kuviossa
kaarimerkinnilld, jossa on esimerkiksi yksi, kaksi tai kolme kaarta vierekkdin, jolloin kulmia ei
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Kuva 2.3: Yhdenmuotoiset kolmiot ABC ja DEF sekd nelio KLMN.

tarvitse vilttdmattd nimeta. Suoraakulmaa eli 90 asteen (°) kulmaa korostetaan kuvion kulmassa
kaaren sijaan pienelld neliolla.

2.2 Geometrian peruskasitteita

Mairitellddn seuraavaksi tutkielman kannalta oleellisia geometrian kisitteiti.

Piste on geometriassa méirittelemiton perustavanlaatuinen suure, jolla on paikka mutta ei
ulottuvuutta. Geometrisia kuvioita, kuten suoria ja ympyrditd, voidaan pitdd pisteiden kokoel-
mina eli joukkoina. Kaksi eri pistettd madrdéivit euklidisessa tasossa suoran, eli kahden pisteen
kautta kulkee tdsmadlleen yksi suora. Tason kolme eri pistettd, jotka eivit ole samalla suoralla,
madrddvit yksikisitteisesti tason. [Th, s. 313]

Euklidinen taso on tavallinen kaksiulotteinen taso, jossa piatee mm. euklidisen geometrian
yhdensuuntaisuuspostulaatti (paralleeliaksiooma) [Th, s. 96]. Postulaatin sisdlto on, ettéd jos on
annettuna suora ja sen ulkopuolinen piste, niin on olemassa toinen suora, joka kulkee anne-
tun pisteen kautta leikkaamatta annettua suoraa. Postuloitu toinen suora on siis annetun suoran
kanssa yhdensuuntainen. Eréds epdeuklidinen taso on puolestaan esimerkiksi kaksiulotteinen
pallopinta, jossa sijaitsevat suorat ovat pallopinnan isoympyroitda. Suorien paralleeliaksiooma ei
pide epieuklidisessa tasossa, joten kaksi saman pallopinnan eri isoympyrii leikkaavat toisensa
vdistimaittd. MyOs kolmiulotteinen avaruus voi olla geometrisesti euklidinen tai epdeuklidi-
nen. Tadm4 tutkielma kisittelee ainoastaan euklidista geometriaa eli niin sanotusti tavanomaista
geometriaa, minki liséksi rajoitutaan ldhes kokonaan kaksiulotteiseen tasoon.

Suora on geometriassa méérittelemiton perustavanlaatuinen suure, jolla on paikka seka kaksi
ulottuvuutta. Suora on ddreton pisteiden joukko, joka voidaan esittdd euklidisessa geometriassa
kahden tason vilisend leikkausviivana. [Th, s. 360] Esitetddn seuraavaksi méairitelmi kahden
suoran viliselle sijaitsemiselle, my6s ldhteen [Th, s. 360] mukaisesti.

Mairitelmi 2.1 (kahden suoran vilinen sijainti). Kahdelle saman tason suoralle k ja [ pitee
jokin seuraavista:

1) Suorien k ja [ leikkaus on yksi piste P, jolloin suorien sanotaan leikkaavan toisensa
pisteessd P (leikkauspiste).

2) Suorien k ja [ leikkaus on tyhja.

3) Suorien k jal leikkauksessa on enemmaén kuin yksi piste, jolloin suorien sanotaan yhtyvdin
toisiinsa.

Tapauksissa 2 ja 3 suorien sanotaan olevan yhdensuuntaiset. Tapauksessa 1 suorat voivat eri-
koistapauksessa leikata toisensa suorassa kulmassa, jolloin ne ovat toisiaan vastaan kohtisuoria
ja toistensa normaaleja. Kahta avaruuden suoraa, jotka sijaitsevat eri tasoissa, sanotaan ristik-
kdiisiksi.
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Suorat ovat siis keskendin yhdensuuntaiset, jos niilld ei ole yhtdkiin yhteistd pistettd. Yh-
densuuntaisten suorien vélinen (kohtisuora) etdisyys toisistaan on kaikkialla vakio. Lisiksi, jos
suorat yhtyvit samaksi suoraksi, niin suora on yhdensuuntainen itsensi kanssa.

L]

o
Mairitelma 2.2 (pisteen sivuaminen ja leikkaaminen). Yksittdinen piste ja mielivaltainen kayra
sivuavat (tai leikkaavat) toisiaan, kun kiyrd kulkee pisteen kautta.

Tissi tutkielmassa kisiteltdaviad kiyrid ovat esimerkiksi suorat ja ympyrit.

Mairitelma 2.3 (ympyrd). Olkoon ympyrdin keskipiste annettu. Ympyrd on kaikkien niiden
pisteiden joukko (tai ura), jotka sijaitsevat vakioetdisyydelld (sdde) ympyrian keskipisteesta.
Ympyrén pisteet ovat ympyrin kehdpisteitd. Ympyrd voidaan titen mééritelld yksikasitteisesti

a) ympyran keskipisteen ja sdteen avulla tai
b) ympyrin keskipisteen ja jonkin kehépisteen avulla tai
¢) kolmen kehipisteen avulla.

Madrittelyt a ja b antavat tarvittavat tiedot ympyréin konstruoimiseksi harpin avulla. Ympyri
voidaan toki konstruoida myos maddrittelyn ¢ nojalla, mutta piirtiminen on tilloin edellisiin
verrattuna hieman tyolddmpaa. Kohta c on itse asiassa Apollonioksen ongelman helpoin tapaus
(ks. alaluku 3.1).

Huomautus. Ympyrin sdteen vaaditaan yleensd olevan jokin dérellinen ja nollaa suurempi
reaaliluku, eli luku joukosta R eli avoimelta vililté |0, co[. Ympyrin kisitettd voidaan kuitenkin
ajatella myos laajennetussa mielessd siten, ettd ympyrd on pienimmilldén piste (nollasédteinen
ympyrd) ja suurimmillaan suora (ddretonsédteinen ympyri), jolloin siis sdteen mairittelyjoukkoon
lisdtdén alkiot nolla ja positiivinen ddreton.

Mairitelladn ddretonsiteinen ympyra lahteen [Ros, s. 143] mukaisesti.

Mairitelma 2.4 (ddretonsiteinen ympyra). Suoraa voidaan pitdd ympyrén rajatapauksessa ddre-
tonsdteisend ympyrdnd, kun annetaan ympyrén siteen kasvaa rajatta. Ympyran kehédn kaarevuus
katoaa télloin jokaisen kehipisteen kohdalla, joten ympyrékaari oikenee suoraksi. Ympyrin
keskipisteen ajatellaan télldin loitontuvan dédrettomén kaus ympyrén kehésta.

Apollonioksen ongelman annettujen kuvioiden ajatellaan tdssd tutkielmassa olevan ympy-
roitd laajennetussa mielessi, jolloin annetun ympyrén sidde kuuluu siis laajennettuun joukkoon
R U {0, oo} eli suljetulle vilille [0, oo]. Ratkaisuympyrdn séiteen puolestaan vaaditaan kuitenkin
kuuluvan perinteisen ympyrakisityksen mukaisesti joukkoon R, joten pistettad eikéd suoraa ei
hyviksyta tdassa tutkielmassa ratkaisuympyriksi.

Maaritelma 2.5 (suoran ja ympyridn sivuaminen). Suora k ja ympyrd Q sivuavat toisiaan, kun
niilld on tismélleen yksi yhteinen piste. Ainoa yhteinen piste on kuvioiden vélinen sivuamispiste.
Suoraa k sanotaan télloin ympyrén Q tangentiksi. [Lel, s. 17] Ympyrdd Q puolestaan voidaan sa-
noa suoran k tangenttiympyrdksi. Tangentti k ja kuvioiden sivuamispisteeseen piirretty ympyran
0 side ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
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Mairitelma 2.6 (ympyroiden vilinen sivuaminen). Kaksi ympyrid sivuavat toisiaan, kun niilla
on tdsmilleen yksi yhteinen piste. Yhteinen piste on ympyroiden sivuamispiste [Lel, s. 17], ja se
sijaitsee ympyroiden keskipisteiden kautta kulkevalla suoralla. Toisiaan sivuavat ympyrit ovat
toistensa tangenttiympyroitd.

Huomautus. Jos ajatellaan ympyrin késitettd laajennetussa mielessi, jolloin suora on ddreton-
sdteinen ympyr4, niin suoran ja ympyrin sivuaminen on erityistapaus kahden ympyrin vélisesti
sivuamisesta: suoran muotoisen ddretOnsdteisen ympyrin keskipiste sijaitsee tilloin sivuamis-
pisteen ja ddrellissédteisen ympyrén keskipisteen kautta kulkevalla suoralla (seuraavassa kuvassa
harvalla katkoviivalla), sivuamispisteestad katsottuna ddrettomyydessa.

Jos tdlloin pienennetddn ddretonsiteisen ympyran sadettd, niin kyseinen suora muuttuu (tan-
genttiympyriénsi) joko sisdisesti tai ulkoisesti sivuavaksi ympyraksi (seuraavan kuvan katkovii-
voitetut ympyrit). Kaksi ddrellissateistd ympyrad voivat nimittdin sivuta toisiaan joko ulkoisesti
tai sisdisesti, mika selitetdan seuraavaksi.

~~~~~~

Miaritelma 2.7 (ympyroiden ulkoinen ja sisdinen sivuaminen). Ympyrit (A, r) ja (B, s) sivuavat
toisiaan ulkoisesti, jos niiden keskipisteiden A ja B vilinen etdisyys on ympyrdiden siteiden r
ja s summa,

|AB| =1 + 5.

Ympyrit (A, r) ja (B, s) sivuavat toisiaan sisdisesti, jos niiden keskipisteiden vilinen etdisyys on
ympyroiden sdteiden vélisen erotuksen itseisarvo,

|AB| = |r — ] .

Huomautus. Ainoastaan suljetut kdyrdt voivat sivuta toisiaan ulkoisesti tai sisdisesti. Suljettu
kayrd on sellainen kdyrd, jota pitkin kulkemalla palataan takaisin ldhtopisteeseen. Suljettu kiyra
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rajaa tasossa sisddnsa alueen, jota kidyrd ympdroi tason jokaisella suunnalla. Suljettu kdyrd voi
myos leikata itsensd, jolloin sen ympardimid alueita on véhintdén kaksi. Ympyroiden lisaksi
suljettuja kayrid ovat esimerkiksi monikulmiot. Suora puolestaan ei ole suljettu kdyrd, joten
suora ei voi sivuta ympyrad sekd ulkoisesti ettd sisdisesti. Myoskéén piste ei ole suljettu kayra.

Suljettuja kiyrid koskeva huomautus selittdd osaltaan Apollonioksen ongelman ratkaisujen
vaihtelevaa lukumairii eri tapauksissa: Apollonioksen ongelman ratkaisu on nimittidin ympyra,
tangenttiympyré, joka sivuaa kolmea annettua kuviota (pistettd, suoraa tai ympyrid), joten
ratkaisuympyri voi sivuta annettua ympyrdd useammalla eri tavalla kuin esimerkiksi annettua
pistettd (joka ei ole suljettu kiyra).

Mairitelma 2.8 (ympyroiden leikkaaminen). Kaksi ympyréé leikkaavat toisensa, kun niilld on
tasmaélleen kaksi yhteisti pistetti.

Miaritelma 2.9 (samankeskiset ympyrit). Ympyrit ovat samankeskiset, jos niilld on yhteinen
keskipiste. Talloin ympyroiden keskipisteet yhtyvit, joten niiden vilinen etdisyys on nolla.

Kaksi ympyrid voivat sijaita toisiinsa ndhden siispd monella eri tapaa. Esitetddn seuraavassa
taulukossa kahden ympyrin (A, r) ja (B, s) mahdolliset sijainnit toisiinsa ndhden. Oletetaan
aluksi, ettd siade r > s.

Ympyroiden sijainnit toisiinsa nihden Yhteisia Keskipisteiden vilinen
pisteitd  etdisyys |AB]|

erilliset ympyrit toistensa ulkopuolella 0 |AB| > r +s

toisiaan ulkoisesti sivuavat ympyrét 1 |AB| =r+s

toisensa leikkaavat ympyrit 2 r—s<|AB| <r+s

toisiaan sisdisesti sivuavat ympyrit 1 |AB| =r—s

sisdkkiin olevat erilliset erikeskiset ympyrét 0 O0<|AB| <r—s

sisdkkiin olevat samankeskiset ympyrit 0 |AB| =0,eliA=B

Oletetaan sitten, ettd ympyrit (A, r) ja (B, s) ovat samankokoiset (r = s). Tdlloin ympyroiden
keskipisteiden ldhestyessi toisiaan ympyrit yhtyvdt leikkaamisen jidlkeen, joten samankokoiset
ympyrét voivat titen olla:

* erilliset ympyrit toistensa ulkopuolella,
* toisiaan ulkoisesti sivuavat ympyrit,

* toisensa leikkaavat ympyrit, tai

* yhtyneet ympyrit eli sama ympyr4.

Samankokoiset ympyrit eivit siis voi sijaita sisdkkéin eivitkd myoskain sivuta toisiaan sisdisesti.
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Mairitelméa 2.10 (ympyrikaarta vastaavat kehikulma ja keskuskulma). Olkoon ympyrin G
ympyrikaari KSL annettu (missd K # L). Ympyrdkaarta vastaava kehdkulma o on kulma,
jonka kéarkipiste on mielivaltainen ympyran G piste (kunhan erisuuri kuin kaaren péatepisteet),
ja kulman kylkien péétepisteet ovat ympyriakaaren péitepisteet K ja L. Kehdkulman suuruus on
vililld 0 ° < @ < 360 °. Ympyrdkaarta vastaava keskuskulma 8 on kulma, jonka kérkipiste on
ympyrin G keskipiste, ja kylkien pditepisteet ovat vastaavasti ympyrikaaren péitepisteet K ja
L. Keskuskulman suuruus on vililla 0 ° < 8 < 360 °.

Lause 2.11 (kehdkulmalause). Samaa ympyrdin kaarta (kuvassa katkoviivalla) vastaaville ke-
hdkulmille a ja keskuskulmalle B pdtee aina, ettd kehdkulma on puolet keskuskulmasta, eli

a = B/2. [Th, s. 187]
,

\\

\

J ,'

N\
AN

Kehikulmalauseella on erds merkittiava erikoistapaus, Thaleen lause.

)

J
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Seuraus 2.12 (Thaleen lause). Puoliympyrdn kaarta (keskuskulmana oikokulma 180 °) vastaava
kehdkulma on aina suorakulma (90 °). [Th, s. 187] Lisciksi kddinteisesti pditee, ettd suorakulmai-
sen kolmion hypotenuusa on suorakulmaisen kolmion ympdrysympyrdn halkaisija.
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\
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2.3 Inversio ympyran suhteen

Inversio ympyrdn suhteen on geometrinen kuvaus (englanniksi a geometrical transformation),
valitun ympyrén tasossa. Ympyréé, jonka suhteen kuvaus tehdédén, kutsutaan inversioympyrk-
si. Inversioympyrén keskipiste on inversiokeskus. Inversio kuvaa tason kaikki pisteet (lukuun
ottamatta inversiokeskusta) takaisin samaan tasoon tietylld kuvaussaannolld, joka kohta esite-
tadn. Yleensd merkitddn, ettd piste P kuvautuu pisteeksi P’, ja sanotaan, ettd P’ on alkuperdisen
pisteen P kuva. Inversiokeskus on tason ainoa piste, jolle inversion kuvaussidinto ei miiritte-
le kuvaa. Inversiokeskuksella on inversiokuvauksessa myos muita erikoisominaisuuksia. [Cou,
s. 140-143] Tutkielmassa kiytetddn edelld esitettyd termistdd. Inversiokuvausta voidaan tosin
sanoa myOs esimerkiksi kdcdnteissdteiseksi muunnokseksi [Ros, s. 138].
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Inversiokuvausta voidaan sanoa lisiksi ympyrdpeilaukseksi [Lel, s. 51]. Esimerkiksi Geo-
Gebra-ohjelmassa voidaan piirtdd pisteen inversiopiste kitevisti tyokalulla "peilaus ympyrin
suhteen". Kyseiselld tyokalulla valitaan ensin kuvattava piste X ja sitten (inversio)ympyri, jonka
suhteen ohjelma piirtdd inversiopisteen X’. "Peilaaminen ympyrén suhteen" tuo mieleen kaare-
vat pallopeilit seki ajatuksen, ettd olisiko niiden kuvajaisen muodostumisella jotakin yhteisti
inversion kanssa. Ajatus menee kuitenkin harhaan, silld inversion kuvaussdanto ei noudata taval-
lisen pallopeilin fysikaalisia kuvaussdantoja [Le3, s. 269-276]. Kiytetédén siksi peilauksen sijaan
termid kuvaus (ja peilaamisen sijaan kuvaamista), silld inversio on kuvaus ympyrén suhteen.

Inversiokuvaus toimii kaksiulotteisen tason lisdksi kolmiulotteisessa avaruudessa. Talloin
kuvaus tehdddn ympyrin sijaan pallon suhteen, jolloin inversiokeskuksena toimii luonnollisesti
inversiopallon keskipiste (origo). Inversio kuvaa pallon ulkopuoliset pisteet pallon sisélle ja pal-
lon sis@puoliset pisteet vastaavasti pallon ulkopuolelle. Pallopinnan pisteet pysyvit kuvauksessa
paikoillaan. Inversiokeskukselle ei ole miiritelty kuvaa. Kuvaussiddnnot kolmiulotteiselle ava-
ruudelle ja inversiopallolle ovat (tdysin vastaavat kuin tason ja inversioympyrian kuvaussiannot):
origon kautta kulkeva suora kuvautuu itselleen, origon kautta kulkematon suora kuvautuu ori-
gon kautta kulkevaksi ympyriksi, ja origon kautta kulkematon ympyra kuvautuu origon kautta
kulkemattomaksi ympyréksi (vrt. lause 2.14). Jos suoraa pidetddn ddretonsiteisend ympyrina,
niin inversio kuvaa tasossa kaikki ympyrit ympyroiksi. Inversion voidaan siksi sanoa olevan ym-
pyrduskollinen tai ympyrdsukuinen kuvaus [Ros, s. 143]. Inversio sdilyttada kuvauksessa lisidksi
avaruuden pallot palloina ja tasot tasoina. [Th, s. 155-156]

Inversio kuvauksena tasossa

Inversiolla on monia kiinnostavia ominaisuuksia, joista vain osa tulee tissi tutkielmassa ilmi.
Inversiosta voikin siksi halutessaan 10ytdd mainiota lisdtietoa ja harjoitustehtidvid esimerkik-
si oppikirjasta [Ros, s. 138—159], joka on syntynyt Erkki Rosenbergin Helsingin yliopistossa
(ja sitd ennen Teknillisessd korkeakoulussa) pitimien geometrian kurssien luentojen pohjalta.
Kyseisessd teoksessa puhutaan inversiosta kdédnteissiteisend muunnoksena.

Taméi alaluku noudattelee asiasisdllollisesti pddasiassa ldhdettd [Cou, s. 140—143], minkd
lisidksi on paikoitellen kaytetty myos muita ldhteita.

Maaritelma 2.13. Olkoon C ympyré, jonka keskipiste on O (inversiokeskus) ja sade r. Kuvataan
piste P # O inversiolla ympyrdn C suhteen. Kun piste P’ on pisteen P inversiopiste eli kuva,
niin P’ sijaitsee inversiokeskuksesta lidhtevilld puolisuoralla OP siten, etté

|OP|-|OP'|=r*  (kun P,P’ # O).

C

Inversio ympyrén suhteen kuvaa yksikdsitteisesti kaikki valitun inversioympyrdn C = (O, r)
tasossa olevat pisteet takaisin samaan tasoon, kunhan jétetdin inversiokeskus O pois kuvauksen
madrittely- ja arvojoukoista. Inversio on kuvauksena involuutio eli itsensd kdicinteiskuvaus, joten
pisteet P ja P’ ovat toistensa kiinteisalkiot eli inversiopisteet (engl. inverse points) ympyrin C
suhteen [Th, s. 344]. Englanninkielinen sana inverse tarkoittaakin kddnteistd, miki on involu-
tiiviselle kuvaukselle luonnollinen ominaisuus. Inversio on my0s tason pisteiden joukon (pois
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lukien inversiokeskus) bijektio itselleen [Lel, s. 51]. Kuvauksen ominaisuuksia ajatellen invo-
luutio on kuitenkin enemmdin kuin bijektio (kaikki involuutiot ovat myos bijektioita; vain jotkut
bijektioista ovat involuutioita), joten jarkevintd on puhua involuutiosta.

Inversion kuvausyhtalo ei siis méirittele lainkaan inversiokeskuksen O kuvapistettd. On kui-
tenkin selvéd, ettéd pisteen P ldhestyessd inversiokeskusta O, kuvapiste P’ loitontuu puolisuoralla
OP yhd kauemmas ja kauemmas inversiokeskuksesta. Tastd syystd pisteen O inversiopisteen
voidaan sanoa olevan piste ddrettomyydessd. Inversiokeskuksen kautta kulkeva kuvio kuvautuu
siksi ddrettomyyteen asti ulottuvaksi kuvioksi eli esimerkiksi suoraksi. Kokeillaan, mité tapah-
tuu, jos yritetddn kuvata inversiokeskus O inversiolla (kuvataan pistettdi P = O) ympyrian C
suhteen. Talloin inversiokeskukselle pitdisi pated

2 1’2

, r

|OP| =100 =0 = |OP'|= 0P~ 0’
mité ei ole midritelty, koska nollalla ei voida jakaa. Siispa inversiokeskukselle ei voida maéri-
telld kuvaa, joka toteuttaisi kuvaussddnnon.

Inversiokeskuksen O kuva on toisaalta topologisesti ajatellen yhden pisteen kompaktisoin-
nin ddrettomyyspiste, koska ddrettomyydessd olevan pisteen P, voidaan katsoa olevan yksi
piste: P, on nimittdin yhden pisteen O kuva, ja P.,:n kuvana on yksi piste O. Taso muistuttaa
talloin inversiokuvauksen kannalta palloa: pidetddn inversiokeskuksena O esimerkiksi pallon
pohjoisnapaa ja ddrettomyyden pisteend P, pallon vastakkaista etelinapaa, jolloin etelinapa on
pohjoisnavasta katsottuna pallon kaikista kauimmaisin piste, jonne saavutaan vaistimattd, kul-
jettiinpa pohjoisnavalta poispdin mihin suuntaan hyvéansi. [Ros, s. 138] Joukko on topologisesti
kompakti, jos se voidaan ndin redusoida darelliseksi [Th, s. 203].

Inversion méadritelméstd seuraa, ettd inversio kuvaa inversioympyrin C ulkopuoliset pisteet
ympyran C sisdpuolelle: jos |OP| > r, niin |OP’| < r. Vastaavasti inversioympyrian C sisdpuo-
liset pisteet kuvautuvat ympyrian C ulkopuolelle: jos |OP| < r, niin |OP’| > r. Ainoat tason
pisteet, jotka pysyvit inversiokuvauksessa paikallaan, ovat inversioympyréan C kehépisteet, jol-
loin P = P’. Inversioympyrin kehépisteitd voidaan siksi sanoa inversiokuvauksen kiintopisteiksi
[Lel, s. 51].

Miten inversio kuvaa suorat ja ympyrit
Inversio kuvaa suorat ja ympyrat toisiksi suoriksi tai ympyrdoiksi. Seuraava lause todistuksineen

pohjautuu ldhteisiin [Cou, s. 142-144] ja [Lel, s. 51-52].

Lause 2.14. Olkoon ympyri C = (O, r) annettu inversioympyrd, jolloin inversiokeskus on O.
Inversio ympyrdn C suhteen kuvaa suorat ja ympyrdt seuraavasti:

a) O:n kautta kulkeva suora k —> O:n kautta kulkeva suora k
b) O:n kautta kulkematon suora k — O:n kautta kulkeva ympyrdi K
c¢) O:n kautta kulkeva ympyrd K — O:n kautta kulkematon suora k

d) O:n kautta kulkematon ympyrda T — O:n kautta kulkematon ympyri T’

missd piste O jdtetddn pois kuvauksen mddrittely- ja arvojoukoista (inversion mddritelmdn
kuvaussddnnon vuoksi), joten piste O jditetddn siksi pois myos piirrettdivistd kuvioista. Kohdissa b
Jja c ympyrdn K halkaisija, jonka pddtepiste on O, on kohtisuorassa suoraa k vastaan. Kohdassa d
ympyroiden T ja T’ keskipisteet sekd inversiokeskus O sijaitsevat samalla suoralla.
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Tapaus d: Inversiokeskus O ympyrdn T ulkopuolella ja sisalla.

Todistus. Kohta a: Olkoon k inversiokeskuksen O kautta kulkeva suora. Inversion mééritel-
min mukaan kaikki pisteet, jotka sijaitsevat inversiokeskuksesta O ldhtevilla puolisuoralla, ku-
vautuvat samalle puolisuoralle. Inversiokeskuksen kautta kulkeva suora k jakautuu O:n kohdalta
kahdeksi puolisuoraksi, jotka kuvautuvat molemmat siis takaisin itselleen. Suora k kuvautuu
siis suoraksi k.

Kohta b: Olkoon k inversiokeskuksen O kautta kulkematon suora. Piirretdin normaali
pisteestd O suoralle k. Normaali ja suora k leikkaavat pisteessd A, joka kuvautuu inversiolla
ympyrin C = (O, r) suhteen pisteeksi A’. Olkoon P mielivaltainen suoran k piste ja P’ sen
inversiopiste. Pisteistd muodostuu kaksi kolmiota, OAP (suorakulmainen) ja OA’P’, joilla on

yhteinen kulma origossa.

Inversion méiritelmian mukaan pitee
|0A'| - |0A| = |OP'| - |OP| = 1,
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joten

|OA’| _ |OP|
|OP’| — |OA|

Tall6in sivu—kulma-sivuperiaatteen (sks) nojalla kolmiot OAP ja OP’A’ ovat yhdenmuotoi-
set: vastinsivuina OA” ~ OP ja OP’ ~ OA, ja vastinsivujen vilissd oleva yhteinen kulma
£AOP = (P’'OA’ kirkendin inversiokeskus O. Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat
yhtd suuret, joten <OP’A” = {OAP = 90 °. Huom. inversiolla kuvattavan kuvion kiertosuunta
(inversiokeskuksen suhteen) vaihtuu, joten vaikka kolmioilla onkin yksi yhteinen kérki, niin kol-
mioiden vastinsivut sijaitsevat siksi eri suorilla. Piirretdén kolmion O P’ A" kirkipisteiden kautta
kulkeva ympyra K. Koska janan O A’ paitepisteistd lahteva P’-kérkinen kulma <«OP’A’ on suo-
rakulma, niin Thaleen lauseesta seuraa, ettd piste P’ on sellaisen ympyrin kehillid, jolle jana
OA’ on halkaisija. Siis piste P’ on OA’-halkaisijaisella ympyrdlld OP’A” = K, joten ympyrd K
on suoran k inversiokuva.

Kohta c: Olkoon K inversiokeskuksen O kautta kulkeva ympyrd. Koska inversio on
involutiivinen kuvaus, niin kohta c seuraa kédénteisesti kohdasta b. Kerrotaan kuitenkin piikohdat
(pisteiden nimet samoin kuin b-kohdassa). Olkoon OA’ ympyrin K halkaisija ja P’ kolmas
ympyrin K piste (mielivaltainen, kunhan erisuuri kuin O ja A”). Thaleen lauseen nojalla kolmio
OA’P’ on suorakulmainen, joten <OP’A’ = 90 °. Kuvataan inversiolla ympyrian C suhteen
pisteet A’ ja P’ pisteiksi A ja P, jolloin saadaan suora AP. Todetaan suorakulmaisten kolmioiden
OP’A’ ja OAP yhdenmuotoisuus (sks) kuten kohdassa b. Nédin on niytetty, ettd jokainen piste
P sijaitsee pisteen A kautta kulkevalla suoralla AP = k, joka on kohtisuorassa ympyrin K
halkaisijaa O A" vastaan. Siis suora k on ympyrin K inversiokuva.

Kohta d, tapa 1: Olkoon 7 inversiokeskuksen O kautta kulkematon M-keskinen ym-
pyrd. Olkoon PQ ympyrin T halkaisija, joka sisdltyy suoraan OM. Oletetaan, ettd O ei sijaitse
halkaisijalla (todistus on muokattavissa tapaukseen, jossa inversiokeskus sijaitsisi halkaisijalla).
Valitaan ympyriltd T kolmas piste R (mielivaltainen, kunhan erisuuri kuin P ja Q). Kolmio PQR
on suorakulmainen, silld Thaleen lauseen nojalla <PRQ = 90 °. Kuvataan pisteet P, Q ja R
inversioympyridn C = (O, r) suhteen pisteiksi P’, Q" ja R’. Todetaan, ettid kolmiot OPR ja OR’P’
(joilla inversiokeskus yhteisend kidrkend) ovat yhdenmuotoiset (sks), kuten todistuksissa b ja c.
Samoin perustein myos AORQ ~ AOQ’R’. Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat yh-
td suuret, joten {ORP = {OP’R’ (yksi kaari, ks. kuva), ja {ORQ = £{OQ’R’ (x+, viitataan tahdn
myohemmin). Koska R-kérkinen oikokulma (180 °) muodostuu kolmesta vieruskulmasta, joista
kulma PRQ on suorakulma, niin paitelldin, etti <ORP + «QRR’ = 90 °. Kulma QRR’ on yhti
suuri kuin kulma R’Q’P’ (kolme kaarta), koska ne ovat yhtd suurten kulmien s#* vieruskulmat
(oikokulmissa, joiden kirjet R ja Q). Kolmiosta P’Q’R’ tunnetaan siis jo kaksi kulmaa, joille
piatee {R'Q'P" + 4(R'P’Q" = 90 °. Kolmion kolmannen kulman P’R’Q’ on siis oltava suora-
kulma, koska kolmion kulmien summa on euklidisessa tasogeometriassa aina tdsmélleen 180 °
(huom. R-kirkinen oikokulma koostuu samoista kulmista kuin kolmio P’Q’R’). Téiten Thaleen
lauseen nojalla piste R’ sijaitsee sellaisella ympyrilld, jonka halkaisija on P’Q’, eli ympyrilla
T’ = P’Q'R’. Koska molempien ympyrdiden 7 ja T’ halkaisijat sijaitsevat suoralla OM, niin
my0s ympyroiden keskipisteet M ja N sijaitsevat samalla inversiokeskuksen O kautta kulkevalla
suoralla OM. Siis (my6s vastinpisteiden perusteella) ympyrd 77 on ympyrin 7 inversiokuva.
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Kohta d, tapa 2: Olkoon T inversiokeskuksen O kautta kulkematon M-keskinen ja
s-sdteinen ympyrd, eli T = (M, s). Ympyrin T inversiokuvan hahmottelemiseksi piirretdin pis-
teestd O ldhteva puolisuora, joka leikkaa T:n pisteissd A ja B. Kuvataan pisteet A ja B inversiolla
ympyrian C = (O, r) suhteen. Tutkitaan, millaisen uran kuvapisteet A’ ja B’ piirtédvit, kun puo-
lisuora OA leikkaa (ja sivuaa) ympyran 7" mielivaltaisissa pisteissd eli kdytdnnossd pyyhkiisee
ympyrin T yli. Kuvaan on havainnollisuuden vuoksi piirretty puolisuora O A leikkauspisteineen
kahteen eri asentoon. Sivuamispisteessd (A = B) puolisuora on ympyrén 7" tangenttina.

Tiedetddn, ettd s = |M B| = |M A|. Merkitdin janojen pituuksia |OA|, |OB|, |0OA’|,|OB’| ja
|OM | lyhyemmin kirjaimin a, b, @’, b’ ja m. Olkoon lisdksi ¢ tangenttijanan pituus O:sta ympyrin
T sivuamispisteeseen. Inversion médritelmén (méaritelma 2.13) mukaan

ad = bb' = r?.

Liséksi, kun tarkastellaan pisteen O potenssia ympyrdn T suhteen (pisteen potenssi vrt. [Lel,
s. 26, 108-109]), niin tiedetidan ettd
ab =12
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Jaetaan edelliset yhtilot puolittain, ensimméinen (aa’ = bb’ = r?) jilkimmiiselld (ab = ab =
£%), niin saadaan

(+) —=—=—=:1=h
a

missd & on vakio, joka riippuu ainoastaan janojen pituuksista r ja ¢, ja on siis arvoltaan sama
kaikille leikkauspisteiden A ja B sijainneille eli janojen pituuksille a, a’, b ja b'.

Piirretddan janan BM kanssa yhdensuuntainen pisteen A’ kautta kulkeva suora, joka leik-
kaa suoran OM pisteessd Q (huom. Q ei siis ole M:n inversiopiste). Merkitidn |OQ| = ¢ ja
|A’Q| = p. Muodostettu kolmio OQA’ on yhdenmuotoinen kolmion OM B kanssa, silld kkk-
perustelun mukaan niilld on yhti suuret kulmat: yhteinen O-kirkinen kulma seké samankohtaiset
kulmat yhdensuuntaisten suorien leikkauspisteissd. Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinjanojen
pituuksien suhteet ovat keskendidn samat eli

9_49_7p
m b s
Saadaan yhtilot
q_9a . p_d
m b ] s b

Kerrotaan ensimmiinen yhtdlo puolittain pituudella m ja toinen pituudella s, ja sijoitetaan
yhtélostd * saatu vakio h

q:m%th ja p:szzsh.
Taten siis
g=mh=|0M|h=10Q| ja p=sh.

Saaduista yhtiloistd ensimméinen tarkoittaa sitd, ettd Q on aina sama piste puolisuoralla OM,
riippumatta pisteiden A ja B sijainneista (kunhan piste M eli ympyrdan T keskipiste pysyy
paikallaan). Jalkimmaiinen saatu yhtilo tarkoittaa puolestaan sitd, ettd janan pituus p on aina
sama, myoskin riippumatta pisteiden A ja B sijainneista (kunhan janan pituus s eli ympyrdan 7'
sdde pysyy ennallaan).

Lisiksi pisteiden A ja B roolit vaihtamalla, eli piirtimélld yhdenmuotoiset kolmiot OM A ja
OQPR’, saataisiin vastaavasti sama piste Q sekd sama janan pituus |B’Q| = p, koska yhtdlon =
mukaan a’/b = b’ /a.

Siispd kaikkien ympyrilld 7 sijaitsevien pisteiden A ja B kuvapisteet A" ja B’ sijaitsevat
vakioetdisyydelld p pisteestd Q. Titen ympyrin T inversiokuva on Q-keskinen ja p-siteinen
ympyrd " = (Q, p). O

On siis todistettu inversion kuvaussdaannot ympyroiden ja suorien suhteen. Naytetidin seuraa-
vaksi, miten suorista ja ympyroistd koostuva monimutkaisempi kuviorykelmé kuvautuu, jolloin
voidaan tutkia kuvioiden vilisid suhteita kuvauksessa.

Esimerkki 2.15. Piirretddn viisi keskenddn samankokoista ympyrié (A, B, C, D ja E), joiden
keskipisteet sijaitsevat sdd@nnollisen viisikulmion kirjissd, ja sivuamispisteet viisikulmion si-
vujen keskipisteissd. Piirretddn viisikulmion kérkien kautta kulkevat yhdensuuntaiset suorat m
(ympyroiden B ja E keskipisteiden kautta) ja n (ympyroiden C ja D keskipisteiden kautta). Sijait-
koon inversiokeskus O erillddn koskematta kuvioihin. Kuvataan ympyrit A—F ja niiden nimea-
mattomat keskipisteet seké suorat m ja n inversioympyrén O suhteen (ks. kuva 2.4). Ympyroiden
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inversiokuvat eli ympyrit A’, B, C’, D’ ja E’ sivuavat toisiaan (sivuaminen sdilyy). Ympyroiden
erikseen kuvatut keskipisteet eivdt sijaitse endd kuvaympyroiden keskelld, joten kutsutaan nii-
td epikeskipisteiksi. Yhdensuuntaiset (inversiokeskuksen kautta kulkemattomat) suorat m ja n
kuvautuvat ympyroiksi M’ ja N’, jotka sivuavat inversiokeskusta ja kulkevat epakeskipisteiden
(alkuperdisten ympyroiden keskipisteiden inversiopisteiden) kautta. My0s alkuperdisten suorien
ja ympyroiden viliset leikkauspisteet kuvautuvat inversiokuvien leikkauspisteiksi (ei merkitty
kuvaan). Inversiokuvaus titen siis sdilyttidd kaikki leikkauspisteet ja sivuamispisteet.

Kuva 2.4

Inversioympyrin O séteen pituus vaikuttaa muodostuvien inversiokuvien kokoon ja mahdol-
lisesti myOs inversiokuvien etdisyyteen inversiokeskuksesta. Kuvion tai kuviorykelmin inver-
siokuvat ovat kuitenkin aina keskendin yhdenmuotoiset, riippumatta inversioympyrén séteesta.
Vertaa esimerkiksi kuvan 2.4 samankokoisia ympyroitd A—F (jotka sijaitsevat yksittdin tarkastel-
tuna eri etdisyyksilld inversiokeskuksesta) ja niiden erikokoisia inversiokuvia (yhdenmuotoisia
ympyroitd), tai suoria (m ja n) ja niiden inversiokuvia.

Esimerkki 2.16. Naytetddn sitten, miten janoista muodostuva kolmio ABC kuvautuu inversiol-
la ympyrin O suhteen. Jana on osa suoraa, joten jana kuvautuu inversiolla kdytdnnossd suoran
mukana. Olkoon kolmion kylki AB inversiokeskuksesta ldhtevilld puolisuoralla, joten kyseisen
kyljen inversiokuva sijaitsee samalla puolisuoralla. Kolmion kyljet BC ja CA ovat inversiokes-
kuksen kautta kulkemattomilla suorilla, joten ne kuvautuvat ympyrén kaariksi. Katso kuva 2.5.

Invariantit ominaisuudet inversiossa

Kuviot sdilyttivit inversiokuvauksessa tiettyja ominaisuuksiaan, jolloin kyseisid muuttumatto-
mia ominaisuuksia kutsutaan (inversion) invarianteiksi. Tirked invariantti ominaisuus on kulman
sdilyminen. TAma tarkoittaa sitd, ettd kaksi toisiaan leikkaavaa tai sivuavaa kuviota kuvautuvat
inversiolla kuvioiksi, joiden vilinen kulma on sama kuin alkuperéisilla kuvioilla. Ympyrikaarien
vilisella kulmalla tarkoitetaan kaarien leikkaus- tai sivuamispisteeseen piirrettyjen tangenttien

22



Kuva 2.5

vilistd kulmaa. [Cou, s. 158-160] Esimerkiksi kuvaan 2.5 on piirretty kolmion ABC kulman B
ristikulma sekd sen inversiokuva eli kuvion A’B’C’” kulman B’ ristikulma, jotka ovat yhté suuret.

Muutamia tarkeitda esimerkkeja invariantteihin ominaisuuksiin liittyvistd tapauksista [Cou,
s. 158-160]:

* Kun suorat tai ympyrit leikkaavat toisiaan kohtisuorasti, niin kohtisuoruus siirtyy myos
inversiokuville (esim. kuvassa 2.4 suora m leikkaa kohtisuorasti ympyrin B, joten samoin
tekevit myos M’ ja B').

* Toisiaan sivuavien ympyroiden inversiokuvat sivuavat toisiaan (vrt. kuva 2.4). Talloin
ympyroiden sivuamispisteeseen piirretyt tangentit ovat keskendin nollakulmassa (kulma
sdilyy), jolloin ne yhtyvit samaksi suoraksi.

* Ympyrit, jotka sivuavat toisiaan inversiokeskuksessa, kuvautuvat inversiolla keskenédan
yhdensuuntaisiksi suoriksi (kuten kuvassa 2.5). Ympyroiden ainoa yhteinen piste on tal-
16in nimittdin inversiokeskus, joka on inversiokuvauksessa miéritteleméton "piste déret-
tomyydessd", mikd on johdonmukaista, silld yhdensuuntaiset suorat eivét leikkaa toisiaan
adrellisessa tarkasteltavassa tasossa.

* Ympyrit, jotka kulkevat inversiokeskuksen O kautta, ja sivuavat jotakin tason pistetta
A # O, kuvautuvat inversiolla suoriksi, jotka kulkevat pisteen A’ kautta.

Lisédksi inversio kuvaa suorat ja ympyrit toisiksi suoriksi ja ympyroiksi, joten inversio on ympy-
rauskollinen eli ympyrit sdilyttava kuvaus, kunhan suora kisitetdin déretonsateiseksi ympyraksi
[Th, s. 155-156].

Huomautus. Inversio sdilyttdd kuvauksessa aina kuvion kulmien suuruudet, mutta vaihtaa
yleensd kuvion kiertosuunnan (vrt. kuvassa 2.4 ympyraviisikot ja kuvassa 2.5 kolmiot). Ku-
vaus on kulmien sdilyessé ja kiertosuunnan vaihtuessa kdcdntden konforminen, tai kulmien ja
kiertosuunnan siilyessi (suoraan) konforminen [Ros, s. 144]. Kuvion kiertosuunta kuitenkin
poikkeuksellisesti sdilyy inversiokuvauksessa, jos kuvio kuten ympyrén kehi sijaitsee inversio-
keskuksen ympirilld (kuvassa O-keskinen inversioympyra katkoviivalla seki toistensa inver-
siokuvat eli ympyriat ABC ja A’B’C’) — mikid on suoraa konformisuutta ja siksi kummallista,
koska lahteissé [Ros, s. 144] ja [Cou, s. 159] sanotaan inversion olevan nimenomaan kédéntien
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konforminen. Liahteiden yhtenidinen virheellisyys on kuitenkin oletettavasti epauskottavaa, joten
kirjoittaja lienee itse vadrdssi viittdessdadn keksineensd poikkeustapauksen.

2.4 Geometrinen piirtaminen harpilla ja viivaimella

Harpilla ja viivaimella piirtimisen matemaattinen perusta nojaa euklidisen tasogeometrian ak-
sioomiin. Piirtdimisperiaatteista kaksi tiarkeintd ovat: Suora piirretdin kahden pisteen kautta (vii-
vaimella). Ympyrdn piirtamiseksi (harpilla) tdytyy tuntea ympyrin keskipiste ja jokin ympyran
kehdpiste tai ympyrén sdteen pituus. Nimittdin harppipostulaatin [Ros, s. 160] mukaan: "Annet-
tu piste keskipisteeni voidaan piirtdd ympyrd, joka kulkee toisen annetun pisteen kautta." My0s
konstruktiotehtivi, jossa on annettu ympyrin keskipiste ja sdade, palautuu harppipostulaattiin.
Harppi-viivainkonstruktioiden etsittivit pisteet 10ytyvit suorien ja ympyroiden leikkauspisteis-
ta. [Lel, s. 19-22]

Kiinnostavaa lisitietoa harpilla seki viivaimella piirtamisestd suositellaan etsimédin esimer-
kiksi oppikirjasta [Ros, s. 160-204], joka sisdltdd myOs harjoitustehtivid aiheesta. Kyseista
ldhdettd ei kuitenkaan ole hyodynnetty enempéi tdassd alaluvussa, koska luku oli jo kirjoitettu
lahteen 10ytyessa.

Esitetddn seuraavaksi keinoja konstruoida tiettyjd haluttuja pisteitd tai kuvioita. Menetel-
mit on muisteltu ja paitelty suurelta osin kirjoittajan pohjatietojen varaisesti, jolloin ldhdetta ei
ole mainittu. Osa esitettdvistd menetelmistd on toki 10ydetty 1dhdekirjallisuudesta, jolloin lih-
teisiin viitataan. Kaikkia seuraavia menetelmid on kaytetty tamin tutkielman lukuisten kuvien
piirtimiseen. Tassd ty0ssd on runsaat kolmesataa (ehkédpa 324) itse piirrettya kuvaa.

Janan puolittaminen, janan keskinormaali seka janan Keskipiste

Olkoon puolitettava jana AB. Valitaan harpin siteeksi esimerkiksi |AB| (kuitenkin véhintddn
puolet janan pituudesta); mitd suurempaa harpin sadettd kéytetddn, sitd helpompaa on piirtaa
tarkka piirros pitkén viivaimen avulla. Piirretdiin harpilla A- ja B-keskiset ympyrit, jotka leik-
kaavat toisensa pisteissd R ja S. Piirretdidn suora RS, joka leikkaa janan AB kyseisen janan
keskipisteessd M.

Suora RS on erityisesti janan AB keskinormaali: Tasakylkiset kolmiot RSA ja RSB ovat
yhtenevit (sss), joten niilld on yhtd suuret kantakulmat <M RA = (BRM. Kolmiot RAM ja
RBM ovat tilloin yhtenevit (sks), joten niiden vastinkulmat ovat yhtéd suuret, kuten erityisesti
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LAMR = (RM B (vieruskulmat), minka lisiksi kolmioiden vastinsivut ovat yhta pitkit, jolloin
erityisesti |[AM| = |BM|. Siis M on janan AB keskipiste, ja vieruskulmansa kanssa oikokulman
muodostavat yhtd suuret kulmat ovat suoria. Siis suora RS on janan AB keskinormaali. [Lel,
s. 21]

Janan keskipisteen etsimisen avulla saadaan siis janan pituus puolitettua. Samalla piirretty
suora RS on kohtisuorassa janaa AB vastaan, joten suora ja jana ovat toistensa normaalit —
lisdksi suora on janan keskinormaali. Normaalien vilinen kulma on suorakulma eli 90 °.

Normaali tietyn pisteen kautta ja suorakulma

Sijaitkoon piste P suoralla k tai suoran k ulkopuolella. Piirretdéin P-keskinen ympyré, joka
leikkaa suoran k pisteissd Q ja R. Piirretddn janan QR keskinormaali (Q- ja R-keskiset sa-
mansiteiset ympyrit, niiden leikkauspisteet S ja 7', sekd suora ST). Piste P kuuluu janan QR
keskinormaalille (P € ST, koska P-keskisen ympyrin siteet ovat yhté pitkét |PQ| = |PR|. Piir-
retty keskinormaali on siis suoran k normaali, joka kulkee pisteen P kautta. [Lel, s. 21] Jos piste
P on suoran k piste, niin P sijaitsee suoran ja normaalin leikkauspisteessd, jolloin P € k N ST.

Kulmanpuolittaja

Olkoon piste O puolitettavan kulman kérki. Piirretdan harpilla O-keskinen ympyrd, joka leikkaa
kulman kyljet pisteissd P ja Q. Piirretdédn sitten janan PQ keskinormaali (P- ja Q-keskiset
ympyrit samalla séteelld, niiden leikkauspisteet R ja S, sekd suora RS). Jos pidetddn harpin
siteend koko ajan |OP|, osuu leikkauspiste R tdsmilleen pisteeseen O (eli R = 0O), jolloin
saadaan suunnikas OPSQ. Joka tapauksessa suora RS = OS kulkee puolitettavan kulman kirjen
eli pisteen O kautta. Kolmiot POR ja QOR (tai kolmiot POS ja QOS) ovat yhtenevit (sss), joten
yhtenevien kolmioiden vastinkulmat ovat yhti suuret, erityisesti K ROP = {QOR. Suora RS siis
jakaa alkuperdisen kulman tasmaélleen kahtia ja on titen tavoiteltu kulmanpuolittaja. [Lel, s. 22]
Huom. kulmanpuolittaja RS puolittaa my0s alkuperdisen kulman ristikulman.

Kiinnostava fakta: Kaksi erisuuntaista suoraa leikkaavat toisensa jakaen tason neljidin sekto-
riin (eksplementtikulmat yhteensi 360 °), eli muodostaen kaksi ristikulmaparia. Kummallekin
ristikulmaparille on olemassa omat kulmanpuolittajansa (kuvassa katkoviivalla), jotka leikkaa-
vat toisensa kohtisuorasti.
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Janan siirtaminen, lyhentiminen ja pidentidminen

Olkoon siirrettdvd janan pituus |AB| = k. Piirretddn uuden janan ensimmiinen padtepiste
A’ haluttuun paikkaan. Otetaan harppiin séteeksi siirrettdvin janan pituus k, ja piirretddn A’-
keskinen ympyra. Siirretyn janan toinen péitepiste B’ on mielivaltainen ympyrin kehépiste.

A B . eB
—

Janaa CD voidaan lyhentdd tai pidentdd halutun pituuden x verran piirtimalld janan toiseen
padtepisteeseen (valitaan D) x-sidteinen ympyrd. Ympyrd leikkaa janan CD pisteessd R ja janan
jatkeen pisteessd S. Haluttu lyhennetty jana on CR ja pidennetty jana CS.

// X N
/ / \\
R,/ // \S
o ———— @ — @ -——--—-- /.—777
C \ D '

Yhdensuuntainen suora

Konstruoidaan suoran k kanssa yhdensuuntainen suora, joka kulkee pisteen P kautta (P ¢ k).
Piirretddn suoralle £ mielivaltainen piste Q (kuitenkin kauemmaksi pisteestd P kuin suoran ldhin
piste). Otetaan harppiin siteeksi |PQ| ja piirretddn Q-keskinen ympyré, joka leikkaa suoran k
pisteissd R ja S. Otetaan harppiin siteeksi |PR| ja piirretddn S-keskinen ympyri, joka leikkaa
Q-keskisen ympyréan (suoran k molemmin puolin). Olkoon pisteen P puolella suoraa oleva
leikkauspiste T'. Tasakylkiset kolmiot POR ja TQS ovat yhtenevit, yhti pitkien vastinsivujen
takia (sss). Siispé pisteet P ja T ovat yhtd kaukana suorasta k, joten suora PT || k.

k R

Naytetddn seuraavaksi, miten piirretiin suoran k kanssa yhdensuuntainen suora tietyn etdi-
syyden d péadhin suorasta k. Piirretddn suoran k mielivaltaiseen pisteeseen d-siteinen ympyra.
Piirretddn suoran k normaali kulkemaan d-siteisen ympyrin keskipisteen kautta. Normaali leik-
kaa ympyrin pisteissd R ja S, jotka ovat halutulla etdisyydelld suorasta k. Pisteiden R ja S kautta
kulkevat suoran k suuntaiset suorat voidaan konstruoida usealla eri tavalla: Tavoiteltava suora
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on nimittdin i) ympyrin tiettyyn pisteeseen piirretty fangentti seki ii) normaalin tietyn pisteen
kautta kulkeva normaali. Ympyrin tangentti piirretddn tosin itse asiassa nimenomaan ympyrin
sivuamispisteeseen piirretyn sidteen normaalina (esitetddn seuravaksi), joten on lopulta aivan
sama, kummin pdin tilannetta ajattelee. Liséksi voidaan kiayttdd toki edelld esitettyd menetel-
mai (yhdensuuntainen suora tietyn pisteen kautta), mutta helpompaa on hyodyntii jo olemassa
olevia apukuvioita (normaalia ja ympyraa).

Ympyrin tangentti

Ympyrii pisteessd G sivuava tangentti on sivuamispisteeseen G piirretyn ympyrdn sdteen nor-
maali. Ympyrin sidteen piirtimiseksi on tunnettava siis myos ympyrin keskipiste.

G

Yhteistangentit

Kutsutaan kahdelle kuviolle yhteisii tangentteja yhteistangenteiksi. Yhteistangentteja konstruoi-
daan tdssé tutkielmassa ympyrén ja suoran erilaisille pariyhdistelmille (Y'Y, SY ja SS). Esitetdan
seuraavaksi kukin tapaus erikseen.

Kahden ympyran (YY) vdliset yhteistangentit vastaavat perinteistd tangenttikasi-
tystd, joten ne ovat ympyroitd sivuavia suoria, jotka lisdksi kulkevat ympyroille yhteisten ho-
motetiapisteiden kautta: Jos ympyrit sijaitsevat erilldén toisistaan ja toistensa ulkopuolella, niin
ympyroiden vilissd kulkevat kaksi yhteistangenttia leikkaavat toisensa ympyroiden sisdisessdi
homotetiapisteessd, ja kaksi muuta yhteistangenttia leikkaavat toisensa ympyrdoiden ulkoisessa
homotetiapisteessd. Yhteistangentteja on olemassa télloin siis yhteensd neljd. Homotetiapisteet
sijaitsevat ympyroiden keskipisteiden kautta kulkevalla suoralla. Homotetiapiste on sellainen
piste (homotetiakeskus), josta katsottuna molemmat ympyrét néyttdvdt yhtenevilta eli samanko-
koisilta ja samanmuotoisilta. Homotetia on nimittdin yhdenmuotoisuuskuvaus [Lel, s. 48—49].
Homotetian ymmartdminen ei kuitenkaan ole vilttdmétontd yhteistangenttien piirtimisen kan-
nalta. Esitetddn homotetiapisteiden konstruoiminen ldhteen [Ku, s. 40] mukaan (kyseinen artik-
kelildhde esittelee lisdksi erinomaisen havainnollisesti Apollonioksen ongelman ratkaisemisen
mm. homotetian sekd hyperbelien avulla). Piirretdin ympyroiden keskipisteitd sivuava suora.
Piirretdin keskipisteiden kautta kulkevat suoran normaalit. Piirretdéin normaalien ja ympyroiden
vilisten leikkauspisteiden kautta kulkevat kuvanmukaiset suorat, jotka leikkaavat ensimméiisen
(keskipisteitd sivuavan) suoran etsityissd pisteissd, eli sisdisessd S ja ulkoisessa U homote-
tiapisteessd. Homotetiapisteet ovat keskendidn yhdenmuotoisten suorakulmaisten kolmioiden
karkipisteitd perustelun kk nojalla (paiteltivissa jopa kkk).
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Yhteistangentit kulkevat homotetiapisteiden (S ja U) kautta ja sivuavat ympyroitd sivuamis-
pisteissd, jotka konstruoidaan Thaleen lauseen nojalla: Ympyrin keskipiste ja homotetiapiste
ovat halkaisijan padtepisteet sellaiselle apuympyrille, joka leikkaa ympyrin etsityissd sivua-
mispisteissd. Etsitddn siis kunkin ympyrin keskipisteen ja homotetiapisteen (S tai U) vilisen
janan keskipiste (kuvassa harmaat pisteet), jotka keskipisteini piirretdan halkaisijan paitepistei-
td sivuavat (katkoviivoitetut) apuympyrit. Apuympyrin ja ympyrin viliset leikkauspisteet ovat
etsityt sivuamispisteet. Yhteistangentti piirretddn yhdistimélld homotetiapiste (S tai U) ja sen
kanssa samalla apuympyrilld oleva leikkauspiste kyseisid pisteitd sivuavalla suoralla.

Kahden ympyrin vilinen ulkoinen homotetiapiste on olemassa aina, paitsi silloin, jos ympyrit
sijaitsevat sisdkkdin ja erilldédn toisistaan. Kahden ympyrin vilinen sisdinen homotetiapiste on
olemassa ainoastaan, jos ympyrit sijaitsevat toistensa ulkopuolella (joko erilldédn toisistaan tai
sivuten toisiaan). Kahdella ympyrilld voi titen olla olemassa yhteistangentteja neljd, kolme,
kaksi, yksi tai nolla (kuvassa katkoviivalla), riippuen ympyroiden keskindisesti sijainnista.

Suoran ja ympyrdn (SY) vdliset yhteistangentit eivit puolestaan vastaa tdysin
ajatusta, ettd yhteistangentti sivuaisi kahta kuviota. Suora ei nimittdin voi sivuta toista suo-
raa. Hyviksytddn kuitenkin suora—ympyréparin yhteistangenteiksi ympyrén tangentit, jotka ovat
suoran suuntaiset. Téllaisia yhteistangentteja on olemassa enintdéin kaksi, yksi yhteistangentti
(kuvassa katkoviivalla) ympyrdn molemmin puolin. SY-kuvioparin kuvioiden vilinen sijainti
on yhteistangenttien kannalta merkitykseton, paitsi, jos suora sivuaa ympyrad, jolloin yhteistan-
gentteja on olemassa vain yksi (koska suora ei voi olla itse oma yhteistangenttinsa).
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Kahden suoran (SS) védlisiad yhteistangentteja on olemassa vain, mik&li suorat
ovat yhdensuuntaiset. Talloin hyviksyttivid yhteistangentteja ovat kaikki yhdensuuntaisen suo-
raparin kanssa yhdensuuntaiset suorat (kuvassa katkoviivalla), joita on olemassa dédreton maara.

Pisteen inversiopiste

Esitetddn seuraavaksi, miten piirretdén pisteen P inversiopiste P’ inversioympyrin C suhteen
kiyttden ainoastaan harppia ja viivainta. Olkoon inversioympyrin keskipiste O ja sade r.

Kuvattava piste inversioympyran ulkopuolella

Esitetddn kaksi erilaista tapaa konstruoida inversiopiste P’ inversioympyrin sisdpuolelle. En-
simmiinen tapa noudattaa ldhdetta [Cou, s. 144—145].

Tapa Ul: Sijaitkoon piste P ympyrin C = (O, r) ulkopuolella, jolloin |OP| > r. Otetaan
harppiin siteeksi |OP|, ja piirretdén pistettd P keskipisteend kayttden kaari, joka leikkaa ympyrin
C pisteissd R ja S. Nama pisteet keskipisteind piirretadn r-sateiset kaaret, jotka leikkaavat sekd
O:ssa ettid suoralla OP sijaitsevassa pisteessd P’.

Tasakylkisilld kolmioilla ORP ja ORP’ on yhtd suuret kantakulmat, eli
LORP = {POR = (RP’'O = «P'OR,

joten kolmiot ovat yhdenmuotoiset (kk). Yhdenmuotoisuuden takia kolmioiden vastinsivujen
pituuksien viliset suhteet ovat samat, joten

|OP|  |OR|
|OR| — |OP'|’
Koska |OR| = r, niin toisin sanoen
(%) |OP| - |OP'| = r2.

Siispd piste P’ on inversion méiritelman mukaisesti inversiopiste pisteelle P. Edelld on hyodyn-
netty aiemmin mainitun ldhteen lisiksi lahdettd [Lel, s. 52, 59].

Tapa U2: Inversiopiste P’ voidaan konstruoida myos toisella tapaa, ldhteen [Ros, s. 139]
mukaisesti. Sijaitkoon piste P ympyrian C = (O, r) ulkopuolella, jolloin |OP| > r. Piirretdin
pisteen P kautta kulkevat ympyrin C tangentit (Thaleen lauseen avulla). Olkoot tangenttien ja
ympyrén sivuamispisteet V ja W. Suora VW leikkaa suoran OP etsityssi inversiopisteessd P’.
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Todistetaan piirrosmenetelmin pitevyys yhdenmuotoisten kolmioiden avulla. Suorakulmaiset
kolmiot OPV ja OV P’ ovat yhdenmuotoiset, koska niilld on yhteinen O-kérkinen kulma seki
lisdksi yhté suuret suorat kulmat (kk). Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivut ovat yhti pitkat,
joten saadaan verranto

|OP| _ |OV]

lov| — |oP|

eli
|OP| - |OP'| = |OV|* = r*.

Téten P ja P’ ovat inversion médritelmidn mukaisesti toistensa inversiopisteet.

Kuvattava piste inversioympyrdn sisdpuolella

Esitetddn edellisille menetelmille kédénteiset tavat konstruoida inversiopiste P’ inversioympyrén
ulkopuolelle. Ensimmaéinen tapa noudattaa ldhdettd [Cou, s. 144—-145].

Tapa S1: Sijaitkoon piste P ympyrin C = (O, r) sisdpuolella, joten |OP| < r. Edelld
esitetyn tavan U1 konstruktio ja todistus patevit, kunhan |OP|-sdteinen ja P-keskinen ympyra
leikkaa ympyrian C kahdessa pisteessd. Siis vaatimuksena on, ettd |OP| > r/2, silli muutoin
P-keskisen harpin |OP|-kaari ei yletd leikkaamaan ympyrdd C. Menetelmd Ul toimii tdssa
tapauksessa titen ainoastaan vélilldr» /2 < |OP| < r,eli silloin kun piste P on sijaitsee ldhempéna
ympyrin C kehdi kuin keskipistetta.

Jos kuvattava piste P sijaitsee inversiokeskuksesta O katsoen etdisyydelld 0 < |OP| < r/2,
niin taytyy kiyttdd seuraavaa apukeinoa. Etsitdédn ensiksi puolisuoralta O P sellainen ympyrin C
ulkopuolella sijaitseva piste R, jonka etdisyys O:sta on |O P|:n kokonaislukuinen monikerta

(*) |OR| = n-|OP],

missdn € Z, ja|OR| > r. Piste R 10ytyy helposti harpin avulla, kun otetaan harpin séteeksi |OP)|

N
C 7 N
4 \
/ \ N -
’/ 0 P DN | P
\
. e e
;
PR R R /
/
\ s / /
\ // /
N ,

ja piirretddn puolisuoralle OP pisteitd (harpin séteen vilein), kunnes pédstiin inversioympyrin
ulkopuolelle. Kuvan tapauksessa |OR| = 4 - |OP|. Etsitddn sitten ympyrdan C ulkopuolisen
pisteen R inversiopiste R’ edelld esitetylld (inversioympyrian ulkopuolella sijaitsevan pisteen)
menetelmailld. Piste R’ on piirretty kuvaan. Toistensa kddnteispisteille R ja R’ pitee

2 = |0R'| - |0R| ¥ |OR| - (n-|0P|) = (n - |OR')) - [OP|,
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josta poimitaan erityisesti yhtasuuruus
(n-|OR'])-|OP| = r*.

Etsitylle inversiopisteelle P’ pétee inversion mééritelmén (vrt. yhtilo %, joka on involuution
ansiosta vertailukelpoinen) ja edellisen yhtdlon mukaan

|OP'| =n- |OR|,

missd n on sama kokonaisluku kuin yhtdlossd . Luku n kertoo, monenko |OR’|:n mittaisen
janan jilkeen pdistddn (O:sta aloittaen) pisteeseen P’. Kuvan tapauksessa |OP’| =4 - |OR/|.

Tapa S2: Inversiopiste P’ voidaan konstruoida inversioympyrin C ulkopuolelle myds tis-
maélleen kédnteisesti tapaan U2 ndhden. Sijaitkoon piste P ympyrian C = (O, r) sisdpuolella,
joten |OP| < r. Piirretddn suora O P sekd sen normaali, joka kulkee pisteen P kautta. Normaali
leikkaa ympyrdn C pisteissd V ja W. Piirretdan pisteiden V ja W kautta kulkevat ympyrdan C
tangentit, jotka leikkaavat toisensa ympyrin ulkopuolella etsityssé inversiopisteessd P’. Tavan
U2 todistus pitee, kunhan vaihdetaan pisteiden P ja P’ roolit.

Ympyran keskipiste

Ympyrin tuntematon keskipiste voidaan selvittdd esimerkiksi kahdella seuraavalla tavalla. Me-
netelmista ensimmainen on kovin kiteva. Toinen menetelma on teoreettisesti kiinnostava, mutta
ehkd turhan vaivalloinen, mikéli keskipisteitd tiytyy etsid useita.

Tapa 1: Piirretddn ympyrin kehille mielivaltaiset kolme eri pistettd. Piirretdin kahden
pisteparin viliset keskinormalit. Keskinormaalit leikkaavat toisensa ympyrin keskipisteessd.
Kyseinen leikkauspiste on nimittédin yhté etdilla valituista mielivaltaisista pisteistd, koska janan
keskinormaalin jokainen piste on yhti etéddlld janansa péatepisteistd [Ma, s. 29].

Tapa 2: Olkoon tiedossa ainoastaan ympyrdan C kehd. Valitaan ympyriltd mielivaltainen
piste P € C. Piirretddn P-keskinen mielivaltainen ympyrd, joka leikkaa ympyrian C pisteis-
sd R ja S. Pidetddn harpin siteend yhd |PR| = |PS|, ja piirretddn R- ja S-keskiset pisteen P
kautta kulkevat ympyrinkaaret, jotka leikkaavat my0s pisteessd Q. Verrataan piirrettyd kuvio-

ta kuvaan (s. 29, tapa Ul), jossa on konstruoitu ympyridn ulkopuolisen pisteen inversiopiste
inversioympyrén sisédlle. Huomataan siis, ettd etsitty ympyrdan C tuntematon keskipiste on pis-
teen Q inversiopiste (P-keskisen ympyrén suhteen) eli Q. [Cou, s. 145-146] Siispi jatko-ohje
piirtimiseen on konstruoida pisteen inversiopiste.
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Suoran, ympyrin, janan ja ympyrikaaren inversiokuvat

Suoran ja ympyrdn kuvautuminen (inversiolla ympyridn suhteen) on selitetty lauseessa 2.14
sivulta 17 alkaen. Jana on osa suoraa, joten janat kuvautuvat suorien tavoin. Ympyrikaari
puolestaan on osa ympyrad, joten ympyrikaaret kuvautuvat luonnollisesti ympyrdiden tavoin.
Katso janojen ja kaarien kuvautumista esittdvd kuva 2.5 sivulla 23. Seuraavaksi esitettavit
kuvioiden kontruoimisen ohjeet on paitelty kiytannossi lauseen 2.14 perusteella.

Suoran kuvaaminen: Inversiokuvaus ympyrin C = (O, r) suhteen voi kuvata suoran k
joko 1) suoraksi k” tai 2) ympyriksi K’. 1) Jos suora k kulkee inversiokeskuksen O kautta,
kuvautuu suora itselleen (K = k), jolloin mitdin piirtimistoimenpiteiti ei tarvita. 2) Jos suora k
ei kulje inversiokeskuksen kautta, se kuvautuu inversiokeskusta sivuavaksi ympyraksi K. Talldin
tunnetaan siis piirtdmisen kannalta jo yksi inversiokuvan kehépiste (eli sivuamispiste O, vaikka
inversiokeskusta ei inversiokuvauksen kannalta olekaan mééritelty). Piirretdan suoralle lisidksi
vahintddn mielivaltaiset kaksi eri pistettd (tai varmuudeksi kolme; U, V ja W), ja kuvataan
ne inversiolla ympyrin C suhteen. Etsitdin inversiopisteiden méédrddmin kuvaympyridn K’ =
U'V'W’ = U'V’O keskipiste. Piirretdan ympyra K’ keskipisteensi ja jonkin kehdpisteensa avulla.
Oikotie: Jos inversiokeskuksen kautta kulkematon suora k leikkaa inversioympyrdan C, niin
kuvaympyrd K’ kulkee suoran ja inversioympyrin leikkauspisteiden R ja S kautta (inversion
kiintopisteet). Talloin tiedetdin siis jo valmiiksi ympyrdan K’ = ORS kolme pistetta.

Ympyrdn kuvaaminen: Inversiokuvaus ympyrin C = (O, r) suhteen voi kuvata ympyrdn
H joko 1) suoraksi A’ tai 2) ympyriksi H'. 1) Jos ympyrd H kulkee inversiokeskuksen O kaut-
ta, kuvautuu ympyré suoraksi #’, joka ei kulje inversiokeskuksen kautta. Piirretddn ympyrille
mielivaltaiset kaksi eri pistettd (sellaiset M ja N, ettd M # N), ja kuvataan pisteet inversiolla
ympyrian C suhteen. Piirretddn inversiopisteiden maarddma suora M’N’. Oikotie: Jos ympyra
H leikkaa inversioympyrén C (leikkauspisteissd R ja S), niin ympyrédn kuva on suora 4’ = RS.
2) Jos ympyra H ei kulje inversiokeskuksen kautta, se kuvautuu inversiokeskuksen kautta kul-
kemattomaksi ympyriksi H’. Piirretddn ympyridn kehélle mielivaltaiset kolme eri pistettd (D,
E ja F), ja kuvataan ne inversiolla ympyrdn C suhteen. Etsitdédn inversiopisteiden midradméan
kuvaympyrin H' = D'E’F’ keskipiste. Piirretdédn ympyrd H’ keskipisteensi ja jonkin kehépis-
teensd avulla. Oikotie: Jos ympyran H keskipiste 7' tunnetaan, niin ympyrd H’ on helpointa
piirtdd seuraavasti. Piirretddn suora OT, joka leikkaa ympyrdn H sen erddn halkaisijan pdétepis-
teissd. Kuvataan péaitepisteet inversiolla, jolloin saadaan ympyrdn H’ halkaisijan piitepisteet.
Puolitetaan saatu jana, jolloin 10ytyy jo ympyrian H’ keskipiste.

Janan kuvaaminen: Olkoon jana XY osa suoraa k, joten jana kuvautuu aina kyseisen suo-
ran mukana. Janan inversiokuva piirretddn kuvaamalla janan péitepisteet inversiolla ympyrin
C suhteen, minka lisdksi on tarkasteltava, minne mielivaltainen janan piste Z (paitepisteiden
vililtd) kuvautuu. Tilld tavoin voidaan varmistua siitd, millainen inversiokuvio piirretdéan. 1) Jos
suora k kuvautuu suoraksi k¥’ = k (kun k kulkee inversiokeskuksen kautta), niin janan kuva
piirretddn viivaimella. Tapaus jakautuu lisdksi kahdeksi eri tilanteeksi. Jos jana ei sivua inver-
siokeskusta (O ¢ XY), niin janan inversiokuva on jana X’Y’, jolloin jana yksinkertaisesti siirtyy
suoralla (my0s janan pituus voi muuttua). Jos jana sivuaa inversiokeskusta (O € XY), syntyy-
kin janan inversiokuvaksi kaksi puolisuoraa, joiden alkupisteet ovat X’ ja Y’, ja jotka jatkuvat
inversiokeskuksesta poispdin ddrettomyyteen. Puolisuorat syntyvit sen tdhden, ettd inversiokes-
kus sijaitsee janalla XY, ja koska O:n epivirallinen kuvapiste on piste ddrettomyydessd. Suoran
voidaan nimittdin ajatella olevan déretonsdteinen ympyri, jonka yhtendinen kaari puolisuorat
yhteensi ovat. 2) Jos suora k kuvautuu ympyrdksi K’ (kun k ei kulje inversiokeskuksen kautta),
piirretddn janan kuva harpilla. Piirretddn tidlloin mainitut kolme inversiopistettd, jotka midraa-
vit ympyran K’ = X’Z’Y’. Konstruoidaan inversiopisteiden madrddman ympyrian keskipiste, ja
piirretdan kaari X’ Z’Y’ siten, ettd kaaren paitepisteet yhdistetdan siltd puolelta ympyrin kehad,
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missd piste Z’ sijaitsee.

Ympyradkaaren kuvaaminen: Olkoon kaari PRQ osa ympyrdaa H, joten kaari kuvautuu
aina kyseisen ympyrian mukana. Kaaren inversiokuva piirretdin kuvaamalla kaaren piitepisteet
sekd yksi mielivaltainen kaaren piste R (paatepisteiden valiltd) inversiolla ympyrdn C suhteen.
Inversiopisteet yhdistetddn joko viivaimella tai harpilla. 1) Jos ympyrd H kuvautuu suoraksi h’
(kun H kulkee inversiokeskuksen kautta), niin kaaren inversiokuva piirretdin viivaimella. Ta-
paus jakautuu kahdeksi eri tilanteeksi (vastaavasti kuin janaa kuvattaessa). Jos kaari ei sivua
inversiokeskusta (O ¢ PRQ), niin inversiokuva on jana P’Q’ (R’ € P’Q’). Jos kaari sivuaa inver-
siokeskusta (O € PRQ), niin kaaren inversiokuvaksi syntyy kaksi puolisuoraa, joiden alkupis-
teet ovat P’ ja Q’, ja jotka jatkuvat inversiokeskuksesta poispdin ddrettomyyteen. 2) Jos ympyrd
H kuvautuu ympyrdiksi H' (kun H ei kulje inversiokeskuksen kautta), piirretdin inversiokuva
harpilla. Piirretddan mainitut kolme inversiopistettd, jotka madraavit ympyrian H = P’Q’R’. Kon-
struoidaan inversiopisteiden madraamin ympyrin keskipiste, ja piirretdan kaari P’R’Q’ siten,
ettd padtepisteet yhdistetddn siltd puolelta ympyran kehdd, missa piste R’ sijaitsee.

Tarkistukseksi voi aina kuvata ylimiirdisen mielivaltaisen kuvattavan kuvion pisteen, jotta
nikee yliméardisen inversiopisteen osuvan piirretylle inversiokuvalle.
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3 Ratkaisukonstruktiot harpilla ja viivaimella

Apollonioksen ongelman annetut kolme kuviota voivat olla pisteitéd (P), suoria (S) tai ympyroita
(Y), joten mahdollisia kolmen kuvion kombinaatioita on kymmenen erilaista: PPP, SSS, PPS,
PSS, PPY, PSY, SSY, PYY, SYY ja YYY. Kuviokolmikot on tissi lueteltu ratkaisukonstruktion
piirtimisen kannalta suunnilleen helpoimmasta vaikeimpaan, missi jarjestyksessi tapaukset tis-
sd luvussa myos esitetddn. Esimerkiksi kaksi helpointa tapausta ovat kolmen pisteen (PPP) ja
kolmen suoran (SSS) tapaukset. Ratkaistuja helppoja tapauksia voidaan hyodyntdéd apuvilinei-
nd myohemmisséd vaikeammissa tapauksissa, jolloin vaikkapa kolmen pisteen tangenttiympyrin
konstruointimenetelméin viitataan menetelmind PPP. Tilld tavoin menetelmévarasto karttuu
ratkaisu ratkaisulta. Viimeiseni ratkaisukonstruktiona esitelldén tapauksista ehdottomasti mer-
kittdavin, kolmen annetun ympyrin tapaus (YYY).

Annetusta kuviokolmikosta voidaan joissakin tapauksissa muodostaa helpommin ratkeava
kuvioasetelma muuttamalla (pienentamilla tai kasvattamalla tietyn janan h verran) annettujen
ympyroiden sdteitd ja vastaavasti siirtamdlld annettuja suoria yhdensuuntaissiirroilla (saman
janan h verran). Tamai erityinen jana A voi olla esimerkiksi annetuista ympyroistd pienimmén
sade, jotta se kutistuisi pisteeksi (keskipisteekseen). Pisteille on nimittidin helpointa 10ytaa tan-
genttiympyrit. Tangenttiympyridn 10ydyttyd (helpommin ratkeavalle apukuviokolmikolle) sen
sadettd muutetaan janan s verran, jotta saadaan alkuperdistd kuviokolmikkoa sivuava ratkai-
suympyrd. Talld tavoin 10ydetddn kaikki mahdolliset ratkaisuympyrit, kunhan muodostetaan
sopivanlaisia apukolmikoita. [Bu, s. 165]

Ratkaisun apuvilineend kidytetaddn tarvittaessa lisdksi inversiokuvausta ympyrdn suhteen, silla
se on erittdin kiyttokelpoinen tydkalu geometrisissa ongelmissa, joissa esiintyy ympyroité ja suo-
ria sekd niiden tangentteja. Inversiokuvauksella on tarkoitus kuvata annetut kuviot toisenlaisiksi
ympyroiksi ja suoriksi, joiden tangenttiympyrit on helpompi konstruoida. Tangenttiympyroiden
loydyttyd ne kuvataan inversiolla alkuperdistd kuviokolmikkoa sivuaviksi ratkaisuympyroiksi.
[Bu, s. 165]

Ratkaisuympyrin piirtamiseksi harpilla tiytyy tuntea kyseisen ympyrén keskipiste seké jokin
kehdpiste tai sdde (eli janan paitepisteet). Ne ovatkin ratkaisuissa tavoiteltavat pisteet kaikessa
yksinkertaisuudessaan.

Seuraavaksi esitettidvien ratkaisujen karkea ideatasoinen malli on saatu lihteestd [Us, s. 10—
18], ellei toisin mainita. Kyseisessi pro gradu -tutkielmassa kéytetty alkuperdinen verkkosivuldh-
de ei ole enéi saatavilla, joten ratkaisujen piirtamisen tarkemmat yksityiskohdat on siksi péitelty
omatoimisesti enimmaékseen itse, mutta osaksi myos jonkin muun lihteen (kuten timén tutkiel-
man ohjaajan Kerkko Luoston) avustuksella. Lahteen [Us, s. 10—18] toissijaisuuden vuoksi on
valitettavasti epdselvad, kenen tai keiden matemaatikoiden keksimid esitettiavit ratkaisumenetel-
mit alunperin ovat. PSY-kolmikon yleiseen ratkaisumenetelmaéin liittyvén tietopuutoksen takia
on lisdksi keksitty itse joitakin vaihtoehtoisia ratkaisumalleja (1dhteiden ulkopuolelta), kirjoitta-
misen aikana karttuneen menetelméavaraston avulla. Itse péétellyt vaihtoehtoiset ratkaisumallit
saattavat toki todennékoisesti olla (tai olla olematta) yleisesti tunnettuja.

Tutkielmassa esitettaviat Apollonioksen ongelman ratkaisujen konstruktiomenetelmét ovat
siis erddt lukuisten mahdollisten menetelmien joukosta. Lienee siis mahdollista, ettd olisi ole-
massa ketterampii ja helpompiakin ratkaisumenetelmié, kuin tutkielmassa esitettéavit tavat, mut-
ta niinhén kai aina on. Geometria on vieldpa jatkuvasti kehittyvd matematiikan osa-alue, joten
ehkipa kaikista paras menetelmi on yhi jopa keksimittd. Seuraavaksi esitettdvit menetelmat
ovat kuitenkin joka tapauksessa vihintdénkin toimivia.

Nimetddn annetut suorat pienilld kirjaimilla {a, b, ¢} ja annetut pisteet sekd ympyrit samoil-
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la mutta suurilla kirjaimilla {A, B, C}. Piirretdéin ratkaisukonstruktioissa annetut kuviot seka
ratkaisuympyrit paksummin kuin muut kuviot: annetut suorat ja ympyrit paksulla yhtendi-
selld viivalla, annetut pisteet hivenen suurempina kuin muut pisteet, ratkaisuympyrit paksulla
(yhtendiselld tai katkonaisella) viivalla, ja kaikki muut apukuviot ohuella viivalla.

3.1 Piste — piste — piste (PPP)

Olkoon annettu kolmikko kolme pistettd A, B ja C. Pisteitd sivuava yksi ainoa ratkaisuympy-
rd on kolmion ABC ympiarysympyria (eli kolmion ympéri piirretty ympyrd), jonka keskipiste
sijaitsee kolmion keskinormaalien leikkauspisteessi. Piirretdén siis janat AB, BC ja CA sekid
niiden keskinormaalit (ks. janan puolittaminen s. 24). Kaikki keskinormaalit leikkaavat toisensa
pisteessd O, joten on ratkaisun kannalta toki riittdvaa piirtdd vain kaksi keskinormaalia. Piste
O on yhti etdilla kaikista annetusta pisteistd { A, B, C'}, koska janan keskinormaalin ominaisuus
on, ettd keskinormaalin jokainen piste on yhtd etdilld janansa paitepisteistd [Ma, s. 29]. Taten
|OA| = |OB| = |OC| = r. Tiedetdin siis kaikki tarvittava, eli tangenttiympyrén keskipiste ja
sdde. Otetaan harppiin séteeksi r ja piirretdin ratkaisuympyra (O, r).

\

Kolmen pisteen tapauksessa on olemassa enintiin yksi ratkaisuympyri. Ratkaisuympyraa ei
ole olemassa kuitenkaan lainkaan, mikéli annetut pisteet sijaitsevat samalla suoralla.

3.2 Suora - suora — suora (SSS)

Olkoot annetut kuviot kolme suoraa a, b ja c. Annetut suorat voivat olla keskenéén joko erisuun-
taisia tai yhdensuuntaisia tai seki ettd. Tarkastellaan kyseiset kolme alatapausta kukin erikseen.
Ratkaisuympyroitd on kolmen suoran tapauksessa olemassa enintién nelja.

KaikKi annetut suorat ovat erisuuntaisia (SSS)

Olkoot kaikki suorat erisuuntaisia. Erisuuntaiset suorat voivat leikata toisensa joko tdsmilleen
yhdessi pisteessi tai kolmessa erillisessid pisteessi.

Jos erisuuntaiset suorat leikkaavat toisensa tdsmélleen yhdessd pisteessd, niin ratkaisuym-
pyrdi ei ole olemassa lainkaan.
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Leikatkoot erisuuntaiset suorat toisensa kolmessa eri pisteessd D, E ja F, jolloin muodostuu
kolmio DEF (pisteiden nimeédmisjirjestys on mielivaltainen). Suorat jakavat tason seitseméén
alueeseen. Ratkaisuympyrd voi sijaita ainoastaan sellaisessa alueessa, jota reunustavat kaik-
ki kolme annettua suoraa. Tangenttiympyroitd on tédlldin olemassa neljd: yksi kolmion DEF
sisdpuolella ja kolme ulkopuolella sivuten kutakin kolmion sivua.

Piirretdin ensin kolmion DEF sisilld (eli suorien rajaamassa suljetussa alueessa) sijaitseva
tangenttiympyrd. Kolmion sisdédn piirretyn ympyrén keskipiste on kolmion kulmanpuolittajien
leikkauspisteessd, koska kulmanpuolittajan ominaisuus on, ettd se on yhtd etdalli molemmis-
ta kyljistinsd [Ma, s. 29]. Kolmion sisddn piirretyn tangenttiympyran keskipisteessd kyseinen
etdisyys kolmion kyljistd on ympyrin sdde. Piirretdéin vihintdan kaksi kolmion kulmanpuolitta-
jaa (ks. kulmanpuolittajan konstruointi s. 25), leikkauspisteen 10ytamiseksi on riittavaa piirtda
kaksi kulmanpuolittajaa. Olkoon kulmanpuolittajien leikkauspiste Q. Piirretddn pisteen Q kaut-
ta kulkeva normaali (ks. normaalin konstruointi s. 25) jollekin kolmion sivulle pisteeseen P,
jolloin saadaan tangenttiympyrin siteen pituus |QP|. Piirretdan ympyra (Q, |QP|), joka on yksi
ratkaisuista.

Muut ratkaisuympyrit sijaitsevat kolmion DEF ulkopuolella kukin sivuten yhtd kolmion
sivua. Piirretddn suorien a, b ja c¢ leikkauspisteiden (eli kolmion kérkien) kautta kulkevat kul-
manpuolittajat, jotka sijaitsevat kolmion ulkopuolella. Kolmion ulkoisten tangenttiympyroiden
keskipisteet 10ytyvit kulmanpuolittajien leikkauspisteistd R, S ja 7. Annettuja suoria sivuavien
tangenttiympyroiden séteet saadaan vastaavasti (kuin edelld sisdisesti sivuavan ympyrén tapauk-
sessa) piirtamalld normaalijanat kulmanpuolittajien leikkauspisteistd R, S ja T kolmion DEF
lahimmille sivuille. Piirretdén tangenttiympyrit ja kutsutaan niiti keskipisteidensd mukaan ym-
pyroiksi R, SjaT.
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Kaksi annetuista suorista ovat yhdensuuntaisia (SSS)

Olkoot annetuista suorista kaksi keskeniin yhdensuuntaiset (oletetaan a || b). Kolmas erisuun-
tainen suora c leikkaa yhdensuuntaiset suorat (¢ if a ja ¢ }f b). Suorat jakavat tason tilloin kuu-
teen alueeseen. Suorille yhteisid tangenttiympyroitd on tidlloin olemassa ainoastaan yhdensuun-
taisten suorien vélissi sijaitsevissa kahdessa alueessa, erisuuntaisen suoran molemmin puolin.
Ratkaisuympyroitd on tdten olemassa kaksi, kuvassa esitetyt ympyrit P ja Q. Ratkaisuympyrat
konstruoidaan lihes vastaavasti kuin edelld, kulmanpuolittajien avulla.

Kaikki annetut suorat ovat yhdensuuntaisia (SSS)

Olkoot annetut suorat keskenddn yhdensuuntaisia (a || » || ¢), jolloin suorat jakavat tason
kolmeen alueeseen. Ratkaisuympyrid ei ole olemassa lainkaan, koska kussakin alueessa on
reunana annettuja suoria enintddn kaksi, miki ei riiti.

3.3 Piste — piste — suora (PPS)

Olkoon annettu kolmikko kaksi pistettd A ja B sekd suora c. Pisteet voivat sijaita joko erillddn
suorasta tai suoralla. Pisteiden ei sallita sijaitsevan paillekkiin, koska tidlloin annettuja kuvioita
olisi vain kaksi.
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Pisteet sijaitsevat samalla puolella suoraa (PPS)

Tarkastellaan ensimmadiseksi tilannetta, jossa annetut kaksi pistetta sijaitsevat erillddn suorasta ja
samalla puolella suoraa c siten, ettd annettujen pisteiden kautta piirretty suora leikkaa suoran ¢
(AB } c¢). Piirretddn suora AB. Olkoon suorien ¢ ja AB leikkauspiste P. Ratkaisuympyroitd
on tdlloin olemassa kaksi, ja ne leikkaavat toisensa annetuissa pisteissd A ja B, joten ratkai-
suympyroiden sivuamispisteet suoralla c sijaitsevat pisteen P eri puolilla. Ratkaisuympyréiden
sivuamispisteet suoralta ¢ 10ytyvit erdén seuraavaksi etsittdvin P-keskisen inversioympyrin
leikkauspisteista.

Halutunlainen P-keskinen inversioympyri kuvaa annetun kolmikon takaisin alkuperdisille
paikoilleen, joten selvitetdin inversioympyrélti P vaadittavat ominaisuudet. Piste P € ¢ on
siis inversiokeskus. Suora ¢ kuvautuu télloin takaisin itselleen, silld inversion méaritelmén
(madritelmi 2.13) mukaan inversiokeskuksen kautta kulkeva suora kuvautuu takaisin samaksi
suoraksi. Pisteet A ja B sijaitsevat samalla inversiokeskuksesta P ldhtevilld puolisuoralla PA
(joka on osa suoraa AB), joten pisteiden A ja B on puolestaan kuvauduttava toisikseen. Oletetaan
jatkossa, ettd piste B on pisteiden A ja P vilissid. Etsitdén siis sellainen P-keskinen inversioympyra
(sdde vield tuntematon), joka kuvaa pisteen A pisteeksi B (eli A" = B), jolloin involutiivisesti
my0s piste B kuvautuu pisteeksi A (eli B = A). Pisteen B on téll6in sijaittava ympyran P sisdlld
ja pisteen A ympyrian P ulkopuolella, jolloin inversioympyrin kehi kulkee jossakin pisteiden A
ja B vilissi.

Konstruoidaan pisteiden A ja B sekd inversiokeskuksen P avulla yksi inversioympyrin ke-
hipiste, jotta saadaan selville inversioympyrin sidde. Oletetaan konstruktiossa, ettd kuvataan
inversioympyrin ulkopuolella oleva piste A pisteeksi B, joten avuksi ovat inversiopisteen kon-
struoimisen ohjeet sivulta 29 alkaen (sovelletusti). Otetaan harppiin séteeksi |AP| ja piirretdin
A-keskinen ympyrd. Tavoitteena on piirtdd kaksi yhdenmuotoista tasakylkistd kolmiota, kuten
kuvassa sivulla 29 (ympyrin ulkopuolisen pisteen inversiopisteen konstruointi). Piirretdin janan
P B keskinormaali, joka leikkaa edelld piirretyn A-keskisen ympyrin pisteissd U ja V. Saadaan
keskendin yhtenevit tasakylkiset pienet kolmiot PBU ja PBV (joiden yhteinen kanta on PB),
sekd keskenddn yhtenevit suuret tasakylkiset kolmiot PUA ja PV A (joiden yhteinen kylki on
PA). Pienet ja suuret kolmiot ovat keskendin yhdenmuotoisia (esim. APBU ~ APUA), koska
niilld on yhtd suuret kantakulmat. Pisteet U ja V ovat titen etsityn inversioympyrin P kehdpis-
teitd, joten kyseisen ympyrin side on |PU| = |PV| = r. Otetaan harppiin sidde r ja piirretdin
etsitty P-keskinen inversioympyra (P, r).
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Inversioympyré (P, r) leikkaa suoran ¢ pisteissd R ja S, jotka ovat etsityt sivuamispisteet
(ratkaisuympyrdiden ja suoran ¢ kesken). Inversion médritelmén mukaan tiedetéén, ettd inver-
sioympyrin kehilld olevat pisteet pysyvit kuvauksessa aina paikallaan. Siksi myos ratkaisu-
ympyroiden inversioympyrin kehilld olevat sivuamispisteet pysyvit paikallaan, jolloin voidaan
vakuuttua siitd, ettd myoOs ratkaisuympyrit pysyvit inversiokuvauksessa ympyran (P, r) suhteen
paikoillaan. Tdmi on sopusoinnussa inversion kuvautumiseen liittyvin lauseen 2.14 kanssa,
jonka mukaan inversiokeskuksen kautta kulkematon ympyra kuvautuu inversiokeskuksen kaut-
ta kulkemattomaksi ympyraksi. Piirretdidan PPP-menetelmilld ratkaisuympyrdt ABR ja ABS,
jotka on esitetty jo aiemmassa kuvassa.

Mikali annetut pisteet sijaitsevat suoran ¢ kanssa yhdensuuntaisella suoralla, eli AB || c,
on ratkaisuympyroitd olemassa vain yksi. Piirretddn janan AB keskinormaali. Keskinormaali
leikkaa suoran c pisteessd S. Ratkaisuympyrda ABS 10ytyy PPP-menetelmalla.

Pisteisti toinen sijaitsee suoralla (PPS)

Sijaitkoon toinen annetuista pisteistd annetulla suoralla ¢ (oletetaan B € ¢). Ratkaisujen luku-
madrd on talloin yksi. Piirretddn jana AB ja sen keskinormaali (olkoon janan keskipiste M).
Piirretddn pisteen B kautta kulkeva suoran ¢ normaali. Keskinormaali ja normaali leikkaavat
pisteessd Q. Muodostuneet kolmiot AM Q ja BM Q ovat yhteneviit, koska niilli on yhteinen sivu
MQ, yhtd suuri kulma <OQMA = «BMQ = 90 ° seki yhté pitka sivu |[AM| = |BM|. Siis yhte-
nevien kolmioiden vastinsivut ovat yhti pitkéit |[AQ| = |BQ|, joten piste Q on tangenttiympyran
keskipiste. Kolmikon {A, B, c} ratkaisuympyra on (Q, |AQ]).
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Pisteet sijaitsevat suoralla (PPS)

Jos molemmat annetut pisteet sijaitsevat annetulla suoralla (A, B € ¢), ei ole olemassa ratkaisua.

A B

Pisteet sijaitsevat eri puolilla suoraa (PPS)

Jos annetut pisteet sijaitsevat eri puolilla annettua suoraa, niin ratkaisua ei ole olemassa.

Ao C
*°B

3.4 Piste — suora — suora (PSS)

Olkoon annettu kolmikko piste A seki suorat b ja c. Suorat voivat joko leikata toisensa tai olla
yvhdensuuntaiset. Piste voi sijaita erillddn suorista, yhdelld suoralla tai suorien leikkauspisteessa.

Annetut suorat leikkaavat toisensa (PSS)

Leikatkoot annetut suorat toisensa (b }f c¢). Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa piste ei kuulu
kummallekaan suoralle (A ¢ bUc). Olkoon suorien leikkauspiste P. Suorat jakavat tason neljdin
sektoriin. Piirretdéin kulmanpuolittaja sithen sektoriin, jossa piste A sijaitsee, silld ratkaisuym-
pyroiden keskipisteet sijaitsevat kyseiselld kulmanpuolittajalla. Ratkaisuympyroitd on olemassa
kaksi, ja ne leikkaavat toisensa pisteessad A.

Selvitetddn ratkaisuympyroiden keskipisteiden tarkat sijainnit kulmanpuolittajalla. Piirre-
tddn avuksi kulmanpuolittajalle mielivaltainen piste Q ja Q-keskinen apuympyri, joka sivuaa
suoria b ja c: Piirretdédn suoralle b pisteen Q kautta kulkeva normaali. Olkoon normaalin ja
suoran b leikkauspiste X. Piirretdan apuympyra (Q, |QX|). Apuympyra on vastinpisteiltdan yh-
denmuotoinen ratkaisuympyroiden kanssa. Piirretddn puolisuora PA, joka leikkaa apuympyrin
pisteissd Y ja Z. Piirretdédn janojen QY ja QZ kanssa yhdensuuntaiset suorat (ks. ohje s. 26), jot-
ka kulkevat pisteen A kautta ja leikkaavat kulmanpuolittajan pisteissd R ja S. Ratkaisuympyrit
ovat (R, |RA|) ja (S, |SA]).
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Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa suorat leikkaavat toisensa, ja annettu piste A sijaitsee
jommallakummalla suoralla (oletetaan A € b). Tilloin ratkaisuympyroitd on olemassa vain
yksi. Piirretddn suoran b pisteen A kautta kulkeva normaali. Ratkaisuympyrin keskipiste Q
sijaitsee kulmanpuolittajan ja normaalin leikkauspisteessd, joten ratkaisuympyra Q = (Q, |QA|)
konstruoidaan ldahes vastaavasti kuin apuympyra edella.

b //
— = AU
¢ l

—

Kolmikolle {A, b, c} ei ole olemassa ratkaisua, jos annettu piste sijaitsee suorien leikkaus-
pisteessi (A € b N c¢).

b A

Annetut suorat ovat yhdensuuntaiset (PSS)

Olkoot annetut suorat yhdensuuntaiset (b || ¢). Piste A voi sijaita tdlloin suorien vilissd, yhdelld
suoralla tai suorien vilisen alueen ulkopuolella.

Tarkastellaan ensiksi tilannetta, jossa annettu piste A sijaitsee suorien vdlissd. TallGin ratkai-
suympyroitd on kaksi, ja niiden keskipisteet sijaitsevat yhdensuuntaisten suorien puolivilissa.
Aloitetaan konstruoimalla tillainen yhdensuuntaisten suorien puolivilissd kulkeva yhdensuun-
tainen suora. Piirretddn suoralla b sijaitsevaan mielivaltaiseen pisteeseen P normaali, joka leikkaa
annetut suorat kohtisuorasti. Piirretddn leikkauspisteiden viliselle janalle keskinormaali, joka
on yhdensuuntainen annettujen suorien kanssa ja kulkee tasmilleen niiden puolivilissda. Nor-
maali ja keskinormaali leikkaavat toisensa pisteessd M. Otetaan harppiin siteeksi pituus |[PM|,
ja piirretddn A-keskinen ympyrd, joka leikkaa keskinormaalin pisteissd R ja S. Ratkaisuympyrit
ovat (R, |RA|) ja (S, |SA]).

b P
-
77777 ﬁMii — - - =
c R
o
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Jos annetut suorat ovat yhdensuuntaiset, ja annettu piste A sijaitsee jommallakummalla
suoralla (oletetaan A € b), niin on olemassa vain yksi ratkaisu. Ratkaisuympyran keskipiste M
konstruoidaan vastaavasti kuin edelld, mutta laittamalla pisteen P rooliin annettu piste A.

b A

M

-—9—-l--& -+

Ratkaisua ei ole olemassa, mikéli annetut suorat ovat yhdensuuntaiset, ja piste A sijaitsee
suorien vilisen alueen ulkopuolella.

b o A

3.5 Piste — piste — ympyra (PPY)

Olkoon annettu kolmikko pisteet A ja B sekd ympyra C. Pisteet voivat sijaita ympyrin ulko-
puolella, ympyran sisdlld tai ympyran kehdilld. Kasitellddn kukin alatapaus erikseen. Ratkaisuja
tdlld kolmikolla on olemassa enintdédn kaksi.

Annettujen kuvioiden joukossa esiintyy PPY-tapauksesta alkaen véhintdin yksi ympyri,
joten piirretddn jatkossa ratkaisuympyrit katkoviivalla erotuksena annetuista ympyroistd (kos-
ka niilla on sama viivanpaksuus). Inversioympyrit piirretdén tosin myos katkoviivalla, mutta
ohuemmalla katkoviivalla kuin ratkaisuympyrit.

Pisteet sijaitsevat ympyrin ulkopuolella (PPY)

Sijaitkoot molemmat annetut pisteet annetun ympyran ulkopuolella (ks. kuva i). Muutetaan an-
nettu PPY-kolmikko helpommin ratkeavaksi PPS-apukolmikoksi kuvaamalla ympyra inversiolla
suoraksi. Tarkoituksena on 10ytdd ympyréan C pisteet, joita ratkaisuympyrit sivuavat. Piirretdan
siis ympyrille C mielivaltainen piste P. Piirretddan P-keskinen inversioympyrd (sdde mielival-
tainen, kunhan positiivinen). Ympyra C kulkee inversiokeskuksen P kautta, joten C kuvautuu

*B

i) ii)

suoraksi ¢’, joka ei kulje inversiokeskuksen kautta. Kuvataan myos pisteet A ja B inversioympy-
ran P suhteen pisteiksi A” ja B’ (ks. kuva ii).
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On saatu muodostettua siis apukolmikko eli pisteet A’ ja B’ seké suora ¢’, joten niitd sivua-
vat tangenttiympyrit A’B’R’ ja A’B’S’ 10ytyvit PPS-menetelmalld (ks. kuva iii ja tarvittaessa
PPS-menetelmi alaluvusta 3.3). Tangenttiympyroitd ei kuitenkaan tarvitse valttamattd piirtaa
nidkyviin, silld riittdva tieto niistd on 10ytdd tangenttiympyroiden suoraa ¢’ sivuavat pisteet R’
ja S’. Pisteiden R’ ja S’ inversiokuvat ovat nimittédin etsityt pisteet. Kuvataan siis inversiolla
(ympyrédn P suhteen) 10ydetyt pisteet R” ja S’ pisteiksi R ja S. Etsityt alkuperidisen ongelman
ratkaisuympyrit ovat titen ympyrit ABR ja ABS (kuvassa katkoviivalla), jotka voidaan piirtda
kolmen tunnetun pisteen avulla PPP-menetelmalla.

Pisteet sijaitsevat ympyrin sisalla (PPY)

Sijaitkoot annetun kolmikon {A, B, C} pisteet A ja B ympyrian C sisdpuolella. Konstruoidaan
ratkaisu tdsmélleen vastaavasti kuin edelld. Ratkaisuympyroitd on talldin kaksi, ympyrit ABR
ja ABS.

Pisteet sijaitsevat ympyran kehén eri puolilla (PPY)

Jos annetut pisteet sijaitsevat siten, ettd pisteistd toinen on ympyrdn sisdpuolella ja toinen
ulkopuolella, niin tapauksella ei ole olemassa ratkaisua.

C B

Pisteisti toinen sijaitsee ympyran kehilla (PPY)

Annetuista pisteistd toinen (oletetaan B) sijaitsee annetun ympyran C kehilld (B € C) ja toinen
muualla (A ¢ C) eli annetun ympyrin sisd- tai ulkopuolella. Talloin on olemassa vain yksi
ratkaisuympyrd. Ratkaisuympyré sivuaa ympyrdd C pisteessd B, joten B sijaitsee ympyrin C
sekd ratkaisuympyrin keskipisteiden kautta kulkevalla suoralla. Piirretdédn keskipisteiden kautta
kulkeva suora (ympyrin C keskipisteen ja pisteen B avulla). Piirretiéin janan AB keskinormaali.
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Keskinormaali ja edelld piirretty suora leikkaavat toisensa ratkaisuympyrén keskipisteessad Q,
joten ratkaisuympyrd on Q = (Q, |QB|).

Kuviin on piirretty ylimédérdinen tangenttisuora k, jonka asennon ja paikan maaraavit piste
B ja ympyra C: Tilanne on kéytidnnossi tdsmdlleen vastaava kuin annettujen kahden pisteen ja
suoran tapaus (PPS), jossa toinen pisteisti sijaitsee suoralla. Annettu kolmikko koostuisi tdssd
tapauksessa pisteistd A ja B sekd ympyrdn C (pisteen B kautta kulkevasta) tangentista k.

Pisteet sijaitsevat ympyrin kehalla (PPY)

Jos molemmat annetut pisteet sijaitsevat annetun ympyrin kehilld (A, B € C), ei ole olemassa
ratkaisua. Jos tangenttiympyrd nimittiin sivuaisi annettuja pisteitd, niin se ei voisi silloin sivuta
annettua ympyrad, koska ympyroiden vilisen sivuamisen méairitelmén mukaan ympyrét sivuavat
toisiaan vain, kun niilld on tdsmélleen yksi yhteinen piste.

C A

B

3.6 Piste — suora — ympyra (PSY)

Olkoot annetut kuviot piste A, suora b ja ympyra C. Suora voi leikata ympyrin, sivuta ympyrid
tai olla erilldin ympyréstid. Piste voi sijaita ympyran sisdlld, ympyrdn ulkopuolella, ympyréin
kehilld, suoralla, suoran ulkopuolella, suoran ja ympyrin sivuamispisteessi tai suoran ja ympy-
ran leikkauspisteessid. Ratkaisuja on olemassa yleensi enintdcdn neljd, direllisissd tapauksissa,
mutta jossakin tapauksessa jopa dcdreton mairi.

Lajitellaan erilaiset tapaukset (a—k) taulukkoon 3.1 sen mukaan, mitkd annetut kuviot kos-
kettavat toisiaan. Esimerkiksi, jos suoralla b ja ympyrélla C on yhteinen piste, merkitdan rasti
(X) kohtaan bC. Kohtia bC on kaksi kappaletta, koska suoralla ja ympyrilld voi olla enintdédn
kaksi yhteistd pistettd. Muut kuvioiden yhteisten pisteiden vaihtoehdot ovat Ab ja AC, jotka
kertovat, sijaitseeko piste A suoralla b tai ympyrilld C. Esimerkiksi tapauksissa b, e, ja i pis-
te A kuuluu suoralle b (A € b) mutta ei ympyrélle C (A ¢ C). Taulukko ei kerro annettujen
kuvioiden sijaintia toisiinsa ndhden kuitenkaan aivan tyhjentavasti, silld taulukossa jitetdan erit-
telemiittd erilldin muista annetuista kuvioista sijaitsevan pisteen A sijoittuminen ympyrin sisd-
tai ulkopuolelle seki suoran eri puolille. Lisdtarkastelu tiytyykin tehdi tapauksissa, joissa piste
A ei sijaitse ympyrilld C (taulukon tapaukset, joissa ei rastia kohdassa AC) sekéd tapauksissa,
joissa piste ei kuulu suoralle b (taulukon tapaukset, joissa ei rastia kohdassa Ab). Esimerkiksi
tapauksessa a on ratkaisuja olemassa joko nelji tai nolla riippuen pisteen A sijainnista.
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Taulukko 3.1: PSY. Ratkaisuympyroiden lukumaééra eri tapauksissa.

Tapaus bC bC Ab AC Kuvioiden yhteiset pisteet Ratkaisuja
a taysin erilliset kuviot 0tai 4
b X piste on suoralla (A € b) 2
c X piste on ympyrilld (A € C) 2
d X suora ja ympyra sivuavat toisiaan I tai 3
e X X suora ja ympyra sivuavat, ja A € b 1
f X X suora ja ympyra sivuavat, ja A € C 1
g X X X suora ja ympyra sivuavat pisteessd A 00
h X X suora ja ympyré leikkaavat toisensa 2
i X X X suora ja ympyré leikkaavat, ja A € b 2
j X X X suora ja ympyra leikkaavat, ja A € C 2
k X X X X suorajaympyrd leikkaavat pisteessd A 0

Tamén alaluvun PSY-ratkaisumenetelmin karkea idea on saatu ldhteestd [Us, s. 15-16], joka
valottaa hieman ainoastaan tapausten a ja h erdiden yksittdisten asetelmien ratkaisemista. Joihin-
kin muihin tapauksiin on tidssi luvussa siksi kehitelty vaihtoehtoisia ratkaisutapoja, ennen kuin
kirjoittajalle valkeni, miten PSY-menetelmalld 10ydetdén yhteistangentit erikoisen vajavaisen "si-
vuamisen" tapauksissa (ks. yhteistangenttien konstruoiminen s. 27). Vaihtoehtoisten ratkaisujen
vikertaminen oli titen opetuksena ainakin kirjoittajalle, ettd kannattaa yrittaa 10ytii tarvittaessa
kunnollisia ldhteitd, mikili haluaa pédista helpommalla. Vaihtoehtoiset ratkaisut ovat toisaalta
hyvii aivojumppaa. Lisiksi, matematiikan hieno puoli on, ettd oikeaan lopputulokseen voidaan
toisinaan paastid kulkemalla kovin erilaisia reittejd, jotka kukin tuovat omanlaistaan lisdtietoa
tutkittavasta ongelmasta.

Esitellddn seuraavaksi ratkaisumenetelmad, jolla 10ydetididn kaikki olemassa olevat ratkaisu-
ympyrit jokaiselle erilaiselle PSY-tapaukselle. Sen jilkeen esitelldédn ratkaisuineen kaikki piste—
suora—ympyritapaukset taulukon mukaisessa jirjestyksessd ja jaoteltuna annettujen suoran ja
ympyrén vilisen sijainnin mukaan (erilliset, sivuavat ja leikkaavat).

Ratkaisumenetelma (PSY)

Olkoon annettu kolmikko piste A, suora b ja ympyra C. Piirretddn A-keskinen ympyrd mieli-
valtaisella séteelld. Kuvataan muut annetut kuviot inversiolla ympyrédn A suhteen, jolloin annet-
tujen suoran ja ympyrin inversiokuvat ovat suoria tai ympyréita, eli {&',c’}, {b’,C'}, {B’, ¢’}
tai {B’, C’}. Inversiokuvien muoto (suora tai ympyri) ja sijainti riippuvat pisteen A eli inver-
siokeskuksen sijainnista. Piirretdan inversiokuvien yhteistangentit (ks. s. 27). Yhteistangentteja
voi olla olemassa inversiokuvioista sekd niiden keskiniisestd sijainnista ja asennosta riippuen
eri lukumaiirid. Yhteistangentit ovat etsittyjen ratkaisuympyrdiden inversiokuvat. Kuvataan siis
loydetyt yhteistangentit inversiolla ympyréan A suhteen. Inversiokeskuksen A kautta kulkematon
suora (yhteistangentti) kuvautuu pistettd A sivuavaksi ympyréksi, joka sivuaa my0s annettua
suoraa b ja annettua ympyrdd C (koska inversio séilyttdd sivuavuuden).

Edella esitetty menetelmi on karkeasti ottaen periisin ldhteessd [Us, s. 15-16], jossa siis
puutteellisesti vditetdin, ettd annettujen suoran ja ympyrin inversiokuvat ovat ainoastaan ym-
pyroita. Tamén virheellisen tiedon vuoksi oli keksittdvd kokonaan itse, miten suoran siséltivien
kuvioparien SY ja SS yhteistangentit pitdisi konstruoida, tai ettd onko niité ylipdétinsa edes ole-
massa, koska suorahan ei voi varsinaisesti sivuta suoraa. Padnvaivaa tuottanut ongelma kuitenkin
onneksi ratkesi lopulta, joten kaikki tarvittavat ratkaisukonstruktiot on saatu piirrettya.
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Se miksi PSY-menetelma toimii, on ehki helpointa ymmartaa tarkastelemalla menetelmén
vaiheita pdinvastaisessa jarjestyksessa lopusta alkuun, milld tavoin kirjoittajakin tietopuutoksen-
sa selvitti: Ratkaisuympyra on siis ympyrd, joka sivuaa pistettd A (ja muita annettuja kuvioita).
Asetetaan siksi piste A inversiokeskukseksi, jolloin inversiokeskusta sivuavat ratkaisuympyrat
kuvautuvat inversiolla suoriksi, jotka eivit kulje inversiokeskuksen kautta. Kyseiset suorat eli
yhteistangentit sivuavat annettujen kuvioiden (suoran b ja ympyrdn C) inversiokuvia, jolloin
yhteistangentit oikeasti sivuavat kuviopareja YY tai erikoisessa vajavaisessa mielessd "sivua-
vat" kuviopareja SY ja SS (selitetty yhteistangenttien yhteydessid sivulla 27), koska inversio
sailyttdd sivuavuuden. Joka tapauksessa, yhteistangenttien piirtiminen kahdelle kuviolle on yk-
sinkertaista — mikd on timédn menetelmin taika. Yhteistangenttien vajavaiseksi "sivuamiseksi"
hyviaksyttivit tapaukset (esim. yhdensuuntaiset suorat) ovat inversion ominaisuuksien ansiota.

Suora ja ympyri erillaan toisistaan (PSY-tapaukset a—c)

Sijaitkoot annetut suora b ja ympyrd C erillddn toisistaan. Pisteen A sijainti madrdd, mika
tapauksista a—c on kyseessa.

Tapaus a: Suora b ja ympyrd C sijaitsevat erilldédn toisistaan. Sijaitkoon piste A erillddn
muista annetuista kuvioista (A ¢ bU C). Piste voi télloin sijaita ympyrin C sisa- tai ulkopuolella,
ja ulkopuolella sijaitessaan piste voi sijaita ympyrin kanssa joko samalla tai eri puolella suoraa
b. Tapaus a jakaantuu pisteen sijainnin mukaan tdten kolmeen oleellisesti erilaiseen asetelmaan.
Kun piste A sijaitsee ympyrin C sisdpuolella, ei ole olemassa ratkaisua. Ratkaisua ei myoskdan
ole olemassa, kun piste A ja ympyri C sijaitsevat eri puolilla suoraa b.

OGN G)

Ratkaisuja on olemassa neljd, kun piste A sijaitsee ympyrdn C ulkopuolella ja ympyrin
kanssa samalla puolella suoraa (ks. kuva). Niytetddn, miten ratkaisuympyrit 16ydetddn: Anne-

tun kolmikon {A, b, C} asetelma on esitetty kuvassa i (seki edellisessi kuvassa, jossa esitettyna
annetun kolmikon lisdksi my0s ratkaisuympyrét). Piirretddn A-keskinen ympyrd mielivaltaisella
sdteellda. Kuvataan muut annetut kuviot inversiolla ympyran A suhteen, jolloin (inversiokeskuk-
sen A kautta kulkemattomasta) suorasta b tulee A:n kautta kulkeva ympyrd B’ ja (A:n kautta
kulkemattomasta) ympyristd C tulee A:n kautta kulkematon ympyrda C” (ks. kuva ii). Inversio-
kuvat eli ympyrdt B’ ja C’ ovat erilldén toisistaan, joten niiden yhteistangentteja on olemassa
yhteensi nelja (ks. kuva iii). Piirretdéin yhteistangentit ja kuvataan ne sitten inversiolla ympyrin
A suhteen, jolloin suorista kuvautuu inversiokeskuksen A kautta kulkevia ympyroitd. Yhteistan-
genttien inversiokuvat sivuavat myos kuvioita b ja C (koska yhteistangentit sivuavat ympyroita
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B’ ja C’). Siispa 1oydetyt tangenttiympyrit sivuavat kaikkia annettuja kuvioita, joten ne ovat
etsityt ratkaisuympyrit (kuva ratkaisuista on esitetty edelld ennen kuvaa i).

ox
b

O

i) ii) iii)

Tapaus b: Suora b ja ympyrd C sijaitsevat erilldén toisistaan. Sijaitkoon piste A suoralla
(A € bjolloin A ¢ C). Esitellddn kaksi erilaista ratkaisutapaa. Tapa 1: Tapaus voidaan ratkaista
edelld esitetylld PSY-menetelmadlld. Inversiokeskus eli piste A sijaitsee suoralla b, joten suoran
b inversiokuva on suora itse (b" = b). Kuvataan inversiolla mielivaltaisen A-keskisen ympy-
ridn suhteen myds annettu ympyrd C. Ympyrin C inversiokuva on ympyrd C” (eivit kumpikaan
kulje inversiokeskuksen kautta). Etsitdén kuvioiden b’ ja C’ yhteistangentit, jotka ovat suoran
b’ suuntaiset ympyrin C’ tangentit, kaksin kappalein. Kyseiset yhdensuuntaiset yhteistangentit
kuvautuvat inversiolla ympyrdn A suhteen ratkaisuympyroiksi (kuvassa tiheammalld katkovii-
valla), jotka kulkevat tietenkin inversiokeskuksen eli pisteen A kautta. Kaikki kuviot on esitetty
samassa kuvassa.

Tapa 2: Tapaus b ratkeaa myos PPS-menetelmin versiolla "pisteistd toinen sijaitsee suoral-
la", kunhan pienennetidén ympyrd C (olkoon sidde r) keskipisteekseen C’. Tdlloin on siirrettdva
suoraa b ja pistettd A suoran mukana. Piirretdédn siis suoran b kanssa yhdensuuntaiset suorat
b’ suoran b molemmin puolin (etdisyydelle r). Piirretdéin suoran b normaali pisteeseen A, jol-
loin pisteet A’ 10ytyvit normaalin seki suorien b’ leikkauspisteistd. Kdytetddn PPS-menetelmii
kolmikoihin {A’, b, C'} ja {A’, b, C'}, jolloin 16ytyy kaksi tangenttiympyréd (ks. kuva i). Apu-
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ratkaisuympyroiden keskipisteet ovat etsittivien ratkaisuympyroiden keskipisteet. Kasvatetaan
suoraa b/ sivuavaa tangenttiympyrad séiteen r verran, ja pienennetddn suoraa b/, sivuavaa tan-
genttiympyrii siteen r verran, jolloin saadaan ratkaisuympyrit (ks. kuva ii). Ratkaisuista toinen
sivuaa ympyraa C sisdisesti ja toinen ulkoisesti.

Tapaus c: Suora b ja ympyra C sijaitsevat erilladn toisistaan. Sijaitkoon piste A ympyrdillci
(A € Cjolloin A ¢ b). Esitelldin kaksi erilaista ratkaisutapaa. Tapa 1: PSY-menetelméa kayttiden
inversiokeskuksena on piste A, joten ympyra C kuvautuu inversiolla (mielivaltaisen A-keskisen
ympyrin suhteen) suoraksi ¢’. Suora b kuvautuu inversiokeskuksen kautta kulkevaksi ympyraksi
B’. Konstruoidaan kaksikon {B’, ¢’} yhteistangentit, eli piirretddn ympyrdn B’ suoran ¢’ suun-
taiset tangentit, joita on kaksi. Kuvataan yhdensuuntaiset yhteistangentit inversiolla ympyrin A
suhteen ratkaisuympyroiksi (kuvassa tiheimmalld katkoviivalla).

Tapa 2: Olkoon ympyrin C keskipiste C’. Ratkaisuympyrit 16ytyvit soveltaen PPS-mene-
telméd "pisteet sijaitsevat samalla puolen suoraa". Ratkaisuympyrditd on kaksi, ja niiden kes-
kipisteet sijaitsevat suoralla AC’. Piirretdén pisteeseen A ympyrin C tangentti, joka on suoran
AC’ normaali. Tangentti leikkaa suoran b pisteessid P, joten kutsutaan tangenttia suoraksi AP
(ks. kuva i). PPS-menetelmaissé suora AP sivuaisi tavallisesti kahta annettua pistettd, mutta nyt

_ - - <

suora AP sivuaa yhtd annettua pistettd annetun ympyrdn mdcdrddmdssd asennossa. Etsitaan PPS-
menetelmin P-keskinen inversioympyri. Piirretdan A-keskinen |AP|-sdteinen ympyra. Piirre-
tddn janan AP keskinormaali. Keskinormaalin ja ympyridn A leikkauspisteet ovat etsityn inver-
sioympyrin kehipisteitd, joten piirretdin P-keskinen ympyrd kulkemaan niiden kautta. Ympyri
P leikkaa suoran b kahdessa pisteessi, jotka ovat etsittyjen ratkaisuympyroiden sivuamispisteet.
Piirretddn sivuamispisteisiin suoran b normaalit, jotka leikkaavat suoran AC’. Leikkauspisteet
ovat ratkaisuympyrdéiden keskipisteet. Ndilld tiedoilla voidaan piirtdaa ratkaisuympyrit (kuvassa ii
katkoviivalla).
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Suora ja ympyri sivuavat toisiaan (PSY-tapaukset d—g)

Sivutkoot annetut suora b ja ympyra C toisiaan pisteessda K € b N C. Pisteen A sijainti maaraa,
miki tapauksista d—g on kyseessé.

Tapaus d: Suora b ja ympyrad C sivuavat toisiaan pisteessd K. Sijaitkoon piste A erillddin
muista annetuista kuvioista (A ¢ bU C). Piste voi tédlloin sijaita ympyrin C sisa- tai ulkopuolella,
ja ulkopuolella sijaitessaan piste voi sijaita ympyrin kanssa joko samalla tai eri puolella suoraa
b. Annetulla kolmikolla on siispd tapauksessa d olemassa kolme oleellisesti erilaista asetelmaa.
Ratkaisuympyroitd on tapauksissa d olemassa yksi tai kolme.

Tarkastellaan ensimmaéiseksi asetelmaa, jolle on olemassa kolme ratkaisua. Sijaitkoon siis
piste A ympyrian C ulkopuolella ja ympyran kanssa samalla puolella suoraa b (ks. kuva i).
Ratkaisut 10ydetddn PSY-menetelmilld. Annetut suora ja ympyrd sivuavat toisiaan pisteessa
K, minkd vuoksi niiden inversiokuvat eli ympyrit B’ ja C’ sivuavat toisiaan pisteessd K’ (ks.
kuva ii). Inversiokuville on olemassa sivuamisen takia kolme yhteistangenttia (ks. kuva iii).
Kuvataan 16ydetyt kolme yhteistangenttia inversiolla ympyrin A suhteen, jolloin saadaan kolme

T
e

ratkaisuympyrdd. Ratkaisuympyroistd kaksi (joiden yhteistangentit leikkaavat ympyroiden B’
ja C’" ulkoisessa homotetiapisteessd) sivuavat ympyrdd C ulkoisesti. Kolmas ratkaisuympyri
(jonka yhteistangentti kulkee pisteen K’ kautta) sivuaa ympyrai C sisdisesti kulkien annettujen
kuvioiden b ja C vilisen sivuamispisteen K kautta.

S

i) ii)

iii)

Tapauksen d muissa mahdollisissa asetelmissa, joissa piste A sijaitsee ympyran C sisdlld tai
eri puolella suoraa b kuin ympyrd C, on olemassa ainoastaan yksi ratkaisuympyra (ks. kuvat iv
jav). Kyseiset pistettd K € bN C sivuavat ratkaisut 10ydetidin toki PSY-menetelmalld vastaavasti

iv) K

kuin edelld, mutta vaihtoehtona on etsid ratkaisut myos toisella (piirtdmisen kannalta hieman
helpommalla) tavalla: Olkoon ympyrin C keskipiste C’. Ratkaisuympyroiden keskipisteet sijait-
sevat suoralla KC’, joka on suoran b normaali. Kéytetdan PPS-menetelmin tapausta "pisteistd
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toinen sijaitsee suoralla" kolmikolle {A, K, b}, silld nyt etsitdin suoraa b pisteessd K € b sivua-
via ratkaisuja. Piirretdédn janan AK keskinormaali, joka leikkaa suoran KC’. Leikkauspiste on
ratkaisuympyrin keskipiste. Ratkaisuympyrin tunnettuja kehipisteitid ovat pisteet A ja K, joten
ratkaisuympyrit voidaan piirtaa.

Tapaus e: Suora b ja ympyrd C sivuavat toisiaan pisteessd K. Sijaitkoon piste A suoralla
(A € b) mutta ei ympyrilld (A ¢ C), jolloin siis A € b\ {K}. Esitetddn kaksi erilaista ratkai-
sutapaa. Tapa 1: PSY-menetelmilld piirretty ratkaisuympyrd on esitetty kuvassa tiheimmalld
katkoviivalla.

Tapa 2: Ratkaisuympyrin keskipiste sijaitsee pisteen A kautta kulkevalla suoran b normaa-
lilla n. Ratkaisuympyr6itd on olemassa vain yksi (ympyridd C) ulkoisesti sivuava, joka 10ytyy
soveltamalla PPS-menetelmin tapausta "pisteistd toinen sijaitsee suoralla". Kutistetaan siis ym-
pyri C keskipisteekseen C’ (olkoon sédde r). Piirretdan suoran b kanssa yhdensuuntainen suora
b’ etdisyyden r verran kauemmaksi pisteestd C’. Piste A’ 10ytyy normaalin n ja suoran b’ leik-
kauspisteestd. Etsitddn kolmikon {A’, ', C'} ratkaisuympyrin keskipiste PPS-menetelmalla (ks.
kuva i). Loydetty keskipiste on myds alkuperdisen kolmikon {A, b, C} ratkaisuympyrin keski-
piste. Ratkaisu kulkee pisteen A kautta, joten tarvittavat tiedot tunnetaan (ks. kuva ii).

Tapaus f£f: Suora b ja ympyrd C sivuavat toisiaan pisteessd K. Sijaitkoon piste A ympyrqlld
(A € C) mutta ei suoralla (A ¢ b), jolloin siis A € C \ {K}. Ratkaisuympyrditd on olemassa vain
yksi ulkoisesti sivuava ympyra, jonka keskipiste sijaitsee pisteen A ja ympyrin C keskipisteen
kautta kulkevalla suoralla. Kuvassa on esitetty PSY-menetelmalla piirretty ratkaisu (tiheammalla
katkoviivalla). Tapauksen f ratkaisuympyra on oikeastaan tiysin vastaavanlainen kuin tapauksen
e ratkaisuympyra.




Tapaus g: Suora b ja ympyrd C sivuavat toisiaan pisteessd K. Sijaitkoon piste A suoran
ja ympyran sivuamispisteessd, joten A = K € b N C. Ratkaisuympyr6itda on tdlldin olemassa
adareton maarda. Olkoon ympyrian C keskipiste O. Suora b on ympyrdn C tangentti ja kohtisuo-
rassa suoraa OA vastaan. Ratkaisuympyroiden keskipisteet X # O sijaitsevat suoralla OA, eli
mielivaltaisessa suoran OA pisteessd poislukien piste O (silli muutoin kyseessd olisi ympyra
C). Ratkaisuympyrit ovat muotoa (X, | X A|). Tapauksen g ratkaisuympyr6itd on helppoa piirtdd

]
I
1
1

harpilla pelkastidian apusuoran OA avulla. Naytetdan kuitenkin vield, ettd PSY-menetelma toimii
myos téllaisessa tapauksessa. Suora b ja ympyra C kuvautuvat inversiolla A-keskisen ympy-
rian suhteen yhdensuuntaisiksi suoriksi " = b || ¢’. Suorien kanssa yhdensuuntaisia suoria eli
yhteistangentteja on olemassa dédreton madrd, minkéd takia myOs ratkaisuympyrditd on ddreton
maidri. Yhteistangenteiksi kelpaavat kaikki yhdensuuntaiset suorat, paitsi suorat ¢’ ja b’.

Suora ja ympyri leikkaavat toisensa (PSY-tapaukset h—-k)

Leikatkoot suora b ja ympyrd C toisensa. Pisteen A sijainti méiédrad, miké tapauksista h—k on
kyseessa.

Tapaus h: Suora b ja ympyra C leikkaavat toisensa. Sijaitkoon piste A erilldiéin muista an-
netuista kuvioista (A ¢ b U C). Piste voi tdlloin sijaita ympyrdn C sisd- tai ulkopuolella sekd eri
puolilla suoraa b. Suoran eri puolilla sijaitseminen ei kuitenkaan tuota uusia erilaisia asetelmia,
joten merkitsevdd on ainoastaan pisteen sijaitseminen ympyran kehdn eri puolilla. Annetulla
kolmikolla on tapauksessa d tdten olemassa kaksi oleellisesti erilaista asetelmaa. Ratkaisuym-
pyrit 1oydetdin PSY-menetelmélli. Tapauksessa h annetut suora ja ympyra leikkaavat toisensa,
jolloin niiden inversiokuvat ovat aina toisensa leikkaavat ympyrit B” ja C’. Yhteistangentteja on
siksi olemassa aina ainoastaan kaksi sellaista, jotka leikkaavat toisensa ympyrdiden ulkoisessa
homotetiapisteessa (ks. kuva i). Ratkaisuympyroitd on tidten olemassa aina kaksi. Kuvissa ii ja
iii on esitetty kolmikon { A, b, C'} ratkaisuympyrit (katkoviivalla), kun piste A sijaitsee ympyrin
C sisa- tai ulkopuolella.
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i) iii)

Tapaus i: Suora b ja ympyrd C leikkaavat toisensa. Sijaitkoon piste A suoralla (A € b)
mutta ei ympyrélld (A ¢ C), jolloin siis A € b\ C. Koska suora leikkaa ympyrén, niin piste voi
talloin sijaita ympyrian ulkopuolella tai sisdpuolella. Molemmat tapaukset on esitetty seuraavissa
kuvissa (ylemmalla rivilld olevissa kuvissa piste A € b sijaitsee ympyrin C ulkopuolella, ja
alemmalla rivilli ympyrin sisdpuolella). Kéytetddn PSY-menetelmédd, eli kuvataan suora ja
ympyrd mielivaltaisen A-keskisen ympyrin suhteen. Télldin suoran b inversiokuva on suora
itse (b’ = b), koska inversiokeskus A sijaitsee suoralla. Ympyra C kuvautuu inversiokeskuksen
kautta kulkemattomaksi ympyriksi C’. Inversiokuvat »” ja C’ leikkaavat toisensa, koska niin
tekevit alkuperdisetkin kuviot. Yhteistangentteja on olemassa kaksi, jotka sivuavat ympyraa
C’ suoran b’ suuntaisesti (ks. kuvat i ja iii). Kuvataan yhteistangentit inversiolla A-keskisen
ympyrén suhteen, jolloin saadaan (katkoviivalla esitetyt) ratkaisuympyrit (ks. kuvat ii ja iv).

iii) iv)

Tapaus j: Suora b ja ympyrd C leikkaavat toisensa. Sijaitkoon piste A ympyrdlld (A € C)
mutta ei suoralla (A ¢ b), jolloin siis A € C \ b. Piirretdin ratkaisut PSY-menetelmilld. Suoran
b ja ympyrin C inversiokuvat A-keskisen ympyrin suhteen ovat toisensa leikkaavat ympyra B’
ja suora ¢’. Inversiokuville on olemassa kaksi suoran ¢’ suuntaista yhteistangenttia (ks. kuva 1).
Kuvataan yhteistangentit inversiolla A-keskisen ympyrin suhteen ratkaisuympyroiksi, joita on
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siis olemassa kaksi: yksi annettua ympyrad ulkoisesti ja yksi sisdisesti sivuava ratkaisu (ks.
kuva ii).

i)

Tapaus k: Suora b ja ympyra C leikkaavat toisensa. Sijaitkoon piste A annettujen suoran

ja ympyran leikkauspisteessd (A € b N C). Ratkaisuympyrin pitdisi sivuta toisaalta suoraa b
pisteessd A ja toisaalta ympyrdd C pisteessid A, jolloin suoran b pitdisi olla ympyrédn C tangentti,
mitd se ei ole. Ratkaisuympyroitd ei siksi ole olemassa (ks. kuva i). Samaan toteamukseen

paadytddn myos PSY-menetelmilld, silld kuvioiden b ja C inversiokuvat ovat tapauksessa k
erisuuntaiset suorat b’ = b }t ¢’, joten yhteistangentteja ei ole olemassa (ks. kuva ii).

i)

3.7 Suora - suora — ympyri (SSY)

Olkoot annetut kuviot kaksi suoraa a ja b sekd ympyra C (keskipisteensd C mukaan nimettyna).
Ratkaisuympyroitd on tédlloin olemassa enintiin kahdeksan. Annetut suorat voivat joko leikata
toisensa tai olla yhdensuuntaiset, joten tarkastellaan molemmat asetelmat erikseen.

Annetut suorat leikkaavat toisensa (SSY)

Annetut suorat leikkaavat toisensa (a }f b) jakaen tason neljdin sektoriin. Annetuista suorista ja
ympyristd muodostuu erilaisia asetelmia sen mukaan, milli eri tavoin annettu ympyri voi sijoit-
tua suoriin ndhden. Annettu ympyrd voi sijaita erilldin suorista, sivuta yhtad suoraa kohtaamatta
toista, sivuta molempia suoria, leikata yhden suoran kohtaamatta toista tai leikata molemmat
suorat (jolloin suorien leikkauspiste voi sijaita ympyrian ulkopuolella, kehilld tai sisdpuolella).
Annettu ympyra voi lisdksi yhtéd aikaa sekid sivuta yhtd suoraa ja leikata toisen suoran (jolloin
ympyrin ja suoran sivuamispiste voi sijaita erikoistapauksena suorien leikkauspisteessi).

0
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Ratkaisuympyrditd on olemassa leikkaavien suorien tapauksessa enintidn kahdeksan. Rat-
kaisuympyroiden keskipisteet sijaitsevat leikkaavien suorien tapauksessa aina annettujen suorien
vilisten kulmien kulmanpuolittajilla, koska ainoastaan siten ympyra voi sivuta molempia suoria.
Ristikkdisilld sektoreilla on yhteinen kulmapuolittaja. Ratkaisuympyrdita on mahdollista 10ytaa
vain niistd sektoreista, joiden alueelle annettu ympyri ylettdd (riittdd myos kyseisen sektorin
reunasuoran sivuaminen).

Ratkaisumenetelmit, kun annetut suorat leikkaavat toisensa (SSY)

Ratkaisuympyrit 10ydetdin kolmella erilaisella menetelmalld siten, ettd kukin menetelmisti tuot-
taa vain osan ratkaisuista. Jos annettu ympyra sivuaa annettua suoraa tai molempia annettuja
suoria, etsitddn ratkaisuja menetelmallda L1 (16ydettivissd joko kaksi tai ei yhtdkidin ratkaisua).
Jos annettu ympyréa sijaitsee erilldcdn annetuista suorista, 10ydetddn aina kaksi ratkaisua me-
netelmilld L2. Kaikki loput ratkaisut 10ytyvit menetelmalld 1.3, joka toimii annetun ympyrin
sijaitessa missd tahansa.

Menetelmda SSY-L1: Sivutkoon ympyrd C vdhintddn yhtd annettua suoraa (oletetaan a)
mielivaltaisessa suoran a pisteessd. Piirretddn suoran a normaali, joka kulkee ympyréin C kes-
kipisteen (piste C) sekd kuvioiden vilisen sivuamispisteen kautta. Piirretddn annettujen suorien
viliset kulmanpuolittajat. Normaali leikkaa kulmanpuolittajat pisteissd S ja 7', jotka ovat ratkai-
suympyroiden keskipisteet. Ratkaisuympyrad 7" sivuaa annettua ympyrad ulkoisesti ja ratkaisu-
ympyrd S sisdisesti (ympyrdn C ympérilld). Jos ympyrda C sivuaa molempia annettuja suoria,
niin sisdisesti sivuavaa ratkaisua ei ole olemassa (koska tilloin leikkauspiste S = C). Koska
kuitenkin my0s suora b sivuaa ympyrad C, niin b:n toiselta puolelta 16ydetdédn vastaava ratkaisu-
ympyrd kuin 7 (itse asiassa yhteneva, silld asetelma on symmetrinen pisteen C kautta kulkevan
kulmanpuolittajan suhteen). Jos ympyrd C sivuaa suoraa a ja lisdksi leikkaa suoraa b, sijaitsee
sisdisesti sivuava ratkaisuympyrd S ympyran C sisélld. Jos ympyrd C sivuaa annettua suoraa
suorien leikkauspisteessd, ei tillda menetelmalld 10ydetd lainkaan ratkaisuja (menetelmalld L3
kuitenkin 16ydetdédn). Menetelmallad 16ydetddn siis joko kaksi tai ei yhtdkidin ratkaisua.

Huomautus. Milloin on olemassa (annettua ympyrid) sisdisesti sivuavia ratkaisuympyroita?
Kuten edelld huomattiin, niin sisdisesti sivuavia ratkaisuympyroiti ei ole olemassa, mikéli ym-
pyra C sivuaa molempia annettuja suoria. Ratkaisuympyrin sisdinen sivuaminen on mahdotonta
myos, jos annettu ympyré leikkaa yhtd annettua suoraa. Annettua ympyrid sisdisesti sivuava rat-
kaisuympyra voi olla joko ympyran C sisdlld tai ympdrilld (edelliselld menetelmalld L1 10yde-
tddn molempia). Apollonioksen ongelmassa ratkaisuympyri voi ympérdidd ympyréan C vain, jos
ympyrd C on kokonaan annettujen suorien vélissd siten, ettd sallitaan enintdin yhden annetun
suoran sivuaminen. Ympyrin C sisélld sijaitsevia ratkaisuja l0ydetiddn menetelmilld L1 ja L3.
Ympyrin C ympirilla sijaitsevia ratkaisuja 10ydetdin menetelmilld L1 ja L2.
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Menetelma SSY-L2: Sijaitkoon ympyri C erilldcin annetuista suorista. Talld menetelmalld
etsitddn annettua ympyraa sisdisesti sivuavia ratkaisuympyraitd, jotka ympdroivit annetun ym-
pyrén. Téllaisia ratkaisuja on olemassa kaksi. Olkoon ympyréan C sidde r. Ympyrad C sisdisesti
sivuavat ratkaisuympyrit 10ytyvit PSS-menetelmallad (ks. luku 3.4) siten, ettd yhdensuuntaiset
suorat a’ ja b’ piirretddn pienentden Kasiteltdvad sektoria. Kutistetaan siis ympyrd C keski-
pisteekseen C. Piirretddn annettujen suorien kanssa yhdensuuntaiset suorat a’ || a ja b’ || b,
kumpikin etdisyyden r pddhdn alkuperdisestd siten, ettd kasiteltdvd sektori pienenee (uuden
sektorin kirki sijaitsee alkuperdisen sektorin sisdlld). Noudatetaan PSS-menetelméi kolmikolle
{d’, V', C}, kunnes on 16ydetty ratkaisuympyroiden keskipisteet (kuvassa pisteet U ja V). Ympy-
roiden keskipisteiden kautta kulkevat suorat UC ja VC leikkaavat ympyrin C, joten kyseisista
leikkauspisteistd 10ytyvit ympyroiden viliset sivuamispisteet (jotta saadaan selville ratkaisu-
ympyrén sdde). Toisaalta, ratkaisuympyra sivuaa myos annettuja suoria, joten ratkaisuympyrin
kehépisteen voi selvittdd myos annetulle suoralle piirretyn (pisteen C kautta kulkevan) normaalin
avulla. Ratkaisuympyri voidaan piirtidd keskipisteen ja kehépisteen avulla.

Menetelma SSY-L3: Sijaitkoon ympyrd C missd tahansa. Tatd menetelmad taytyy kdyttaa
tarpeen mukaan jokaiseen sektoriin erikseen, koska konstruktion apukolmikko ja apuympyra
ovat hieman erilaiset eri sektoreille. Menetelma 16ytié tarkasteltavasta sektorista ympyrdad C
ulkoisesti sivuavat ratkaisuympyrét ja tarkasteltavan sektorin ristikulmassa olevasta sektoris-
ta ympyrad C sisdisesti sivuavat ratkaisuympyrat (ympyran C sisdltd) — mikéli ratkaisuja on
kyseisissa sektoreissa olemassa. Menetelmélld L3 loydettavid ulkoisesti sivuavia ratkaisuja on
olemassa leikkaavien suorien tapauksessa aina. Menetelmilld 10ydettdvid ympyrén C sisalla si-
jaitsevia sisdisesti sivuavia ratkaisuja puolestaan on olemassa ainoastaan, jos ympyra C leikkaa
molemmat annetut suorat.

Menetelmén vaiheet: Olkoon ympyrdn C sidde r. Kutistetaan ympyrd C keskipisteekseen
C (sdde r menee nollaksi). Valitaan késiteltdva sektori. Piirretdin annettujen suorien kanssa
yhdensuuntaiset suorat a’ || a ja b’ || b, kumpikin etdisyyden r paidhidn alkuperdisestd siten,
ettd késiteltdva sektori suurenee, jolloin siis suorien a’ ja b’ leikkauspiste sijaitsee alkuperdi-
sen tarkasteltavan sektorin ulkopuolella. Tarkasteltavassa sektorissa ja sen ristikkdissektorissa
sijaitsevien (ympyrdd C) sivuavien ratkaisuympyroiden keskipisteet 10ytyvat PSS-menetelmalld
(ks. luku 3.4) kiyttden PSS-apukolmikkoa (suora a’, suora b’ ja piste C). Sitten etsitddn enid
ratkaisuympyrin kehdpiste. Ratkaisuympyrin ja ympyrin C keskipisteiden kautta kulkeva suora
leikkaa ympyridn C kahdessa pisteessi, joista valitaan se, jonka kautta kulkeva ratkaisuympyra
sivuaa myOs annettuja suoria. Menetelmaélld 10ydetédédn kerralla enintdédn kaksi ratkaisuympyraa.

Jos ympyri C sijaitsee tarkasteltavassa sektorissa enemmén kuin yhden pisteen verran (sek-
torin ulkopuolinen sivuaminen ei riitd), ja annettujen suorien leikkauspiste sijaitsee ympyrian C
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ulkopuolella, niin tarkasteltavasta sektorista 10ytyy aina kaksi ulkoisesti sivuavaa ratkaisuym-
pyrdd. Seuraavissa havainnollistuskuvissa on esitetty ratkaisuympyrit katkoviivalla ja annettu
ympyrd harmaana.

Jos ympyri C sijaitsee tarkasteltavassa sektorissa enemmain kuin yhden pisteen verran (sek-
torin ulkopuolinen sivuaminen ei riitd), ja annettujen suorien leikkauspiste sijaitsee ympyran C
kehdilld, niin tarkasteltavasta sektorista 10ytyy vain yksi ulkoisesti sivuava ratkaisuympyra.

Jos ympyra C leikkaa molemmat annetut suorat, ja annettujen suorien leikkauspiste sijaitsee
ympyran C kehdlld, niin ympyrédn C sisdlla on olemassa yksi sisdisesti sivuava ratkaisuympy-
rd. Kyseinen ratkaisu 10ytyy valitsemalla tarkasteltavaksi sektoriksi ratkaisuympyristd katsoen
ristikkdinen sektori.

Jos ympyria C leikkaa molemmat annetut suorat, ja annettujen suorien leikkauspiste sijaitsee
ympyrin C ulkopuolella, niin ympyrin sisédlld on olemassa kaksi sisdisesti sivuavaa ratkaisua.
Kyseiset ratkaisut 10ytyvit valitsemalla tarkasteltavaksi sektoriksi ratkaisuympyrdistd katsoen
ristikkdinen sektori.
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Jos annetut suorat leikkaavat ympyrdn C sisdlld, niin 10ydetdén tarkasteltavasta sektorista
yksi ulkoisesti sivuava ratkaisu ja ristikkdisestd sektorista annetun ympyrén sisdpuolelta yksi
sisdisesti sivuava ratkaisu.

Ratkaisukonstruktiot, kun annetut suorat leikkaavat toisensa (SSY)

Esitelldin seuraavaksi ratkaisukonstruktiot timin alaluvun alussa esitetyn kuvan (s. 53) tapauk-
sille.

Jos ympyrd C leikkaa molemmat annetut suorat siten, ettd suorien vdlinen leikkauspis-
te sijaitsee ympyran C sisdpuolella, on ratkaisuja kahdeksan. Ratkaisut 10ytyvit kdyttimalla
menetelmid L3 jokaiseen neljdédn sektoriin.

Jos ympyra C leikkaa molemmat annetut suorat siten, ettd suorien vdlinen leikkauspiste
sijaitsee ympyrin C kehdlld, on ratkaisuja neljd. Sisdisesti sivuavia ratkaisuympyroitd on yksi
ja ulkoisesti sivuavia kolme. Ratkaisuympyrit 10ydetdédn menetelmalld L3.

Jos ympyra C leikkaa molemmat annetut suorat siten, ettd suorien vdilinen leikkauspiste si-
jaitsee ympyrin C ulkopuolella, on ratkaisuja kahdeksan. Sisdisesti sivuavia ratkaisuympyroita
on kaksi ja ulkoisesti sivuavia kuusi. Sisdisesti sivuavat ratkaisut 10ydetddn kdyttamaillda mene-
telméa L3 tyhjdén sektoriin ja ulkoisesti sivuavat ratkaisut kdyttimailla menetelmaa L3 kolmeen
muuhun sektoriin, joiden alueella ympyra C sijaitsee.
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Jos ympyrd C leikkaa tdsmailleen yhden annetuista suorista (eikd kosketa toista suoraa
lainkaan), on ratkaisuympyridn mahdotonta sivuta ympyrada C sisdisesti. Talloin kaikki ratkai-
suympyrit ovat ulkoisesti sivuavia, ja niitd on olemassa neljd. Ratkaisut l0ytyvit kidyttdmalla
menetelméé L3 kahteen sektoriin, joiden alueella ympyri C sijaitsee.

Jos ympyrd C sivuaa tdsmilleen yhtd annettua suoraa, on sisdisesti sivuavia ympyroiti
olemassa yksi ja ulkoisesti sivuavia ympyroitd kolme. Ratkaisuympyrit 16ytyvit menetelmilld
L1 jaL3.

Jos ympyri C sivuaa suoraa a (muualla kuin suorien vilisessd leikkauspisteessd) ja leikkaa
suoran b, on ratkaisuja nelja: kolme ulkoisesti sivuavaa ja yksi sisdisesti sivuava ratkaisuympyra.
Ratkaisut 10ydetddn menetelmilld L1 ja L3.

Jos ympyrd C sivuaa suoraa a suorien vilisessd leikkauspisteessd, on ratkaisuja olemassa
kaksi. Ratkaisuympyrit ovat ulkoisesti sivuavia, ja ne 10ydetddn menetelmalla L3.




Jos ympyré C sivuaa molempia annettuja suoria, on olemassa ainoastaan ulkoisesti sivuavia
ratkaisuja, joita on neljd. Ratkaisut 16ydetdén menetelmilld L1 ja L3.

Jos ympyri C sijaitsee erillddn annetuista suorista (eli ympyrd C N (a U b) = @), on olemassa
kaksi ulkoisesti ja kaksi sisdisesti sivuavaa ratkaisuympyrad, jotka sijaitsevat kaikki samassa
sektorissa kuin ympyrd C. Sisdisesti sivuavat ratkaisuympyrit 10ydetddn menetelmalld L2 ja
ulkoisesti sivuavat menetelmalla L3.

Annetut suorat ovat yhdensuuntaiset (SSY)

Olkoot annetut suorat yhdensuuntaiset (a || b). Annetuista suorista ja ympyrastd muodostuu
erilaisia asetelmia sen mukaan, milld eri tavoin annettu ympyrd voi sijoittua suoriin néhden.
Annettu ympyrd C voi sijaita erillddn suorista (suorien vilissd tai vilisen alueen ulkopuolella),
sivuta yhtd suoraa (suorien vilissd tai vilisen alueen ulkopuolella), sivuta molempia suoria,
leikata yhden suoran tai leikata molemmat suorat. Annettu ympyra voi lisdksi yhtéd aikaa seki
sivuta yhti suoraa ja leikata toisen suoran.

TVEFIPNST S

Ratkaisuympyrdt sijaitsevat yhdensuuntaisten suorien tapauksessa aina annettujen suorien
vdlissd sivuten molempia suoria, jolloin ratkaisuympyrin halkaisija on sama kuin suorien vili-
nen etdisyys. Ratkaisuympyra voi annettujen suorien valissd sivuta ympyrad C ulkoisesti, sisai-
sesti ympyran C sisélld tai sisdisesti ympyrdan C ympdrilld. Ratkaisuja on olemassa annettujen
kuvioiden asetelmasta riippuen nolla, yksi, kaksi, kolme tai nelja.

Ratkaisumenetelmit, kun annetut suorat ovat yhdensuuntaiset (SSY)

Ratkaisuympyroitd 10ydetdin kolmella eri menetelmaélli, jotka tuottavat kukin osan ratkaisuista:
Jos ympyrd C sivuaa yhtd annettua suoraa, kdytetddn menetelmdd Y1, jolla 10ytyy ulkoisesti
tai sisdisesti sivuava ratkaisu. Jos ympyré C sijaitsee suorien vdlissd edes osittain (enemmén
kuin yksi kehdpiste), niin kédytetdin menetelmadd Y2, jolla 10ydetdin kaksi ulkoisesti sivuavaa
ratkaisua. Loput sisdisesti sivuavat ratkaisut 10ydetdin menetelmalld Y3, joka 10ytaa ratkaisuja
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kaksin kappalein, kunhan ympyra C leikkaa molempia suoria tai sijaitsee erilldiéin suorista niiden
vélissdi.

Menetelmd SSY-Y1: Sivutkoon ympyrd C (nimetty keskipisteensd mukaan) yhtd annettua
suoraa pisteessd P. Suora PC on annettujen suorien normaali. Ratkaisuympyrin keskipiste si-
jaitsee suoralla PC annettujen suorien puolivilissd. Keskipiste 10ytyy siis puolittamalla kyseinen
jana, joka on ratkaisuympyrén halkaisija. Ehto tdsméilleen yhden suoran sivuamisesta johtuu sii-
td, ettd jos ympyrd C sivuaa molempia annettuja suoria, niin sen ympdrille ei voi muodostaa
sisdisesti sivuavaa ratkaisuympyraa.

Menetelma SSY-Y2: Sijaitkoon ympyrd C edes osittain suorien vilissd (oltava enemmaén
kuin yksi kehépiste). Ulkoisesti sivuavat kaksi ratkaisuympyrdd 10ytyvat soveltamalla PSS-
menetelmid. Kutistetaan siis ympyrd C (sidde r) keskipisteekseen C. Piirretdin annettujen suo-
rien kanssa yhdensuuntaiset suorata’ || aja b’ || b, kumpikin etdisyyden r padhin alkuperdisesta
ja kauemmas toisistaan. Piirretddn yhdensuuntaisten suorien (a ja b) puolivdlissd kulkeva yhden-
suuntainen suora, jolla ratkaisuympyroiden keskipisteet sijaitsevat. Otetaan harppiin apusuorien
a’ ja b’ vilisen etdisyyden puolikas, ja piirretdéin C-keskinen apuympyrid. Apuympyri leikkaa
keskimmadisen yhdensuuntaisen suoran ratkaisuympyroiden keskipisteissd U ja V. Ratkaisuym-
pyrian U kehdpiste 16ytyy suoran UC ja ympyrin C leikkauspisteestd (ympyrille V vastaavasti).

Menetelma SSY-Y3: Sijaitkoon ympyrd C annettujen suorien vdlissd erilldicin suorista, tai
leikatkoon ympyra C molemmat suorat. Molempiin tapauksiin toimii menetelmé Y3, joka on
PSS-menetelmén sovellus. Kutistetaan siis ympyré C (sdde r) keskipisteekseen C. Piirretddn an-
nettujen suorien kanssa yhdensuuntaiset suorat @’ || a ja b’ || b, kumpikin etdisyyden r pddhén
alkuperdisesti siten, ettd esimerkiksi suora a’ piirretdan suoran b puolelle suoraa a eli suoria
siirretddn ldhemmdis tai "ldhemmds" toisiaan (tapauksessa, jossa C leikkaa suorat, on suorien
vilinen etdisyys pienempi kuin ympyrin C halkaisija, minka takia piirrettivit apusuorat a’ ja b’
saattavat sijaita jopa kauempana toisistaan kuin alkuperéiset suorat). Piirretdin yhdensuuntaisten
suorien (a ja b) puolivilissdi kulkeva yhdensuuntainen suora, jolla ratkaisuympyroiden keski-
pisteet sijaitsevat. Otetaan harppiin apusuorien a’ ja b” vilisen etdisyyden puolikas, ja piirretdin
C-keskinen apuympyréa (ks. kuvat i ja ii). Apuympyra leikkaa keskimmdiisen yhdensuuntaisen
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suoran ratkaisuympyrdiden keskipisteissd S ja T. Ratkaisuympyrédn S kehdpiste 16ytyy suoran
SC ja ympyrin C leikkauspisteestd (ympyrille T vastaavasti).

Ratkaisukonstruktiot, kun annetut suorat ovat yhdensuuntaiset (SSY)

Kaikki annetun kolmikon {a, b, C} asetelmat, joissa suorat ovat yhdensuuntaiset, ratkeavat esite-
tyilld menetelmilld Y1, Y2 ja Y3. Jatetddn ratkaisujen piirtdminen lukijalle. Mainitaan kuitenkin
muutamia seikkoja: Ratkaisuja ei ole olemassa, kun ympyri C sijaitsee annetuista suorista eril-
lddn muualla kuin suorien vilissid. Ratkaisuja on olemassa pariton médra tapauksissa, joissa
ympyrd C sivuaa yhti annettua suoraa (jolloin kiytetadn menetelmad Y 1). Tamén alaluvun alus-
sa esitetyssd kuvassa (s. 59) havainnollistetuissa kahdeksassa tapauksessa on olemassa olevien
ratkaisuympyroiden lukumddrd seuraavanlainen (lueteltuna vasemmalta oikealle): 0, 1, 2, 3, 4,
2,3jad4.

3.8 Piste — ympyra — ympyra (PYY)

Olkoot annetut kuviot piste A sekd ympyrit B ja C. Annetut ympyrit voivat sijaita toisiinsa
nihden viidelld eri tavalla: ympyrdt voivat olla erilliset toistensa ulkopuolella, olla erilliset sisdk-
kiin, sivuta toisiaan ulkoisesti, sivuta toisiaan sisdisesti tai leikata toisensa. Piste puolestaan voi
olla erillddn ympyr6istd, sivuta yhtd ympyrad tai sivuta kerralla molempia ympyroitd (ympyroi-
den sivuamis- tai leikkauspisteessd). Annetuista kuvioista saadaankin muodostettua oleellisesti
erilaisia asetelmia titen yhteensd seuraavaksi kuvin esitettdvit runsaat kaksikymmenti tapausta.

00 Oo Uo © (©
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Ratkaisumenetelmia (PYY)

Piste—ympyra—ympyrikolmikon kaikkiin erilaisiin asetelmiin l0ydetddn ratkaisut yhdelld ai-
noalla menetelmalld, tismalleen vastaavasti kuin PSY-menetelmilld (ks. s. 45). Piirretdén siis
A-keskinen ympyrd mielivaltaisella siteelld. Kuvataan ympyrit B ja C inversiolla (ympyrdn A
suhteen), jolloin niiden inversiokuvat ovat suoria tai ympyrait, eli kuviopareja {&’, ¢’}, {b’, C'},
{B’,c’} tai {B’, C'}. Inversiokeskuksen kautta kulkemattomat ympyrit kuvautuvat nimittéin in-
versiokeskuksen kautta kulkemattomiksi ympyroiksi, ja inversiokeskuksen kautta kulkevat ym-
pyrit kuvautuvat inversiokeskuksen kautta kulkemattomiksi suoriksi (lause 2.14). Piirretdin
inversiokuvien yhteistangentit (ks. s. 27). Yhteistangentit ovat etsittyjen ratkaisuympyrodiden in-
versiokuvat. Kuvataan siis 10ydetyt yhteistangentit inversiolla ympyrdn A suhteen. Inversiokes-
kuksen A kautta kulkematon suora (yhteistangentti) kuvautuu pistettd A sivuavaksi ympyriksi,
joka sivuaa my0s annettua suoraa b ja annettua ympyraa C (koska inversio sdilyttdd sivuavuu-
den).

Ratkaisukonstruktiot (PYY)

Ratkaisujen lukumiiré voi vaihdella PY Y-kolmikoilla kuvioiden keskiniisesti sijainnista riip-
puen nollasta jopa ddrettomiin. Mahdollisia ratkaisujen lukuméérid ovat kuitenkin 0, 1, 2, 3, 4
ja aareton.

Ratkaisua ei ole olemassa, jos piste ja ympyra sijaitsevat eri puolilla toisen annetun ympy-
rdn kehda. Ratkaisumenetelmi perustelee viitteen, koska tdlloin annettujen ympyroiden B ja C
inversiokuvat (inversioympyrin A suhteen) ovat keskenéén erilladn mutta sisdkkiin sijaitsevat
ympyrit B’ ja C’, joille ei ole olemassa yhteistangenttia. Ratkaisua ei myoskidin ole olemas-
sa, jos piste A sijaitsee annettujen ympyroiden leikkauspisteessd. Talloin ympyrdiden B ja C
inversiokuvat ovat erisuuntaiset suorat b’ }t ¢’, joille ei myoskiin ole olemassa yhteistangenttia.

Qo @ @ W

Adireton mddrd ratkaisuja puolestaan 16ytyy, kun piste A sijaitsee annettujen ympyrdiden
sivuamispisteessd (sisdinen ja ulkoinen sivuaminen). Tdlloin ympyroiden B ja C inversiokuvat
(inversioympyrin A suhteen) ovat yhdensuuntaiset suorat b’ || ¢’, jolloin yhteistangentteja ovat
kaikki niiden kanssa yhdensuuntaiset suorat. Ratkaisuympyrit (katkoviivalla) ovat molemmille
sivuamistapauksille ldhes identtiset (poislukien ratkaisuympyroiden joukosta annetut ympyrit).

Co (©
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Esitellddn seuraavaksi ratkaisukonstruktiot tapauksille, joissa piste A sijaitsee erilldidin an-
netuista ympyroistd (ja joille on olemassa ratkaisuja). Kyseiset kuvioasetelmat kuvautuvat in-
versiolla ympyrdn A suhteen ympyréiksi B’ ja C’. Kahdelle ympyrille voidaan 10ytidé enintddn
neljd yhteistangenttia (riippuen ympyréiden B ja C eli myds ympyrdiden B’ ja C” keskindisesté
sijainnista: erillddn, sivuavat tai leikkaavat), joten myos ratkaisuympyrditd on titen olemassa
enintddn neljd — tarkemmin sanottuna 1, 2, 3 tai 4.

Esitellddn seuraavaksi kaikki loput tapaukset, eli asetelmat, kun piste A (inversiokeskus) si-
jaitsee annetulla ympyrdlld (oletetaan B). Téalloin ympyrd B kuvautuu inversiolla (mielivaltaisen
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A-keskisen ympyrin suhteen) suoraksi »’, joka ei kulje inversiokeskuksen kautta. Ympyra C ei
kulje inversiokeskuksen kautta, joten se kuvautuu ympyriksi C’. Suoralle ja ympyrille on ole-
massa enintdédn kaksi yhteistangenttia (suoran 5’ suuntaiset ympyran C’ tangentit), joten ndissa
tapauksissa on titen olemassa enintdcin kaksi ratkaisuympyrid — tarkemmin sanoen 1 tai 2.

3.9 Suora- ympyri — ympyra (SYY)

Olkoot annetut kuviot suora a sekd ympyrit B ja C. Edelliseen tapaukseen PYY verrattuna
vaihdetaan siis annettu piste suoraksi. Annetut ympyrét voivat sijaita toisiinsa nihden (samoin
kuin PYY-tapauksessa esitetdén eli) viidella eri tavalla: ympyrdt voivat sijaita erilldédn toisten-
sa ulkopuolella, sijaita erillaan sisdkkiin, sivuta toisiaan ulkoisesti, sivuta toisiaan sisdisesti tai
leikata toisensa. Annettu suora puolestaan voi sijaita ympyréstd erillddn, sivuta ympyrdd tai
leikata ympyrén. Ja koska ympyrditd on kaksi, voi suora esimerkiksi sivuta yhtd ympyréa ja
leikata toisen ympyrian — kombinaatioita on lukuisia. Ympyrit voivat lisdksi sijaita kokonaan
eri puolilla suoraa, osittain samalla puolella suoraa (sivuaminen ja leikkaaminen) tai molemmat
kokonaan samalla puolella suoraa. Erikoistapauksia ovat lisidksi asetelmat, joissa suora kulkee
(jossakin asennossa) ympyrdiden vilisen sivuamis- tai leikkauspisteen kautta. Oleellisesti eri-
laisia asetelmia onkin olemassa valtavan suuri joukko, eli seuraavaksi kuvin esitettivit ldhes
neljakymmenti tapausta.
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Ratkaisuympyréd sivuaa annettua suoraa jommalta kummalta puolelta suoraa. Annettuja
ympyroitd puolestaan ratkaisuympyra voi sivuta ulkoisesti tai sisdisesti.
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Ratkaisuympyrd voi sivuta molempia annettuja ympyroitd ulkoisesti. Tilloin annettujen
ympyroiden on sijaittava edes osittain samalla puolella annettua suoraa ja toisiinsa nidhden
siten, ettd ympyrét eivdt ole erilliset sisdkkdin. Lukumaardisesti tillaisia ratkaisuja on olemassa
yleensi enintdédn kaksi tai ddreton maara.

Ratkaisuympyri voi sivuta molempia annettuja ympyraita sisdisesti. Tillaisia ratkaisuympy-
roitd voi olla olemassa, mikéli annetut ympyrét eivdt ole erilliset sisikkédin eivdtkd kumpikaan
leikkaa annettua suoraa. Lukuméirdisesti tillaisia ratkaisuja on olemassa yleensi enintdén kaksi
tai dareton maara.

Ratkaisuympyri voi sivuta ensimmdiistd annettua ympyraa (oletetaan B) ulkoisesti ja toista
sisdisesti (oletetaan C). Téllaisia ratkaisuympyroitd voi olla olemassa, mikili annetut ympyrat
eivdt leikkaa toisiaan eikd ympyra C leikkaa annettua suoraa. Lukumadrdisesti tallaisia ratkaisuja
on olemassa yleensi enintdédn kaksi tai ddreton maara.

Ratkaisumenetelmit (SYY)

Ratkaisuympyrit 10ytyvit soveltamalla PSY-menetelmii. Talloin on ensin muutettava annettu
SY Y-kolmikko sopivaksi PSY-apukolmikoksi kutistamalla annetuista ympyroistd pienempi kes-
kipisteekseen. Apukolmikon muodostamisessa lisdksi pienennetéin tai suurennetaan suurempaa
ympyraa (kutistetun sidteen verran), ja siirretddan annettua suoraa a kutistetun siateen verran sivuil-
le kumpaankin suuntaan siten, ettd @’ || a. Koska muodostettuja PSY-kolmikon apukuvioita on
yksi piste, kaksi keskendin yhdensuuntaista suoraa ja kaksi erikokoista (samankeskistd) ympy-
rdd, niin apukolmikko voidaan muodostaa neljilla eri tavalla. Kaikki nelji erilaista apukolmikkoa
tuottavat ddrellisessd tapauksessa kukin enintdédn kaksi ratkaisuympyraa.

PSY-menetelmi toimii apukolmikolle, kun annetut ympyrit ovat siteiltadn erisuuret. Jos
annetut ympyrat ovat siteiltdén yhtd suuret, sovelletaan tarvittaessa PPS-menetelmaa.

Menetelma SYY1: Kutistetaan ympyrdistd pienempi (oletetaan B, jonka sdde on r) kes-
kipisteekseen B’. Kutistetaan my0s ympyran C sddettd vastaavasti janan r verran, jolloin saa-
daan ympyrd C’. Loitonnetaan suoraa a etdisyyden r verran kauemmas pisteestd B’, suoraksi
a’ || a. Katso seuraavalla sivulla olevaa kuvaa 3.1 ja sen kuvatekstid, joihin on tiivistetty SY Y-
menetelmien koko sisdltd. Apukolmikkoa (eli suoraa a’, pistettd B’ ja ympyrdd C’) sivuavat
tangenttiympyréit 10ytyvit PSY-menetelmilld — tai PPS-menetelmilld, mikéli annetut ympyrat
ovat yhtd suuret. Piirretdén siis suoran @’ ja ympyrian C’ inversiokuvat (B’-keskisen mielival-
taisen ympyrén suhteen), jolloin inversiokuvat ovat yleensd ympyroitd {A”, C”} mutta joissakin
tapauksissa suoria {a”, ¢”’}. Annetun kuvion inversiokuva on suora, jos ja vain jos annettu suo-
ra tai ympyré kulkee inversiokeskuksen B’ kautta (vrt. lause 2.14). Piirretddn inversiokuvien
yhteistangentit. Yhteistangentteja syntyy dérellisessd tapauksessa enintdin neljd, vaikka ratkai-
suja pitdisi l0ytyd tdlld menetelmalld enintdén kaksi. Siispd vain osa yhteistangenteista tuottaa
oikeanlaisen ratkaisuympyrin, joka sivuaa annettua SY Y-kolmikkoa (loput yhteistangentit tuot-
tavat ratkaisun kannalta viirinlaisia ympyroitd). Palataan tdhdn pulmaan timén alaluvun lopus-
sa. Kuvataan kaikki yhteistangentit inversiolla (B’-keskisen ympyrén suhteen), jolloin saadaan
PSY-apukolmikon tangenttiympyrit (osa oikeanlaisia ja osa annetun kolmikon asetelman kan-
nalta turhia). Kuvioiden vilisid etdisyyksid vertaamalla ndhddén, mitkd yhteistangentit tuottavat
lopulta todellisia ratkaisuja myds SY Y-kolmikolle. PSY-apukolmikon oikeanlaisilla tangent-
tiympyroilld on samat keskipisteet kuin annetun SY Y-kolmikon ratkaisuympyr6illé, joten on
siis 10ydetty ratkaisuympyroiden keskipisteet. Etsitdin kunkin ratkaisuympyrin jokin kehdpiste
piirtamalld esimerkiksi suora, joka kulkee ratkaisun keskipisteen ja jomman kumman anne-
tun ympyrin keskipisteen kautta (my0s ratkaisun keskipisteen kautta kulkeva annetun suoran
normaali kdy). Ratkaisuympyrén kehipiste 10ytyy piirretyn suoran ja annetun kuvion (toisesta)
leikkauspisteesta.
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Kuva 3.1: SYY. Annettu kolmikko {a, B, C} sekd apukuviot {a’l, aé, B, Ci, Cé} eli tekstissd mai-
nitut apukolmikot {a’, B/, C’}. Lisédksi PSY-menetelmin mukaiset apukuvioiden inversiokuvat
{A’l’, A’z’, C{’, Cé’} kuvattuina mielivaltaisen B’-keskisen ympyrin (katkoviivalla) suhteen. Yh-
teistangentit piirretdéin kuvioille C{" ja A7 (SYY1), C{ ja A7 (SYY2), CJ ja A7 (SYY3), sekd
CJ ja A7 (SYY4).

Menetelmd SYY2: Kautistetaan pienempi ympyrd B = (B’, r) keskipisteekseen B’. Kutiste-
taan suurempaa ympyrdd C janan r verran, ympyriksi C’. Siirretdén suoraa a etdisyyden r ver-
ran ldhemmdis pistettd B’, suoraksi a’ || a. Kédytetddn PSY-menetelmii (tai PPS-menetelmalla,
jos annetut ympyrit ovat yhtd suuret). Piirretiin PSY-menetelmélld apukolmikon {a’, B’, C’}
inversiokuvat (B’-keskisen mielivaltaisen ympyrin suhteen), jolloin suoran @’ ja ympyran C’ in-
versiokuvat ovat yleensd ympyrdoitd (tai joissakin tapauksissa suoria). Piirretdédn inversiokuvien
{A”,C"} yhteistangentit. Kuvataan yhteistangentit inversiolla (B’-keskisen ympyrén suhteen),
jolloin saadaan apukolmikon tangenttiympyrit (osa oikeanlaisia ja osa turhia). PSY-apukolmikon
oikeanlaisilla tangenttiympyroilld on samat keskipisteet kuin annetun SY Y-kolmikon ratkaisu-
ympyroilld, joten on 10ydetty ratkaisuympyroiden keskipisteet. Etsitddn lisdksi kunkin ratkai-
suympyrin jokin kehdipiste vastaavasti kuten edelld on selitetty. Tidllda menetelmaélld 10ydetiin
enintidin kaksi ratkaisua, mikili ratkaisuja on olemassa direllinen maara.

Menetelmad SYY3: Kutistetaan pienempi ympyrd B = (B’, r) keskipisteekseen B’. Kasva-
tetaan suurempaa ympyrad C janan r verran, ympyriaksi C’. Loitonnetaan suoraa a kauemmas
pisteestd B’ etdisyyden r verran, suoraksi a’ || a. Apukolmikkoa {a’, B’, C'} sivuavat (oikean-
laiset) tangenttiympyrit, eli my0Os ratkaisuympyroiden keskipisteet, 10ytyvit PSY-menetelmailla.
Etsitdin lisdksi kunkin ratkaisuympyrin jokin kehdpiste vastaavasti kuten edelld on selitetty.
Télld menetelmilld 10ydetddn enintdédn kaksi ratkaisua, mikéli ratkaisuja on olemassa dérellinen
madra.

Menetelmad SYY4: Kutistetaan pienempi ympyrd B = (B, r) keskipisteekseen B’. Kasvate-
taan suurempaa ympyrdd C janan r verran, ympyréiksi C’. Lihennetddn suoraa a kohti pistettd
B’ etdisyyden r verran, suoraksi a’ || a. Apukolmikkoa {a’, B’, C’} sivuavat (oikeanlaiset) tan-
genttiympyrét, eli my0s ratkaisuympyroiden keskipisteet, 10ytyvit PSY-menetelmilld. Etsitddan
lisdksi kunkin ratkaisuympyrén jokin kehdipiste vastaavasti kuten edelld on selitetty. Télld me-
netelmailld 10ydetdédn enintddn kaksi ratkaisua, mikéli ratkaisuja on olemassa dédrellinen maara.

Yhteistangenttien valitsemispulma: Yhteistangentteja on olemassa adarellisessi ta-
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pauksessa yhteensd enintdin kuusitoista. Annettujen kolmen kuvion keskindinen sijoittuminen
madrdd sen, mika tai mitkd yhteistangenteista sopivat juuri kyseiselle annetulle kolmikolle. Epa-
sopivat yhteistangentit tuottavat nimittdin tangenttiympyroité, jotka sivuavat annetuista kuvioista
vain kahta (mika ei riitd). Miksi tdllaisia hassuja melkein sopivia yhteistangentteja on olemassa?
Pitkéllisten piirtimisten ja kokeilujen jidlkeen néyttdisi silté, ettd epdsopivien tangenttien avulla
sovelletusti piirretyt tangenttiympyrét sivuaisivat sittenkin jopa kaikkia kolmea annettua kuvio-
ta, kunhan annettuja kuvioita siirretdén (onnistuu GeoGebralla) joksikin selvisti toisenlaiseksi
asetelmaksi. Jokainen yhteistangentti tuottaa titen oletettavasti erddn ratkaisun, jonkinlaiseen
annettujen kuvioiden asetelmaan. Sopivan yhteistangentin valitsemiseksi ei kuitenkaan 10ytynyt
mitddn yleisesti sopivaa keinoa, ei, vaikka kirjoittaja kuinka yritti. SY Y-menetelméaa kiytettaes-
sd joudutaan siksi piirtaimddn kaikki mahdolliset (turhatkin) PSY-aputangenttiympyrit, minkd
jéalkeen tutkitaan, mitkd tangenttiympyroistd kelpaavat jatkokasittelyyn.

Naité ohjeita kirjoitettaessa on tarkasteltu toisistaan erilldédn ja toistensa ulkopuolella sijait-
sevien annettujen kuvioiden tapausta. Kyseiselle asetelmalle on kaytetty jokaista menetelmai
SYY 14 erikseen, jolloin on 16ydetty jokaisella neljdlli menetelmilld nelja yhteistangenttia
(yhteensd 16), niitd vastaavat PSY-kolmikon tangenttiympyrit, sekd tarvittaessa niitd vastaavat
SY Y-kolmikon tangenttiympyrit. Tarkasteltua asetelmaa (ja siten myos valmista konstruktiota)
on pystytty kuitenkin yllédttavan paljon muuttelemaan, jolloin on saatu kitevisti havainnollistet-
tua erilaisia seuraavassa alaluvussa esitettdvid tapauksia. SY Y-menetelmi on melkoisen tyolis,
joten toisenlaista lahtoasetelman konstruktiota ei ole tehty.

Ratkaisukostruktioita (SYY)

Tamén alaluvun alussa (s. 64) on esitetty kuvin lukuisia erilaisia annettujen kuvioiden asetelmia.
Esitellddn seuraavaksi ratkaisukonstruktiot kuvineen noin tusinalle asetelmalle.

Ratkaisua ei ole olemassa, jos i) annetut ympyrit sijaitsevat erillddn annetusta suorasta
ja suoran eri puolilla. ii) annetut ympyrit sijaitsevat sisdkkdin erillddn toisistaan ja erilldin
annetusta suorasta. iii) annettu suora kulkee annettujen ympyroiden leikkauspisteiden kautta.

7o /@

Jos annetut ympyrit sijaitsevat erilldén toistensa ulkopuolella ja annetun suoran samalla
puolella erillddn suorasta, on ratkaisuja olemassa kahdeksan (SYY 1-4).

—

Jos annetut ympyrit leikkaavat toisensa ja sijaitsevat erilladn annetusta suorasta, on ratkaisuja
olemassa neljd (SYY1 jaSYY2).
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Jos annetuista ympyroistd ensimmadinen leikkaa annetun suoran, ja toinen ympyroisti sijaitsee
erilladn muista kuvioista, on ratkaisuja olemassa neljd (SYY1 jaSYY3; SYY1 ja SYY4).

Jo-
<

Jos annetut ympyrit leikkaavat toisensa, ja toinen ympyrdisté leikkaa lisdksi annetun suoran,
on ratkaisuja olemassa kaksi (SYY1).

Jos annetut ympyrit sivuavat toisiaan (ulkoisesti tai sisdisesti), ja annettu suora sivuaa ympy-
roitd samassa sivuamispisteessi, on ratkaisuja olemassa dcdreton mdcrd (identtiset kuvat, lukuun
ottamatta annettuja ympyrditd). Jos annetut ympyrit sivuavat toisiaan ulkoisesti, niin ympyrit
sijaitsevat tdlloin eri puolilla suoraa, jolloin ratkaisut 10ydetdédn menetelmilld SYY3 ja SYY4.
Jos annetut ympyrét sivuavat toisiaan sisdisesti, niin ympyrit sijaitsevat tilloin samalla puolella
suoraa, jolloin ratkaisut 10ydetdin menetelmillda SYY2. Yksinkertaisempaa tietysti on piirtdd
ratkaisuja niiden tietojen avulla, ettd ratkaisuympyroiden keskipisteet sijaitsevat suoran a nor-
maalilla, joka kulkee ympyroiden sivuamispisteen kautta, ja ettd kaikkien annettujen kuvioiden
yhteinen sivuamispiste on my0s erds ratkaisujen kehdpiste.

Jos suurempi annetuista ympyroistd sivuaa annettua suoraa, ja pienempi annettu ympyra si-
jaitsee samalla puolella suoraa erilldédn muista kuvioista, on ratkaisuja olemassa kuusi: 2 (SYY1),
1(SYY2),1(SYY3)ja2(SYY4). Jos ympyroiden koot ovat pdinvastoin, on ratkaisuja olemassa
vastaavasti kuusi: 2 (SYY1), 1 (SYY2),2(SYY3)jal (SYY4).
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Jos pienempi annetuista ympyroistd sivuaa annettua suoraa, ja suurempi annettu ympyra
sijaitsee eri puolella suoraa erilldédn suorasta, on ratkaisuja olemassa kaksi: 1 (SYY1)jal (SYY3).
Jos ympyroiden koot ovat pdinvastoin, on ratkaisuja vastaavasti olemassa kaksi: 1 (SYY1) ja
1 (SYY4).

Jos annetut ympyrit sivuavat toisiaan ulkoisesti ja sijaitsevat erilldéin annetusta suorasta, on
ratkaisuja kuusi: 2 (SYY1),2 (SYY2), 1 (SYY3)jal(SYY4).

SY Y-tapausten konstruoiminen on hirmuisen tyolistd, joten jitetdin loput tapaukset lukijalle.

3.10 Ympyri — ympyra — ympyra (YYY)

Kolmen annetun ympyrén tapaus on kaikkein vaikein tapaus. Kaksi ympyrdd ympyrét voivat si-
jaita toisiinsa nihden (samoin kuin PY'Y- ja SY Y-tapauksissa on esitetty eli) viidelld eri tavalla:
ympyrdt voivat sijaita erilldin toistensa ulkopuolella, sijaita erilldén sisdkkdin, sivuta toisiaan
ulkoisesti, sivuta toisiaan sisdisesti tai leikata toisensa. Lisdtdin kaikenlaisiin kahden ympyrin
asetelmiin vield kolmas ympyré kahteen ensimmaiiseen nidhden kaikin mainituin eri tavoin, jol-
loin kolme ympyrid voivat sijaita keskeniin todella monella eri tavalla. Erikoistapauksia ovat
lisiksi asetelmat, joissa jokin ympyrid kulkee toisten ympyroiden vélisen sivuamis- tai leikkaus-
pisteen kautta. Esitetdiin seuraavaksi kolmen annetun ympyrin oleellisesti erilaisia asetelmia,

~ 3RQ8e
RV e
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Ratkaisuympyrditd on olemassa yleensd enintddn kahdeksan tai muutamassa tapauksessa
jopa ddreton maara.

Esitelldin seuraavaksi ratkaisumenetelmd YY'Y, joka toimii aina. Yleisen menetelmin paa-
piirteet noudattelevat lahdetti [Us, s. 17—18]. Esitelldén lisdksi erdédn yksittidisen ratkaisuympyrin
etsiminen toisenlaisella ratkaisumenetelmalld, lihteen [Cou, s. 161-162] mukaan.

Ratkaisumenetelmi (YYY)

Olkoon annettu ympyrikolmikko {A, B, C}. Ratkaisuympyrit 10ytyvit soveltamalla SYY-me-
netelméd (joka puolestaan perustuu PSY-menetelméan). Tilloin on ensimmaiseksi muutettava
annettu Y'Y Y-kolmikko sopivaksi SY Y-apukolmikoksi, inversion avulla. Valitaan mielivaltai-
sesti jonkin annetun ympyrin (valitaan A) kehaltd piste P. Piirretdéin P-keskinen inversioympyrd
mielivaltaisella siteelld. Kuvataan kaikki annetut ympyrit inversiolla ympyrdan P suhteen. In-
versiokeskuksen P kautta kulkevasta ympyristd A tulee (inversiokeskuksen kautta kulkematon)
suora a’. Inversiokeskuksen kautta kulkemattomat ympyrit B ja C kuvautuvat (inversiokeskuk-
sen kautta kulkemattomiksi) ympyroiksi B” ja C’. Muodostettua SY Y-apukolmikkoa {a’, B/, C'}
sivuavat tangenttiympyrét 10ytyvit SY Y-menetelmilld. Apukolmikon {a’, B/, C’} 16ydetyt tan-

genttiympyrit kuvataan inversiolla P-keskisen ympyrin suhteen, jolloin saadaan annetun kol-
mikon {A, B, C} ratkaisuympyrit.
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YYY-yksittiistapaus toisenlaisella menetelmilli

Sijaitkoot kolme annettua ympyraa erilldén toisistaan ja toistensa ulkopuolella. Nimitetddn ym-
pyroitd niiden keskipisteiden A, B ja C mukaan. Etsitdéin erdstd ratkaisuympyrid, joka sivuaa
annettua kolmikkoa ulkoisesti. Kyseistd tangenttiympyrdd ei vield tunneta, mutta esitetdin se
silti havainnollisuuden takia jo kuvissa. Ratkaisuympyrin keskipiste on O ja sdde p.

Kasvatetaan annettujen ympyroiden A, B ja C siteitd pituuden d verran, jotta kaksi toisiaan
lahimpind olevaa ympyrad, B ja C, sivuavat kasvattamisen jéilkeen toisiaan sivuamispisteessa
K (ks. janan pidentdminen, s. 26). Pituus d on puolet ympyrdiden B ja C vilisestd etdisyydestd
2d, ympyroiden keskipisteiden viliselld suoralla (ks. janan keskipisteen K konstruointi, s. 24).
Kaikkien ympyroiden keskipisteet pysyvit paikoillaan. On saatu aikaan inversiolla helposti
ratkeava kolmikko. Myos ratkaisuympyrin keskipiste O pysyy paikallaan, mutta sen siteen
pituus puolestaan pienenee arvoon p — d.

Selvitetddn apuratkaisuympyré (O, p — d) inversion avulla seuraavasti. Kuvataan ympyrikol-
mikko inversiolla mielivaltaisen K-keskisen ympyrin suhteen. Toisiaan inversiokeskuksessa K
sivuavat ympyrit B ja C kuvautuvat tilldin keskendin yhdensuuntaisiksi suoriksi 4" ja ¢’ jotka
eivit kulje pisteen K kautta (ks. lause 2.14). Pisteen K kautta kulkematon ympyra A kuvautuu in-
versiossa ympyriksi A’, joka ei edelleenkdin kulje pisteen K kautta (lause 2.14). Inversiokuvien
piirtimiseen l10ytyy tarvittaessa ohje sivulta 32).

Tangenttiympyrdan O’ tiytyy sivuta suoria b’ ja ¢’ sekd ympyrdd A’ = (S, v), joten etsitty
tangenttiympyrd saadaan helposti piirrettyd harpin ja viivaimen avulla. Tangenttiympyrin siteen
¢t on nimittdin oltava puolet suorien b’ ja ¢’ vilisesti etdisyydestd, joten tangenttiympyrian O’
keskipiste R sijaitsee yhdensuuntaisten suorien puolivilissd kulkevalla suoralla — piirretdin
kyseinen suora. Keskipisteen R etdisyys ympyrdn A" keskipisteestd S on ympyrdiden O ja
A’ siteiden summa ¢ + v. Piirretdén siis S-keskinen ympyrd, jonka sidde on t + v. Ympyrd
leikkaa yhdensuuntaisten suorien puolivilissid kulkevan suoran tangenttiympyrin keskipisteessa.
(Tangenttiympyroitd voi muodostua toki molemmille puolille ympyrdad A’.) Niilld tiedoilla
tangenttiympyrd O’ = (R, t) voidaan kuitenkin jo piirtad harpilla.
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Kuvataan ympyrd O” = (R, t) inversiolla (ympyrén K suhteen) ympyriksi (O, p — d). Muiste-
taan, ettd ympyrin keskipiste ei pysy inversiokuvauksessa ympyrin keskelld, joten ympyri tdytyy
kuvata muulla tavoin. Helpointa on kuvata ympyridn O’ halkaisijan paitepisteet puolisuoralta
KR, ja etsid kuvaympyrin keskipiste O puolittamalla kyseinen halkaisija. O-keskisen tangent-
tiympyrdn sdteen voi mitata harppiin esimerkiksi ympyrédn A keskipisteen ja pisteen O viliselta
suoralta. Lopuksi piirretdédn siteeltddn d:n verran suurempi ympyrd (O, p). Tangenttiympyrd
(O, p) on erds kyseisen Apollonioksen ongelman ratkaisu.

Téllainen ratkaisutapa on kuitenkin yleisyyden puutteessaan hieman hankala, mikaéli tahtoo
loytaa kaikki erilaiset ratkaisuympyrit.

Ratkaisukonstruktioita (YYY)

Ratkaisua ei ole olemassa, jos kaikki annetut ympyrit sijaitsevat erilldédn toisistaan ja sisdkkadin,
hieman samaan tyyliin kuin tikkataulun renkaat napakympin ymparilld (kuva i). Ratkaisua ei
ole olemassa myoskiin, jos kaikki annetut ympyrit sijaitsevat erilldén toisistaan siten, ettd kaksi
ympyraa sijaitsevat sisdkkdin ja yksi muiden ulkopuolella (kuva ii).

i) ii) @C>

Ratkaisuja on olemassa ddreton maird, jos kaikki annetut ympyrét sivuavat toisiaan samassa
pisteessd — sisdisesti tai ulkoisesti.




Jos annetut ympyrit sijaitsevat toisistaan erillddn ja toistensa ulkopuolella, on ratkaisuja
olemassa kahdeksan.

Kyseiset kahdeksan ratkaisuympyraa 10ytyvit pareittain i) menetelmalld YYY-SYY, ii) mene-
telmalld YYY-SYY?2, iii) menetelmalld YYY-SYY3 jaiv) menetelmilld YYY-SYY4.

i) ii) iii)

Jétetddn loput konstruktiot lukijan ratkaistavaksi. Kolmen annetun ympyrin tapauksesta 16y-
tyy kiinnostavaa lisdtietoa ldhteestd [Cox, s. 9—15], erityisesti annettujen ympyroiden erilaisten
mahdollisten sijaintien nikokulmasta.
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4 Ratkaisujen lukumaira

Edellisen luvun perusteella tiedetdén, ettd ratkaisuympyroitd on olemassa useita eri lukumairia
riippuen annetusta kuvioiden yhdistelmdistd seka kuvioiden keskindisistd sijainneista (sijaitse-
minen erillddn, sivuaminen ja leikkaaminen). Ratkaisuympyroiden mahdolliset lukumdicircit on
koottu taulukkoon 4.1.

Taulukko 4.1: Ratkaisuympyroiden mahdolliset lukumaarit eri tapauksissa.

Annetut kuviot Ratkaisujen lkm

PPP kolme pistetta Otail

SSS kolme suoraa 0,2tai 4
YYY kolme ympyraa 0, 8 tai oo
PPS kaksi pistettd ja suora 0, 1 tai 2
PPY  kaksi pistettd ja ympyra 0, 1tai?2
PSS piste ja kaksi suoraa 0, 1tai?2
PYY piste ja kaksi ympyraa 0, 1, 2, 3, 4 tai oo
SSY  kaksi suoraa jaympyrd 0, 1,2,3,4tai 8
SYY suora ja kaksi ympyrdd 0, 2, 4, 6, 8 tai oo
PSY  piste, suora jaympyrd 0, 1, 2, 3, 4 tai o

Kokonaan erilaisia ratkaisumenetelmid puolestaan on vuosisatojen aikana kehitelty todella
monia erilaisia, vaikka toki pelkéstdan harpilla ja viivaimellakin toimivia menetelmia on usei-
ta. Aina 10ydetddn silti samat ratkaisut, mikéli kukin menetelmi toimii. Esitelldéinkin seuraa-
vaksi lyhyesti aivan toisentyyppisen ratkaisumenetelmin idea, miten Apollonioksen ongelmaa
ratkotaan algebrallisesti eli yhtédloiden avulla. Sen jilkeen kerrotaan hieman GeoGebran mah-
dollisuuksista tarkastella Apollonioksen ongelmaa dynaamisesti eli siirreltdvin ja muuteltavin
kuvioin.

4.1 Analyyttisen geometrian algebrallinen lihestymistapa

Analyyttiseksi geometriaksi kutsutaan Descartesin kehittimdd matematiikan alaa, jossa muu-
tetaan geometrinen ongelma karteesisen koordinaatiston avulla algebralliseksi, jolloin tehtivia
voidaan ratkoa esimerkiksi yhtdloiden avulla [Kon, s. 9]. Ympyro6iti ja suoria kasitelldén tdlloin
tason kéyrind, joille voidaan voidaan muodostaa yhtélot. Kiyrien kuvaajat voidaan esittidd koor-
dinaatistossa. Jos kiyrit leikkaavat toisensa tai sivuavat toisiaan, niin niiden yhteisten pisteiden
koordinaatit toteuttavat kyseisten kdyrien yhtdlot. Yhteiset pisteet saadaan selville ratkaisemalla
annettujen kdyrien yhtdlopareja tai yhtdaloryhmia.

Apollonioksen ongelma voidaan siis ratkaista laskennallisesti yhtidléiden avulla, mikd mah-
dollistaa tietokoneiden myotd ongelman hyodyntdmisen monenlaisissa arkielamin sovelluskoh-
teissa, kuten paikannuksessa. Esitetdin Apollonioksen ongelman algebrallisen ratkaisumenetel-
main idea noudatellen lahdetta [Cou, s. 125-127].

Olkoot annetut kolme kuviota ympyrdita. Jatetddn siis kasittelematta tapaukset, joissa annettu
kuvio olisi piste (pelkkd koordinaatti) tai suora (suoran yhtdld). Ympyri on yhtalolla esitettdessa
perinteisen kisityksen mukainen ympyri, jonka side on nollaa suurempi ja ddrellinen. Olkoot
annettujen ympyroiden keskipisteiden koordinaatit

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) € R?,
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ja séteet vastaavasti
r,nr,r3c R+.

Ratkaistavan tangenttiympyrin keskipiste on (x, y) € R? ja side r € R,. Jotta kaksi ympyrii
sivuavat toisiaan, on ympyroiden keskipisteiden vilisen etdisyyden oltava ympyroiden siteiden
summa tai erotus, kuten on esitetty mééritelmisséd sivulla 13. Sédteiden summan tapauksessa
ympyrit sivuavat toisiaan ulkoisesti, ja sdteiden erotuksen tapauksessa ympyrit sivuavat toisiaan
sisdisesti.

Muodostetaan yhtélot tuntemattoman tangenttiympyrin ja jokaisen annetun ympyrén kesken,
jolloin saadaan yhtéaloryhma:

Vx=x)2+ (= y1)2 =r£n]
Vx—x)2+ (= )2 =r £
Vx—x3)2+ (y = y3)2 = |r £ 13

Mahdollisten ratkaisuympyroiden lukuméiri on yleensi kahdeksan, silld 2 -2 -2 = 23 = 8 on
merkkien + ja — mahdollisten kombinaatioiden lukumaiird nédissd kolmessa yhtéalossi. Kyseiset
merkkivalinnat vastaavat siis ulkoista (+) ja sisdistd (—) sivuamista.

Joissakin tapauksissa reaalisia arvoja x, y ja r ei kuitenkaan ole olemassa, mikali tangent-
tiympyrdd ei ole mahdollista piirtdd. Ongelmalla ei ole olemassa ratkaisua esimerkiksi, kun
annetuilla ympyr6illd on kaikilla sama keskipiste (samankeskiset ympyrit). Ratkaisujen luku-
madrd jad kahdeksaa pienemmaksi myos esimerkiksi, jos annetut ympyrét leikkaavat.

Kukin eri tangenttiympyri (eli yhtaloryhmaén plus- ja miinusmerkkien kahdeksan kombinaa-
tiota) ratkaistaan yksi kerrallaan. Yhtaloryhmasta ratkaistaan muuttujat x, y ja r (> 0). Ratkaisu
eli (x, y)-keskinen ja r-siteinen ratkaisuympyra sivuaa kaikkia kolmea annettua ympyraa.

4.2 Havainnollistaminen dynaamisesti GeoGebralla

Apollonioksen ongelman eri tapauksia voidaan havainnollistaa tasossa GeoGebran dynaamisuu-
den avulla, silld GeoGebralla piirrettyjen kuvioiden kokoa ja sijaintia voidaan muuttaa helposti
raahaamalla objekteja. Silld tavoin timéankin tutkielman itse piirretyt kuvatkin on toteutettu —
hyodyntamalld kutakin piirrettyd konstruktiota mahdollisimman paljon liikuttelemalla ja muut-
telemalla kuvioita erilaisiksi asetelmiksi. Kuvan miti tahansa muuttamista varten kaikki kuviot
taytyy piirtad kuitenkin tdsmallisesti siten, ettd niiden véliset riippuvuussuhteet pysyvit kon-
struktion kannalta liikuteltaessakin ennallaan.

Unkarilainen Budai on rakentanut vapaasti kenen tahansa kiytettivissid olevan GeoGebra-
tyokirjan, jolla pystytddn havainnollistamaan kaikkia mahdollisia annettujen kuvioiden asetelmia
(ks. kuvakaappaus verkkosivusta). Tyokirjassa on kolmiulotteisia kappaleita ja kaksiuloitteisia
kuvioita. Kolmiulotteisia ovat kolme suoraa ympyréipohjaista kartiota. Kunkin kartion pohjaym-
pyrin sidettd voidaan muuttaa, samoin koko kartion sijaintia avaruudessa. Kartiot leikataan nii-
den pohjien suuntaisella kaksiulotteisella tasolla, jolloin kartioiden leikkauskuviot Kyseisessi
leikkaustasossa ovat Apollonioksen ongelman kolme annettua kuviota. Leikkauskuvio on kar-
tion huipun kohdalla piste, ja huipun seki pohjan vililld ympyrd. Jos kartion pohjaympyrén ja
siten myOs poikkileikkausympyrin sdde ldhestyisi dédretonté, olisi leikkauskuviona jattimdisen
ympyrin kehilld suora. Leikkauskuvioksi saadaan tyokirjassa suora, kun leikkaustaso kulkee
kartion pohjan alapuolella, jolloin suora on asetettu tyokirjassa kulkemaan kartion pohjaym-
pyrin keskipisteen projektion kohdalla (tdlloin suora 16ytyy leikkaustasosta helpoiten). Myos
leikkaavan tason korkeutta kartioihin nihden voidaan siis muuttaa. Tyokirjaan saadaan nikyviin
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kaikki ratkaisuympyrit, jolloin kartioita liikuttelemalla ja niiden pohjasateitd muuttelemalla voi-
daan nidhdd, miten ratkaisuympyrit muuttuvat eri tilanteissa. Budain tekemi vapaassa kadytossa
oleva GeoGebra-tyokirja 10ytyy ldhdeviitteessd [Bu, s. 170] mainittavasta verkko-osoitteesta.

Kartioleikkausten hyodyntdminen ratkaisun konstruoinnissa sopii ajatuksellisestikin erityi-
sen kauniisti Apollonios Pergalaisen keksimin ongelman tarkasteluun, silld juuri Apollonios
teki aikanaan merkittivia tyotd nimenomaan kartioleikkausten saralla.
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