TAMPEREEN YLIOPISTO

Todistaminen pitkdn matematiikan sahkoisissi ylioppilas-
kirjoituksissa

Luonnontieteiden tiedekunta
Matematiikan pro gradu -tutkielma
ANSSI LEINO

Marraskuu 2017



Tampereen yliopisto

Luonnontieteiden tiedekunta

ANSSI LEINO: Todistaminen pitkdn matematiikan sdahkoisissd ylioppilaskirjoituksissa
Matematiikan pro gradu -tutkielma, 83 sivua, 7 liitesivua

Marraskuu 2017

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdd kuinka kielentiminen ja todistaminen nikyvét pitkdn mate-
matiikan opetussuunnitelmassa ja ylioppilaskirjoituksissa. Lisdksi selvitettiin, miten nima voisivat
ndkyd digitaalisessa ylioppilaskokeessa. Tutkielmassa toteutettiin kehittdmistutkimus, jonka tarkoi-
tuksena oli tuottaa kielentdmistd hyodyntévid todistustehtdvid sdhkoisti koetta ajatellen. Kehittdmis-
tutkimuksessa toteutettiin yksi kehittdmissykli. Kehittdmissyklin péétteeksi luotiin 8 erillistd tehté-
vid, kattaen jokaisen matematiikan sdhkdisen kokeen tehtavityypin.

Ensin tutkimuksessa toteutettiin sisidltdanalyysi vuoden 2015 pitkdn matematiikan opetussuun-
nitelmasta seka neljastd edellisesté pitkdn matematiikan ylioppilaskokeesta. Analyysissd haluttiin sel-
vittda kielentdmisen ja todistamisen seké todistamisajattelun ndkyminen niissi kahdessa kokonaisuu-
dessa. Tamin jilkeen luotiin kolme sdhkdiseen kokeeseen soveltuvaa kielentdmistd hyddyntévaa to-
distamistehtdvid, yksi tehtdvi jokaiseen matematiikan sdhkdisen kokeen tehtavatyyppiin.

Tehtéviin pyydettiin palautetta edellisend lukuvuotena matematiikkaa, fysiikkaa, kemiaa ja tie-
totekniikkaa Tampereen yliopiston normaalikoulussa auskultoineilta opetusharjoittelijoilta, joista osa
Jjo toimii mainittujen aineiden opettajina. Palaute kerdttiin Google Forms -pohjaisella kyselylla, jossa
oli jokaiseen tehtdvidn viisi Likert-asteikollista kysymystd sekd avoin palautekysymys. Palaute ana-
lysoitiin tehtdvikohtaisesti ja avointen kysymysten vastauksille tehtiin teemoittelu. Kyselyyn saatiin
yhteensd 12 vastaajaa, joista avoimiin kysymyksiin vastasi 6—8 vastaajaa.

Palautteen perusteella konstruoitiin viisi lisdtehtédvad, joista yksi monivalintatehtdva sisaltdd
kuusi erilaista monivalintatehtdvdd. Tehtdvissd hyodynnetdédn kielentdmistd sekd padasiassa todista-
mista vihemmain formaalia todistamisajattelua. Kielentdmisen ndkdkulmasta hyddynnetdidn useimpia
olemassa olevia kielentdmistehtdvatyyppeja. Olemassa olevien tehtédvityyppien lisdksi tutkimuksessa
16 ydettiin kaksi erityisesti todistamistehtéville soveltuvaa tehtdvatyyppid: meta- ja analogiatehtava.

Siséltdanalyysissd havaittiin, ettd kielentiminen on vahvasti 14snd uuden opetussuunnitelman
yleisissd tavoitteissa sekd arvioinnissa. Opiskelijalta vaaditaan monipuolista matemaattista ilmaisua
sekd perustelutaitoa. Opetussuunnitelman tasolla todistaminen nikyy suppeasti, pddsddntoisesti
MAA11-kurssin sisédlloissd. Ylioppilaskirjoituksissa todistamiseen viittaavia sanoja ei ole esiintynyt
2000-luvulla usein, ei edes jokaisessa pitkdn matematiikan ylioppilaskokeessa. Sen sijaan todistamis-
ajatteluun viittaavia sanoja ja tehtdvid on ollut kaksiosaisen ylioppilaskokeen aikana tasaisesti. Sa-
moin kielentdminen on noussut vakituiseksi osaksi ylioppilaskoetta syksyn 2016 kokeesta alkaen.
Todistamisen nidkyvyys osana lukion matematiikkaa on yllattdvan pienta.

Kielentdmisti, todistamista ja todistamisajattelua saatiin liitettya tehtdvissé lukion opetussuun-
nitelman siséltdihin. Tehtdvit tarjoavat vaihtelua laskupainotteisiin tehtéviin, sisidltden paittelyd ja
perustelua luonnollista sekéd kuviokieltd hyodyntden. Tuotoksissa ndhddédn yksi vaihtoehto toteuttaa
erilaisia tehtdvid matemaattisen osaamisen mittaamiseen Abitti-ymparistossa.

Tutkimuksessa ei testattu tehtdvid lukion opiskelijoilla, joka olisi hyvé jatkotutkimuksen kohde.
Lisdksi tulevissa tutkimuksissa voitaisiin kerétd palautetta laajemmalta rintamalta, selvittden myos
todistamisajattelun hyddyntdmisté ja soveltuvuutta yldkoulussa.

Avainsanat: kielentiminen, todistaminen, matematiikka, digitaalinen ylioppilaskoe, todistamisajat-
telu
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1 JOHDANTO

Matematiikan ylioppilaskirjoitukset ovat olleet muutoksessa viime vuodet. Vuoden 2012 kevailla
sallittiin ylioppilaskokeessa kaikki CAS- eli symboliset laskimet, neljd vuotta myohemmin siirryttiin
kaksiosaiseen kokeeseen ja vuoden 2019 kevailla pitiisi olla vuorossa digitaalinen koe. Erityisesti
ensimmaéinen ja viimeinen muutos ovat saaneet mediassa paljon keskustelua aikaan. Jo tapahtuneet
muutokset eivit osuneet omiin opiskeluaikoihini, mutta pitkdn matematiikan ylioppilaskoe ja sen

muuttuminen ovat kiinnostaneet minua yliopisto-opiskeluni alusta asti.

Lahestyessdni pro graduni ohjaajaa ensimmaistd kertaa tyon suunta muuttui heti roimasti, historial-
lisesta tarkastelusta tulevaisuuteen tidhtddviaksi, joka voisi hyodyttdd myds tulevalla tyouralla. Hi-
dasta aloitusta seuranneet pedagogiset opinnot ja auskultointi muokkasivat tyon suuntaa entisestdan.
Opetusharjoittelussa tutustuminen Abitti-jarjestelmédédn sekd kielentdmisen hyodyntdminen harjoi-
tustunneilla antoivat lopullisen suunnan tyolle. Viimeisen vivahteen tyohon jatti kokemus yliopisto-
tasoisen matemaattisen todistamisen haastavuudesta. Lopuksi tyon tarkoitukseksi tuli selvittda kie-
lentdmisen, todistamisen ja pitkdn matematiikan opetussuunnitelman seka sdhkoisten ylioppilaskir-
joitusten kohtaamista. Tutkimuksen selkdrangaksi muodostui kielentdmistd hyddyntévét todistamis-
tehtévit, joita voitaisiin ndihda tulevaisuudessa sdhkoisissd pitkédn matematiikan ylioppilaskirjoituk-

sissa.

Téssd tutkimuksessa haluttiin selvittdd miten kielentdminen ja todistaminen kohtaavat pitkdn mate-
matiikan uuden opetussuunnitelman ja ylioppilaskirjoitukset. Ylioppilaskokeiden kohdalla oli tar-
koitus tarkastella kaksiosaisia pitkin matematiikan ylioppilaskokeita seké tulevia sihkoisid kokeita
kielentdmisen ja todistamisen ndkdkulmasta. Tadmén lisdksi oli tarpeellista saada tietdd, rajoittaako
sdhkdinen ympéristd jotenkin kielentdvien todistustehtévien laadintaa tai niihin vastaamista. Vii-
meiseksi luotiin kielentévid todistustehtavid, jotka tayttavit sdhkoisen kokeen tehtévien vaatimukset.
Tehtdvilld haluttiin selvittdd millaista vaihtelua kielentdminen mahdollistaisi kokeessa pakollisten

pitkdn matematiikan kurssien osalta.



Tausta-ajatuksena kielentdmisen hyddyntdmisessi on osaamisen mittaaminen muunkin kuin lasku-
taidon avulla. Jos osaa laskea, tulisi myds osata kertoa mitd on tehnyt ja miksi. Mikd merkitys on

mekaanisella kaavan noudattamisella, jos ei tiedd mité tekee?

Todistamisen merkitystd matematiikalle tuskin kukaan yliopistossa matematiikkaa opiskellut ky-
seenalaistaa. Yliopistomatematiikka on todistamista ja tima on suuri muutos lukiomatematiikkaan
ndhden. Todistamisen nékyvyys lukiomatematiikassa on voinut jaada erittdin kevyeksi ja on ollut
hyvin vahvasti opettajan osaamisesta riippuvaista, myos oppikirjoissa todistamisen miéra vaihtelee
paljon. Todistamisella on kuitenkin merkittdva rooli matematiikassa ja se on myos osaltaan tie kohti
laadukasta seki loogista argumentointia. Voidaanko matematiikan opetus karsia todistamista sisél-
tdmattomaksi torsoksi? Jos ihmiset eivit nykydidnkddan ymmarrd matematiikan merkitysta yhteiskun-
nan kehitykselle, miten voivat tulevat sukupolvetkaan, jos matematiikasta annetaan vajaa kuva. I1-
man matematiikkaa ei olisi nykyistd teollista hyvinvointiyhteiskuntaa, jota ei tiedosteta matematii-

kan ndkymaittdmyyden vuoksi (Lahtinen 2017).

Sahkoinen ylioppilaskoe tuo mukanaan liudan sovelluksia, joista oppilaiden olisi hyva osata kayttaa
ainakin yhté aihealueeltaan. Vaikuttaako sihkodistyminen jotenkin ylioppilaskokeessa vastaantule-
viin kielentdmis- ja todistustehtdviin? Mahdollistaako sdhkdinen koe jotain uutta, rajoittaako se ko-
etta? Nami kysymykset ovat ajankohtaisia varmasti jokaiselle ensimmaéisen vuoden lukiomatema-
tiikan opiskelijalle. Vaikka itse sihkdiseen koejirjestelméén liittyy vield monia kysymyksid, joihin
ei ole vastauksia edes alan ammattilaisilla, sahkdiset ylioppilaskirjoitukset eivit ole ainoa vuodelle
2019 kaavailtu muutos. Pikauudistuksen voimin télloin lisdttdisiin opetussuunnitelmiin merkittavasti
oppiainerajat ylittdvad opetusta sekd muun muassa matematiikan, luonnontieteiden ja kielten paino-

tusta, unohtamatta digiteknologian hyddyntdmistd ja korkeakouluyhteistyotéd (Liiten 2017).

Koska ainuttakaan matematiikan sédhkdistd ylioppilaskoetta ei ole vield jérjestetty, tutkimustietoa
aiheesta ei ole saatavilla. Jarjestelmé vaikuttaisi tosin olevan véhitellen sellaisessa muodossa, jossa
se olisi ensimmaiisen kokeen kohdalla — ympéristd sai kevéélld viimein matematiikkaeditorinkin.
Matemaattisen todistamisen opettamisesta ei mydskédn 16ydy tutkimustietoa, mutta esimerkiksi Ma-
riotti (2006) mainitsee, ettd sen todistuksen integroimisesta opetukseen niyttdd nykyisin olevan kon-
sensus, tilanteen ollessa toinen vield 10 vuotta aiemmin. Tiltd pohjalta onkin mielenkiintoista tar-
kastella suomalaisten opetussuunnitelmien siséltdjd, joissa tdméa konsensus ei tunnu vieldkddn néky-

véan. Kielentdmisestd sen sijaan loytyy tuoretta ja kotimaista tutkimustietoa, joiden perusteella on



saatu positiivisia tuloksia. Esimerkiksi Joutsenlahden (2010) tutkimuksessa kirjallinen kielentdmi-
nen koettiin oppimista edistdavéksi (Joutsenlahti 2010). Kielentdmiseen liittyvié tutkimuksia kdydéén

tarkemmin lipi luvussa 4.2.4.

Kun mietitdén tarvetta lukio-opetuksen kehittimiselle, ei tutkimustuloksissa tarvitse katsoa kauas.
Esimerkiksi Metsdmuurosen (2017) pitkdaikaisseurannasta nihddan, miten lukiossa minimikurssi-
méadrin suorittavan osaamistaso saadaan pidettyd vaivoin 9. luokan tasolla. Heikommat oppilaat kai-

paavat positiivisia kokemuksia opiskeluunsa sekd kannustusta, jotta opiskeluun saataisiin lisdpontta.



2 PITKAN MATEMATIIKAN
OPETUSSUUNNITELMASTA JA
YLIOPPILASKIRJOITUKSISTA

2.1 Opetussuunnitelman rooli

Opetushallitus antaa valtakunnalliset opetussuunnitelmien perusteet eri koulutusaloja seka tutkintoja
varten. Opetussuunnitelmien perusteet on koulutuksen jérjestdjda velvoittava maérdys, jonka sisél-
tdmat opetuksen tavoitteet sekd keskeiset sisdllot on pakko sisdllyttdd koulukohtaiseen opetussuun-
nitelmaan. (Opetushallitus 2017) Valtakunnallinen opetussuunnitelma on siis minimitaso, joka kou-

lutuksen jérjestdjd on velvollinen toteuttamaan.

Valtakunnallisilla opetussuunnitelmien perusteilla varmistetaan opiskelijoiden ja oppilaiden koulu-
tuksellisten perusoikeuksien seki tasa-arvon toteutuminen. Samalla varmistetaan opetuksellinen yh-
tendisyys sekd laadun ja oikeusturvan toteutuminen. (Opetushallitus 2017) Madrdyksen tarkoituk-
sena on siis varmistaa, ettd rijppumatta siitd missa pdin Suomea ja minki tasoisessa koulussa opis-
kelee, sisdltdd opetus aina tietyt kokonaisuudet. Tdmén lisdksi kouluilla on oman harkintansa mu-

kaisesti mahdollisuus laajentaa opetussuunnitelmiaan.

Lukion kohdalla opetussuunnitelma ottaa myos kantaa sellaisiin asioihin kuin oppimiskésitys, opis-
keluympéristot- ja menetelmd sekéd toimintakulttuuri, vaikuttaen ndin tapahtuvaan opetukseen. Li-
sdksi opetukselle mééritetdén yleisid tavoitteita sekd méidritetddn yleisid aihekokonaisuuksia, jotka
lapdisevit oppiainerajoja. Lopuksi tavoitteisiin ja arviointiin otetaan kantaa myos oppiaine- ja kurs-
sitasolla sekd médritetddn kurssien keskeiset sisdllot. (Opetushallitus 2015, 6-9; 25-26; 141-144)
Opetussuunnitelma ottaa siis kanta moneen asiaan ja ohjaa opetusta oikeaksi katsottuun suuntaan.

Esimerkiksi oppimiskésityksessd ndhddén hyvin oppimisen ja opettamisen ajan henki.



Opetussuunnitelman ohella lukiokoulutusta médrittad joukko lakeja ja asetuksia, muodostaen ope-
tussuunnitelmajirjestelmin. Néitd lakeja ja asetuksia ovat esimerkiksi lukiolaki (629/1998), lukio-
asetus (810/1998) seké valtioneuvoston asetus lukiolaissa tarkoitetun koulutuksen yleisistd valta-
kunnallisista tavoitteista ja tuntijaosta (942/2014). Opetussuunnitelmien perusteista voi poiketa vain

opetus- ja kulttuuriministerion myontdmain jarjestdmisluvan perusteella. (Opetushallitus 2015)

2.2 Pitkdn matematiikan vuoden 2016 opetussuunnitelma

Lukiokoulutuksen opetussuunnitelman perusteiden péivitys aloitettiin 13.11.2014 Opetushallituksen
toimesta. Opetushallitus asetti 16.12.2014 ohjausryhméin, jonka tehtdviksi tuli linjata sekéd ohjata
lukiolaissa tarkoitetun koulutuksen opetussuunnitelman valmistelutyotd. Valmistelutydssa paivitet-
tiin voimassa olevia opetussuunnitelman perusteita valtioneuvoston asetusten mukaisiksi. Ohjaus-
ryhméén nimitettiin edustajia lukiokoulutuksen kanssa tekemisissé olevista organisaatioista seki ul-

kopuolisista tahoista. (Opetushallitus 2016a)

Suuntaviivat paivitystydlle madritti valtioneuvoston asetus lukiokoulutuksen yleisistd valtakunnal-
lisista tavoitteista ja tuntijaosta. Opetushallituksen tehtdvidksi muodostui pdivittdd opetussuunnitel-
man perusteet asetuksen mukaisiksi. Ohjausryhmén ensimméiinen kokous oli 14.1.2015, jolloin ka-
siteltiin opetushallituksessa valmistellut pdivittdmistyon suuntaviivat. Taustalla péivittdmisen tar-
peessa oli vastaaminen tulevaisuuden osaamishaasteisiin muuttuvassa toimintaymparistossa. Yhtenéd
tavoitteena paivitystyossd oli esimerkiksi pedagogiikan ja oppimisen osalta monipuolisten opiske-

luympéristdjen ja opetusteknologian kayton tukeminen. (Opetushallitus 2016b)

Opetushallitus antoi méardyksen lukion opetussuunnitelman perusteista 27.10.2015. Tampereen
seutukunnan kohdalla tehtiin tilloin seudullinen opetussuunnitelma, jota tdydennettiin oppilaitos-
kohtaisesti. Seudullisesti opetussuunnitelmassa otettiin kantaa esimerkiksi itsendisen opiskelun pe-
riaatteisiin, kun oppilaitoskohtaisesti pédtettiin koulutuksen jérjestdjan hyviksyma lukion tuntijako.
(Tampereen yliopisto 2016, 6) Esimerkkind oppilaitoskohtaisesta kurssista voidaan ottaa MAY2-

kurssi, joka on yhteinen matematiikan varikkokurssi. (Tampereen yliopisto 2016, 129)

Valtakunnallisessa opetussuunnitelmassa pitkdn matematiikan oppimééarin muodostaa 10 pakollista
kurssia, joista ensimmadinen kurssi on sekd pitkélle ettd lyhyelle matematiikalle yhteinen MAY1-

kurssi. Téssd opetussuunnitelmassa kursseja on kaikkiaan tarjolla pitkdn matematiikan osalta yh-



teensd 13 kappaletta, eli valtakunnallisia syventdvid matematiikan kursseja on 3 kappaletta. Ensim-
méisen syventidvin kurssin muodostaa lukuteoria ja todistaminen. (Lukion opetussuunnitelman pe-
rusteet 2015, 142—-150) Esimerkiksi Tampereen yliopiston normaalikoulun lukion opetussuunnitel-

massa pitkdssd matematiikassa on tarjolla yhteensé 18 kurssia (Tampereen yliopisto 2016, 126—143).

Lukion opetussuunnitelman perusteet 2015 tulivat voimaan 1.8.2016 alkaen, jolloin opetussuunni-
telma otettiin kayttoon télloin lukion aloittavilla opiskelijoilla (Opetushallitus 2015). Vuoden 2016
opetussuunnitelma koskee télla hetkelld lukiossa ensimmadistd ja toista vuotta opiskelevia, joiden
kurssit ovat uuden opetussuunnitelman mukaisia. Suuri osa néistd ensimmadisen vuoden opiskeli-

joista myos kirjoittaa matematiikan kevadlld 2019 sdhkdisesti.

2.3 Ylioppilaskirjoituksista

Lukiokoulutuksen pdditteeksi pannaan toimeen ylioppilastutkinto. Tutkinnon avulla
selvitetddn, ovatko opiskelijat omaksuneet lukion opetussuunnitelman mukaiset tie-
dot ja taidot sekd saavuttaneet lukiokoulutuksen tavoitteiden mukaisen riittivin
kypsyyden. Tutkintoon sisdltyy didinkielessd ja kirjallisuudessa, toisessa kotimai-
sessa kielessd, vieraissa kielissd, matematiikassa ja reaaliaineissa jdrjestettdvid
kokeita. (Ylioppilastutkintolautakunta 2017a)
Y1l oleva sitaatti Ylioppilastutkintolautakunnan verkkosivuilla tiivistdd ylioppilaskirjoitusten aja-
tuksen. Ylioppilastutkinto on kiinteésti yhteydessd lukion opetussuunnitelmaan, jonka mukaisten
tietojen ja taitojen omaksumista kokeessa mitataan kokelailta. Lisdksi kokelailta oletetaan kokeessa
my0s kypsyyttd. On kuitenkin muistettava, ettd tima ei kerro koko totuutta ylioppilaskirjoitusten ja

ylioppilastutkinnon historiasta. Sadan vuoden aikana ylioppilastutkinto muuttui harvojen ja valittu-

jen etuoikeudesta edelld mainituksi kypsyyskokeeksi (Lahtinen 2017).

Ylioppilastutkinnolla ja ylioppilaskirjoituksilla on Suomessa takanaan pitka historia, joka voidaan
jaljittdd Turun akatemiaan ja vuoteen 1852. Vuonna 1852 koe oli ensikertaa kirjallinen aiemman
suullisen sijaan. 1919 suulliset kokeet lakkautettiin ja viisi kirjallista koetta maéréttiin pakollisiksi,
sisdltden matematiikan. (Ylioppilastutkintolautakunta 2017b) Vuoteen 1940 asti matematiikassa oli
my0s kaksi erillistd oppiainetta, geometria ja algebra. Téhén aikaan ylioppilaskokeissa esiintyi myos
runsaasti todistustehtévid, eikd ylioppilastutkintolautakunta my9skéaén kavahtanut tyolditad tehtévia.
(Lahtinen 2017) Sodan jdlkeen 1947 matematiikan pakollisuus poistui ja kokelas valitsi reaalikokeen

ja matematiikan véliltd. Samalla pakollisten kokeiden madraa vihennettiin yhdelld. (Ylioppilastut-



kintolautakunta 2017b) Matematiikan kirjoittamisen pakollisuutta ei ole kuitenkaan unohdettu. Elin-
keinoeldmén keskusliitto on esittdnyt huolensa matematiikan osaamisen puolesta ja esittddkin mate-

matiikkaa taas pakolliseksi aineeksi ylioppilaskirjoituksiin (Ervasti & Heikinheimo 2017).

Matematiikan koe oli siis aluksi suullinen, apuna pystyi kiayttimain liitutaulua. Kirjalliseksi mate-
matiikan koe muuttui 1874, jolloin tehtévid kokeessa oli kymmenen. Télloin tehtdvien ratkaisuissa
sai hyodyntdd logaritmitauluja. Matematiikan jaettiin kahdeksi kokeeksi 1901, jolloin tarjolle tuli
lyhyen matematiikan koe. 15 tehtdvién siirryttiin molempien matematiikan kokeiden osalta vuonna
2000. Tehtdvista sai ratkaista korkeintaan kymmenen, sisiltden mukaan otetut tiahtitehtivit. Laajem-

mista tdhtitehtivistd oli mahdollista saada 9 pistettd normaalin 6 sijaan. (Ylioppilastutkintolauta-

kunta 2017b)

Keviilla 2012 matematiikan ylioppilaskokeessa sallittiin kaikki funktio-, graafiset ja symboliset las-
kimet (Ylioppilastutkintolautakunta 2017¢c, 3). Laskimesta saatu hyoty herétti runsaasti keskustelua
mediassa ja sosiaalisessa mediassa. Vield kevdilld 2012 Vanhala kirjoitti suhteellisen maltillisesti
aiheesta, kysyen onko matematiikasta tullut liian helppoa laskinmuutoksen my6ti. Vuotta myohem-
min Kérki (2013) ennakoi jo muhivaa skandaalia, parhaan arvosanan saattoi saada hyvilld laskimen
kayttotaidolla. Kevéddn 2013 kokeessa saattoi ratkaista yhdeksin tehtdvédéd laskimen avulla (Ruoste

2013).

Vuoden 2016 syksylld matematiikan koe muuttui kaksiosaiseksi. A-osassa kokelaat eivit saaneet
kayttaa laskinta, taulukkokirjan ollessa kéytettdvissa. Osion kaikki neljd tehtdvaa oli ratkaistava. B-
osio oli puolestaan jaettu vield kahteen osaan, B1-osasta oli ratkaistava kolme tehtdvia viidesté tar-
jotusta. B2-osassa puolestaan tarjolla oli nelja tehtdvaa, joista taas tuli ratkaista kolme. Molemmissa
B-osioissa saa kayttdd laskinta. Seuraava matematiikan kokeen merkittdvd muutos tapahtuu kokeen

sdhkoistyessa kevdilld 2019.

2.4 Pitkdn matematiikan séhkdisisté ylioppilaskirjoituksista

Y lioppilaskirjoitusten ensimmaiset sdhkoiset kokeet pidettiin syksylld 2016, jolloin vuorossa olivat
saksa, maantieto seké filosofia. Keviilld 2019 vuorossa viimeisend on matematiikka. Sdhkoistymi-
sen tarkka aikataulu on esitetty kuvassa 1. (Digabi 2015) Ylioppilaskoe toteutetaan ylioppilastutkin-

tolautakunnan rakentamalla Linux-pohjaisella live-kéyttojarjestelmd. Jérjestelmd kdynnistetdén
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USB-muistitikulta, eikd se vaadi erillistd asentamista. Koejirjestelma vaatii minimisséén kaksi tyo-
asemaa, joista yksi on palvelintydasema, jolla koe on, ja toinen on opiskelijan kdyttaima tydasema.
Y mpiristo rajaa oppilaiden pddsyn vain tarkoitettuihin osioihin ja materiaaleihin, estien myds inter-
netiin padsyn. Koe, aineistot sekd vastaukset tallennetaan erilliselle palvelintydasemalle. DigabiOS-
kayttojarjestelmé on toteutettu avoimella 1dhdekoodilla ja kaikilla on mahdollisuus tutustua sen lah-
dekoodiin sekd dokumentaatioon. (Digabi 2016) Kevailld 2017 jarjestelmélld suoritettiin 15 485
koesuoritusta (Vikberg 2017).

Sdhkoistamisaikataulu oppiaineittain KEVAT 2019

SYKSY 2016-KEVAT 2019 SYKSY 2018 @

@
000
KEVAT 1018 @@@

000
SYKSY 2017 @@0

@
Q00
KEVAT 2017 e@@

nevaone 7 (DG
000

KUVA 1. Ylioppilaskokeen sahkdistymisaikataulu (Digabi 2015).

Kayttojarjestelma sisdltdd useita sovelluksia, joista osa on maksullisia ja osa maksuttomia. Ympa-
ristostd 10ytyy useita sovelluksia yksittédisiin kdyttotarkoituksiin, esimerkiksi symbolista laskentaa
voidaan tehdd wxMaximalla, Casio Classpad Managerilla sekd Texas instrumentsin TI-Nspire CAS
-sovelluksella. Opiskelija voi siis valita, milld sovelluksella tuottaa tarvittavat sisdllot koevastauk-
seen. Sovellusten lisdksi ympéristostd 10ytyy myds matematiikassa tarvittu MAOL-digitaulukko
Otava-kustantamon toimesta. (Digabi 2014) Toukokuussa 2017 koeympéristoon liséttiin vastausedi-
toriin lisiominaisuutena mahdollisuus kirjoittaa matemaattisia merkint6ji. Editoriominaisuutta voi-
daan kayttdd niissd tehtévissd, joissa kuvankaappauksien kdyttd osana vastausta on sallittu. Edito-
rista puuttuu vield joitain matemaattisia merkintdjd, kuten yhtdloryhmai, matriisi, paloittain maari-

telty funktio sekd integraalin sijoitusmerkintd. Matematiikkaeditoriin on mahdollisuus tutustua koe-

11



ympériston ulkopuolella verkko-osoitteessa https://math-demo.abitti.fi/. Kaavoja rakennetaan vas-
taukseen joko valikosta 16ytyvid merkintdjd napsauttamalla tai LaTeX-koodia kirjoittamalla. Lisdksi
editorin vastauskenttddn voi sisdllyttia tekstid ja kuvia. (Abitti 2017a) Kuvassa 2 nikyvit editorista
talld hetkelld 10ytyvit matemaattiset merkinndt. Ylioppilastutkintolautakunta on tuottanut itse edito-

rin, kun sopivaa valmista editoria ei 16ytynyt (Vikberg 2017).

+ 3 T o B # = L — 1 = & 3 Vv Ok
T A 8 g n © 3 ! K = v = T [ Z g 3 U
A u = IT p ¥ o T X = o 1 = N\ ¢ € ¢
v & & ¢y ¥ y ® ¢ o A Voo
vo 289 5 [ B o Jm 3 opn p0 L (D) sin s o O O i ] kx & IO @ B0 T

KUVA 2. Kaavaeditorista 10ytyvit matemaattiset merkinnét (Abitti 2017b).

Digabi-kéyttojirjestelméstd kdytetddn yleisemmin nimed Abitti, jolla viitataan kurssikoejirjestel-
maiin, jossa opettajat voivat laatia ja arvioida kokeita. Lisdksi sivuston kautta on mahdollista tehda
koekéyttoon omia USB-muistitikkuja. (Digabi 2015) Abitin sivustolla ei ole rajattu sitd, kuka kéyt-
tojarjestelmaa voi testata. Sivustojen kautta kuka tahansa voi luoda itselleen tunnukset ja néin testata
Abittia. Koejérjestelma pdivittyy jatkuvasti, ajan myo6ta sithen lisdtddn muun muassa uusia tehtéva-

tyyppejd. (Abitti 2017¢)

Opettajat voivat toteuttaa kurssikokeita Abitin avulla, tekemilld kokeet Abitin verkkosivuilla. Ta-
min jdlkeen koe siirretdédn USB-muistitikulle ja ladataan rakennetussa koeymparistdssa palvelintyo-
asemalle. Toimenpiteiden jdlkeen koe voidaan pitdd ja vastaukset tallennetaan muistitikulle, josta ne
viedddn Abitin verkkosivuille arviointia varten. Pidetyt kokeet jadvit talteen Abitin verkkosivuille.
Opettajien on siis mahdollista harjoituttaa opiskelijoilla ympariston kiyttod ja ndin sdhkdistd kokeen

téyttamista.

Sahkoisen ylioppilastutkinnon mukana ylioppilaskokeeseen tulee paljon muutoksia, tiettyjen perus-
asioiden kuitenkin pysyessd samana. Koetilaisuuden kesto pysyy kuudessa tunnissa ja kokeiden si-
sdllon perusteena on edelleen lukion opetussuunnitelman perusteet. Kokelaat voivat edelleen kéyttaa
vastausten luonnosteluun suttupaperia. Vastaukset kirjoitetaan tekstinkdsittelyohjelmalla, hyddyn-

tden liitteind kaavioita ja kuvia. (Ylioppilastutkintolautakunta 2016a, 1)
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Koeympéristoon tulee sdhkodistymisen myota lisdksi muitakin muutoksia, muun muassa vaikuttaen
kéytettdviin aineistoihin sekd koekysymyksiin. Tietyt tehtdavatyypit voivat olla epamielekkaitd joh-
tuen kiytettidvissd olevista sovelluksista. Samalla fyysisten laskinten sekd painettujen taulukkoai-
neistojen kayttd padttyy syksyn 2020 kokeeseen. My0s ylioppilaskokeen pistemddrd muuttuu mate-
matiikassa 120 pisteeseen aiemmasta 60:sté, jolloin arvioinnista poistuvat my0s osapisteet. (Yliop-

pilastutkintolautakunta 2017d, 2-3)

Ylioppilaslautakunta ei arvostele tyovilinettd, vaan kokelaan osoittaman osaamisen. Esimerkiksi
pelkkd kuvankaappaus riittdd koevastaukseksi, jos vastaus on télloin luettavuuden, seurattavuuden
ja ymmairrettdvyyden osalta asetetut vaatimukset tayttdva. Tietty esitysmuoto ei ole tavoite ja itse-
tarkoitus, vastauksen tulee olla riittdvan perusteltu. Samoin vastausnotaation tulee olla selked, jota

voi tukea tarvittavin selityksin. (Ylioppilastutkintolautakunta 2017, 6-8)

Ylioppilaskokeessa on kiytettdvissd seuraavat sovellukset (Ylioppilastutkintolautakunta 2016a, 2):
e MAOL-digitaulukot (Otava)
e LibreOffice (tekstinkésittely, taulukkolaskenta, vektorigrafiikka)
e GIMP (kuvankisittely)
e Pinta (kuvankésittely)
e InkScape (vektorigrafiikka)
e Dia (vektorigrafiikka)
e wxMaxima (symbolinen laskenta)
e Texas Instruments N-spire (symbolinen laskenta)
e (asio ClassPad Manager (symbolinen laskenta)
e Geogebra (mm. kuvaajat)

e LoggerPro (kuvaajat).

Y lioppilastutkinnon koejirjestelmén sovelluslistaus ei ole lopullinen, saati muuttumaton. Sovellus-
ten pdivitystahti pyritddn pitdimain maltillisena, mutta kuitenkin ajantasaisena, jolloin ympériston
sovellusversio vastaa yleisesti saatavilla olevia versioita. Osa sovelluksista vanhenee nopeammin
kuin toiset ja koejdrjestelmin tulee heijastaa opetuksessa vilineitd. (Ylioppilastutkintolautakunta
20174, 5)
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Sovellusten liséksi kokeessa voi olla laaja méérd taustamateriaalia, riippuen tehtdvétyypeisti seka
oppiaineesta. Taustamateriaalit voivat olla tyypiltdan esimerkiksi kirjoitettuja dokumentteja, visuaa-
lisia aineistoja, audiovisuaalisia aineistoja ja numeerista dataa tai ndiden yhdistelmii. Kirjoitetut do-
kumentit voivat siséltda esimerkiksi artikkelitietokantoja ja tekstejd, visuaaliset aineistot puolestaan
esimerkiksi kaavioita, karttoja ja kuvia. Audiovisuaaliset aineistot voivat olla esimerkiksi videoita,
animaatioita, simulaatioita tai dénitiedostoja. Numeeriset aineistot ovat esimerkiksi taulukoita, tilas-
toja tai mittaustuloksia. (Ylioppilastutkintolautakunta 2016a, 2) Esimerkiksi videoissa voidaan esit-
tdd tehtdavain liittyvid taustatietoja tai ilmiotd. Videon tehtdva voi olla my0s selventda tai havainnol-
listaa. Tehtdvikohtaisesti kerrotaan, miten aineistoa kuuluu hyddyntdi. Data-aineistojen kohdalla
aineisto toimitetaan useissa tiedostoformaateissa, joista kokelas valitsee itse mitd formaattia kiyttaa.

(Ylioppilastutkintolautakunta 2017d, 3)

Viimeinen tarked muutos ylioppilaskokeessa ovat tehtdvétyypit. Matematiikan sihkoisessé ylioppi-
laskokeessa tullaan nikemééin kolmea tyyppid olevia tehtivia (Y lioppilastutkintolautakunta 2016a,
3-4):

1. Valinta- ja yhdistelytehtdvit

2. Yksinkertaiset tuottamistehtivat

3. Monipuolisempaa matemaattisen ongelman ratkaisua seké tiedon yhdistdmisté ja analysoin-

tia vaativat tehtavat.

Ensimmadisen tyypin tehtdvissd on pyritty minimoimaan vastaamiseen tarvittava kirjoittaminen.
Naéissé tehtdvissd pyritddn testaamaan kisitteiden hallintaa sekd ymmartdmistd. Tehtdvit voivat olla
esimerkiksi monivalintakysymyksia tai niissd vastataan esimerkiksi taulukolla. Toisen tyypin tehta-
vit puolestaan vastaavat kirjallisen kokeen perustehtivié ja niissd tulee pystyd tuottamaan peruste-
luja seké loogisia vastauksia kaavaeditoria hyddyntden. Kahden ensimmaéisen tyypin tehtévid esiin-
tyy kokeen ensimmaiisessi osiossa, jossa ratkaisut tehddén ilman tiettyjd teknisid apuvélineitd. Kol-
mannen tyypin tehtévit ovat haastavimpia ja niissd voidaan tarvita tietoja usealta kurssilta. Nadma
tehtavit vastaavat kirjallisen kokeen vaativimpia tehtdavid, mutta voivat sisiltdd esimerkiksi erilaisia
aineistoja sekd vaatia myos symbolista laskentaa. Tehtdvissd kokelaan tulee osoittaa kyky jasentdd
tilanne matemaattisesti tai esimerkiksi muodostaa tarvittava matemaattinen malli ja soveltaa sité.

Symbolisen laskennan takia mallit voivat olla nykyiseen verrattuna monimutkaisempia. (Ylioppilas-

tutkintolautakunta 2016a, 3—4)
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Sdhkoinen ylioppilaskoe pysyy kaksiosaisena kuten viimeisimmat matematiikan kirjalliset kokeet.
Tyyppien 1 ja 2 tehtévistd osa tulee ratkaista ennen koeympériston tiettyjen apuvilineiden aktivoin-
tia. Néihin tehtdviin ei voi vastata endi aktivoinnin jilkeen. Tédssd A-osassa kokelaalla ei ole kéy-
tossé seuraavia sovelluksia (Ylioppilastutkintolautakunta 2016b):

e LibreOffice Calc

e wxMaxima

e Texas Instruments TI-Nspire CAS

e C(Casio ClassPad Manager

e (Geogebra.

Listalla oleviin sovelluksiin voi tulla muutoksia, jos koejarjestelmddn tehddan muutoksia esimer-
kiksi lisddmalla tai poistamalla sovelluksia. Laskimena kokeen A-osiossa toimii KCalc-niminen so-
vellus, joka vastaa sisdlloltddn Windows-ty0asemista 16ytyvad laskinsovellusta. (Ylioppilastutkin-
tolautakunta 2016b) Matematiikan sdhkdisen kokeen tekniset ratkaisut alkavat olla valmiina (Vik-

berg 2017).
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3 MATEMATIIKASTA JA TODISTAMISESTA

3.1 Matematiikan luonne

The abstract science of number, quantity, and space, either as abstract concepts
(pure mathematics), or as applied to other disciplines such as physics and engi-
neering (applied mathematics) (Oxford Dictionaries 2017a).
Oxfordin sanakirja antaa ylla hyvdan mééiritelmdn matematiikalle, josta heti huomataan, ettd mate-
matiikka on paljon muutakin kuin laskemista. Laskemistahan mééiritelméssi ei mainita ollenkaan,
joka on tietysti mielenkiintoista, koska matematiikan perusta on kdytdnnon laskemisessa. Lainaus
muistuttaakin hyvin, ettd matematiikka on moderni ja abstrakti tieteenala. Matematiikalle 16ytyy
my0s varmasti yhtd monta maaritelmaa kuin sille 16ytyy tekijadkin. Matematiikan historia on myos

mittava, jos sitd verrataan muihin tieteenaloihin.

Matematiikka juontaa juurensa 5000 vuoden taakse Egyptiin ja Babyloniaan. Matematiikka nousi
tarpeesta ratkaista hallinnollisia ongelmia: laskea tuotantoa tai suunnitella rakennuksia. Télloin oli
jo kehitetty useita erilaisia lukujirjestelmid ja tunnettiin peruslaskutoimituksia. Pythagoraan lauseen
sisdltd tunnettiin Babyloniassa, jo tuhat vuotta ennen Pythagorasta. Babyloniasta [0 ytyneestd Plimp-
tonin taulusta numero 322 16ytyy laskettuja arvoja Pythagoraan kolmikolle. Babyloniassa tunnettiin

my0s lineaariyhtidloiden ratkaisuja. (Katz 2008, 2—4; 19-20; 22)

Ensimmaiiset matemaattiset todistukset 16ytyvit ajassa melko paljon myohemmin. Yleisesti ollaan
sitd mieltd, ettd todistukset ovat perdisin Kreikasta ja erityisesti Thalesilta, joka eli noin 600 vuotta
ennen ajanlaskun alkua. Erityistd Thalesissa on se, ettd hin ei 10ytényt todistuksia, vaan hén todisti
ne. Téstd johtuen useissa todistuksissa ja véittdmissd viitataan hdneen. Hinen todistamansa véitta-
miét, olivat perdisin egyptildisiltd ja mesopotamialaisilta. Kreikkalaiset loivat loogisen yhteyden ak-
sioomien ja tulosten vélille. Tulokset johdettiin pienestd méérdstd alkuoletuksia. Usean kirjoittajan
mukaan tdmédn kehityssuunnan syyné oli ateenalaisten argumentaation arvostaminen, toisaalta taas
yldluokalla oli aktiviteetille aikaa. Kreikan lisdksi on 10ydetty todisteita todistamisen soveltamisesta

my0s Kiinasta sekd Intiasta. (Reid & Knipping 2010, 3—4; 24)
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Keskeinen osa modernia matematiikan tekemistd ovat todistukset. Matematiikan perustana on lo-
giikka, jolla madritellddn aluksi paikkansa pitdvét sddnnot, joista voidaan todistaa paikkansa pitdvid
véittdmid tai suhteita. Matematiikka on tdsméllinen tieteenala, joka etenee edelld mainitulla diskurs-
silla. Nykyisen muotonsa todistaminen on saanut suhteellisen mydhdan, vain noin 200 vuotta sitten,
jolloin sovittiin hyviksytyt tavat tehdd matemaattisia todistuksia. Talloin todistamiseen liittyva kieli
ja metodologia tdsmallistettiin ja sovittiin yleisesti. Nykyisin todistukset ovat siis samaa muotoa,
riippumatta siitd missi pdin maailmassa niitd luodaan. Tasmallisid todistuksia tehtiin kylld 1600-
luvullakin, mutta tdlloin ei oltu vield sovittu mikd on tdsméillinen todistus, saati sitd missd muodossa
todistus tehddan. (Krantz 2006, 423-424) Todistuksella tarkoitetaan matemaattisen viittiman vah-

vistusta, joka osoittaa tdimén yksiselitteisen ja ehdottoman oikeellisuuden (Hammack 2013, 87).

3.2 Todistamisen rooli matematiikassa

Miksi meidén pitéisi oppia tai opettaa todistuksia? Jos differentiaalilaskennasta leikataan pois kaikki
todistukset, jda jéljelle vain keittokirja. Tdlloin keittokirjamme kertoo tarkasti sisdllot ja toimintaoh-
jeet, mutta ei tarjoa todisteita tai perusteluita sen resepteille. Sydominen todistaa ruoan tietyksi. Loo-
gista paittelyd tai muistamista ei vaadita, vaan kaikki tarvittava ja riittdva 16ytyy kirjallisessa muo-

dossa. (Polya 1973, 215-221) Matematiikka ei kuitenkaan ole pelkkéd kaavakokoelma.

Todistukset tarjoavat tilaisuuden oppia tarkkaa paittelya, johon voi verrata vastaantulevia viitettyja
todisteita. Tdydellisten todistusten lisdksi myds epéatiydellisilld todistuksilla on paikkansa ja niilld
voidaan jo tavoittaa todistuksen ydin, mutta niiden kdytossé tulee olla varovainen. Oikein esitettyna
epatdydellinen todistus voi olla jopa opettavaisempi kuin tdydellinen todistus, jos silld 16ydetddn
juuri todistuksen ydin. (Polya 1973, 215-221) Todistamisen tarkoitus ei siis ole vain opetella ulkoa

todistuksia, vaan tarjota opiskelijoille ajattelun tyokaluja.

Taydelliset ja formaalit todistukset' noudattavat paljolti samaa kaavaa. Timin lisiksi vield esimer-
kiksi induktiotodistuksella on oma kaavansa, joka tekee siitd varsin mekaanisen. Formaali todistus
koostuu viitteestd, aloituksesta, oletuksista, varsinaisesta todistuksesta, mahdollisesta loppuyhteen-
vedosta ja todistuksen péaédttdmisestd. Todistuksen alussa todetaan viite, jota aletaan todistamaan.
Tédmén jilkeen todetaan usein todistetaan vdite”, jonka jilkeen esitetdén tarvittavat oletukset, joita

todistuksessa hydodynnetdin. Oletuksista edetdédn todistuksen runkoon, jossa kerdtdan kaikki véitteen

! Tissd formaalilla todistuksella tarkoitetaan sen tasoista todistusta, joka on esitetty luvussa 3.5.
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todistamisen vaatimat komponentit. Usein todistuksen lopussa komponenteista tehdddn yhteenveto,
jossa viittdmén todistava paéttelyketju esitetddn. Todistus pddtetdén lyhenteelld M.O.T (latinaksi
Q.E.D), joka tarkoittaa”miké oli todistettava”, vaihtoehtoisesti voidaan kayttdd merkkid m (Oxford
Dictionaries 2017b). Lyhennettd kuvaavalle merkille 16ytyy useita variaatioita, varsinkin taulutyos-
kentelyssd kdytetdén usein onttoa neliotd. Merkilla kerrotaan lukijalle, ettd on saatu ndytettya todeksi

se, mitd ldhdettiin todistamaan.

3.3 Eri todistustyypit

Tassd luvussa esitellddn todistustyypit, jotka esiintyvét vuoden 2016 lukion opetussuunnitelman pe-
rusteissa. Kaikki todistustyypit esiintyvit MAA1 1-kurssin sisélloissd. Naiden lisdksi on muitakin
todistustyyppejd, kuten tietokoneavusteinen todistus, jolla on todistettu nelivariteoreema. Lépikay-
tavat todistustyypit ovat: suora todistus, kdénteinen todistus, ristiriitatodistus, geometrinen todistus

seka matemaattinen induktio.

Suoraa todistusta kiytetddn tapauksissa, joissa kyseessd on ehdollinen viittimd. Todistuksen
muoto on helpoin hahmottaa propositiolla: Jos P, niin Q eli lauselogiikalla merkittynd P = Q. To-
distuksessa oletetaan, ettd P on tosi ja osoitetaan, ettd tdmé pakottaa Q:n totuuden. (Hammack 2013,
92) Tésséd ei perehdytd syvéllisemmin propositiologiikkaan, jonka tuntemusta tarvitaan todistusten

taustan syvéllisempddn ymmarrykseen. Tétd taustaa kdydddn esimerkiksi Hammackin teoksessa

Book of Proof (2013).

ESIMERKKI 1. Suora todistus parittomuudesta (Hammack 2013, 94).
Viiite: Jos z on pariton, niin z? on pariton.

Todistus. Oletetaan, ettd z on pariton.

Talloin parittoman luvun mééritelmén perusteella z = 2r + 1, kunr € Z .
Nytz2 = (Q2r+ 12 =4r*+4r+1=2(2r%+ 2r) + 1, joten z? = 2x + 1,
missd x = 2r? + 2r € Z.

Titen z2 = 2x + 1 on parittoman luvun mééritelmén perusteella pariton. m
Kiénteinen todistus hyodyntai kontrapositiota, kun todistetaan ehdollista véittdmaé: Jos P, niin Q.

Kéénteistd todistusta voidaan joutua kdyttdmadn, jos suora todistus ei ole mielekés tai helpoin vaih-

toehto. Kontrapositio tarkoittaa, ettd sen sijaan, ettd todistettaisiin Jos P, niin Q, todistetaankin sen
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loogisesti ekvivalentti tapaus. Tdmé tapaus on: Jos ei Q, niin ei P, lauselogiikalla merkittynd —Q =

—P. (Hammack 2013, 102)

ESIMERKKI 2. Kéénteinen todistus parittomuudesta (Hammack 2013, 103).
Viite: Jos 7y + 5 on parillinen, niin y € Z on pariton.

Todistus. Oletetaan, ettd y ei ole pariton.

T&lloin y on parillinen, eli y = 21, kunl € Z.
Nyt7y+5=7Q2D)+5=141+5=141+4+1=2(71+2) + 1.
Siis 7y + 5 = 2k + 1, missd k = (71+ 2) € Z.

Selvasti 7y + 5 on pariton eli se ei ole parillinen. m

Ristiriitatodistus tarkoittaa todistamista vastaoletuksen avulla, jolloin pdddyttiessd jirjettomadn
lopputulokseen tiedetdén alkuperdisen viitteen olevan tosi. Todistuksessa oletetaan alkuperédisen
viittiman vastakkainen tapaus aluksi todeksi, josta johdetaan haettu ristiriita. Ristiriitatodistuksen

kayttd ei rajoitu pelkkiin ehdollisiin vaittdmiin, mutta soveltuu niihinkin. (Hammack 2013, 111)

ESIMERKKI 3. Ristiriitatodistus v2:n irrationaalisuudesta (Hammack 2013 103).

Viiite: \2 on irrationaalinen.

Todistus. Tehdddn vastaoletus: oletetaan, ettd V2 on rationaaliluku.

Rationaalilukujen méiritelmén perusteella tiedetidn, etti tilldin V2 = %, missd n,m € Z ja li-
saksi, oletetaan, ettd ndilld ei ole yhteisid tekijoita.

Korotetaan yhtilo v2 = %toiseen potenssiin, jolloin saadaan 2 = :Tz’ elin? = 2m?2.

Selviisti nyt n?on parillinen eli n on parillinen, jolloin n = 2k, missi k€ Z, eli n? = 4k.
Tilloin n? = 4k = 2m?, siis m? = 2k, eli m? on parillinen ja m on parillinen.

Siis nyt sekd n ja m ovat parillisia, joka on ristiriidassa alkuperdisen oletuksen kanssa.

Vastaoletus on siis véérin ja alkuperdinen viite pitdé paikkansa. m

Geometrinen todistus tarkoittaa matemaattista todistusta, jossa hyddynnetddn kuvaa osana todis-
tusta. Todistus voi olla yksinkertaisimmillaan sanaton. Hyvid geometrisia todistuksia 16ytyy Lehti-
sen esityksestd Nimekéstd geometriaa (2017), johon on koottu kymmenii klassisia lauseita ja niiden

todistuksia.
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KUVA 3. Pythagoraan lauseen todistus geometrisesti, perustuu ldhteeseen (Katz 2008, 205).

Matemaattisella induktiolla tarkoitetaan eri asiaa kuin induktiolla: induktiota kéytetddn kaikissa
tieteissd, matemaattista induktiota pelkdstdin matematiikassa. Matemaattista induktiota kdytetddn
tietyntyyppisten lauseiden todistukseen. (Polya 1973, 114—-121) Todistuksella itsellidn on hyvin
tarkka kaava, jossa tehddén perusaskel, induktioaskel ja johtopéatds. Induktioaskel koostuu induk-

tio-oletuksesta, induktiovéitteestd seké todistuksesta. (Merikoski, Virtanen & Koivisto 2004, 32-33)

ESIMERKKI 4. Todistus matemaattista induktiota kayttden (Merikoski, Virtanen & Koivisto
2004, 32-33).
Osoita, etti1 +3+5+7 +--+ (2n—1) = n? kunn € Z,.
Perusaskel. Kun n = 1, niin yhtilé on muotoa (2 *1) —1 =1 = 11 = 1, eli yhtilé on voi-
massa.
Induktioaskel. Tehddan induktio-oletus (10), ettd yhtdlo on voimassa, kun n = m, eli ettd
(I0)14+3+547+-+(2m—1) = m?
Induktiovéite on, ettd yhtilo on voimassa, kunn = m + 1, eli ettd
IV)1+3+5+4+7+-+QR2(m+1)—1) = (m+ 1)
Todistetaan induktioviite. Induktioaskeleen ja induktiovéitteen perusteella saadaan, ettd

10)
1+43+54+7+-+C2m-1)+C2m+1)=m?+C2m+1)= (m+ 1)

Johtopddités. Yhtalo seuraa induktioperiaatteesta. m
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3.4 Todistamisajattelu

Todistamisen ldsndolo lukion oppikirjoissa ja ylioppilaskirjoituksissa on vidhentynyt 1970-luvun
vuosista merkittdvasti. Siind missd 70-luvulla suurin osa lauseista oli oppikirjoissa todistettu, oltiin
80-luvulla jo nollatasossa. 90-luvulle padstiessd ylioppilaskirjoituksissa todistustehtévid oli vain
muutamia ja ndissakin pééttely oli usein laskemista. Muutos on nikynyt yliopistoissa matematiikan
opintoja aloittavien keskuudessa, jossa todistamisajattelu on loistanut poissaolollaan. Kyseessé ei
ole kuitenkaan ollut kansainvélinen trendi matematiikan opettamisessa. Todistamisen perusajatus
oletuksesta, vaitoksestd ja todistuksesta ovat edelleen kaikkialla matemaattista yleissivistystd. (Ma-
linen 1996) Mariotti (2006) sanoo kansainvilisesti vallitsevan konsensus siitd, ettd todistamisen ym-
mirryksen kehittdminen on tirked osa matematiikan opetuksen tavoitetta ja tima suunta ndkyy myos
opetussuunnitelmissa. Tama kiinnittyy myds tiukasti muihin matematiikan kompetenssien oppimi-

seen tavoitteisiin.

Koulumatematiikka on saanut 90-luvulla uudentyyppisid tehtavia, joissa paitellddn esimerkiksi piir-
tdmalld, laskemalla tai mittaamalla ongelmiin ratkaisuja. Kyse ei ole perinteisestd formaalista todis-
tamisesta (proof), vaan ongelmanratkaisun sopivuuden koettelusta (prove). Oppilaat konstruoivat
ongelmanratkaisutilanteissa uusia tietorakenteita, paéttelyn perustuessa tiassd vaiheessa vield viljem-
piin ajatusmalleihin. Vaihtoehtoisesti matemaattisessa todistamisessa on kyse deduktiivisesta me-
nettelysté tai induktiosta. Jos oppilas on prosessissa testannut padttelynsa oikeellisuutta ja todennut
sen oikeaksi, voidaan puhua prove-mallista, jolloin formaali matemaattinen todistaminen on tdmin

erikoistapaus. (Malinen 1996)

Malisen (1996) mukaan todistamisajattelu ja todistaminen voidaan jaotella seuraavasti:
1. Perinteinen formaali todistaminen

2. Ongelmaratkaisun malli.

Jalkimmadisessd kohdassa pdittely on viljempdd ja verrattuna formaalimpaan paittelyyn, on siiné
voitu oikoa pédttelyn perusteiden pohdinnassa. Opiskelun téssid vaiheessa formalismille etsitddn
vasta muotoja ja tdrkeintd on saada mahdollisuus virittdd monipuolista ajattelua. Formaalin ajattelun
kehittymisessd onkin parasta nousta puun juuresta latvaa kohti, jolloin voidaan huomata matemaat-
tisen todistamisen kauneus ja arvo. Oppilaat ymmartavit esimerkiksi tautologioihin liittyvdn deduk-
titvisen pééttelyn idean, mutta taas lauselogiikan kdyttdminen on harvoin ollut sopivaa. Vain kont-

raposition ajatus lukiossa kaipaa lauselogiikkaa. Olennaista todistamisajattelussa on sen jatkuva
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kéytto ja opettelu, télloin péaattelyn tarkkuus lisdéntyy ja heuristinen ajattelutapa kehittyy. Kun tut-
kittavaa tilannetta hahmotetaan, liitetdén siihen yleisid ongelmia ja pohdiskelua, jolloin formaali
ajattelu véhitellen kasvaa. Formaalin ajattelun kehittyessd luonnollisesti kasvaa myds tarve todistaa.

(Malinen 1996)

Oppilaita rohkaistaan olemaan osa matemaattista kulttuuria eiki vain vilitetd heille tietoa. Todista-
misen tdytyy osaltaan vaikuttaa matemaattisen tiedon konstruointiin, jos sen halutaan olevan oppi-
laalle merkityksellistd. Todistamisen tdytyy olla matemaattisesta ndkokulmasta hyviksyttavaa,
mutta olla my0s oppilaille jarkevdd. (Mariotti 2006) Hanna (1995) luokittelee todistukset kahteen
tyyppiin: todistuksiin, jotka todistavat ja todistuksiin, jotka selittdavét. Selittdva todistus nousee to-
distettavasta ilmigsta ja tirkeintd siind on luoda oppilaalle ymmarrysté, ottaen huomioon oppilaiden
osaamistaso. Selittdvin todistuksen pddllimméinen tavoite on mukautuva ajattelu, missa perinteinen
todistus on oikeellisuuden tarkistavaa. Lisdksi selittdva todistaminen ja tutkiva ote tulee integroida
luokkahuoneen kulttuuriin. (Mariotti 2006) Malisen (1996) ongelmanratkaisun henki nidkyy myo6s
Mariotin (2006) tekstissd. Formaalisuudelle tiytyy rakentaa ensin merkityksellinen pohja. Lisdksi
opettaja tulee todistaessa varmistaa, ettd oppilas ymmartdad todistuksen, eikd sitd kdyda lapi vain

osoittaakseen vaittaman oikeellisuus.

Todistamisajattelu kohtaa hyvin myods Polyan (1973) ajatukset todistamisen tarpeellisuudesta, jota
esitettiin luvussa 3.2. Formaali todistaminen on tiarked osa matematiikkaa ja sille on paikkansa, mutta
ilman ajattelun tyokalujen kehittymisté ei formaaliudenkaan tavoittelu ole varmasti mielekéasti. Voi-
daan miettid, miké todistamisessa on térkeintd sitd opetellessa — formaalius vai todistuksen ytimen

tavoittaminen.

3.5 Matematiikka yliopistossa

Yliopistossa matematiikkaa opiskellut on voinut kuulla opiskeluja aloittaessaan, ettd matematiikan
suhteen voi unohtaa kaiken aiemmin lukiossa oppineensa. Vastaavasti mitddn matematiikasta tieta-
maadsi et voi kiyttdd, ellet todista tdmén véittdmén oikeellisuutta ensin. Jopa lukualueisiin liittyvit
laskutoimitukset mairitellddn ja esimerkiksi todistetaan, ettd laskutoimitukset ovat vaihdannaisia.
Siind missé lukiossa kaavat saadaan valmiina ja niiden oikeellisuus uskotaan, yliopistossa vaaditaan

tarkkaa méadrittelyd ja oikeellisuuden osoittamista.
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Nopeasti matematiikan opintojen alusta alkaen totutaan rakenteeseen: mééritelma, lause ja todistus.
Madritelmd on tarkka, yksikésitteinen selitys matemaattiselle sanalle tai fraasille (Hammack 2013,
87). Kuvassa 4 on esimerkkini derivaatan médritelmi. Mairitelmdssi kerrotaan, miten derivaattaa
merkitddn ja mitd tdimé merkinta tarkoittaa. Huomautettakoon, ettd maaritelméssa on kiytetty poik-

keuksellista kirjoitustapaa, jossa vilit ja pisteet on miiritetty vasta viimeisessi lauseessa.

Maaritelma 2.5 (Derivaatta). Olkoon reaaliarvoinen funktio f: I — R
médritelty valilla I ja xy € I. Funktion f derivaatta f'(x() pisteessi xo

maadritellian seuraavasti:

r)— f(x
f!(-'i‘:(}) — Ili%gn f( 3 — ié ﬂ)..
olettaen, etti raja-arvo on olemassa tai se on ddretén. Jos f'(xy) on Adrelli-
nen, sanomme, etta funktio f on derivoituva pisteessa xy. Jos funktio f on
derivoituva jokaisessa vilin FE C [ pisteessi, sanomme, ettd funktio f on
derivoituva valilla E. Kun E = I, sanomme, etta funktio f on derivoituva

funktio. Tassa I C R ja x, 29 € I. [1I s. 398, méaaritelmé 7.1]

KUVA 4. Derivaatan maéritelma (Leino 2012, 5).

Madritelmien jilkeen pééstddn lauseisiin eli teoreemiin. Lauseella tarkoitetaan matemaattista vaitta-
maii, joka on todistettu oikeaksi tai joka voidaan todistaa oikeaksi (Hammack 2013, 87). Yliopisto-
matematiikassakaan ei todisteta kaikkia lauseita, triviaalit tai patologiset eli pitkét tai sisdltoon néh-

den liian vaikeat todistukset voidaan sivuuttaa. Kuvassa 5 on esitetty derivaatan jatkuvuuden lause.

Lause 2.2 (Derivaatan jatkuvuus). Olkoon reaaliarvoinen funktio f: I — R
madritelty pisteen xo ymparistossda 1. Jos funktio f on derivoituva pisteessd

Tg, niin se on jatkuva pisteessda xg. Tassd I CR ja xg € 1.

KUVA 5. Derivaatan jatkuvuuden lause (Leino 2012, 5).

Viimeinen osa totuttua kolminaisuutta on todistus. Kuvan 6 todistuksessa todistetaan kuvan 5 lau-

seen oikeellisuus. Todistuksen alussa mainitaan mitd on ndytettdvd todeksi. Tdmén jélkeen kootaan
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yhteen todistamisessa tarvittavat osiot ja esitetdin yhtendinen paittelyketju todistuksen toiseksi vii-
meiselld rivilld. Lauseen todistamisen jdlkeen esimerkiksi derivaatan tapauksessa on mielekisté 1dh-

ted soveltamaan matemaattista tietoa.

Todistus. Riittaa osoittaa, ettda lim, . (f(z) — f(xg)) = 0. Kun x # x4, niin

fl@) - f(xn>) & 20).

r — I

F(@) — flzo) = (

Silloin
o (@) = f(wo)

I—>Iy T — -T[']

= ff(l’n)

ja lim,_,, (r — z¢) = 0. Nyt saamme raja-arvon tulosiinnon perusteella

lim ((z) — f(z0)) = lim ((f ) =/ ”) (@ - rr-f.)) — (') (0) = 0.

T—+ry T—Ig I — Iy

Tassa I C R ja x,zp € I. [1I s. 403, lause 7.6] O

KUVA 6. Derivaatan jatkuvuuden todistus (Leino 2012, 5).

Néiden kolmen keskeisen sisdllon lisdksi luentomateriaaleissa, artikkeleissa ja julkaisuissa kisitel-
ladn usein lemmoja eli apulauseita, korollaareja sekd aksioomia tai postulaatteja. Lemmoja tai apu-
lauseita hyddynnetédédn usein varsinaisten lauseiden todistamisessa. Korollaarit puolestaan kuvaavat
ensimmaéisestd lauseesta seuraavaa toista lausetta. Aksioomat tai postulaatit ovat puolestaan lauseita,
joita pidetddn itsestdén selvésti tosina. Esimerkiksi Euklidinen geometria rakentuu juuri viiden ak-
siooman péille, joista kaikki seuraavat lauseet on johdettu. Tieto rakentuu siis kauniisti timén aksi-

oomajuuren varaan.

Y liopistomatematiikan ero on siis selvé lukiossa totuttuun matematiikkaan. Siind missd lukiomate-
matiikan voisi sanoa olevan paljolti laskuoppia, ylipistossa ldhdetdin kaikessa todistamisesta ja las-
keminen on selvésti sivuosassa. Laskiminen mahdollistuu todistuksen seurauksena. Tété laskemisen
ja todistamisen pesderoa voi myds havainnollistaa sillé, ettd laskeminen keskittyy usein yksittdista-

pauksiin ja todistamalla haetaan taas yleistyksid sekd laajempien sddntdjen paikkansapitdvyytta.
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4 AKATEEMINEN LUKUTAITO

4.1 Matemaattinen osaaminen

Jotta voidaan mitata oppilaiden ja opiskelijoiden osaamista, tdytyy olla jokin méaaritelmé aihepiirin
osaamisille. Matemaattiselle osaamiselle 10ytyy luonnollisesti useita malleja, mutta tassd ty0ssa na-
kokulmaksi otettiin Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin (2001) rakentama viisikomponenttinen

malli. Malli siséltdi kielentdmisen seka todistamisen nikokulmasta mielenkiintoisen jaottelun.

Matemaattisen osaamisen malli pohjautuu kognitiivisen psykologian sekd matematiikan opetuksen
tutkimukseen sekd késitykseen matemaattisesta tiedoista, ymmarryksesta seké taidoista, joita mate-
matiikan oppiminen vaatii. Mallin tarkoitus on antaa kattava ja yhdistdvad kuva onnistuvasta mate-
matiikan oppimisesta. Viisi osa-aluetta muodostaa pohjan mallille: kisitteellinen ymmartdminen,
mukautuva paittely, strateginen kompetenssi, proseduraalinen sujuvuus seki yrittelidisyys. Nama
viisi osa-aluetta ovat sdikeitd, jotka kietoutuvat yhteen ja ovat keskindisesti riippuvia. Matemaattinen
osaaminen syntyy kaikkien osa-alueiden osaamisen kehittyessd. Osaaminen ei mydskdidn muodostu
pelkésté tietojen muistamisesta, vaan tiedon linkittymisesta seké strukturoinnista. Syvéllinen osaa-

minen vaatii eri osa-alueiden tietimyksen yhdistamista. (Kilpatrick et al. 2001 115-118)

Kuvassa 7 on annettu vaihtoehtoinen esitys matemaattisen osaamisen mallille. Kaikki osa-alueet
ovat kiinteésti toisiinsa yhteydessé siten, ettd muoto rakentuu yrittelidisyyden varaan. Peruskoulussa
selvé painotus on proseduraalisessa sujuvuudessa ja yliopistoa kohti edetessd mallissa painotus siir-

tyy kohti yldreunaa.
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Matemaattinen osaaminen

mukautuva paattely kasitteellinen.ymmartdminen
[ S
o 7]
[N /]
[ ‘
| /o
| .
N />
.(\ \ / = . .
strateginen kompetenssi .\ /. proseduraalinen sujuvuus
N “ \\\ /, ) //
\\\V"J'/
yrittelidisyys

KUVA 7. Matemaattisen osaamisen malli, perustuu ldhteeseen (Kilpatrick ef al. 2001, 117)

Kisitteellinen ymmértiminen tarkoittaa ymmairrystd matemaattisista konsepteista, operaatioista
sekd suhteista. Opiskelija, jolla on kisitteellistd ymmarrysta, tietdd muutakin kuin erillisid faktoja ja
metodeja. Matemaattisen idean tarkeyttd ymmarretddn ja sen kiyttokohteista on tietoa. Tietdmys on
yhtendinen kokonaisuus, jonka péélle uutta osaamista on hyvéd rakentaa. Huomattava merkki osa-
alueen osaamisesta on kyky esittdd matemaattinen tapaus toisella tavalla. Toisaalta huomiona siité,
miten erilainen esitys sopii paremmin eri kdyttokohteeseen. Y mmaérryksen taso on suhteessa muo-
dostettujen yhteyksien laatuun ja laajuuteen. Tietdmys mahdollistaa uusien ja vieraiden ongelmien
selvittdmisen sekd itseluottamuksen lisddmisen ja tdten uuden oppimisen. Késitteellisestd ymmarta-
misestd seuraa mahdollisuus ndhdé yhteyksid matemaattisten osa-alueiden taustalla, jolloin asiat ei-
vt jaa irtonaisiksi. (Kilpatrick et al. 2001 116—-119) Osa-alueen hallitseminen vihentdd muistinva-

raisen tiedon tarvetta ja tidten mahdollistaa vaativien tehtédvien ratkaisun (Joutsenlahti 2005).

Proseduraalinen sujuvuus tarkoittaa kykyé suorittaa toimenpiteitd jarkevasti, tehokkaasti, tarkasti
sekd joustavasti. Osa-alueella vahva opiskelija pystyy arvioimaan kdytetyn menetelmén lopputulok-
sen jarkevyyttd. Lisdksi osaaminen mahdollistaa eri laskutapojen erilaisuuksien ja samankaltaisuuk-
sien hahmottamista ja 10ytdmistd. Proseduraalinen sujuvuus linkittyy vahvasti myos kisitteelliseen
ymmairtdmiseen esimerkiksi opittujen algoritmien kautta. Molemmat osa-alueet ruokkivat toisiaan,
eivitkd ole perinteisessd mielessd keskendin kilpailevia. Toisaalta, jos joltain osa-alueelta on vaja-
vainen proseduraalinen sujuvuus, on ymmérryksen muodostaminen tdlloin myos haastavampaa. Pa-
himmillaan ilman ymmaérrystd opitut asiat voivat lokeroitua, jolloin vihdnkddn erilaisten menetel-

mien yhteyksid ei ndhdd. Parhaimmillaan ymmérryksen myoté opittuja menetelmid voidaan muokata
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ja sopeuttaa, tavoitellen vield helpompaa kayttoa. (Kilpatrick et al. 2001, 116 & 121-123) Prosedu-
raalista sujuvuutta edellytetddn kaiken tasoisten tehtdvien ratkaisuun. Useat lukio-opiskelijat eivit

hallitse ilman taulukkokirjaa tai graafista laskinta edes yksinkertaisia proseduureja. (Joutsenlahti

2005)

Strateginen kompetenssi tarkoittaa kykyd muodostaa matemaattisia ongelmia sekd esittii ja rat-
kaista niitd. Osa-alue vastaa paljolti ongelmanratkaisua sekd ongelman muodostamista. Siind missa
kouluympiristdssd ongelmat ovat selkeésti esitettyjd, ulkomaailmassa eivit niinkdén. Ongelma pitda
pystyd alkuun muodostamaan, jotta sitd pystyy ratkaisemaan, ja tdssd onnistuminen vaatii kokemusta
ongelmanratkaisusta. Osa ongelmanratkaisua on erilaisten ratkaisustrategioiden hallitseminen ja so-
veltaminen. Muodostetun ongelman ratkaiseminen sisdltdd sen esittimisen esimerkiksi numeroiden
tai grafitkan avulla. Tdma vaatii jo mielikuvan omaamista ongelman keskeisista sisdlloistd, jossa on
olemassa ongelman muuttujia ja relaatioita. Kuvaamisen onnistuminen vaatii tapauksen hyvia ym-
mairrysti ja taitavampi ongelmanratkaisija nikee ongelman taustalla olevissa rakenteissa riippuvuuk-
sia. Lisdksi ongelmanratkaisun joustavuus kasvaa sitd mukaa, kun ratkaistaan ongelmia, jotka eivit
ole pelkkda rutiinia. Epérutiininomaisiin ongelmiin opiskelijalla ei ole suoraan oikeaa ratkaisume-
todia tiedossa. Hyvén strategisen kompetenssin omaava opiskelija voi 16ytaa téllaiseen ongelmaan
joustavasti useita ldhestymistapoja ja valita sopivan metodijoukon yhdistelmédn ratkaisua varten.
Strateginen kompetenssi linkittyy luonnollisesti késitteelliseen ymmaértdmiseen ja proseduraaliseen
sujuvuuteen. (Kilpatrick et al. 2001, 116 & 124-128) Vaikka strateginen kompetenssi on opetus-
suunnitelmatasolla keskeisend tavoitteena, jad sen osuus sekéd opetuksessa; ettd ylioppilaskokeessa
vahdiseksi. Ylioppilaskokeissa ei usein ole tehtdvid, joissa pdisisi valitsemaan ratkaisustrategiaa

vasta sen jalkeen, kun ongelman olisi muovannut ratkaistavaan muotoon. (Joutsenlahti 2005)

Mukautuva péittely tarkoittaa kykya perusteluun, selittdmiseen, reflektointiin ja loogiseen ajatte-
luun. Paittely on korrektia ja pétevidd, ollen perdisin vaihtoehtoihin harkinnasta ja ottaa huomioon
lopputuloksen perustelun. Mukautuva paittely on keskeisin matematiikan oppimisen osa, jolla luo-
vitaan kaiken matemaattisen sisdllon ldpi pyrkien saamaan sisdllostd selkoa. Deduktiivisella paitte-
lylld selvitetdin mahdolliset eridvyydet ja ristiriidat, vain pédttelyn oikeellisuudella on merkitysta.
Mukautuva pééttely sisdltdd muutakin kuin pelkén todistamisen ja deduktiivisen paéttelyn, sisdltden
ei-formaalin selittdmisen ja perustelun seké intuitiivisen ja induktiivisen pééttelyn, jotka pohjautuvat
toistuvaan kaavaan, analogiaan tai metaforaan. Paittelyn onnistuminen vaatii opiskelijalta riittdvin

tietopohjan, tehtdvin ymmartdmisen sekd motivaation. Térked osa paittelyn kokonaisuutta on pe-
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rustelu, jonka osa todistaminen on. Todistaminen ja perustelu ovat formaalin matematiikan tunnus-
merkkejd. Perustelun opettelu voidaan aloittaa jo aikaisin opetuksessa, jolloin perustelu- ja selitys-
taito kehittyy késitteellisen ymmartdmisen kanssa. Paittelytaito kehittyy pitkén ajan kuluessa sa-
malla, kun sitd hyodynnetddn uuden aihepiirin sisiltojen opettelussa. Mukautuva pééttely linkittyy
my0s muihin matemaattisen osaamisen osa-alueisiin, erityisesti ongelmanratkaisussa, jolloin strate-
ginen kompetenssi ohjaa prosessia, riippuen yrittelidisyydestd ja ruokkien sitd. (Kilpatrick et al.
2001, 116 & 129-131) Lukiossa osa-alueen harjaantuminen jai usein heikoksi kurssisisiltdjen pai-
notuksen vuoksi, lisdksi uusiin késitteisiin ei ehditd perehtyd kuin pintapuolisesti. (Joutsenlahti

2005)

Yrittelidiisyys tarkoittaa taipumusta nihdd matematiikka tdhdellisend, jirkevdnd ja merkittdvand
sekd uskoa médritietoisuuteen ja tehokkuuteen. Yrittelidisyys on matematiikan oppimisen pohjana.
Jotta matemaattista osaamista voisi kertyd, tulee uskoa, ettd matematiikka on ymmaérrettivaa, osaa-
mista saa ahkerasti tydskentelemailld ja, ettd kuka tahansa voi ymmartdd matematiikkaa. Yrittelidi-
syyden kehittyminen vaatii onnistumisen tunteita. Yrittelidisyys mahdollistaa muiden osaamisen
osa-alueiden kehittymisen ja se kehittyy my0s ndiden osa-alueiden osaamisen kehittyessa. Positiivi-
set kokemukset ruokkivat positiivisuutta matematiikkaa kohtaan. Kun koetaan, ettd opitaan mate-
matiikkaa, voidaan kehittyd edelleen pidemmaélle. Opiskelijoiden suhtautuminen matematiikkaan
vaikuttaa paljon heiddn kehittymismahdollisuuksiinsa, positiivisen kuvan omaava haastaa itseddn
oppimaan. Tdlloin opiskelijat myds luottavat enemmén omiin tietoihin ja taitoihinsa. Matemaattinen

osaaminen siis ylittdd pelkédt osaamisen ja tietdmisen rajat. (Kilpatrick et al. 2001, 116 & 131-133)

Matemaattisen osaamisen sdikeet ovat siis tiiviisti yhteydessd ja osaaminen rakentuu kaikkia osa-
alueita kayttdmalla, jokainen osa-alue vaatii samanaikaista panostusta. Matemaattisen idean ymmar-
rys tapahtuu myos aina monella tasolla ja monella tavalla. (Kilpatrick et al. 2001, 133—135). Tuskin
opetustakaan olisi mielekédstd kytked tiukasti vain yhteen osa-alueeseen, vaan se tulee linkittdd muu-
hun kontekstiin ja ndin opiskelijoiden konstruoimiin rakenteisiin. Osa-alueista on toisaalta nihta-
vissd niiden eritasoinen kytkeytyminen koulutasoihin. Kuvan 7 siséllissd edetdin koulussa alhaalta
ylospdin, yliopistossa painotus on selvisti késitteellisessd ymmarryksessd, unohtamatta strategista
kompetenssia ja mukautuva paittelyd. Usein alemmilla asteilla painotus on proseduraalisessa suju-

vuudessa eli laskutaidossa.

28



4.2 Kielentaminen

4.2.1 Teoriatausta

Kielentdmiselld on suhteellisen lyhyt historia, kdsite on ollut kdytdssd ainakin 90-luvulta ldhtien
esimerkiksi matematiikan didaktiikan tutkimuksessa. Tarkasteltaecssa matematiikan oppimista kielen
kannalta, voidaan kielet jakaa luonnollisiin ja keinotekoisiin. Esimerkiksi suomen kieli on luonnol-
linen kieli ja matematiikan symbolikieli on keinotekoinen, kdyttdalueeltaan suppea kieli. Suomessa
kielentdminen 16ysi tiensd matematiikan didaktiikan tutkimukseen Joutsenlahden (2003) toimesta.
Kasite kiinnitettiin matemaattisten késitteiden oppimiseen ja ymmartdmiseen. Kisite on suhteessa
sosiaaliseen vuorovaikutukseen, jota tapahtuu kielentdessd. Kielentiminen tekee oppijoiden omaa
ajattelua nikyvéksi ja paljastaa opettajalle, miten esimerkiksi kasitteen merkitys on sisdistetty. Kie-
lentdmistd voidaan toteuttaa suullisesti tai kirjallisesti ja se on oppilaille osa késitteiden konstruoin-
tiprosessia. (Joutsenlahti & Kulju 2015; Joutsenlahti 2003) Matematiikan kisitteistdd ja symboli-
kieltd opitaan didinkielen kautta (Joutsenlahti 2003).

Matematiikan luokkahuonediskurssia voidaan tarkastella multisemioottisena jarjestelmand, johon
kuuluu luonnollinen kieli, matemaattinen symbolikieli seké visuaaliset esitykset. Tamén pohjalta on
esitetty kolmen kielen malli, joka sisdltdd matematiikan symbolikielen, kuviokielen ja luonnollisen
kielen. Térkein syy jarjestelmédn kayttoon on kehittdd oppilaan merkityksenmuodostusprosessia.
Malli on esitetty kuvassa 8. Jarjestelmdn avulla voidaan rakentaa monimuotoisia merkityksid mate-
maattisille operaatioille seké késitteille. Matemaattisen ajattelun kielentdminen tarkoittaa matemaat-
tisen ajattelun ilmaisua yhté tai useampaa kieltd kayttamalla. Kielten vélilld litkkuminen ndhdaan
koodinvaihtona. Kielten vélilld lilkkuminen auttaa ratkaisemaan ongelmaa ja tallentamaan ratkaisua
ymmaérrettivadn muotoon myos muita varten. (Joutsenlahti & Kulju 2015; Joutsenlahti & Kulju

2010; Joutsenlahti & Kulju 2017)
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Matematiikan kieli
Kuviokieli

Luonnollinen kieli

KUVA 8. Matematiikan kirjallinen ilmaisu, perustuu ldhteeseen (Joutsenlahti & Kulju 2010).

Varsinkin yliopistotasolla tehtdvien ratkaisuissa kiytetdén pddosin matemaattista symbolista kielta.
Vastausta voi olla vaikea seurata ilman luonnollista tai kuviokieltd, joten on tarkeéa, etta ratkaisuissa
voi kéyttda eri kielid. Kielten monipuolinen kédyttd mahdollistaa opettajalle paremman oppilaan ma-
temaattisen ajattelun arvioinnin sekd opetustilanteiden suunnittelun ja lisdksi muut oppilaat voivat
seurata ratkaisua paremmin. (Silius, Pohjalainen, Kangas, Miiluméki & Joutsenlahti 2010; Joutsen-
lahti 2010). Kirjoittamisen on huomattu auttavan ratkaisujen ymmartamisessa ja toisaalta helpottaen

ratkaisun aikaansaamista ja selkeyttden sitd (Joutsenlahti & Kulju 2017; Joutsenlahti 2010).

4.2.2 Kirjallisen kielentamisen ratkaisumalleja

Tassé esitellddn Joutsenlahden (2009; 2010) konstruoimia malleja matematiikan tehtdvien ratkaisu-
jen esittdimiseen. Malleja ovat standardi-, kertomus-, tiekartta-, pdivikirja- ja kommenttimalli, joita
vastaaja voidaan ohjata kayttamadn. Hyodyntdmalld matemaattisen kielen kanssa luonnollista tai
kuviokieltd vastaaja tulee tarkastelleeksi sekd alkuperdistd kysymysta ettd vastauksen mielekkyytta.

(Joutsenlahti 2010)

Standardimalli on varmasti tutuin tehtévien ratkaisumalli matematiikan oppikirjoista. Mallia kéy-
tetddn erityisesti aritmetiikassa ja siind kdytetddn vain yhdenlaista esitystd eli matematiikan kielta.
Ratkaisu etenee lausekkeesta laskujen kautta ratkaisuun, siten ettd vastaus sisdltdd yksikot. Tehtdvin
ratkaisija pyrkii titen toistamaan kirjassa esitettyd mallia ilman tdimédn omaa ymmaértdmisen proses-
sia. Samoin muille ymmarrettdva esittimisen tirkeys ei saa tukea. (Joutsenlahti 2010) Malli on var-

sin minimalistinen, jossa luotetaan vahvasti siihen, ettd lukija pystyy tulkitsemaan matemaattisen
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kielen ongelmitta. Opettajan nikdkulmasta ei ndhdd, mitd oppilas on rivien vélissi ajatellut. Kuvassa

9 ndhddin, miten ratkaisu etenee ylhailtd alaspdin hyddyntden pelkkdd matematiikan symbolikielta.

® @

Matematiikan kieli

@ °
[ ]

Matematiikan Kieli
Matematiikan kieli

KUVA 9. Standardimalli, perustuu lihteeseen (Joutsenlahti 2009).

Kertomusmallissa edetdin vaiheittain, kuvaten ratkaisun perusteet ja eteneminen luonnollisella kie-
lelld ja/tai kuviokielelld. Viliotsikoilla voidaan ratkaisussa kuvata mité ja miksi tehdéén tai voidaan
esitelld kielen tai kuviokielen ohessa kiytettyjd merkint6ja. Luonnollista ja kuviokieltd kadytetdén
tukemassa ja jisentdméssé ratkaisuprosessia, jolloin ratkaisua tehddin lukijalle ymmarrettavéksi ja
sen seuraaminen vaivattomaksi. Télloin lukija vakuutetaan siitd, ettd ratkaisija on ymmartanyt rat-
kaisunsa vaiheet ja puutteet ja virheet on helppo huomata. Malli on erityisesti tuttu lukion matema-
tiikkan oppikirjojen sanallisista tehtdvistd. (Joutsenlahti 2010) Kertomusmalli on paljon miellytta-
vampi seurattava, eikd siind tarvitse arvailla, mité ratkaisija on merkinnéillddn tarkoittanut. Ratkai-
susta nikee paremmin tekijan ymmairryksen tasoa kuin edellisestd mallista. Kuvassa 10 ndahdééan,

miten ratkaisussa edetddn ylhdiltd alaspdin vaihdellen kirjallisen ilmaisun kielid joka kohdassa.

luonnollinen- tai kuviokieli

0o
LN

matematiikan kieli

luonnollinen- tai kuviokieli

matematiikan kieli

KUVA 10. Kertomusmalli, perustuu ldhteeseen (Joutsenlahti 2009).
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Tiekarttamallissa ratkaisun alussa esitelldén ratkaisun perusteet seki eteneminen vaiheesta toiseen
luonnollisella kielelld ja/tai kuviokielelld. Lukija ndkee heti alkuun ratkaisun idean ja siini tarvitta-
vat perustelut. Luonnollisen tai kuviokielen jélkeen ratkaisu etenee matematiikan symbolikieleen ja
eteneminen vastaa tilloin standardimallia. Tiekarttamalli siis tdydentdé standardimallia alussa ta-
pahtuvalla ratkaisun ajatustyon avaamisella, eiké ole nédin vain lausekkeiden ja laskutoimitusten va-
rassa. (Joutsenlahti 2010) Kuvassa 11 on esitetty tiekarttamallin kulku. Mallissa luotetaan siihen,
ettd alun kuvauksessa saadaan ilmaistua ratkaistu riittdvin selvésti, jotta lukija pystyy seuraamaan
sitd. Pitkdssd ratkaisussa lukijalla voi edelleen olla vaikeuksia pysya ratkaisun peréssd, ainakaan
kertalukemalla, kun rivien vélissé ei ole tarkentavia selityksii.

luonnollinen- tai kuviokieli

matematiikan kieli

KUVA 11. Tiekarttamalli, perustuu lihteeseen (Joutsenlahti 2009).

Piivikirjamallissa ratkaisua tdydennetddn luonnollisella ja/tai kuviokielelld ongelmakohdissa, ja-
sentden ja selkeyttden ratkaisijan omaa ajattelua, eikd niinkddn lukijaa varten. Pdivikirjamallin rat-
kaisu etenee titd tdydennystd lukuun ottamatta standardimallin mukaisesti. Kirjoitusprosessin tar-
koitus on padsddntoisesti selkeyttdd omia ajatuksia, ollen oman tekstin kanssa vuorovaikutuksessa.
(Joutsenlahti 2010) Malli ei luonnollisesti ole optimaalisin lukijalle, mutta téssd ndhddian potentiaa-
lisesti ratkaisijalle vaikea kohta, jossa oppimista on voinut tapahtua. Tekstistd voi myos nihdd, mika
vaikeuden tai virheen on voinut aiheuttaa. Pdivikirjamalli on esitetty kuvassa 12.
[ ]

matematiikan kieli

luonnollinen- tai kuviokieli

matematiikan kieli

KUVA 12. Péivikirjamalli, perustuu ldhteeseen (Joutsenlahti 2009).
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Kommenttimallissa ratkaisu toteutetaan yhteen sarakkeeseen standardimallin mukaisesti, mutta
kommentoiden ratkaisu toiseen sarakkeeseen luonnollisella kielelld. Ratkaisussa kommentoidaan jo-
kaista vaihetta. Kyseessd on perinteinen pedagoginen malli, jota opettajat ovat kédyttineet esimer-
kiksi opetettaessa laskualgoritmeja. (Joutsenlahti 2010) Malli muistuttaa hyvin paljon kertomusmal-

lia, kommentoinnin ollessa nyt matemaattisen kielen vieressi eikd alla. Kuvassa 13 on esitetty kom-

menttimalli.

@ e L ]
matematiikan kieli luonnollinen- tai kuviokieli

: 3 :
matematiikan kieli luonnollinen- tai kuviokieli

. oo .
matematiikan kieli luonnollinen- tai kuviokieli

[ L K J L ]

KUVA 13. Kommenttimalli, perustuu lihteeseen (Joutsenlahti 2010).

4.2.3 Tehtavatyypit

Perinteisesti erityisesti yliopistomatematiikassa tehtédvien ratkaisut esitetddan vain matematiikan sym-
bolikielen avulla, hyddyntden siten standardimallin esitystd (Joutsenlahti, Sarikka, Kangas & Har-
julehto 2013). Kielentdmistehtdvét tarjoavat vaihtelua tehtaviin, jolloin vastauksia pyydetdéan luon-
nollisella kielella tai kuviokielelld, tai kaikkien ndiden yhdistelmilld. T&lloin voidaan vaatia myos

tehtdvien ratkaisuilta enemmaén, kun esimerkiksi ratkaisulle vaaditaan perustelu.

Kielentdmistd hyodyntavié tehtdvatyyppeja on esitetty kirjallisuudessa yhdekséé tyyppid, joihin eh-
dotetaan tdssd luvussa vield kahta lisdystd, jotka sopivat erityisesti kielentdviin todistustehtaviin.
Kielentdmisen tehtdvityyppejd ovat koodinvaihtotehtéva, tdydennystehtidvéd, virheenetsintitehtéva,
ratkaisusta tehtdv, ratkaisun argumentointi, tiedonseulontatehtdva, omin sanoin selitys, matematii-
kan konkretisointi ja ratkaisun jérjestiminen (Joutsenlahti ef al. 2013; Sarikka 2014, 25-28; Linnus-
méki 2015, 32-33).

Koodinvaihtotehtiviissi liikutaan eri matemaattisen ilmaisun kirjallisten kielten vélilld. Matema-

titkkan symbolikielelld esitetty ratkaisu voidaan esittdd luonnollisella kielelld, myds kuviokielen
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kéyttd on mahdollista. (Joutsenlahti ez al. 2013) Esimerkiksi matemaattisella symbolikielelld esitetty

todistus voidaan pyytda esittdmain luonnollisella kielella.

Téaydennystehtivissi jollain matematiikan kirjallisen ilmaisun kielelld esitettyyn puutteelliseen
ratkaisuun tulee esittdé tdydennykset (Joutsenlahti ez a/. 2013). Esimerkiksi matemaattisella symbo-
likielelld esitetystd todistuksesta voi puuttua alun oletukset tai keskivaiheen paéttelyitd, jotka todis-

tukseen pitda tdydentda.

Virheenetsintitehtiavissi on etsittdva virheelliset tai puutteelliset kohdat ratkaisuprosessista ja kor-
jattava tai tdydennettivd ndmi (Joutsenlahti et al. 2013). Esimerkiksi keskelld todistustehtdvéda voi
olla virheellinen péittely, josta johtuen loppu todistus on véérin. Talloin virhe tulee 10ytdi ja korjata

loput todistuksesta.

Ratkaisusta tehtivi -tehtivissi on annettu tehtivin ratkaisu jollain matematiikan kirjallisen il-
maisun kielelld, ja sille pitdd 16ytdd tehtavd (Joutsenlahti er al. 2013). Tehtavityypissd on siis tie-
dossa vastaus, mutta kysymys on hukassa. Annettua ratkaisua pitdd osata tulkita ja kyetd ymmarta-
maiin, jotta sille voi 10ytdd oikean tai sopivan alkuperdisen tehtdvin. Ratkaisu voi olla my0s esimer-
kiksi kuviokielelld tehty, mutta kysymys halutaan luonnollisella kielelld. Tehtavatyypissd voidaan

talloin hyodyntdd koodinvaihtoa eri matemaattisen kirjallisen ilmaisun kielten vélilla.

Ratkaisun argumentointi -tehtivissi on perusteltava joko itse tehtyd tai valmiiksi annettua rat-
kaisua hyodyntden eri matemaattisen kirjallisen ilmaisun kielid (Sarikka 2014, 25-28). Tehtdvéssa
voidaan pyytdd esimerkiksi perustelemaan annettu todistus niin, ettd jokainen vilivaihe avataan

luonnollisella kielella.

Tiedonseulontatehtivissi on annettu ldhtGtietoja enemmain kuin ratkaisussa tarvitaan, joista rat-
kaisijan tulee 16ytdd oleelliset tiedot ja kdyttad nditd tehtdvan ratkaisussa (Sarikka 2014, 25-28).
Tehtdvin ongelma voidaan esittidd esimerkiksi artikkelin muodossa, josta tulee etsié tarvittavat tiedot

ja ratkaista ndiden pohjalta tehtava.
Omin sanoin selitys -tehtéiviissii on annettu jokin asia matemaattisella symbolikielelld, joka tulee

selittdd luonnollisella kielelld (Sarikka 2014, 25-28). Esimerkiksi annetaan lyhyitd matemaattisia

véittdmid, jotka pitdd selittdd luonnollisella kielelld.
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Matematiikan konkretisointi -tehtiivissé lilkkutaan matemaattisen abstraktin sekd konkreettisen
tason vililld, jossa etsitddn arkielaméstd vastinetta tai kdyttotarkoitusta matemaattiselle sisdllolle.
Tehtdvityypin tarkoituksena on osoittaa matematiikan merkityksid opiskelukontekstin ulkopuolelta
opiskelijoille. (Linnusméki 2015, 32—-33) Tehtdva voi olla yksinkertainen, jossa haetaan esimerkiksi

arkieldmaén vastinetta aidosti monotoniselle derivaatalle.

Ratkaisun jirjestiminen -tehtivissi on annettu valmiiksi tehtdvan ratkaisu, mutta vaiheet eivét
ole jarkevissi jarjestyksessd. Vastauksessa ratkaisun vaiheet on jirjesteltivd mielekkddseen jérjes-
tykseen. (Linnusmaiki 2015, 32—-33) Tehtavassd voidaan esimerkiksi antaa formaali todistus, jota

pitdd osata tulkita ja jarjestdd siten sen sisdllot oikeaan jarjestykseen.

Tutkimuksen aikana kehitettiin kaksi uutta tehtédvityyppid, jotka soveltuvat erityisesti todistustehta-
viin. Todistuksissa alku ja loppu ovat tirkeitd, ja timédn pohjalta syntyi metatehtévityyppi. Analo-

giatehtdvatyyppi liittyy kiintedsti koodinvaihtotehtdvain, mutta on vield sen erityistapaus.

Metatehtivissa on annettu valmiiksi todistus tai vdittima, ilman alun oletusta tai lopun johtopéé-
tostd. Tehtdvissd voidaan kysyé esimerkiksi kattavinta oletusta, joka pitdé todistuksen tai vaittimén
totena, tai laajinta johtopdatosta nykyiselld oletuksella. Tehtédvaa pitda siis pysty tulkitsemaan alusta

loppuun ja ndhdd miten alku ja loppu vaikuttavat oikeellisuuden laajuuteen.

Analogiatehtivissa on annettu todistus jollain kolmesta kirjallisesta matematiikan kirjallisesta kie-
lestd ja tehtdvind on tuottaa vaihtoehtoinen todistus tehtdvédn jollain pyydetylld kielelld. Tehtdva ei
siis ole pelkdstddn suoraan koodinvaihtoa, vaan tarkoituksena on tuottaa toinen, mutta analoginen
todistus ongelmaan. Todistus voidaan pyytdd samalla kielelld tai tehtdva voi pitdd sisidlladn myos
kielenvaihdon. Kyseessd on haastava tehtdvityyppi, jossa annetusta todistuksesta tulee pystyd 10y-

tdméin keskeiset asiat ja hyodyntdméian niitd toisenlaisessa todistuksessa.

ESIMERKKI 5. Metatehtava.
Miké on laajin x:n méairittelyjoukko, jolle ; + % = % patee?

a)x >0, b)x<0, ¢)x>0, d)x>0.

35



ESIMERKKI 6. Analogiatehtdva (Vince 2009, 139-140).
Sinilause voidaan johtaa pinta-alaa hyddyntéden, jolloin pinta-ala L = %b(c sinA) =

1 c(asinB) = 1 a(b sin C). Jakamalla yhtélot 2 /abc:114 saadaan 2L _sind _sinE _sinc
2 2 abc a b Cc

Todista sinilause vektorien avulla.

4.2.4 Tutkimustietoa

Kielentdmistd on Suomessa tutkittu pddosin Tampere—Hdmeenlinna-akselilla, Tampereen yliopisto
-ldhtoisesti Tampereen teknillisen yliopiston ollessa usean tutkimuksen kohteena. Aihepiiristd on
tehty myos paljon sekd pro gradu -tutkielmia ettd diplomitéitd mainituissa oppilaitoksissa. Tutki-
musta on myds tehty kautta opetuksen, aina peruskoulusta korkeakoulutasolle asti. Opetusmenetel-
mini kielentdminen on osoittautunut toimivaksi kaikilla kouluasteilla asetettujen tavoitteiden nako-
kulmasta (Joutsenlahti & Kulju 2015). Erds mielenkiintoinen tutkimus (Silius et al. 2010) selvitti
Tampereen teknilliselld yliopistolla kielentdmistd hyodyntden, mitd lukio- ja yliopistomatematiikan

valiselle osaamiserolle voidaan tehda.

Matemaattisen osaamisen tason lasku sekd Suomessa ettd ldnsimaissa yleisesti on ajanut myos Tam-
pereen teknillisen yliopiston miettimédédn opetusta tukevia menetelmid, joiden vaikutusta Siliuksen et
al. (2010) artikkelissa esitellddn. Yliopistomatematiikan oletuksena on, ettd lukiomatematiikka hal-
litaan riittédvalld tasolla. Oppilaitoksiin hakevilla on kuitenkin puutteita osaamisessa, josta seuraa
aukko osaamisessa koulutasojen vililld. Lisdksi yliopistomatematiikassa tarvituista matemaattisen
osaamisen osa-alueista kisitteellinen ymmartdminen ja strateginen kompetenssi eivét ole kehittyneet
tarpeeksi. Osaamispuutteet ndkyvit hitaana etenemisend opinnoissa, sekd matematiikassa ettd ylei-

sesti. (Silius ef al. 2010)

Osana Tampereen teknillisen yliopiston interventiota on kielentdmisen hyddyntdminen osana mate-
matiikan opetusta. Interventiossa tutkittiin, kuinka kielentiminen voi auttaa yliopistomatematiikan
opiskelussa ja kuinka opiskelijat kokevat kielentimisen. Kokeilu toteutettiin insind0rimatematiikan
ja matematiikan ensimmadisilld kursseilla. Osana kokeilua opiskelijat tekivét osana kursseja kielen-
tamistehtdvid, joissa tarkoituksena oli antaa selitys ratkaisulle luonnollisella kielelld. Eri kurssien
opiskelijat tekivit tehtdvid eri tahtiin kurssien aikana. Opiskelijoilta keréttiin palautetta kokeilun
paitteeksi kyselylomakkeella, jossa oli sekd Likert-asteikollisia ettd avoimia kysymyksid. (Silius e?
al. 2010)
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Alustavien tulosten mukaan matematiikan opiskelijat suhtautuivat positiivisemmin kielentdmisteh-
taviin kuin insind0rimatematiikan opiskelijat. Liséksi tulokset viittaavat, ettd lahjakkaammat opis-
kelijat suhtautuivat positiivisemmin kielentdmistd kohtaan. Syyni tdhén voi olla, ettd opiskelijat,
jotka pitivdt itseddn osaavampina ymmartivat matematiikan olevan muutakin kuin pelkkii laske-
mista. Voi myds olla, ettd tehtivit olivat helpompia matematiikan opiskelijoille kuin insin66rimate-
matiikan opiskelijoille. Opiskelijat, jotka eivit luottaneet osaamiseensa, pitivit tehtdvid tyoliina ja
vaikeina, mutta suhtautuivat positiivisesti luonnollisen kielen kdytt6on ratkaisuissa. Liséksi luon-
nollisen kielen kdyton koettiin auttavan ymmartiméaén matemaattista ongelmaa seké ratkaisemaan
sen. Samoin luonnollisen kielen koettiin auttavan muita ymmartdméan ratkaisua. Saadun palautteen
perusteella Tampereen teknilliselld yliopistolla kehitetddn kielentdmistehtivid ja jatketaan sekd ko-

keilua ettéd tutkimusta aihepiirin parissa. (Silius et al. 2010)

On erittdin mielenkiintoista, ettd kielentdmisestd koetaan saatavan hyotya ja sen ndhdddn auttavan
sekd itsed ettd muita ymmartaméén ratkaisuja. Mutta samalla silti luonnollisella kielelld kirjoittami-
seen suhtaudutaan negatiivisesti. Tdma on tietysti ymmarrettdvad, kun matemaattisilla symboleilla
esitettdvit ratkaisut ovat varsin kompakteja ja luonnollisella kielelld kirjoitetun yksinkertaisenkin
asian ilmaisu voi vaatia pitkdn selityksen. Matemaattinen symbolikieli on kehittynyt tehokkaaseen
ja lyhyeen ilmaisuun. Toisaalta voidaan taas miettid, mikd osa tdstd negatiivisesta suhtautumisesta
johtuu motivaatiosta. Tarkeintd on kuitenkin, ettd kielentdmistd hyodyntdmalld opiskelijat kokivat

saaneensa hyotyd ja ymmarténeen sisdltdja paremmin.
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5 TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

5.1 Tutkimuskysymykset

Pro gradu -tutkielmassa haluttiin selvittd kielentdmisen, todistamisen sekéd pitkdn matematiikan uu-
den opetussuunnitelman ja ylioppilaskirjoitusten kohtaamista. Lisdksi haluttiin luoda kielentdmista
hyodyntdvid tehtavid sihkoiseen pitkdn matematiikan ylioppilaskokeeseen. Tutkimuksessa selvitet-
tiin ensin, miten kielentiminen ja todistaminen voidaan ndhdd osana lukion pitkdn matematiitkan
uutta opetussuunnitelmaa. Toisena selvitettiin, miten kielentdmis- ja todistustehtévid on ollut pitkén
matematiikan ylioppilaskirjoituksissa. Kolmantena arvioitiin tehtdvien soveltuvuutta tulevaan sih-
koisen ympariston ylioppilaskokeeseen. Neljintend ja tarkeimpéni oli luoda kielentdmistd hyodyn-
tavid todistustehtdvid, jotka pystytddn toteuttamaan sihkodisessd ympéristossd. Huomioitavaa oli li-

saksi, ettd nithin pystytddn vastaamaan asianmukaisesti.

Tutkimuksen tutkimuskysymykset muotoutuivat seuraavanlaisiksi:

1. Miten kielentdminen ja todistaminen nakyvit pitkdn matematiikan uudessa opetussuunnitel-
massa?

2. Miten kielentdminen ja todistaminen nékyvét pitkdn matematiikan viimeisimmissd ylioppi-
laskokeissa?

3. Miten kielentdmistd hyodyntivit todistustehtidvit soveltuvat pitkdn matematiikan sahkdéisiin
ylioppilaskirjoituksiin?

4. Minkilaisia kielentdmistd hyodyntivia todistustehtdvid pitkdn matematiikan sdahkoisissa yli-

oppilaskirjoituksissa voitaisiin ndhda?

5.2 Kehittamistutkimus

Kehittdmistutkimuksella on suhteelliset lyhyt historia. Ensimmaéiset tutkimusartikkelit aiheesta jul-
kaistiin 90-luvun alussa, jolloin menetelmé tunnettiin englanniksi nimelld design experiment. Ny-
kyddn menetelmd tunnetaan itsendisesti englanniksi design-based research -nimelld. Suomeksi ke-

hittdmistutkimusta kutsutaan myds usein design-tutkimukseksi. Menetelmén ldhtokohtana pidetién
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Ann Brownin 1992 julkaisemaa artikkelia tutkijoiden haasteista yritettdessd kéyttad iteratiivisia in-
terventioita tutkittaessa ja kehitettdessd oppimista ja opettamista autenttisissa luokkatilanteissa. Ke-
hittdmistutkimus on vakiinnuttanut asemansa opetuksen kentélld viimeisen kahden vuosikymmenen

aikana. (Pernaa 2013)

Opetuksen kehittdminen tutkimuspohjaisesti seké tarve tuottaa opetuskentélle opettajien tyota tuke-
vaa tietoa ovat olleet muovaamassa kehittdmistutkimusta. Téstd kdytdnnonldheisyydestd johtuen
menetelmi on saanut osakseen kritiikkid luotettavuudestaan ja patevyydestddn. Kehittdmistutkimus
on myds monitahoinen tutkimusmenetelma, jonka takia sille e1 mydskdin voida esittdd méaritelmas,
joka olisi yksiselitteinen. Kehittdmistutkimus voidaan esimerkiksi méérittdd metodologiaksi, jossa
tavoitteena on kehittdd systemaattisesti, joustavasti ja iteratiivisesti opetusta todellisissa tilanteissa.
Talloin tutkimukselle on ominaista jatkuva arviointi sekd sidosryhmien asiantuntijuuden hyddynta-
minen kehittimisen yhteydessa. Kehittdminen siis pohjautuu olemassa olevaan teoriaan, mutta myos
tuottaa uutta teoriaa. Ominaispiirteind kehittamistutkimuksella on muutoksen tarpeesta syntyva ite-
ratiivinen kehittdminen, tuotoksen ja opetusta edistdvén tiedon syntyminen kehittdmisen seurauk-
sena. Tieto voi olla oppiainekohtaista teoriaa, jolloin mahdollistetaan esimerkiksi tietyn késitteen

opettamiseen tarkoitettujen toimintamallien kehittdminen ja testaaminen. (Pernaa 2013)

Kehittdmistutkimuksessa haetaan vastauksia kolmeen keskeiseen kysymykseen; kehittdmisen etene-
misestd, kehittdmisen tarpeista sekd mahdollisuuksista ja kehittdmistyon lopputuotoksesta. Jokai-
seen kysymykseen vastaaminen tuottaa erilaista tietoa. Kysymyksiin vastaaminen voi tuottaa kehit-
tamispaamaardksi esimerkiksi kehittdmistuotoksen, joka on ratkaisu ongelma-analyysisséd 10ytynei-
siin haasteisiin ja kehittimisprossin mahdollisuuksiin. Tuotos kehittyy iteratiivisesti tutkimuspro-
sessin mukana ja tietimyksen syventyessd. Talloin muodostunut teoria on esimerkkikysymyksen
tapauksessa kontekstisidonnaisia toimintaa ja ajattelua ohjaavia malleja, joita voivat olla opetusma-

teriaalit tai tietylle ryhmaélle suunniteltu kurssi. (Pernaa 2013)

Toteutuksessaan kehittdmistutkimus pyrkii hyodyntdmééan tutkimukseen osallistujia kehittdmispro-
sessissa, eikd pidd nditd vain koehenkildind. Tamédn tyypin tutkimus alkaa aina ongelma-analyysilla.
Ongelma-analyysissd selvitetddn kehittdmisen tarpeet, mahdollisuudet ja haasteet. Kehittdmistar-
peen tulee nousta ongelmasta ja tarveanalyysi voi olla empiirinen, teoreettinen tai nditd yhdisteleva.
Ongelma-analyysi selkeyttdad kehittdmistavoitteita ja siitd seuraa kehittdmissuunnitelma, joka ohjaa

tutkimusta, mutta joka myds eldd tutkimuksen edetessd. Toteutus koostuu kadytdnndssé tarvittavan
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mittakaavan kehittdmissykleistd, jotka siséltdvét kehittdmis-, arviointi- ja raportointivaiheista. Tut-
kimus etenee iteratiivisesti kokeellisten ja teoreettisten vaiheiden kautta. Liséksi ongelma-analyysid
syvennetddn tutkimuksen edetessd. (Pernaa 2013) Jos tutkimus toteutetaan esimerkiksi pro gradu
-tutkielmassa yhdelld kehittdmissyklilld, on ensimmadisend vuorossa teoreettinen ongelma-analyysi,
jota seuraa empiirinen ongelma-analyysi ja timin jalkeen kehittimisvaihe seké raportointi. Jos tut-
kimusta ei ole toteutettu syklisesti, ei ole hyddynnetty menetelmén vahvuutta. Télloin toteutus ei ole

tieteellisesti péteva tai luotettava. (Aksela & Pernaa 2013)

Kehittdmistutkimuksen luotettavuutta kritisoidaan usein tutkimuskirjallisuudessa, koska menetel-
mille ei esimerkiksi ole miiritelty yhtenevid tutkimuskaytintdja. Lisdksi laajojen kehittamistutki-
musten koordinointiin, teoriapohjan vahvistamiseen sekd tutkimusmenetelmien standardointiin liit-
tyy haasteita. Perinteiset luotettavuuden analysoinnin tydkalut, validiteetti ja reliabiliteetti, tai laa-
dullisen tutkimuksen luotettavuustarkastelun uskottavuus, siirrettdvyys, luotettavuus ja varmuus
sekd vahvistettavuus eivit myoskadn sovellu kehittdmistutkimuksen luotettavuuden analysointiin.
Kehittdmistutkimus on téstd syystéd luotettavuusanalyysin ndkokulmasta haasteellinen tutkimusme-
netelmd. Design-Based Research Collectiven laadukkaan kehittdmistutkimuksen kriteeristond ovat
kehittdimisen kokonaisvaltaisuus, syklittdinen ja jatkuva kehittiminen sekd arviointi, kehittdmisen
pyrkimys teorioihin, testaus autenttisissa olosuhteissa ja tarkka dokumentointi. Ndiden lisdksi avoi-
muus ja tutkimuksen mielekéds rajaaminen ovat keskeisessd osassa, unohtamatta kokonaisvaltaista

ongelma-analyysid. (Pernaa 2013)

Raportoitaessa kehittamistutkimuksesta, ei voida noudattaa perinteisen tieteellisen julkaisun sisiltod
sellaisenaan. Vaihtoehtona on tilloin kehittamiskuvaus, joka kuvaa koko kehittdmisprosessin koko-
naisvaltaisesti. Kehittdmiskuvauksessa voidaan esimerkiksi kuvata kehittdmisolosuhteita, kehitta-
mispditoksid, kehittdmistavoitteita tai arvioinnin tuloksia. Raportoinnissa voidaan kuvata myds tut-
kimusasetelmaa, syklittdisid kehittdmiskuvauksia ja kehittimistuloksia, ja pohtia kehittdmisen mah-
dollisuuksia sekd haasteita. Olennaista on myds pohtia, kuinka kehitetty innovaatio saadaan kayt-

toon. (Pernaa 2013)

5.3 Tutkimusasetelma

Tutkimus oli asetelmaltaan kehittimistutkimus eli design-based study, joka koostui neljastd vai-

heesta. Tarpeena tutkimuksella oli esittdd uudenlaisia kielentdmistd hyddyntévid todistustehtévia pit-
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kén matematiikan sdhkoisiin ylioppilaskirjoituksiin. Sdhkodistyminen tarjoaa osaltaan mahdollisuu-
den uudistaa koetta ja nyt haluttiin selvittdd kielentdmisen ja todistamisen mahdollisuuksia. Todis-
taminen on ollut sen perinteisessd merkityksessa vihéisessd asemassa ylioppilaskirjoituksissa. Ajan-
kohta toimii mahdollistajana, koska sdhkdiseen matematiikan ylioppilaskokeeseen on vajaa kaksi
vuotta aikaa, joten vaikuttamiseen on téstid nikdkulmasta mahdollisuuksia. Sdhkodisen ylioppilasko-
keen tulo mahdollistaa uudenlaisten tehtdvien luonnostelun téti tulevaa koetyyppid varten. Haasta-
vaksi tuotoksien kiyttdonoton tekee luonnollisesti se, ettd kohteena eivit ole niink&én opettajat, vaan
ylioppilaskirjoitukset ja sitd hallinnoiva organisaatio Ylioppilastutkintolautakunta. Vaikka tehtévit
toteutetaankin ylioppilaskirjoituksia ajatellen, ei timé luonnollisestikaan estd niiden hyddyntdmista

opetuksessa ja esimerkiksi Abitilla toteutetuissa sdhkoisissa kokeissa.

Tutkimuksen ensimmaéisessd vaiheessa tutustuttiin kielentimiseen, todistamiseen sekéd opetussuun-
nitelmaan ja ylioppilaskirjoituksiin. Toisessa vaiheessa kehitettiin ensimmaiset versiot kielentdmisti
hyddyntévistéd todistustehtidvistd. Kolmantena tehtavistd keréttiin palautetta edellisend lukuvuotena
matematiikkaa, fysiikkaa, kemiaa ja tietotekniikkaa Tampereen yliopiston normaalikoulussa auskul-
toineilta opetusharjoittelijoilta, joista osa jo toimii mainittujen aineiden opettajina. Viimeisessa vai-
heessa kehitettyja tehtdvid paranneltiin saadun palautteen perusteella. Tutkimuksessa toteutettiin

yksi nelivaiheinen kehittdmissykli.

Ajatukset tehtdvien muodosta muuttuivat kahteen kertaa tutkimuksen edetessd. Ensin aiottiin tehda
jokaisesta kielentdmistehtavityypistd esimerkkitehtidvid. Toisessa muodossa paddyttiin tekeméén jo-
kaiselle kurssille kolme kielentdmistehtdvaa, joista jokainen olisi ollut yhtd sdhkoisen ylioppilasko-
keen tehtdavatyyppid varten. Kolmannessa ja viimeisessd muodossa paddyttiin lopulliseen muotoon.
Naékokulmaksi valittiin kielentdmistehtavétyyppien mielekds yhdistely niin, ettd saadaan aikaiseksi

monenlaisia tehtdvid jokaiseen sdhkdisen ylioppilaskokeen tehtdvityyppiin.

Ensimmaisessd vaiheessa kdytiin tehtdvien osalta ldpi aiempia pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoi-
tuksia ja selvitettiin miten kielentdminen ja todistaminen on nikynyt niissd. Lisdksi pyrittiin kehit-
tdmddn uusia kielentdmistehtavétyyppejd, jotka sopisivat todistustehtéville. Kielentdmistehtiva-

tyyppejd 10ydettiin tdssd vaiheessa kaksi uudenlaista. Tehtdvétyyppejd on esitetty luvussa 4.2.3.

Toisessa vaiheessa nidkyvyyden selvittamisen lisdksi kéytiin ldpi vanhaa Calculuksen kirjasarjaa to-
distamistehtdvien osalta ja haettiin ndin ajatuksia sekd linjaa tehtdville. Lisdksi todistustehtéviaja-

tuksia haettiin muun muassa matematiikka-aiheisista YouTube-videoista ja verkkosivuilta. Téassd
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vaiheessa tehtdvdajatuksia oli muodostunut 110 kappaletta. Tdmén jilkeen tehtidviajatuksista jalos-
tettiin kolme erilaista tehtévii, jotka sopivat sihkoisen ylioppilaskokeen eri tehtdvatyyppeihin ja
sovitettiin ndmé mielekkdisiin kielentdmistehtdvityyppeihin. Sovituksen jilkeen edettiin kolman-
teen vaiheeseen, jolloin pyydettiin palautetta aiemmin mainitulta ryhméltd. Ryhmélti pyydettiin pa-
laute Google Formsin kyselylld, jonka linkki toimitettiin vastaajille Whats App-mobiilisovelluksen
keskusteluryhmén kautta. Kysely toimitettiin yhteensd 31 henkildlle, jotka olivat keskusteluryh-
méssd jdsenind ja palautteita kyselyyn pyydettiin kahden viikon kuluessa. Kysely 16ytyy tehtdvineen

liitteestd 1. Palautetta saatiin yhteenséd 12 vastaajalta.

Viimeisessd vaiheessa kyselyn vastaukset otettiin talteen Google Formsin kyselystd. Kyselyjen yh-
teenvedot sekd avoimien kysymysten palautteet kdytiin 1dpi ja ndiden perusteella muokattiin tehta-
vid, joihin oli pyydetty lomakkeella palautetta. Palautteesta tehtiin yhteenveto. Kyselyn avointen
kysymysten vastauksista etsittiin lisdksi teemoja. Tdmén jdlkeen palautetta silmilld pitden luotiin
loput tyossé esiteltdvit tehtdvat. Tehtdvien kieliasu tarkistettiin vield kertaalleen niiden luomisen

jalkeen. Valmiit tehtdvét esitelldén luvussa 7.

5.4 Analyysimenetelmét

Pédasiallisena analyysimenetelmand tutkimuksessa oli siséltdanalyysi, jota hyddynnettiin kolmeen
ensimmaéiseen tutkimuskysymykseen. Menetelmélld haettiin eroja sekd yhtéldisyyksid vertaamalla
kielentdmistéd ja todistamista pitkdn matematiikan opetussuunnitelmaan seka pitkdn matematiikan
ylioppilaskirjoituksiin. Tutkittavat sisdllot olivat siis julkisia ja sdhkdisessd muodossa olevia teks-
tejd. Sisédltdanalyysi tehdddn teorialdhtdisesti. Lisdksi perehdyttiin sihkdisen koeympéristoon ja sih-
koiseen kokeeseen liittyviin madrdykseen. Tietojen perusteella pyrittiin muodostamaan kuva siita,

miten kielentdminen ja todistaminen sopivat tulevaan sidhkodiseen kokeeseen.

Analyysissd keskityttiin uusimpaan lukion opetussuunnitelmaan, joka otettiin kayttoon 1.8.2016
sekd pitkdn matematiikan kaksiosaisiin ylioppilaskirjoituksiin, joihin siirryttiin kevaalld 2016. Pai-
asiallinen aineisto muodostui siis yhdestd opetussuunnitelmasta sekd neljasta viimeisimmasté pitkdn
matematiikan ylioppilaskokeesta, kevédstd 2016 alkaen. Opetussuunnitelmassa ja ylioppilasko-
keessa keskitytddn 10 pakolliseen pitkdn matematiikan kurssiin, jotka koskettavat kaikkia pitkdn

matematiikan opiskelijoita. Kolmannen tutkimuskysymyksen kohdalla analysoitiin Abitti-ympéris-
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ton madrityksid, sisdltoji ja sdhkoisestd matematiikan kokeesta annettuja tietoja. Sdhkdisen ympa-
ristoon liittyvét tiedot 10ytyivat padasiallisesti Abitti- ja Digabi-sivustoilta. Kokeen sisdllossd kiin-

nitettiin erityisesti huomiota kokeen tehtavityyppeihin.

5.5 Kehittamistutkimuksen lahtétaso

Kehittdmistutkimuksessa hyddynnettiin mittarina kyselylomaketta. Kyselylomake rakennettiin niin,
ettd alussa kysyttiin muutama taustatietokysymys. Tamén jidlkeen jokaisesta kolmesta tehtdvésta esi-
tettiin samat sisdltokysymykset. Kyselylomake 16ytyy kokonaisuudessaan liitteestd 1. Taustatietoina
kysyttiin vastaajan pddaine sekd sukupuoli. Jokaisesta tehtavistéd kysyttiin viisi Likertin asteikollista
kysymystd, joiden vastausvaihtoehdot ovat neliportaisia. Kuudentena kysymyksené tehtivista pyy-
dettiin avoimen kysymyksen muodossa kehittdvdd palautetta tehtdvélle. Kuvassa 14 nikyvit tehta-
vikohtaiset kysymykset. Likert-asteikollisten kysymysten vastausvaihtoehtojen ddripaiat muodosti-
vat termit huonosti ja hyvin. Neliportaisuuteen paddyttiin kysymyksissd, koska haluttiin vastaajan

ottavan kantaa tehtdviin joko puolesta tai vastaan.
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Tehtava soveltuu pitkan matematiikan ylioppilaskokeeseen

1 2 3 4

Huonosti @) O O O Hyvin

Tehtdvd mittaa oppilaan osaamista

1 2 3 4

Huonosti @) O O @) Hyvin

Tehtava on ymmarrettava

1 2 3 4

Huonosti O O O O Hyvin

Teht&va sopii vaikeustasoltaan ylioppilaskokeeseen

1 2 3 4

Huonosti O O O O Hyvin

Tehtédva erottelee eritasoiset oppilaat

1 2 3 4

Huonosti O O O O Hyvin

Vapaa kehittdva palaute tehtavalle

NEXT [ ] Page10of3

KUVA 14. Kyselylomakkeen kysymykset.

Kysymyksilld haluttiin selvittdd, miten tehtdvien nihtiin soveltuvan ylioppilaskokeeseen, mittaavan
kokelaan osaamista, erottelevan eritasoiset kokelaat sekd kuinka ymmarrettdavid tehtdvéat olivat ja
sopivatko ne vaikeustasoltaan ylioppilaskokeeseen. Koska esitetyissd tehtdvissd tdhdéttiin sithen,
ettd ne voivat olla ylioppilaskokeessa, oli niiden koettu soveltuvuus sithen erittdin tirkea selvitettava
kysymys. Lisdksi tehtdvin tulee olla vaikeustasoltaan soveltuva kokeeseen, joten tehtdvien koetusta
vaikeustasosta kysyttiin myds mielipidettd. Koska ylioppilaskokeen taustalla on lukion opetussuun-
nitelmien perusteet, tulee tehtidvien luonnollisesti mitata kokelaiden osaamista tdstd nikokulmasta,
joten tétdkin selvitettiin kysymyksissd. Tehtdvien erottelevuutta kysyttdessd erottelevuus on sekd
hyvé, ettd huono asia. Toisaalta erottelevuudella saadaan esiin eritasoiset oppilaat, mutta pitdd myos
varmistaa, ettd heikotkin oppilaat voivat saada kokeesta pisteitd. Kaikki tehtdvit eivit voi olla erit-
tdin vaikeita tai haastavia. Viimeinen ja ei yhtdin vihemmaén térked kysymys oli tehtdvin ymmar-
rettdvyydestd, joka on syytd ottaa huomioon, kun tehtévit edustavat tyyppid, johon kokelaat eivit

ole pakosta usein tormédnneet.
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Erityisen tarkednd lomakkeella pidettiin viimeistd kysymysta, jolla pyydettiin vapaata, mutta kehit-
tavad palautetta tehtdvikohtaisesti. Palautteessa toivottiin nousevan parhaat kehitysideat tehtiville.
Ongelmaksi avoimen kysymyksen kohdalla pelattiin sitd, ettd sen voi helposti sivuuttaa esimerkiksi

kommentoimalla tyypilliseen tapaan “ihan kiva”.

Kuvassa 15 esitetty kyselomakkeen ensimmaéinen tehtdva, joka on sdahkdisen ylioppilaskokeen ky-
symystyyppid 1. Tehtdvityypit on esitelty luvussa 2.4. Monivalintatehtdavissa kokelaan on tarkoitus
yhdistda vaittima sitd vastaavaan todistukseen. Kaikki monivalinnan vaihtoehdot ovat samasta ai-
hepiiristd, jotta oikeita vaihtoehtoja ei voi 10ytdd pelkéstddn aihepiirin perusteella. Toinen mahdol-
linen vaihtoehto monivalinnoille olisi jakaa tehtidvaa niin, ettd tehtdva olisi jaettu kahden aihepiirin
kesken. Talloin aihepiirit tunnistaessa olisi oikeita vaihtoehtoja véitettd kohtaan kolme kappaletta.

Jos kuuteen vaihtoehtoon yhdistettdisiin yli kahden aihepiirin vdittdmii, ei se olisi endd mielekas.

1. Alla on kuusi lyhytta todistusta(A)-(F) ja vaittdmaa 1-6. Valitse alasvetovalikosta jokaiselle vaittamalle
sen oikeellisuuden todistava todistus. Vastauksia ei tarvitse perustella.

\3. \4. '\5. ‘6.

1. ]2
(A)a,b,c EN.Nyta+b+c=a+(a+1)+(a+2)=3a+3=3(a+1).

. 1 1. . b a b a _b-a .
(B)a,b € @, a > 0jab > 0.0Olkoon ;>5,jollom£>a.NytE—£— s > 0, eli b>a,

(C)a,b,c € Q.Olkoona <bjaa=b + 0jo|loin1<ljajoscza+b,
b a 2

L1 1 1
n||n3<z<;.

(D) a,b EN.Nyt Qa+ 1)+ (2b+1)=2a+2b+2=2(a+b+ 1)

(E)a,b,c € Z.Talléin b = 2cjaa = 2c + 2, jolloin ab = 2¢(2¢ + 2) = 4cc + 4c = 2(2c¢® + 2¢).

(F)a,b,c,d € N.Olkoona =2c+1jab=2d+ 1.Nytab = (2c+ 1)(2d + 1) = 4cd + 2c + 2d +
1=2QR2cd+c+d)+1.

1. Kahden rationaaliluvun valista 16ytyy aina ainakin yksi rationaaliluku.

2. Kahden mielivaltaisen parittoman luonnollisen luvun summa on aina parillinen.
3. Kahden perakkaisen parillisen kokonaisluvun tulo on parillinen.

4. Kahden parittoman luonnollisen luvun tulo on pariton.

e : N . .11
5. Positiivisille murtoluvuille patee, ettd a < b, jos - > W

6. Kolmen peradkkaisen luonnollisen luvun summa on aina jaollinen kolmella.

KUVA 15. Kyselylomakkeen ensimméinen tehtdvd (Hammack 2013, 118).

45



Kuvassa 16 on toisen kysymystyypin tehtdavd. Tehtdvi on jaettu neljidn osaan, jotka ovat kahden
tasoisia. A- ja c-osat tuottavat vihemmain pisteitd, kuin b- ja d-osioiden perustelut. Kysymyksessi
testataan peruslaskutoimitusten hallintaa. Kysymys jaettiin neljdén osioon, jotta helpompiin kohtiin
uskalletaan vastata ja pyydetddn syvemmat perustelut vasta erillisissd kohdissa. Tehtéva olisi voitu

siis toteuttaa my0s kaksikohtaisena.

7. a. Keijo on ndhnyt todistuksen, jossa osoitetaan, ettd 0 = 1. Etsi alla esitetysta todistuksesta virhe.
Perustelua ei tarvita.

Olkoona = b = 1, jolloin
ab = a*

ab — b? = a? — b?
b(a—b) = (a+b)(a—b)
b= (a+b)

0=a=1

b. Esitd perustelu a-kohdassa tehdylle virheelle. Mita virheesta seuraa?

c. Myds Petteri on ndhnyt erikoisen todistuksen, jossa vaitetdan, ettd 1 = -1. Etsi alla esitetysta
todistuksesta virhe. Perustelua ei tarvita.
1=Vi={/(-D(1) =V-1V/-1=(-1)? = -1

d. Esitd peruste c-kohdassa tehdylle virheelle.

KUVA 16. Kyselylomakkeen toinen tehtdva (Rouse Ball 2008, 21-23).

Kuvassa 17 on kolmas tehtdva kyselylomakkeelta. Kolmikon haastavin tehtdva, jossa formaali to-
distus tulee esittdd geometrisesti, perustella todistuksen sisdltd sekd antaa vaihtoehtoinen todistus.
Pythagoraan lause on keskeistd geometrian siséltod. Tehtdvian c-kohdassa on myos kaytetty todista-
sanaa, jolloin odotetaan kokelaalta tarkempaa ja formaalimpaa vastausta. Peruste todistamiseen liit-
tyvien sanojen kdyttdon nousee opetussuunnitelmasta, jossa Pythagoraan lauseesta puhuttiin lau-
seena, joka itsessddn implikoi todistamisen sisdltymisesté sisdltoon. Tehtdvissa ei tietoisesti ohjata
vastaajaa johonkin tiettyyn ratkaisumalliin, vaan sen saa luonnollisesti péattia itse. Téarkeintd on,
ettd vastauksesta kiy tavalla tai toisella tarvittavat asiat ilmi. Tietysti selkeydesté ei ole vastauksessa

haittaa.
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8. Eukleides todisti Pythagoraan lauseen yhdenmuotoisten kolmioiden avulla. Todistus on esitetty alla:

g: %jag: % Nyt AC2 = BC x CD ja AB? = BC x BD, jolloin AB? + AC? = BC x CD +
BC xBD =BC x (CD+BD)=BC? & A2+ B2 =(C°.m

a. Esitd annettu todistus geometrisesti.
Esitd perustelu a-kohdan todistukselle kayttdmalla luonnollista kielta.

Esita Pythagoraan lauseelle vaihtoehtoinen geometrinen todistus tai todista lause vektorien avulla.

oo

KUVA 17. Kyselylomakkeen kolmas tehtévé (Fei 2017).

5.6 Kyselylomakkeen vastaukset

Kyselylomakkeella saatiin palautetta tehtdviin 12 vastaajalta. Kaikkiin Likert-asteikollisiin kysy-
myksiin saatiin kaikilta kyselyyn vastanneilta vastaukset, jolloin ndiden otos on mainittu 12 vastaa-
jaa. Avoimiin kysymyksiin saatiin 6—8 vastausta. Kuviossa 1 on esitetty vastaajien piddaineet ja ku-
viossa 2 vastaajien sukupuolijakauma. Kysely ldhetettiin 31 vastaajalle, joten vastausprosentiksi
muodostui 38.7% Matematiikan pddaineopiskelijoita vastaajista oli 58,3%. Vastaavasti naisia oli

myo0s 58,3% vastaajista. Tehtdvit joihin pyydettiin tissd palautetta 16ytyvit luvusta 5.5.

Paaaine

@ Matematiikka

@ Fysiikka
Kemia

@ Tietotekniikka

@® Muu

KUVIO 1. Vastaajien padaine (N = 12).
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Sukupuoli

12 responses

® Mies
@ Mainen
Muu

KUVIO 2. Vastaajien sukupuoli (N = 12).

Kuviossa 3 on esitetty tehtdvikohtaisesti vastausten jakautuminen véittamittdin. Jokaisessa vaitta-
maissé oli neljd vastausvaihtoehtoa, jossa 1 oli "Huonosti” ja 4 ”Hyvin”. Kuviossa 3 jokaista tehtdvaa
koskevat viittdmat ja jakaumat on esitetty ryhmiteltyna tehtavittdin. Esitetyt vdittdmat tehtaville oli-
vat:

- Tehtdvéa soveltuu pitkdn matematiikan ylioppilaskokeeseen (V1)

- Tehtdva mittaa oppilaan osaamista (V2)

- Tehtdvd on ymmarrettiva (V3)

- Tehtdva sopii vaikeustasoltaan ylioppilaskokeeseen (V4)

- Tehtdva erottelee eritasoiset oppilaat (V5).
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KUVIO 3. Likert-asteikollisten kysymysten yhteenveto (N = 12).

Kuvion 3 vastauksista (N = 12) ndhdéén, ettd toiseen tehtdvain suhtauduttiin positiivisimmin ja teh-
tdvadn kolme vihiten positiivisesti. Yleisesti ottaen kaikki tehtdvét saivat suhteellisen positiivisen
vastaanoton. 11 vastaajaa suhtautui positiivisesti ensimmaéisen tehtidvin soveltuvuuteen pitkdn ma-
tematiikan ylioppilaskirjoituksiin. Toisen tehtdvd kohdalla lukumaéra oli 10 ja kolmannen kohdalla
9. Vastaavasti vastausten perusteella véittdmassd 2 suhtauduttiin kaikissa tehtévissd positiivisesti
sithen, ettd tehtdvd mittaa osaamista. Kaikkien tehtdvien kohdalla 10 vastaajaa oli sitd mieltd, ettd

tehtdvit mittaavat osaamista vahintdénkin kohtalaisen hyvin.

Kolmannen viittdmén (N = 12) vastauksissa ndhddén eniten hajontaa. Ensimmadisen tehtdvéin koh-
dalla positiivisia vastauksia saatiin 9, toisessa tehtévéssd 10 ja kolmannessa vain 7 kappaletta. Huo-
mattavaa kolmannen viittiman kohdalla on, ettd ainoastaan niissi saatiin vastauksia vastausvaihto-
ehtoon 1 eli "Huonosti”. Yksittdisten vastaajien mielestd toinen ja kolmas tehtdva olivat siis huonosti
ymmaérrettdvid. Vastaajista 5 piti kolmatta tehtédvié vihintdénkin jossain méérin huonosti ymmarret-

tdvdnd. Samalla toisen tehtdvin kohdalla kuitenkin 10 vastaaja piti tehtdvad hyvin ymmaérrettdvina.

Neljannen vaittdmén (N = 12) kohdalla ndhdain myds kolmannessa tehtdvassa, ettd vain 8 vastaajaa

piti kyseistd tehtdvia vaikeustasolta sopivana ylioppilaskokeeseen. Viidennestd vaittamastd (N = 12)
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ndhddan kaikkien tehtdvien kohdalla, ettd niiden ndhtiin erottelevan eritasoisia oppilaita. Ensimmai-
sen tehtdvin kohdalla positiivisia vastauksia oli 9, toisen ja kolmannen tehtidvin kohdalla 10 kappa-

letta. Erityisesti 7 vastaajaa piti ensimmadistd tehtdavad hyvin erottelevana.

Avoimista tehtdvisti nousi esiin mielenkiintoisia palautteita tehtdvista, niiden soveltuvuudesta seki
kehittdmiskohdista. Teemoina avoimissa palautteissa kaikista tehtdvistd nousivat esiin tehtdvien
vaihtelevuus ja kekselidisyys, todistamisen esiintyminen, erottelevuus mutta samalla huoli heikom-
mista opiskelijoista ja ndiden sdikdyttiminen, tarve selventdd tehtdvid, ja ajattelu sekd ymmartédmi-

nen.

Tehtdvdn 1 (N = 6) avoimissa palautteissa tehtiville ehdotettiin uudelleenjirjestelyd niin, ettd vit-
tdmét olisivat ennen matemaattisen symbolikielen todistuksia, jolloin tehtidva ei sdikédyttdisi heikom-
pia oppilaita niin pahasti. Tehtdvin nihtiin yhdistelevin helppoa monivalintaa sekd yleensd vaikeana
pidettya todistamista. Lisdksi tehtdvad pidettiin suhteellisen vaikeana ja erottelevana, eikd sitd nihty
aivan perustehtdvina, vaan keskivaikeana. Esiin nousi my0s erityisesti huoli heikommista oppilaista.

Lisdksi monivalintatehtdvien kykyé mitata osaamista kyseenalaistettiin.

Tehtdvdn 2 (N = 6) avoimissa palautteissa nousi esiin toisaalta virheen loytdmisen nopeus, mutta
my0s nippelitiedon tarve. Tehtdvassd voisi olla useampi todistus. Ratkaisun koettiin my0s vaativan
hienosti ymmartdmistd, vaikka tehtdva oli osin kielellisesti epdselvd. [hmetystd herdtti myos ima-
ginddriluvun esiintyminen. Esiin nostettiin lisdksi tarkkuus laskutoimitusten kanssa, miten on aina

varoiteltu esimerkiksi nelidjuuren ottamisesta.

Tehtdvédn 3 (N = 8) avoimissa palautteissa tehtdva koettiin erittdin haastavana, joka kuuluisi kokeen
viimeisten tehtivien joukkoon, mahdollisesti ainoana néin vaikeana. Pitka tehtdvé, joka vaatii koke-
laalta keskittymisté ja jonka toisaalta laudatur-arvosanan kirjoittava opiskelija todennikdisesti jattad
vélistd. Tehtdvd my0s yhdistelee matematiikan kurssien osa-alueita, jotka ovat usein opiskelijoille
vaikeita. Palautteessa ehdotettiin my0s tehtdvin selventdmisté, erityisesti annetun todistuksen osalta.
Vaikeudesta huolimatta tehtivid pidettiin hyvéni ja tervetulleena, todistustehtivid kaivattiin mate-
matiikkaan ja opetukseen lisdd. Jos symbolista kieltd osaa lukea, alkuosasta voi selvitd helpollakin.

Huolena esitettiin myds teknologian parissa kuluva aika, kun vastausta tehddén.
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6 ANALYYSIJA LOYDOKSET

6.1 Pitkdn matematiikan uudesta opetussuunnitelmasta

Yksinkertaisuuden vuoksi tisséd luvussa kédytetddn lukion opetussuunnitelman perusteet 2015:sta ly-
hennettd LOPS2015. Téssd luvussa selvitetdin, kuinka todistaminen ja kielentdminen nikyvit tuo-
reimmassa pitkdn matematiikan opetussuunnitelmassa. Kielentdmisen kohdalla katsottiin miten ma-

tematiikan kirjallisen ja suullisen ilmaisun eri kielet esiintyivit opetussuunnitelmassa.

Kielentiminen

Opetussuunnitelmassa matematiikan yleisistd tavoitteista 16ytyli muutamia viittauksia kielentdmi-
seen. Viittauksista ndemme, ettd opinnoissa on tarkoitus oppia hyddyntdmiin ensinndkin kirjallista
ja suullista kieltd. Toisekseen nostetaan esiin perustelemisen tarve, jota luonnollisesti tehdddn mate-
maattisen ilmaisun eri kielten avulla. Perustelujen lisédksi mainitaan kuvakielen kaytto ajattelun tu-
kena seka tdrkeimpéna kohtana siirtyminen matemaattisen tiedon esitysmuotojen vélilla. Ei siis riita,

ettd asiat pystytddn ilmaisemaan pelkdlld matemaattisella symbolikielella.

...opettaa kdyttimddn puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd... (Opetushalli-
tus 2015, 142)

...herdttdavit opiskelijan tekemddin havaintojensa pohjalta kysymyksid, oletuksia ja
pddtelmid sekd perustelemaan niitd (Opetushallitus 2015, 142).

Opiskelijaa rohkaistaan myos kdyttimddn ajattelua tukevia kuvia, piirroksia ja vi-
lineitd sekd tuetaan opiskelijan taitoa siirtyd toisesta matemaattisen tiedon esitys-
muodosta toiseen (Opetushallitus 2015, 142).
Matematiikan yleisesté arviointiosiosta 10ytyi my0ds yksittdinen viittaus kielentdmiseen, jossa mai-
nitaan tdsméllisyys ja johdonmukaisuus osana perustelemista. Perustelu liittyy tietysti eri matemaat-
tisen ilmaisun kieliin, joita opettaja pystyy arvioimaan luokkahuonekeskusteluissa, tuotoksissa ja

kokeissa.

Arvioinnissa kiinnitetddn huomiota... ... tasmdlliseen ja johdonmukaiseen peruste-
lemiseen (Opetushallitus 2015, 142).
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Pitkdn matematiikkaa koskevista tavoitteista ndhtiin matemaattisen symbolikielen kéyttotarve sekd
ymmaértamisen keskeisyys. Symbolikielen hallinta edellyttdd siirtymisté luonnolliseen kieleen ja si-
sillon tulkintaa. Lisdksi osiossa nostettiin taas esiin perustelujen tekemisen tarve. Kielellisyys ja eri

matemaattisten kielien hyddyntdminen nékyvit hyvin sitaateissa.

Ymmadrtda ja osaa kéyttid matematiikan kieltd, kuten seuraamaan matemaattisen
tiedon esittamistd, lukemaan matemaattista tekstid, keskustelemaan matematii-
kasta... (Opetushallitus 2015, 144).

...laatimaan perusteluja... (Opetushallitus 2015, 144).

Siind missa kielentiminen nousi usein yleisissd tavoitteissa ja arvioinnissa esiin, oli ndkyvyys va-
hiistd yksittdisten kurssien sisdlloissd. Niistd osioista tietysti vaikutus heijastuu kuitenkin kaikkiin
kursseihin. Seuraavat sitaatit liittyvét kurssethin MAA3 ja MAA11. Molemmissa sitaateissa nikyy
vaatimus luonnollisen kielen kdytdlle. Ei riitd, ettd jotain osaa, vaan asiaa pitdd pystyd avaamaan

sekd perustelemaan muille.

harjaantuu muotoilemaan, perustelemaan ja kdyttimddn geometrista tietoa kdsit-
televid lauseita (Opetushallitus 2015, 145).

osaa tutkia ja selittdd, kuinka algoritmit toimivat (Opetushallitus 2015, 149).

Kielentdminen ndkyi LOPS2015:sta selvésti, koko pitkdd matematiikkaa ldpileikkaavana osana.
Pelkka laskutaito ei riitd, eri ilmaisumuotoja pitdd osata hydodyntdd sulavasti, pystyen myos argu-

mentoimaan tehtyjd valintojaan.

Todistaminen

Todistamisen kohdalla kdytiin samalla tavalla 1dpi kuin kielentdmisen osuus. Todistaminen nékyi
mielenkiintoisesti kdytdnndssd kolmena kokonaisuutena, rivien vélissd yleisissd kuvauksissa, geo-
metrian kurssin sisdlldissd sekd lukuteorian ja todistamisen -kurssin sisélloissd. Lisdksi todistami-

seen liittyvid sanoja ei esiintynyt kuvauksissa vasta kuin MAA11-kurssin sisilldissa.

Y leisissd sisdlloissd jouduttiin kaivamaan todistamista esiin rivien vilistd, koska sitd ei suoraan mis-
sddn kohtaa mainittu. Jos puhutaan matematiikan perusideoista, ei todistamista luonnollisesti voida
sivuuttaa, kuten tuotiin esiin luvussa 3. Jos halutaan puhua matematiikasta noteeraamatta todista-

mista, rajataan matematiikka pelkéksi laskennoksi. Sitaattien sisédltojen perusteella siis todistamisen
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pitdisi olla osa opetusta ja sen merkitys matematiikalle tulisi tuoda ilmi. Todistamisen merkityksel-
lisyys korostuu myos viimeisessi sitaatissa, joka yhdistyy kappaleen 4.2.4. sisiltoon, jossa huomat-
tiin yliopistomatematiikan ja lukiomatematiikan aukko. Aukkoa ei kurota umpeen ainakaan silla,

ettd todistamisesta ei puhuta ja sitd ei integroida opetukseen.

Matematiikan opetuksen tehtdvind on tutustuttaa opiskelija... matematiikan perus-
ideoihin ja rakenteisiin... (Opetushallitus 2015, 142).

...tutustuttamalla héinet matematiikan... ... ainutlaatuiseen ja kiehtovaan olemuk-
seen tieteenalana (Opetushallitus 2015, 143).

antaa opiskelijalle ammatillisten ja korkeakouluopintojen edellyttimdt matemaat-

tiset valmiudet (Opetushallitus 2015, 144).
Seuraavana todistamista ndhtiin vasta geometrian kurssin kohdalla. Geometrian sisdltoon, kun on
ailemmin kuulunut vahvasti klassiset geometriset todistukset. Mielenkiintoista sitaateissa on erityi-
sesti se, ettd todistaminen sanaa ei mainita sanallakaan, mutta puhutaan lauseista. Kappaleessa 3.5.
esitellessd lauseen midritelmad, todettiin, ettd lauseeseen liittyy kiinteédsti aina todistaminen. Kun
opetussuunnitelmassa puhuttiin lauseista, ei voida myoskddn jattda kdymaétta lapi todistuksiakaan.
Voidaan my06s miettid, olisiko kahden viimeisen sitaatin klassisten lauseiden todistaminen osattava,
ainakin todistamisajattelun nikokulmasta. Todistamien osana opetusta kytkisi siséllot myos syvem-

min matematiikan rakenteeseen, nimé annetut tosiasiat nimelté lauseet eivit ole tuulesta temmattuja.

harjaantuu muotoilemaan, perustelemaan ja kédyttimddn geometrista tietoa kdsit-
televid lauseita (Opetushallitus 2015, 145).

osaa ratkaista geometrisia ongelmia kdyttien hyviksi... ... Pythagoraan lausetta
(Opetushallitus 2015 145).

sini- ja kosinilause (Opetushallitus 2015, 145).

Todistaminen mainittiin sanana ensimmadistd kertaa kurssin MAAI11-kohdalla opetussuunnitel-
massa. Kurssiin on siséllytetty kaikki todistamisen késittely lukio-opetuksessa. Seuraavaan sitaattiin
on listattu kaikki kurssia koskettava todistusmaininnat, joita oli yhteensd kuusi kappaletta. Osiossa
on neljd mainintaa todistamisesta, yksi lauseviittaus seki viittaus todistamisessa ja lauselogiikassa
kéytettdviin konnektiiveihin ja totuusarvoihin. Kokonaisuudesta ndhdddn selvisti, ettd opiskelijalle
on tarkoitus antaa tyokalut todistamisen alkeisiin ja siitd annetaan hyvé peruskuva. Opetussuunni-
telman sisélloistd 10ytyi maininta keskeisimmista ja yleisimmin kéytetyista todistustyypeistd. Kurssi

avaa porttia kohti formaalia todistamista:
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perehtyy logiikan alkeisiin ja tutustuu todistusperiaatteisiin sekd harjoittelee todis-
tamista

konnektiivit ja totuusarvot

geometrinen todistaminen

suora, kddnteinen ja ristiriitatodistus
induktiotodistus

aritmetiikan peruslause (Opetushallitus 2015, 149).

Todistaminen ndkyy LOPS2015:sta ylldttdvin pienessd asemassa, oli mielenkiintoista ndhda, ettéd
todistamiseen liittyvid sanoja esiintyi kdytdnnossd vain yhden kurssin sisdlloissd. Tami muodostaa
mielenkiintoisen ristiriidan luvussa 3.4. l0ydettyyn kansainvéliseen konsensukseen todistamisen
paikasta opetussuunnitelmissa. LOPS2015:sta tietysti oli ndhtévissd todistaminen rivien vilissd esi-

merkiksi yleisissd matematiikan kuvauksissa, mutta suoraan sitd ei mainita.

6.2 Pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoitusten tehtévisté

Tassé luvussa selvitetddn kielentdmisen ja todistamisen ndkyvyyttd kaksiosaisissa pitkédn matematii-
kan ylioppilaskokeissa. Tarkastelussa oli siis neljd edellistd ylioppilaskoetta. Kaksiosainen koe toi-

mii porttina sdhkoiseen ylioppilaskokeeseen.

Kielentdminen on suhteellisen tuore tuttavuus ylioppilaskirjoituksissa. Kielentdmistehtavia loydet-
tiin viisi kappaletta ja ne sijoittuivat kolmeen eri pitkdin matematiikan kokeeseen. Taulukossa 1 on
esitetty l0ydetyt tehtdavit. Ensimmadisen kerran kielentdmistehtdva nahtiin syksyn 2016 pitkdn mate-
matiikan ylioppilaskokeessa. Taulukosta huomataan, ettd kokeen alkuosaan sijoittuvat tehtavét hyo-
dynsivét yhté kielentdmistehtdvatyyppid, kun loppupidin tehtévit taas hyddynsivét useampaa. Kym-
menennet tehtdvit ovat luonnollisesti myds haastavampia. Tehtévissd yksi ja kaksi on luotettu mo-
nivalintatehtdviin, joissa vastaajan tuottaminen on minimoitu. Vastaus ilmoitetaan yhdistdmailli esi-
merkiksi véitettd vastaava kirjain sitd vastaavan kaavan numeroon. Erityistd alkupdin kielentdmis-
tehtdvissd oli myos se, ettd tdsmdlleen samaa tehtdvid on kiytetty myds lyhyen matematiikan ko-
keissa. Tehtdvin ajatuksena ndyttdd siis olleen tarjota helppo tehtédva, joilla heikommatkin oppilaat
padsevit kokeessa alkuun. Tehtdvddn vastaavien oppilaiden osaamistason skaala on valtava ja teh-

tiavén pitdd sopia tdlloin kaikille.
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TAULUKKO 1. Kielentdmistehtdva kaksiosaisessa ylioppilaskokeessa.

Koe Tehtivinumero | Kielentimistehtavityyppi

Syksy 2016 | Tehtdva 1 koodinvaihtotehtédva

Kevit 2017 | Tehtava 2 koodinvaihtotehtéva

Kevit 2017 | Tehtdva 10 virheenetsintdtehtdva, ratkaisun argumentointi

Syksy 2017 | Tehtdva 2 ratkaisun jirjestiminen

Syksy 2017 | Tehtavi 10 :/Oi;l:fienetsintéi, ratkaisusta tehtdva, ratkaisun argumen-

Kaksiosaista pitkdn matematiikan koetta tarkastellessa ndhdéén, ettd kielentdminen on tullut jaddak-
seen. Syksylld 2016 kielentdminen teki ensi esiintymisensd kokeessa ja timén jilkeen seuraavissa
kokeissa se on ollut edustettuna kahdessa tehtavassa per koe. Tehtavit tuntuvat lisdksi positiiviselta

vaihtelulta ja ndyttavat ehkd, mitd sdhkdiseltd kokeelta on odotettavissa.

Todistaminen omaa pitkén historian matematiikan ylioppilaskirjoituksissa. Vaikka téssd tyossa kes-
kitytddn tarkastelemaan kaksiosaisen kokeen aikakautta, haluttiin tarkastaa my6s todistamisen né-
kymistd 2000-luvun ylioppilaskokeissa. Taulukossa 2 on esitetty, kuinka monesti todista-, todista-
minen-, todistus-sanoja on esiintynyt pitkdn matematiikan ylioppilaskokeissa sekd kuinka monta
tehtdvdd ndma sanat ovat kattaneet. Huomattavaa tarkastelussa oli, ettd syksyn 2000 kokeen jdlkeen
vuonna 2008 kéytettiin vasta seuraavan kerran mainittuja sanoja. Vastaavasti neljddn kaksiosaiseen
kokeeseen on mahtunut vain kerran mainittuja sanoja. Syksyn 2017 kokeessa mukana oli yksi todis-

tustehtava.

TAULUKKO 2. Todistamiseen liittyvien sanojen esiintyminen 2000-luvun ylioppilaskokeissa.

Koe S2000 S2008 S2011 K2012 S2013 S2014 | K2015 S2017
Tehtiivid | 1 1 2 1 1 1 1 1
Sanoja 2 1 2 1 1 1 1 3

Koska todistamiseen liittyvid sanoja kéytettiin katseluvililld erittdin vdhdn, lihdettiin seuraavaksi
selvittdméén, miten todistamisajatteluun viittaavia sanoja osoita, ndytd, esitd ja perustele nikyi kak-
siosaisissa kokeissa. Loydokset on esitelty taulukossa 3. Heti mielenkiintoinen huomio on, ettd sa-
noja esiintyi joka kokeessa neljassi tehtdvassé, samoissa tehtivissi siis toistui useampaa mainittua
sanaa. Lisdksi esitd-sanaa ei esiintynyt yhdessdkédn mainitussa kokeessa, sanaa on esiintynyt aiem-

min 2000-luvun kokeissa, tosin harvoin.
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TAULUKKO 3. Todistamisajatteluun viittaavien sanojen esiintyminen kaksiosaisissa ylioppilasko-

keissa.
Koe Osoita Perustele Piitee Tehtavia
K2016 4 1 4
S2016 5 4
K2017 1 4
S2017 3 1 4

Ylioppilaskokeisiin tutustuessa huomattiin, kuinka vihin todistamistehtivid esiintyy kokeissa, yh-
deksdn kappaletta 34 kokeessa. Todistustehtdvidn tormiddmisen todennékoisyys kokeessa on siis
vain vajaa 26,5% koko 2000-lukua tarkastellessa. Neljadan kaksiosaiseen kokeeseen todistamisteh-
tdva oli osunut kertaalleen. Todistamisajatteluun nojaavia tehtivid kaksiosaisista kokeista 10ydettiin
merkittdvisti enemmaén, niitd on ollut viimeisessa neljdssd ylioppilaskokeessa tasaiset neljd kappa-
letta per kerta, joka vastaa noin 31% tehtdvistd. Kaksiosaisissa kokeissa on ollut aina kaiken kaikki-
aan 13 tehtdvii. Todistaminen ndkyy siis erittdin heikosti kirjoituksissa, mutta todistamisajattelu on

tasaisen varmasti kokeissa lasna.

6.3 Séahkdbisen ylioppilaskirjoitusten ympéaristé

Tasséd kappaleessa selvitetddn kielentdmistd hyodyntavien todistustehtdvien soveltuvuutta sdhkoisiin
ylioppilaskirjoituksiin. Luvussa 2.4. kdytiin 14pi sdhkoisten ylioppilaskirjoitusten teknistd ymparis-
tod ja sihkoiseen ylioppilaskokeeseen liittyvid sisdltojd. Tutkimuskysymykseen liittyy keskeisesti
kaksi osa-aluetta, jotka vaativat erillistd tarkastelua. Osa-alueet ovat sdhkoisen ylioppilaskokeen teh-
tavatyypit sekd ympériston raamit. Mielenkiintoinen lisihuomio kaksi-osaista koetta ajatellen on se,
ettd endd kokeessa ei voi taktikoida ja ottaa 10:td perustehtdvad laskettavakseen. Nykyisessd muo-
dossa koe pakottaa tasokkaammankin opiskelijan tekemddn haastavampia tehtdavid. On mielenkiin-
toista ndhd4, tuleeko tdhdn muutoksia sdhkoisessd kokeessa. Vuodelle 2019 kaavaillun muutoksen

jélkeen tiedetdin asiasta varmasti lisdi.

Sahkoisen ylioppilaskirjoitusten ympéristd Abitti sai kevéélld osakseen kaavaeditorin, jolla pystyy
muutamia puutteita lukuun ottamatta tuottamaan matemaattisia merkintgja. Editorin puuttuminen oli
ailemmin suurin puute todistamistehtdvid ajatellen, koska vastausikkunassa itsessdén ei pystynyt

tuottamaan tarvittavia merkkejé ja tuottamiseen olisi tarvinnut kayttdad esimerkiksi LibreOfficen tyo-
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kaluja. Télla hetkelld on siis teknisesti mahdollista vastata todistustehtéviin, myos formaalissa mie-
lessé. Kielentimisen nidkokulmasta puute ei ollut rajoittava tekija. Kysymysmerkiksi jai tosin edel-
leen editorin lopullinen muoto, nykyiselldén editorista 10ytyy kuitenkin lauselogiikan ja todistamisen

kaipaamat merkistot.

Jaa my0Os ndhtiviksi, tuleeko ympéristoon vield uusia tehtavityyppejd ennen ensimmaisti sdhkoista
matematiikan koetta. Kuten luvussa 2.4. mainittiin, ympéristd péivittyy jatkuvasti. Yksi kysymys-
merkki ympdéristosséd on sovellusversiot, joista ei ndytetd ilmoittavan missdén, mutta sovellusversiot
pyritddn pitdimddn mahdollisimman ajantasaisina. Toinen tarkasteltava asia sihkdisen ympériston
osalta ovat sen mahdollistamat materiaalit. Ympéristo mahdollistaa monenlaisia materiaaleja ja nii-
den hyddyntdmismahdollisuudet avautuvat varmasti ajan kuluessa. Nédidenkin voidaan katsoa toimi-
van ennemminkin mahdollistajina kuin rajoittajina. Yleisesti matematiikan ndkdkulmasta ne tarjoa-
vat varmasti lisdmahdollisuuksia tehtdviin, mutta todistamisen ndkdkulmasta niille ei 16ydy var-
maankaan niin paljon kdyttod. Formaaleissa todistuksissa kdytetdéin harvemmin aineistoja, mutta

todistamisajattelua hydodyntivissa tehtdvissd hyodyntdminen on todenndkdisempaa.

Toinen mainittu selvitettdvd kokonaisuus oli sdhkdisen ylioppilaskokeen midrdykset ja erityisesti
tehtavityypit. Kuten luvussa 2.4. mainittiin, matematiikan kokeessa tehtdvétyyppejda on kolmea.
Naéistd valinta- ja yhdistely, seké tuottamistehtdvid on jo nidhty kaksiosaisessa kokeessa, mutta mo-
nipuolisimmat tehtdvéit nihddan varmaankin vasta sihkoisessd kokeessa. Koska symbolinen las-
kenta vie huomiota pois mekaaniselta laskemiselta, tulee tehtdavien kehittya vastaamaan haasteeseen.
Symbolisen laskennan osalta on mainittu, ettd vaikeustaso tulee tyypin 3 tehtdvissd lisdédntymaan.
Kielentdminen ja todistaminen mahdollistavat ehdottomasti tehtdvid ja tehtdvityyppejd, joita sym-
bolinen laskenta ei karsi kokeesta pois. Seuraavassa luvussa esitetddn tehtédvid, jotka on muodostettu
titd ajatellen. Kielentiminen mahdollistaa esimerkiksi yksinkertaisia tehtdvid, joissa ei vaadita las-
kemista, mutta kuitenkin matemaattisen osaamisen osa-alueen hallintaa, kuten késitteellistd ymmar-
tdmistd. Tietysti kokeen kaksiosaisuus my0s vaikuttaa sithen, ettd symbolista laskentaa ei aina ole
kéaytettdvissd. Tdmén varaan pystytddn rakentamaan myds monipuolisesti tehtdvid. Tyypin 3 tehtévit
tuovat varmasti kokeeseen erottuvimmat tehtavit. Néissd voidaan hyodyntéa erilaisia aineistoja luo-

vasti.

Luvun 6.2. perusteella ndhddén my6s kielentdminen ja todistamisajattelu ovat l6ytdaneet kaksiosai-
sessa kokeessa paikkansa, vaikka todistaminen itsessddn on marginaalisessa asemassa. N&itd osa-

alueita hyddyntdvien tehtidvien esiintyminen tasaiseen tahtiin kertoo, ettd nithin on myds kokeen
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tekijan puolelta uskoa. Koska sédhkdinen ylioppilaskoe on ennemminkin mahdollistaja, ei ole syyti,
miksi ndmé tehtdvityypit putoaisivat pois. Seuraavassa luvussa esitellddn, miten kielentdmisen ja

todistamisajattelun yhdistiminen mahdollistaa vield uudemman tyyppisid ja potentiaalisia tehtivid.
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7 MUODOSTETUT
KIELENTAMISTODISTUSTEHTAVAT

Tassd kappaleessa esitellddn tehtivit, joita on kehitetty eteenpéin luvun 5.6. palautteen perusteella.
Tehtidvat hyddyntévit kielentdmistd ja ne ovat luonteeltaan todistus- ja todistamisajattelutehtivia.
Péédpaino ei ole formaaleilla todistuksilla, vaan todistamisajattelussa, koska ty0ssa tarkastellaan teh-
tiavid pakollisten pitkdn matematiikan kurssien ndkokulmasta. Télloin ei voida olettaa, ettd opiskeli-
joilla olisi tydkaluja formaalien todistusten tekemiseen. Formaalia todistamista eri todistustyylei-

neen kdydadn ylimidridiselld MAA11 kurssilla.

1. Alla on kuusi lyhyttd viittimad 1-6 ja todistusta (A)—(F). Valitse alasvetovalikosta jokaiselle viittdmalle
sitd vastaava todistus. Vastauksia ei tarvitse perustella.

1. "2 e an s " e '

1. Kahden rationaaliluvun vilistd [6ytyy aina ainakin yksi rationaaliluku.
2. Kahden mielivaltaisen parittoman luonnollisen luvun summa on aina parillinen.
3. Kahden perikkiisen parillisen kokonaisluvun tulo on parillinen.

4. Kahden parittoman luonnollisen luvun tulo on pariton.
5. Positiivisille murtoluvuille pétee, ettd a < b, josi > %.

6. Kolmen perikkiisen luonnollisen luvun summa on aina jaollinen kolmella.

(Aya,b,ceN.Nyta+b+c=a+(a+1)+(a+2)=3a+3=3(a+1)

. 1 1. . b a b a b-a .
(B)a,b € @, a > 0jab > 0.0lkoon E>B.Jollom£>£.Nytafa—ﬁ>O.ehb > a.

(C)a,b,c € Q.0lkoona < bjaa b+ 0.jolloin; < jajosc=""" niin <> <
(D) a,b € N.Nyt 2a+1)+ 2b+1)=2a+2b+2=2(a+b+1).
(E)a,b,c € Z. Tllbin b = 2c jaa = 2c + 2, jolloin ab = 2c(2c + 2) = 4cc + 4c = 2(2¢* + 2c).

(F)a,b,c,d EN.Olkoona=2c+1jab=2d+1.Nytab = (2c+1)(2d + 1) = 4ed + 2¢ + 2d +
1=2Q2cd +c+d)+1.

KUVA 18. Ensimméinen tehtdvd (Hammack 2013, 118).
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Ensimmadinen palautteen perusteella muokattu tehtdva on esitetty kuvassa 18. Tehtdvassé véittimait
esitellddn ennen todistuksia, jotta heikompia opiskelijoita ei sdikdytetd vaikean nikdiselld symboli-
kielelld. Viittdmét on pyritty valitseman samanlaisesta aihepiiristd, jotta viittdmid ei voi yhdistda
todistuksiin pelkéstién aihepiirin perusteella. Sdhkoisen ylioppilaskokeen tyypin 1 tehtédvé pyrkii
yhdistdmiin kielentdmisen tehtdvityypeistd ratkaisusta tehtéva -tehtdvaa sekd koodinvaihtoa. Op-
pilaan tulee pystya tulkitsemaan matemaattisella symbolikielelld esitetty todistus ja yhdistiméén se
luonnollisella kielelld annettuun viittdimddn. Matemaattisen osaamisen nikokulmasta tehtdavassi

opiskelijalta vaaditaan erityisesti konseptuaalista ymmarrystd sekd mukautuvaa paittelya.

Toiseen tehtdvddn on kasattu kuusi erilaista monivalintatehtdvaa. Jokainen tehtidva alakohdassa on
hyodynnetty erilaisia kielentdmistehtdvatyyppejd ja ne ovat vaikeustasoltaan erilaisia. Esimerkiksi
E-kohdan sisélto ei kuulu lukion opetussuunnitelmaan ja opiskelija joutuu télloin omaksumaan uutta

asiaa. Tehtdvit ovat sdhkdisen ylioppilaskokeen ensimmaisen tehtdvityypin tehtivid.

Kuvassa 19 on toisen tehtdvin A-kohta. Tehtdvéssd on annettu todistamisajattelun mukainen osoitus
viittimalle. Ratkaisuun on piilotettu virhe, joka opiskelijan tulee 10ytdd ja valita listalta.
Kielentdmistehtdvatyypiltddn kyseessd on virheenetsintdtehtivd. Tehtdvidssd matemaattisella
symbolikielelld ilmaistua sisdlt6d pitdd pystyd tulkitsemaan ja seuraamaan sekd vertaamaan alun
vaittdimddn. Matemaattisen osaamisen ndkokulmasta tehtdvdssd tarvitaan konseptuaalista

ymmaértdmistd sekd proseduraalista sujuvuutta.

2. a) Alla on osoitettu, ettd f(x) = 0, kun f(x) = ;—2 + x ja x > 0. Miké rivi ratkaisussa sisiltdi

virheen? Vastausta ei tarvitse perustella.
f(x) = —x%+ 1=0,kunx > 32
;—2 =0, kinx=0
x=0,kunx > 0

f(x) on selvisti positiivinen, kun x > 0 ja my6s aidosti kasvava pisteestd /2 alkaen

siis f(x) = 0,kunx > 0

KUVA 19. Toisen tehtdvin A-osa.
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Kuvassa 20 on toisen tehtdvin B-kohta. Tehtdvd on kielentdmistyypiltdin koodinvaihtotehtiva ja
siind mitataan osaamista konseptuaalisen ymmaértdmisen ja mukautuvaa paittelyd. Tehtdvissd on
hyddynnetty ensimmdiisen tehtdvin sisdltojd ja tdssdkin todistusta pitdd pystyd tulkitsemaan.
Tehtdvin vaihtojen tulee olla riittdvin samanlaisia, jotta tehtdvissd on edes jonkinasteista haastetta.
Tehtdvin haasteellisuutta voidaan muokata valitsemalla sithen helpompia tai vaikeampia

todistuksia. Lisdksi vaihtoehtojen médrai voitaisiin lisata.

2. b) Valitse alla esitetylle todistukselle siithen parhaiten sopiva sanallinen kuvaus. Vastausta ei
tarvitse perustella.

a,b,c €N.Olkoona = 2cjab = 2c + 1. Nytab = (2¢)(2c¢ + 1) = 4cc + 2¢ = 2(2cc + ¢).
Kahden perikkiisen luvun tulo on aina parillinen.
Kahden mielivaltaisen parittoman luonnollisen luvun summa on aina parillinen.
Kahden perikkéisen parillisen kokonaisluvun tulo on parillinen.

Kahden parittoman luonnollisen luvun tulo on pariton.

KUVA 20. Toisen tehtdvan B-osa.

Kuvassa 21 on toisen tehtdvin C-kohta, jossa hyddynnetdén ensimmistd kertaa kielentimisen
metatehtavityyppid seké tdydennystehtdvatyyppid. Tehtdvdssd mitataan opiskelijan konseptuaalista
ymmaértdmista sekd proseduraalista sujuvuutta. Opiskelijan on ymmaérrettiva missd jarjestyksessa
kappaleiden piirejd vertaillaan. Yhdistdmailld piin, saa vaihtoehdot alkuunsa rajattua neljdian ja
vertailujirjestykselld paédstddan kahteen vaihtoehtoon. Vaihtoehtoisesti eri kombinaatiot voi laskea,

mutta télloin eteneminen on hitaampaa. Pelkkd looginen pédttely riittd4 ratkaisuun péédsyyn.
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2. ¢) Milld x:114 ja y:114 alla oleva tehtdvi on tosi? Vastausta ei tarvitse perustella.

Oletetaan, ettd sdannoélliset kappaleet sijaitsevat a X a cm nelitssé ja ovat pinta-alaltaan mahdol-
lisimman suuria. Osoita, ettd kappaleiden x ja y piirien suhdeluku on %

X on tasasivuinen kolmio ja y on nelié.

x on neli6 ja y on ympyré.

X on ympyri ja y on tasasivuinen kolmio.
x on nelié ja y tasasivuinen kolmio.

X on ympyré ja y on nelio.

X on tasasivuinen kolmio ja y on ympyra.

KUVA 21. Toisen tehtdvian C-osa.

Kuvassa 22 on toisen tehtdvin D-kohta. Kielentdmistyypiltdén tehtdvd on ratkaisusta tehtdva -
tyyppid. Konseptuaalisen ymmartdmisen liséksi tehtdvdssd mitataan mukautuvaa paittelyd seka
proseduraalista sujuvuutta. Tehtdvan voi ratkaista taas padttelemélld, laskematta kaikkia mahdollisia
yhdistelmid. Térkeintd opiskelijalla on paéstd ratkaisussa kiinni lukumadiriin 13 ja 16, jotka
madrittavit todennidkdisyyksid. Haasteellisuutta tehtdvéissd voidaan skenaarion valitsemisen lisdksi
kontrolloida valitsemalla sithen sopiva méara vastausvaihtoehtoja. Tehtdvassad ndhdddn myos, miten
aineistoa pystyy esimerkiksi hydodyntdmadn sdhkoisessd kokessa. Vaikka korttipakan luulisi olevan
kaikille tuttu, ei sitd voida olettaa. Télloin aineistossa voidaan antaa ilmidon liittyvdd tietoa
opiskelijalle, jonka perusteella tehtdvaa voi sitte ratkoa muiden kanssa samalta viivalta. Vastaavasti
jos tehtdvidssd kasiteltdisiin lottoa tai muuta vastaavaa skenaarioita, voitaisiin yleiset tiedot

tapaukseen liittyen antaa taustamateriaalissa. Talloin tehtidva ei tukkeutuisi annettavista tiedoista.
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2. d) Valitse alla olevaan osoitukseen liittyva oikea tehtdvananto. Tietoa korttipakan korteista 16y-
tyy aineistossa olevasta tekstitiedostosta. Vastausta ei tarvitse perustella.

P(A;) = 14—3 > P(A,) = i. Siis tapaus P(A;) on todennékdisempi.
Osoita, ettd on todennikdisempéi nostaa korttipakasta ruutu kuin 4ssa.
Osoita, ettd on todenndkdisempéi nostaa korttipakasta kuvakortti kuin pata.
Osoita, ettd on todenndkoisempés nostaa korttipakasta kuvakortti kuin ruutu tai hertta.
Osoita, ettd on todenndkdisempii nostaa korttipakasta dssé kuin ruutu.
Osoita, ettd on todenndkdisempéi nostaa korttipakasta pata kuin kuvakortti.

Osoita, ettd on todennikdisempés nostaa korttipakasta ruutu tai hertta kuin kuvakortti.

KUVA 22. Toisen tehtdavan D-osa.

Kuvassa 23 on toisen tehtdvin E-kohta, joka on kielentdmisen tdydennystehtidvatyyppid sekd osin
tiedonseulontaa. Opiskelijan tdytyy tehtdvissd sisdistdd tietoa, johon ei todenndkdisesti ole
torménnyt opintojen aikana. Tehtdvdin kuvauksesta tulee 10ytdd oleelliset tiedot ja sovittaa ne
todistukseen. Vaikeustasoa on helppo kontrolloida tdssd tehtdvissd. Nyt puuttuvat kohdat ovat
todistuksen alussa, joiden sisdllot pystyy pééttelemiin suhteellisen helposti. Siirtdmalld puuttuvat
kohdat myohempiin kohtiin, lisdttdisiin vaativuutta huomattavasti. Lisdksi vaativuutta saataisiin
lisdttya silld, ettd puutteellisia kohtia olisi useampia. Tehtdvissd mitataan jdlleen konseptuaalista

ymmaértimistd, proseduraalista sujuvuutta sekd mukautuvaa paattelya.
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2. e) Valitse alla olevan Heronin kaavan todistuksen tiydentivi vaihtoehto. Vastausta ei tarvitse
perustella. Todistuksessa hyoddynnetddn kosinilauseen liséiksi kolmion alan kaavaa T =

%ab siny, kaavaa siny? = 1 — cosy? seki relaatioitaa + b +c =2s,a+ b —c = 2(s — c),
a—b+c=2(s—b)ja—a+ b+ c = 2(s — a). Paittelyssi hyddynnetidin useita kertoja myds
kaavaa x? —y? = (x —y)(x + y).

Todistus. 16T%2 = .........= ... = (2ab)? — (2ab cosy)? =

(2ab)? — (c? —a? — b?)? = (2ab — c? + a® + b*)(2ab + c¢? — a? — b?) =
((a+b)?— cN(—(a—b)2+cH=(@a+b+c)a+b—c)a—b+c)(—a+b+c)=

25X 2(s — €)X 2(s —b)x2(s —a) =16(s X (s — )X (s —b) X (s —a)) m
(4T )% = (2ab siny)?
(2T )? = (2ab siny)?
(4T )? = (2ab cosy)?
(2T )? = (2ab cosy)?

(4T )? = (2abtany)?

(2T )% = (2abtany)?

KUVA 23. Toisen tehtdvin E-osa (Lehtinen 2017, 4).

Kuvassa 24 on toisen tehtdvdn viimeinen osa. Tehtdvissd hyodynnetddn kielentdmisen
metatehtavityyppid. Opiskelijan on selvitettdvd tehtdvissd, miten oletus vaikuttaa osoituksen
patevyyteen. Ratkaisu vaatii opiskelijalta proseduraalista sujuvuutta ja konseptuaalista
ymmaértdmistd. Koska monivalintatehtévit ovat sdhkdisen kokeen ensimmaiisessd osassa, ei siind
voida kdyttdd symbolista laskinta. Yksinkertaisemmalla KCalc-laskimella voi laskea tarvittavat
arvot, mutta funktion kulun tarkastelu on pakko hallita. Tarvittaessa suttupaperille voisi hahmotella
funktion kulkua. Tehtdvdn vaikeustasoa voitaisiin tdssd kasvattaa esimerkiksi silld, ettd
vastausvaihtoehdot eivit olisi yhteydessi suoraan nollakohtiin. Nyt vastausvaihtoehdoissa toistuvat

nollakohdissa esiintyvien lukujen yhdistelmat.

64



2. ) Miki on pienin a:n arvo, jolla alla oleva osoitus patee? Vastausta ei tarvitse perustella.

Oletetaan, etti x > a. Osoitetaan, etti tilléin f(x) = x? — 2x + 8 = 10.

a=-1-+3
a=-1++3
a=20
a=1-+3
a=1++3

KUVA 24. Toisen tehtdavin F-osa.

Kuvassa 25 on ensimméinen yksinkertainen tuottamistehtdva, joka on kaksiosainen. Ensimmaiisessi
osassa tdydennetddn puutteellista ratkaisua ja etsitddn ratkaisua vastaava tehtdva. Toisessa osassa
etsitddn ratkaisusta virhettd ja perustellaan valintaa omin sanoin. Tehtdvédssd hyodynnetddn siis
neljad kielentdmistehtavityyppid. A-kohdassa on tunnistettava, ettd osoituksessa haetaan yhdistetyn
derivaatan kaavaa ja derivaatan mddritelmédn tuntemalla tdydentdmaédn sitten osoitusta. Toisessa
osassa testataan derivaatan ja integraalin tuntemusta sekd derivoinnin osaamista. Korjattu ratkaisu
pitdd myOs pystyd perustelemaan omin sanoin. Tehtdvdssd pystytddn mittaamaan osaamista
aihepiiristd laajalti ja my0s matemaattisen osaamisen nikdkulmasta tarvitaan yrittelidisyyttd vaille
kaikkien osa-alueiden hallintaa. B-kohta on tehtdvissd selvésti helpompi osa, josta pitdisi saada
suhteellisen helposti pisteitd kasaan. Jos tehtdvd olisi laskimettomassa osassa, lisdisi tdma

luonnollisesti erityisesti B-kohdan vaikeustasoa.
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3. a) Taydenni alla olevan ratkaisun puuttuvat osat. Mit4 ratkaisussa on osoitettu?

Olkoon h = fg. Tall6in

h(x) — h(xg) = fO) e e ev vee e | + g (x0) [f () — f(x0)], jolloin
h(ﬁfi::?ﬁ]) = f(x) g(x;:isxo) + g(xo) f(xi:i(()xu)_

g—glxo) ia [O)=f(xo) | £ (x0).

Mairitelmin perusteella
xX—Xg X—xg

Nyt lim M:(xo) =f(x)g (xg) + v e
x—Xg 0

b) Alla olevassa ratkaisussa on virheitd. Korjaa virheet ja perustele korjattu ratkaisu omin sanoin.

Osoitetaan, ettd [Inx = x (In(x) — 1) + c.

x (In(x) — 1) = f(x),jolloin f'(x) = (x +Inx) —x =Inx.

On osoitettu, ettd [ Inx = x (In(x) — 1) + c.

KUVA 25. Kolmas tehtdva (Thomson, Bruckner & Bruckner 2008, 408—409).

Kuvassa 26 on toinen yksinkertainen tuottamistehtidva. Tehtdvdssa etsitddn ratkaisulle tehtdviid ja
jarjestelladn ratkaisua oikeaan jdrjestykseen sekd perustellaan ratkaisuja omin sanoin. Kahdessa
osassa kisitellddn erillisid kokonaisuuksia, mutta yhtd hyvin A- ja B-kohdat voisivat olla tdysin
samasta aiheesta. Esimerkin vuoksi tuotetuissa tehtévissd pyritddn erilaisuuteen ja vaihteluun.
Tehtdva ei ole sisdlloltddn erityisen vaikea ja sen puolesta pitéisi soveltua alkupuolen tehtiviin, myos
laskimettomaan osuuteen. Siltikin tehtdvissd mitataan kattavasti matemaattista osaamista useilla
osa-alueilla. A-kohdassa alkuun piddsee tunnistamalla laskuprosessin, B-kohdassa tunnistamalla
ratkaisun x:n sekd y:n perusteella. Lopuksi ratkaisut pitdd myds pystyd perustelemaan, joka tuo
tehtdvistd viimeiset pisteet. B-kohdan vaikeustasoa voitaisiin tarvittaessa kasvattaa valitsemalla
monivaiheisempaa esitystd. Lisdksi B-kohdassa voitaisiin myds pyytdd nimedmidin sen

tehtdvananto, kuten A-kohdassa.
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4. a) Alla on annettu erdin osoitustehtdvin ratkaisu. Mité tehtavissd on pyydetty alun perin osoit-
tamaan? Perustele vastauksesi omin sanoin.

0w
w] o
I
—

et =3 - B ) H oy rie)-

b) Alla olevan ratkaisun sisdlto on véardssa jirjestyksessd. Jarjesti rivit oikeaan jérjestykseen ja
perustele vastauksesi omin sanoin.

_ In(y+4)
" lne

e*=y+4
xlne =In(y + 4)
e*—4=y

x =1In(y +4)
Ine® =In(y + 4)

KUVA 26. Neljis tehtdva (Ylioppilastutkintolautakunta 2002).

Viides tehtdva oli toinen tehtiva, johon pyydettiin palautetta ja viimeinen yksinkertainen tuottamis-
tehtdavd. Tehtdva on esitetty kuvassa 27. Palautteen perusteella tehtdvad uudelleen jérjesteltiin niin,
ettd jokainen tehtdvin kohta muodostaa yhden kokonaisuuden. Tehtdvéén lisdttiin samalla kolmas
osio ja selkeytettiin kieliasua, jotta kysytyt asiat ovat selvempid. Osiot itsessddn sisdltdvit perinteisid
virhepditelmid, jotka seuraavat laskusddntdjen rikkomisesta. Tehtdvéssd testataan siis laskusdanto-
jen tuntemista ja ratkaisun tulkintakykya. Kielentdmisen ndkokulmasta tehtdavéssa yhdistyy seka vir-
heen etsintd -tehtdvityyppi ettd ratkaisun argumentointi. Matemaattisen osaamisen nikokulmasta
tehtavdssd mitataan opiskelijan proseduraalista sujuvuutta, konseptuaalista ymmartdmistd sekd mu-
kautuvaa paittelyd. Tehtdva sijoittuu sdhkodisen ylioppilaskokeen tehtivityyppiin 2 ja edustaa ndin
suhteellisen yksinkertaista tuottamistehtdvia. Tehtdva pystyisi my6s olemaan sdahkdisen kokeen en-
simmadisessd osassa tai toisen osan alkupédin tehtdvissd. Opiskelijalta vaadittaisiin tehtdvassi tark-
kuutta, jotta kaikkiin kysymyksiin huomataan vastata. Erityisesti A-kohdan kysymys vaatii pohdin-

taan.
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5. a) Zaiga on nihnyt todistuksen, jossa osoitetaan ettd 0 = 1. Etsi alla esitetysti todistuksesta virhe
ja perustele valintasi. Miti virheesti seuraa?

Olkoon a = b = 1, jolloin
ab = a*

ab — b? = a? — b?
b(a—b)=(a+b)(a—b)
b= (a+b)

0=a=1

b) Myds Petteri on néhnyt erikoisen todistuksen, jossa viitetdiin etti 1 = -1. Etsi alla esitetysti
todistuksesta virhe ja perustele valintasi omin sanoin.

1=Vi=J/(-DED)=V-1V-1=(-1)?=-1

¢) Keijo on osoittanut, ettd a = b, kun a ja b ovat erisuuret ja ¢ on niiden aritmeettinen keskiarvo.
T#llsin

a+b=2c
(a+b)la—Db)=2c(a—b)
a’ — 2ac = b? — 2bc

a? —2ac+c? =b%® —2bc+c?
(@a—c)=((b-c)?

a=hbh.

Missi kohtaa péittelyssi tulee virhe ja miksi?

KUVA 27. Viides tehtdva (Rouse Ball 2008, 21-23).

Kuudes tehtdva oli kolmas tehtdvé, johon pyydettiin palautetta. Tehtdva on kuvassa 28. Palautteen
perusteella tehtdvanantoa pyrittiin selkeyttiméén ja liséksi siind annetaan pieni selvennys matemaat-
tisella symbolikielelld annettua todistusta ajatellen. Opiskelijalle kerrotaan pisteen D sijainti suh-
teessa suoraan BC. Muutoksilla tehtdvdan A-kohta helpottui hiukan ja ndin mahdollistui useammalle
opiskelijalle sopivaksi. B- ja C-kohdat ovat edelleen haastavia. Kielentdmisen nidkdkulmasta tehta-
véssd hyddynnetddn koodinvaihto-, analogia- ja ratkaisun argumentointi -tehtévityyppejd. Tehta-
vdssd mitataan matemaattisen osaamisen osa-alueista késitteellistd ymmartdmisté, strategista kom-
petenssia, mukautuvaa pédttelyd ja vaatii my0s yrittelidisyyttd. Tehtdva ei ole missddn madrin mah-
doton, mutta se vaatii varmasti opiskelijalta uskoa omaan tekemiseen ja ratkaisun yrittdmistd. Sah-

koisessd ylioppilaskokeessa tehtéva olisi tyyppid 3, ollen haastava tuottamistehtava.
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6. FEukleides todisti Pythagoraan lauseen yhdenmuotoisten kolmioiden avulla siten, ettii piste D on
suoralla BC:

AC BC . AB
— = —jg==

¢c0  AC’"BD

jolloin AB? + AC2 = BC X CD + BC x BD = BC x (CD + BD) = BC2 = A? + B2 = (’.m

%. Nyt AC2 = BC x CD ja AB2 = BC x BD,

a) Esitd annettu todistus geometrisen mallin avulla.

b) Esitd perustelu a-kohdan todistukselle omin sanoin.

¢) Esitd Pythagoraan lauseelle vaihtoehtoinen geometrinen todistus tai todista lause vektorien
avulla. Esiti ratkaisussa riittdvit perustelut.

KUVA 28. Kuudes tehtava (Fei 2017).

Kuvassa 29 on esitetty seitsemads tehtiva, joka edustaa sdhkdisen ylioppilaskokeen tehtavétyyppié 3
eli monipuolisempaa tehtdvdd. Tehtdvd on muista poiketen yksikohtainen ja yhdistelee useamman
kurssin sisdltdjd. Tehtdvassd on annettu runkoa raja-arvon olemassaolon osoituksesta. Osoitus koos-
tuu kahdesta erillisestd kokonaisuudesta, joista toinen on raja-arvolausekkeen muokkaaminen sel-
laiseen muotoon, josta raja-arvo voidaan ratkaista ja toisesta kohdasta, jossa selvitetddn ongelmalli-
sen raja-arvon arvo. Koska ylioppilaskokeessa ei sallita L’Hopitalin sddnnon kdyttéd, on raja-arvo
selvitettdva toisella tapaa. Kun vastaus on saatu jirjestettyd mielekkédseen jarjestykseen, tulee se
pysty vield perustelemaan, jossa tehtdvin haaste onkin. Tehtidvassd vaaditaan jdlleen kattavasti osaa-

mista matemaattisen osaamisen eri osa-alueilta.
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7. Alla on esitetty osoitus raja-arvon olemassaolosta. Ratkaisun valivatheet ovat viirissa jarjestyk-
sessd ja siitd punttuu perustelut. Jarjestd ratkaisu loogiseen jirjestvkseen ja lisad jokaiseen koh-
taan perustelut omin sanoin.

Osoitetaan, ettd
1 1 i
—tanx = —-x = —-sinx
2 2 2
I . —1

. x” ginax
lim——=1
x=0 x

sinx

lim =1
x—=0 &

) 1
lim —
x—0 SINX

x

!
lim=-=1.
x=01

) x
lim — =
x=0s8Inx

. xtminat
lim—— =
x=0 x

Yksikkdympyrad hyddyntien voidaan nihds, etts

lim —
x—0 51X

X

COSIELTgl

KUVA 29. Seitsemis tehtdva (Leino 2012, 13).

Kuvassa 30 on viimeinen kehittdmistutkimuksessa konstruoitu tehtdva. Tehtdva on padsadntoisesti
tiedonseulontatehtdva, jossa vaaditaan vastaukseen luonnollisella kielelld perusteluja seka ratkaisua
tukeva kuviokielen malli. Tiedonseulontatehtdvén periaatteen mukaisesti tehtdvissé annetaan paljon
tietoa, osin ylimaaraisté, joita pitdd hyodyntaa ratkaisun tuottamiseen. Pyydetyn osoituksen voi tehda
monella tapaa ja hyddyntdmaélld vain osaa annetuista tiedoista. Opiskelijan mukautuva paittely nou-
see ratkaisevaan rooliin tehtdvdssd, kun ratkaisun perustetta ja rakennetta selvitetdin. Mallikuvan
aikaansaaminen tukee osaltaan ratkaisun rakentamista, joka myds niyttd4 nopeasti vdittiman mah-
dottomuuden. Tehtdva on valitettavasi vield aiheellinen. Kumma kyll4, ndin vuonna 2017 vield osa
thmisistd vakavissaan vield kyseenalaistaa maapallon kaarevuuden. Koetilanne voi olla my6s kas-
vattava ja opettava kokemus. Tehtévén sisdllot olisi mahdollista esittdd esimerkiksi materiaalina ole-

vassa artikkelissa.
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8.

Litted Maa -teoriaa kannattavien mukaan maapallo on litted kiekko, jonka keskustassa on
Gronlanti ja reunan muodostaa Antarktis. Teorian kannattajien mukaan esimerkiksi NASA
on mukana totuuden salailussa viittdessidn Maan olevan pallomainen. Jotta viite voitaisiin
todistaa viariksi, suoritettiin alla kuvattu koejérjestely. Osoita salaliittolaisten viitteen mah-
dottomuus annettuja tietoja hyédyntden. Perustele ratkaisusi ja tee perustelusi tueksi geo-
metrinen mallikuva tilanteesta.

Tampereella mitattiin syyspdivéintasauksen aikaan metrin mittaisen mittakepin muodosta-
man varjon pituudeksi noin 1,94 metrid. Mittaus tehtiin hetkelld, jolloin Aurinko on zenii-
tissd eli tdsmailleen kohtisuorassa piiviantasaajan ylidpuolella ja pdivintasaajan ja Auringon
vilisen kuvitteellisen janan ja Maan pinnan vilinen leikkauspiste on linjassa Tampereen
kanssa. Tilloin mittakepin ja varjon viereisen sivun viliin muodostul noin 63 asteen kulma.

Tampereen etdisyys pdivintasaajasta on noin 6 800 kilometrid ja Grénlannista noin 2868
kilometrid Maan halkaisijan ollessa noin 12 756 km. Tieddmme, ettd Maan etiisyys Aurin-
gosta on noin yksi tihtitieteellinen yksikké (149 597 870 kilometrid). Etidisyys Auringon ja
Maan vililld vaihtelee vililla 147 095 000-152 100 000 kilometrin vililld. Maan etdisyys
Kuusta on noin 384 400 kilometrii.

KUVA 30. Kahdeksas tehtava.
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8 JOHTOPAATOKSET

8.1 Tutkimuksesta

Tarkastellaan tutkimuksen luotettavuutta luvussa 5.2. esitetyn luottavuusanalyysin teorian pohjalta.
Kehittdmistutkimukselle ehdotettu luotettavuusanalyysi eroaa selvisti perinteisesti kvalitatiiviselle
ja kvantitatiiviselle tutkimukselle sovelletusta. Kdydédn tisséd ldpi luotettavuusanalyysin yhdeksén

kohtaa.

Tutkimuksen rajaus onnistui hyvin, lyhyt matematiikka rajattiin pois ja ajallisesti paadyttiin katso-
maan padosin nykytilaa ja tulevaa. Aineistomddrit pysyivét hallittavina. Kaksiosaiseen ylioppilas-
kokeeseen oli hyvé valinta, koska sihkdinen ylioppilaskoekin noudattaa samaa jakoa ja ndin 1dhem-
mis sdhkoistd koetta ei vield pddstd. Tutkimus suoritettiin myos avoimesti, joka ndkyy aukikirjoite-
tussa tutkimuksen kulussa. Lisdksi avoimia oltiin my06s kehittdmissyklissd mukana olleille LUMA-
aineista auskultoineille opiskelijoille. Tutkimuslomakkeessa selvitettiin tarkasti, mihin tietoja kay-
tetddn ja miksi. Ndiden liséksi onnistuttiin myos tarkassa dokumentoinnissa. Kehittdmissyklin 1&h-
totuotokset on esitelty raportissa ja saatujen palautteiden yhteenveto 10ytyy myos tydstd. Raportin
perusteella pystyy seuraamaan tutkimuksen kulkua hyvin. Tutkimuksen arvioinnissa onnistuttiin
aiempien kohtien liséksi hyvin, arviointia nékee erityisesti tuotosten kohdalla, joista on aukikirjoi-
tettu, miksi valittuihin ratkaisuihin on pdadytty. Myos kyselylomakkeella saatu palaute nosti arvi-

oinnin laadukkuutta, vaikka saatu palaute ei ole maarallisesti kovin laaja (N = 12).

Onnistumisten ja luotettavuuden lisdksi tutkimuksesta 16ytyy kehittdmiskohtia. Tutkimuksen on-
gelma-analyysi oli alkuun vajavainen, mutta se kehittyi tutkimuksen etenemisen myd6té, kun tietoa
saatiin lisdd. Mahdollisuus muokata tutkimuksen suuntaa nousikin Design-tutkimuksen vahvuudeksi
ja mahdollisti mukautuvan etenemisen. Jatkuva kehittdminen tuntui olevan ldsné tutkimuksessa, ete-
nemissuunta eli paljon tutkimuksen aikana. Suunnan hakeminen nikyy parhaiten siin, millaisia teh-
tavid tyossd ldhdettiin lopuksi tekemdén. Tehtévilld haettava tyyli muuttui kahteen kertaan. Suurin
heikkous tutkimuksessa on syklien lukumiérd, joka jdi yhteen sekd autenttisen testaamisen vajaus.

Tehtdvid ei keretty testaamaan opiskelijoilla. Toinen sykli palautteen kerddmiseen tehtivista olisi
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kehittdnyt varmasti tehtdvid vield lisda ja tehtdvien testaaminen abeilla olisi kertonut parhaimmin
niiden soveltuvuudesta ylioppilaskirjoituksiin. Onneksi palautetta saatiin sentddn tulevilta ja jo
toissd olevilta opettajilta. Vastaajia palauteosiossa oli yhteensé 12 kappaletta. Viimeinen tyon heik-
kous on teorioihin pyrkimys. Tyon suuntana, kun oli luoda mahdollisia tehtivid ylioppilaskirjoituk-
sia varten. Liséksi teoreettisen tiedon muodostus rajoittui kielentdmiseen, jolle 16ydettiin kaksi uutta
tehtavatyyppid. Kokonaisuudessaan luotettavuutta tarkastellessa onnistuttiin kuitenkin kohtuullisen

hyvin.

8.2 Loydoksista

Loydoksistéd saatiin varsin hyvé kuva kielentdmisen ja todistamisen nykytilasta seké osin tulevasta.
Kielentdminen nidkyy vahvemmin opetussuunnitelmassa ja ylioppilaskirjoituksissa kuin todistami-
nen. Todistamisajattelulla on merkittivampi asema ylioppilaskirjoituksissa kuin todistamisella. Seka
kielentdminen ja todistamisajattelu ndyttdvit saaneen kiintedn jalansijan kirjoituksista. Tulevaisuus

el myOskddn ndytd kummankaan osalta huonolta.

Oli erittdin yllattavaa, kuinka vdhén todistamistehtdvid oli 2000-luvun ylioppilaskirjoituksissa.
2000-luvun alkupuolella oli kahdeksan vuotta kokeiden vélilld, joissa mainittiin todistaminen jossain
muodossa. Tami olisi ymmarrettavdd, jos MAAT11-kurssia ei olisi ollenkaan olemassa. Nyt voi
kdyda niin, ettd kurssin kdynyt ei padse hyodyntiméain osaamistaan varsinaisissa todistustehtdvissa.
Todistamisajattelutehtdvia kylldkin ndyttdd [0ytyvin aina. Olisi jarkyttdd, jos pdittelya ja perustelua
vaativia tehtivid ei kokeissa nikyisi. Télloin koe tayttyisi pelkistd laskutehtdvistd. On hyvd muistaa,
kuinka vahvasti todistaminen nidkyy matematiikan kasvamisessa nykyiseen muotoonsa, kuten tuotiin

1lmi luvussa 3.1.

Opetussuunnitelmassa todistaminen nikyy erittdin vdhin, kdytdnndssd vain jo mainitussa MAA11-
kurssin kuvauksessa. Muuten todistamiseen ei viitata suoraan, vaan se voidaan nihdd maininnoissa
matematiikan rakenteesta tai esimerkiksi Pythagoraan lauseessa. Lause siséltdd matemaattisen viit-
tdman lisdksi my0s kiintedsti sen todistuksen olemassaolon ja todistamisen tarpeen. Jos siis opetuk-
sen osana on tarkoitus opettaa Pythagoraan lause, kuuluu timéd myos todistaa. Télloin todistaminen
tulee tutuksi opetuksessa ja kyseiseen lauseeseen liittyvissd tehtdvissd voidaan myos kasitelld todis-

tamista, ainakin todistamisajattelun ndkokulmasta.
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Kielentdminen ei myodskéddn ndly suorana mainintana pitkdn matematiikan vuoden 2015 opetussuun-
nitelman perusteissa. Sen siséltdihin kylldkin 16ytyy paljon viittauksia opetussuunnitelmasta, erityi-
sesti matematiikan yleisessi kuvauksessa seki tavoitteissa ja arvioinnissa. Onkin luonnollista, etti
matematiikan opetussuunnitelmassa arvostetaan eri matemaattisen ilmaisun muotojen hallintaa ja
kayttod, jotka ovat kielentdmisen keskiossa. Ei riité, ettd saa kirjattua paperiin kryptisid symboleita,
vaan pitdd pystya selittimadn luonnollisella kielelld mitd on tehty ja miksi. Lisdksi uuden opetus-
suunnitelman hengen mukaisesti opetuksen pitdisi olla muutakin kuin opettajan yksinpuhelua, oppi-

laiden tulee osata kommunikoida matematiikan kielelld muiden kanssa.

Sahkoiset ylioppilaskirjoitukset ovat ldhteneet kidyntiin muutaman aineen voimin ja matematiikka
siirtyy sdhkdiseen kokeeseen vuonna 2019. Sédhkdinen ympéristo on kehittynyt tasaiseen tahtiin ja
kevadlld ymparistd sai osakseen matematiikkaeditorin, joka mahdollisti vastaamisen kysymykseen
matemaattisen symbolikielen avulla. Ymparistod kehitetdén koko ajan, eikd pystytd sanomaan, mita
lisdmahdollisuuksia jérjestelmadn lisétdén vield ennen matematiikan sdhkoistéd koetta. Talld hetkelld
matematiikkaeditorin ansiosta pystytddn vastaamaan kysymyksiin yhdestd paikasta jo kattavasti. Li-
sdksi matematiikan sdhkdinen koe tuo mukanaan uudenlaiset tehtavatyypit, joista esimerkiksi mo-
nivalintoja ja yhdistelytehtdvid on testattu kaksiosaisessa kokeessa. Niissd yhdistelytehtdvissd on
hyodynnetty jo nykyisellddn kielentdmistd. Huomauttamisen arvoista on myos se, ettd matematiik-
kaeditorissa voidaan vastata LaTeXia kdyttden. Tdma ei kuitenkaan missdédn muodossa sisilly lukion
opetukseen, eikd sen osaamista voida olettaa. Onneksi editorin kdyttd onnistuu ldhtokohtaisesti hii-

relld klikkaamalla. Opettajat arvostavat LaTeXia varmasti ymparistossd eniten.

Sahkoinen ymparistd ndyttaytyy ennemmin mahdollistajana matematiikassa kuin esteend, tehtidvien
luonne tulee varmasti muuttumaan, kun symbolinen laskenta vie painoarvoa pois mekaaniselta las-
kemiselta. Kokeeseen voidaan liittdd esimerkiksi aineisto, jossa selitetdén tehtdvadn liittyvad ilmiota.
Haastavimmissa tehtdvissd voidaan siten ottaa késittelyyn ilmiditd, jotka eivit ole tuttuja ja joihin
pitda koetilanteessa tutustua. Todistamisen ja kielentimisen ndkdkulmasta ympéristoon voidaan tar-
jota ndiden voimin uudenlaisia tehtivid, joissa opiskelijoiden tulee osoittaa osaamistaan muillakin

tavoin kuin vain laskemalla.
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8.3 Tuotoksista

Tuotokset suunniteltiin ja toteutettiin siitd nakdkulmasta, ettd niithin pystyttdisiin vastaamaan 10 pa-
kollisen kurssin tiedoilla. Ajatuksena oli myds mitata mahdollisimman monipuolisesti vastaajan ma-

temaattista osaamista sen eri osa-alueilla.

Matematiikan konkretisointi -tehtavétyypille ei 10ydetty tyon rajoissa mielekisté toteutusta. Tehté-
vétyypissd haetaan vastinetta tai arkielamén kayttotarkoitusta. Vaikka arkieliméassa todistuksia hyo-
dynnetdin tietojenkésittelytieteissd, ei tehtavityyppi tuntunut mielekk&alta tassi asiayhteydessa. Li-
saksi voidaan myds ajatella, ettd matematiikan ollessa yhteydessd arkieldméin, ei todistaminen ole

sithen suoraan yhteydessd, vaan yhteys muodostuu matematiikan vélityksella.

Vaikeustasoa kielentdvissd todistustehtdvissd voidaan sdddelld tehtdvin jaottelulla. Jos tehtdvéssa
halutaan testata yhtd osa-aluetta laajemmin, voidaan tehtidvin jokaisessa alakohdissa pysyd saman
kielentdmistehtdvin tai aihepiirin parissa. Vastaavasti, jos yhdessé tehtdvissd halutaan pureutua sy-
ville jossain osa-alueessa, voidaan tehtdvd muodostaa hyodyntamailla kielentdmisen erilaisia tehta-
vatyyppeji. Esimerkiksi monivalinnassa tai yhdistelytehtdvissd on luonnollista pysyéd yhdessa ai-
hepiirissd. Taas haastavammissa tuottamistehtivissa voidaan tehdé pdinvastaista, yhdistden esimer-
kiksi usean kurssin asioita yhteen kysymykseen. Yhdistelemélld kielentimisen tehtédvityyppeja
padstddn samalla mittaamaan useampaa matemaattisen osaamisen osa-aluetta. Kaikki kielentdmis-
tehtavityyppien yhdistelmait eivdt luonnollisestakaan ole mielekkditd, mutta mahdollisia ja hyvid
yhdistelmid 16ytyy paljon. Tuotoksissa nditd yhdistelmid on pyritty esittelemaan. Lisdksi yksittdisid
tehtavityyppejd voi kdyttdd luovasti.

Osana tutkimusta 16ydettiin kaksi uudenlaista tehtdavityyppid, joita esiteltiin tuotos-osiossa. Tehta-
vétyypit ovat metatehtdvé ja analogiatehtdvad. Metatehtdvéd on haastava tehtdvétyyppi lukion oppi-
médrdd ajatellen, koska se soveltuisi parhaiten formaalimpiin todistuksiin, joissa tehdddn kunnon
oletuksia. Tehtdvityypin ajatuksena on pureutua ongelman reunoihin, eiki keskustaan, eli oletuksiin
ja seurauksiin. Analogiatehtdvityypille 16ytyi enemmén ja mielenkiintoisempia kdyttdvaihtoehtoja.
Matematiikassa voi usein esittdd saman asian usealla tapaa ja todistaa véitteen péatevyyden myos
monella tavalla. Analogiatehtdva pistdd opiskelijan ldhestymiin ongelmaa toisesta suunnasta, esi-

merkiksi toisen kurssin tai aihepiirin nikdkulmasta. Tehtdvityypilld saadaan tarvittaessa aikaiseksi

75



vaativia ongelmia ja tehtévid. Analogiatehtdavityyppi soveltuu myds muihinkin kuin todistustehté-
viin. Tehtévéssé ratkaisua voidaan pyytdd pinta-alaan esimerkiksi geometrisesti ja integraaliin pe-

rustuen.

Tuotoksissa ei luonnollisestikaan esitetty kaiken kattavaa listausta tai edes kaikkien kurssien sisél-
toja kattavaa tehtdvijoukkoa. Tarkoituksena oli ndyttia, ettd kielentdmisen ja todistamisen yhdista-
mélli saadaan mielenkiintoisia ja erilaisia tehtdvid aikaiseksi. Lisdksi tehtivissd saatiin yhdistettya
todistamista sekid lukion opetussuunnitelman sisidltoa mielekkdasti. Tehtdvien esityksen ulkoasussa
pyrittiin huomioimaan myds sdhkdisen ylioppilaskirjoituksen ympéristo, jolloin niissa nidkyi esimer-
kiksi monivalintalaatikot tai radiopainikkeet. Liséksi tehtdvia tehtiin kaikkiin matematiikan sahkoi-

sen ylioppilaskokeen tehtévityypeille. Tehtdvit pystyisi siis esimerkiksi toteuttamaan heti Abitissa.

76



9 POHDINTA

Matematiikkaa pidetdin itsestddnselvyytend, ihmiset eivit ymmérrd miten paljon sitd arjessa todel-
lisuudessa kaytetddn. Arjessa ndkyvad matematiikkaa ei mydskddn huomaa, jos ei omaa riittavad
matemaattista ymmaérrystd. Matematiikka on muutakin kuin laskemista, eikd lukionkaan matema-
tiikka saisi kilpistya pelkéksi laskuopiksi tai kaavakokoelmaksi. Todistamisen tdhdellisyydestd rum-
mutti Polya (1973) jo vuosikymmenia sitten. Tastd syystd opetuksessa on my0s paikallaan noteerata

muutakin kuin laskemista, jos halutaan antaa kattava kuva matematiikan luonteesta.

Tutkimuksessa saatiin hyvé katselmus sithen, miten kielentiminen ja todistaminen ndkyvét sekd lu-
kion opetussuunnitelmassa, ettd ylioppilaskirjoituksissa. Tuotetuissa tehtdvissd padstiin ndyttimaén,
miten kielentdminen ja todistaminen voisivat sulautua yhteen sdhkoisessd ylioppilaskokeessa. To-
distamisajattelu ndytteli nikyvampéad osaa kuin formaalimpi todistaminen. On mielenkiintoista, ettad
Malisen (1996) yli 20 vuotta sitten esittdméa todistamisajattelu ei ndy termind sen enemmaéan mate-
matiikan opetuksessa, vaikka sen henki nékyy varsinkin ylioppilaskokeen tehtdvissd. Tamén lisdksi
ei lukion opetussuunnitelmassa ndy mydskadin Mariotin (2006) mainitsema kansainvélinen konsen-
sus todistamisen tirkedstd roolista opetuksen tavoitteena. Todistamisajattelua voitaisiin tdstd nidko-
kulmasta tuoda ndkyvammin osaksi opetussuunnitelmaa ja opetusta. Kielentiminen mahdollistaa
my0s todistamisen tuomisen osaksi tehtdvid niin, ettd tehtdvistd saadaan tehtya eri tasoisia. Todista-
mistehtdvassd voidaan kayttdd luonnollistakin kieltd, vaikka formaalille todistamisellekin on selva
paikkansa. Oli miellyttdvad huomata, miten myds tehtdvipalautteista nousi ymmarrys todistamisen
tarkeyteen. Tdma ei tietenkddn ylldtd, koska vastaajat opiskelevat tai ovat opiskelleet matematiikkaa

yliopistossa.

Tutkimuksen lopuksi 16ytyy my0s asioita, joihin voisi perehtya lisdd tai kehittdd. Ehdoton tarve olisi
testata luotuja tehtdvid lukion opiskelijoilla. Ndin saataisiin késitystd millaisia ajatuksia tehtavat he-
rittdvit ja osataanko niitd. Testaus mahdollistaisi tutkimuksen ldhestymistavan kehittdmisen ja sen
mielekkyyden testaamisen. Lisdksi tutkimuksen laajentaminen kurssikohtaisiin sahkdisiin kokeisiin

on yksi mahdollinen jatkosuunta, jolloin testausta voitaisiin toteuttaa aivan eri mittakaavassa. Koska
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todistamisen hyodyntdmisestd opetuksessa ei ndytd 10ytyvén ainakaan tuoretta tutkimustietoa, voi-
taisiin my0s sen vaikuttavuutta tutkia. Jatkotutkimuksissa voitaisiin my0s kehittié todistamisajatte-

lua eteenpdin ja etsien sille paikkaa yldkoulun opetuksessa.
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LIITTEET

Liite 1: Palautekyselyn lomake

Tehtavapalaute: kielentamista
hyodyntavat todistustehtavat
ylioppilaskirjoituksissa

Talla kyselylld keratddn palautetta Anssi Leinon pro gradu -tutkielmaa varten tehtyihin
kielentdmistehtaviin. Kyselyssa pyydetdsn palautetta jokaisen sihkdisen ylioppilaskirjeituksen
tehtavatyypin yhteen tehtavasn, jotta kysely pysyy inhimillisen mittaisena. Tehtavid jatkokehitetidan
saadun palautteen perusteella. Palaute kasitelladn anonyymisti.

Lis&tietoja pitkdn matematiikan shkdisen kokeen tehtévatyypeists:
https:/wwwi.ylioppilastutkinto fi/images/sivuston_tiedostot/Sahkoinen_tutkinto/fi_sahkoinen_mate

matiikka_28.11.2016.pdf

Lis&tietoja kielentdmisests esimerkiksi Joutsenlahden artikkelista Kielentdminen matematiikan
opiskelussa: http./www joutsenlahti.net/Languaqging.pdf

Taustatiedot

Vastaajan taustatiedot

Paaaine

(O Matematiikka
QO Fysiikka

(O Kemia

(O Tietotekniikka

O Muu

Sukupuoli
O Mies
(O Nainen
O Muu



Tehtava 1

Ensimmaista tehtdvda koskeva palaute.

Valinta- ja yhdistelytehtava.

1. Alla on kuusi lyhytts todistustalA)-(F) ja v3itt3m33 1-6. Valitse alasvetovalikosta jokaiselle vaittamalle
sen oikeellisuuden todistava todistus. Vastauksia ei tarvitse perustella.

1 |3, Y N " [s. " [e. x

(Ala.bcEMN.Nyta+b+ec=a+(a+1)+{a+2)=3a+3=3a+1).

. - . 1 i, b om ] b= :
(B)a.b € Q,a>0jab > 0.0koon - > jolloin - > = Nyt = — = = 225 0, eli b>a,

. N T T Catb 1 11

IC]R.b.rEQ.G-IkDona-:bjlu#:b#Dmllomsuaﬂjusr—T,nlm;a;a;,

D) abeM.Nyt(Za+ 1)+ (2b+1)=2a+2b+2=2(a+ b+ 1).
(E) a. b, e € Z.Tallgin b = 2c jaa = 2¢ + 2, jolloin ab = 2¢c(2¢ + 2) = dec + 4e = 2(26% + 2¢).

(Fla.bc,d EN.Olkoona =2c+1jab=2d + L.Nytab = (2c + 1){2d + 1) = 4ed + 2c + 2d +
1=2(2cd +c+d)+1.

1. Kahden rationaaliluvun vilista léytyy aina ainakin yksi rationaaliluku,
2. Kahden mielivaltaisen parittoman luonnollisen luvun summa on aina parillinen.
3. Kahden perikkiisen parillisen kokonaisluvun tulo on parillinen.

4, Kahden parittoman luonnollisen luvun tulo on pariton.

5. Positiivisille murtoluvuille pitee, ettd a < b, jos % b E

6. Kolmen perikkdisen luonnollisen luvun summa on aina jaollinen kolmella.
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Tehtdva 2

Toista tehtdvaa koskeva palaute.

Yksinkertainen tuottamistehtava.

7. a. Keijoon ndhnyt todistuksen, jossa osoitetaan, ettd 0 = 1. Etsi alla esitetystd todistuksesta virhe,
Perustelua ei tarvita.
Olkoon a = b = 1, jolloin
ab = a?
ab—b?=a-b*
b(a —b) = (a+ b)(a - b)
= (a+b)
=a=1

b. Esita perustelu a-kohdassa tehdylle virheelle, Mitd virheestd seuraa?

€.  Myds Petteri on nahnyt erikoisen todistuksen, jossa viaitetdan, etta 1 = -1, Etsi alla esitetystd
todistuksesta virhe. Perustelua ei tarvita.
1= V1= /(=)= =V-1V=1= (y=1)* = -1

d. Esita peruste c-kohdassa tehdylle virheelle,
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Tehtdva 3

Kolmatta tehtdvaa koskeva palaute.

Monipuolisempi matemaattisen ongelman ratkaisu.

8. Eukleides todisti Pythagoraan lauseen yhdenmuotoisten kolmioiden avulla, Todistus on esitetty alla:

& = % jat% = 2 Nyt AC? = BC x CD ja AB® = BC x BD, jolloin AB® + AC* = BC x CD +

BCxBD=BCx(CD+BD)=BC? = A2+B2=C'm

a. Esitd annettu todistus geometrisesti.
b. Esitd perustelu a-kohdan todistukselle kiyttamalla luonnallista kielta.
c. Esitd Pythagoraan lauseelle vaihtoehtoinen geometrinen todistus tai todista lause vektorien avulla.
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