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Tiivistelma

Tamin tutkielman aiheena ovat hilat sekd Boolen algebrat. Yksinkertaistetusti Boo-
len algebrat ovat erikoistapaus hiloista, jotka puolestaan ovat erikoistapaus osittain
jarjestetyistd joukoista. Taten my0s tutkielman rakenne seuraa kyseisté esittelyjir-
jestystd. Luvussa 2 esitelldéin ensin osittain jdrjestetyt joukot sekd pienimmaén yla-
rajan sekd suurimman alarajan késitteet ja niiden yksikisitteisyys. Tdmén jdlkeen
annetaan hilan méiritelmé seké tarkastellaan hilan ehdot tdyttdvid rakenteita. Lu-
vussa 3 kootaan Boolen algebran méiiritelméi tarkastelemalla ensin suurimman ja
pienimmén alkion sekd komplementin késitteitd. Seuraavaksi perehdytédédn distribu-
tiivisuuteen ja tutkitaan kyseistd ominaisuutta hieman syvemmin, kuin mitd Boo-
len algebran méiritteleminen vaatisi. Tamin jdlkeen annetaan miéritelméd Boolen
algebralle seki todistetaan rakenteen olennaisimpia ominaisuuksia. Luvun lopuksi
tehddén vield katsaus ddrellisiin Boolen algebroihin ja mééritelldén niiden vélinen
isomorfismi. Tutkielman lopussa luvussa 4 tutustutaan Boolen algebroiden sovel-
lusalueisiin esittelemélld virtapiirejd sekd niiden yhteyttd aiemmissa luvuissa esi-
tettyyn teoriaan esimerkkien kautta. Tutkielman tirkeimpiné ldhdeteoksina toimivat
Papantonopouloun teos Algebra: Pure and Applied sekéd Judsonin teos Abstract Al-
gebra Theory and Applications.
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1 Johdanto

Englantilainen matemaatikko George Boole (1815-1864) vastusti vahvasti siihen ai-
kaan vallinnutta késitystd, jonka mukaan matematiikka olisi vain suureiden tai lu-
kujen tiedettd. Hinen nikemyksensd matematiikasta oli, ettd sisdltod tirkeimpédd on
muoto: symbolit ja tisméllinen operoiminen niiden avulla. Boolen vuonna 1854 jul-
kaisema teos Investigation of the Laws of Thought on matematiikan historian klas-
sikko, joka esitteli formaalin logiikan lisdksi muun muassa uuden algebran suun-
tauksen, josta nykyisin kédytetddn nimitystd Boolen algebra. [3, s. 806-811]. Teorian
avulla voidaan konstruoida algebrallisia rakenteita, jotka tunnetaan nykyisin hiloina
ja Boolen algebroina. Ne esimerkiksi yleistidvit toisen tyyppisid loogisia operaatioi-
ta, kuten unionin ja leikkauksen.

Kuten usein kiy, matemaattisella perustutkimuksella on mydhemmin runsaas-
ti sovelluskohteita. Ndin on kidynyt myos Boolen algebrojen kohdalla. Ensimmaiset
Boolen algebroiden sovellusalueet liittyivit virtapiirien ja kytkentdjen yksinkertais-
tamiseen. Nykyisin esimerkiksi tietokonesirujen suunnittelussa Boolen algebroilla
on keskeinen rooli. Rakenteet ovat hyddyllisid myos kaukaisemmilla tieteenaloilla,
kuten esimerkiksi sosiologiassa ja biologiassa. [5, s. 240].

Yksinkertaistetusti Boolen algebrat ovat erikoistapaus hiloista, jotka puolestaan
ovat erikoistapaus osittain jirjestetyistd joukoista. Téstd syystd myos tutkielman ra-
kenne noudattaa kyseistd jirjestystd. Luvussa 2 esitellddn ensin osittain jérjestetyt
joukot esimerkkien sekd Hassen diagrammien avulla. Ennen hilan mééritelméa kiy-
ddin esimerkkien avulla ldpi pienimmin yldrajan sekd suurimman alarajan késitteet.
Samalla osoitetaan, ettd jos pienin yldraja ja suurin alaraja ovat olemassa, ovat ne
yksikésitteisid. Kun tarvittava pohjatieto on kasassa, voidaan seuraavaksi alaluvussa
2.3 antaa hilan médritelmd. Médritelmén jédlkeen tarkastellaan hilan ehdot tayttavia
rakenteita ja esitetddn hilojen duaalisuusperiaate sekd muita jatkon kannalta olen-
naisia ominaisuuksia.

Luvussa 3 ldhdetddn rakentamaan Boolen algebran miiritelmiid tarkastelemal-
la ensin suurimman ja pienimmén alkion sekd komplementin késitteitd. Tamaén jal-
keen tehddén lyhyt ekskursio distributiivisuuteen ja tutkitaan kyseistd ominaisuutta
hieman enemmin, kuin mitd Boolen algebran mééritteleminen vaatisi. Médritelmén
lisdksi esitetddn muun muassa lause semidistributiivisuudesta seki tarkastellaan hi-
loja, jotka eivit tdytd distributiivisuuden asettamia ehtoja. Alaluvussa 3.3 piistddn

viimein késiksi Boolen algebran mééritelmédén. Madritelmin lisdksi annetaan esi-



merkkeji tyypillisistd Boolen algebroista seki esitetddn ja todistetaan olennaisimpia
ominaisuuksia, kuten suurimman ja pienimmén alkion yksikisitteisyys seki duaali-
suusperiaate Boolen algebroille. Alaluvussa 3.4 tehddédn katsaus dérellisiin Boolen
algebroihin. Alaluvun tarkoitusperdni on tutustua Boolen algebroiden véliseen iso-
morfismiin.

Tutkielman lopussa luvussa 4 tehddin vield katsaus Boolen algebroiden sovel-
lusalueisiin esittelemélli virtapiirejd ja niiden yhteyttd aiemmissa luvuissa esitettyyn
teoriaan. Virtapiireihin liittyvén termiston lisdksi esitetddn useampi esimerkki seki
kédydiin ldpi virtapiirien yksinkertaistamiseen liittyva tekniikka.

Tutkielmassa seurataan piilihteind sekd Papantonopouloun teosta Algebra: Pu-
re and Applied ettd Judsonin teosta Abstract Algebra Theory and Applications. Ky-
seisid teoksia on ldhinnd tdydennetty muiden ldhteiden avulla. Lisdksi etenkin suo-
menkielisen terminologian tukena on ollut Erosen pro gradu —tutkielma Hilateoriaa.

Tutkielman lukijan oletetaan tuntevan algebran perusteet sekd omaavan mate-

maattisen paittelykyvyn ja kehittyneen todistustekniikan.



2 Hiloista

Tassd luvussa médritellddn Boolen algebroiden kannalta kaksi olennaista késitet-
td: osittain jdrjestetyt joukot sekid hilat. Maidritelmien liséksi kdydédédn 1dpi muutama
lause ja duaalisuuden periaate hiloille sekid annetaan esimerkkeji ja havainnolliste-

taan aihetta Hassen diagrammien avulla.

2.1 Osittain jirjestetyt joukot

Mairitelmi 2.1. Olkoon S joukko ja < relaatio joukossa S. Pari (S, <) on osittain
jdrjestetty joukko (partially ordered set, poset), jos seuraavat kolme aksioomaa tiyt-

tyvit aina, kun x,y,z € S.

1. x < x (refleksiivisyys),
2. josx < yjay < x,niin x = y (Symmetrisyys),
3. josx <yjay <z, niin x < z (transitiivisuus).

Kun osittain jirjestettyyn joukkoon liittyvéd relaatio ei ole asiayhteydestd tunnet-
tu tai puhutaan yleiselld tasolla, kiytetidin relaatiosta yleistd merkintdd <. Muutoin
esimerkiksi esimerkkien yhteydessé pyritddan kidyttimiin asiayhteydestd tunnettuja
relaatiomerkintdjd. Kidyddin seuraavaksi ldpi muutama havainnollistava esimerkki

osittain jdrjestetyistd joukoista.

Esimerkki 2.1. Kokonaislukujen joukko Z varustettuna tavanomaisella jirjestysre-

latiolla < on osittain jérjestetty joukko (Z, <).

Esimerkki 2.2. Olkoon S joukko, jossa alkioina ovat kaikki luvun 12 positiiviset
jakajat. Médritelldén jéarjestysrelaatio siten, ettd x < y, jos ja vain jos x jakaa luvun

v, eli x|y. Nyt (S,|) on osittain jirjestetty joukko.

Esimerkki 2.3. Merkitidin joukon S potenssijoukkoa, eli joukon § kaikkien osajouk-
kojen joukkoa, merkinnilld #(S). Olkoot nyt A, B € £(S), ja olkoon A < B, jos ja
vain jos A on joukon B osajoukko, eli A € B. Nyt (£(S), <) on osittain jérjestetty
joukko.

Jokainen dérellinen osittain jérjestetty joukko voidaan kuvata Hassen diagram-
min muodossa. Olkoon (S,|) dsken midritelty osittain jirjestetty joukko. Kuviossa

2.1 on havainnollistettu kyseistd joukkoa Hassen diagrammin avulla.
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Kuvio 2.1. Joukon S Hassen diagrammi.

Esimerkki 2.4. Olkoon X = {a,b,c}. Nyt joukon X potenssijoukko P (X) koostuu
seuraavista joukoista:
0 {a} (b} A{c}

{a,b} {a,c} {b,c} {a,b,c}.

Tétéd osittain jérjestettyd joukkoa (P (X),C) voidaan havainnollistaa Hassen dia-

grammilla, kuten kuviossa 2.2 on tehty.

{a,b,c}

{a, b/a \

c} {b,c}

\/

Kuvio 2.2. Joukon #(X) Hassen diagrammi.



2.2 Pienin yldraja ja suurin alaraja

Ennen varsinaista hilan mééritelméa kdaydéaéan vield lapi pienimmén yldrajan ja suu-

rimman alarajan késitteet.

Miairitelmé 2.2. Olkoon (S, <) osittain jirjestetty joukko ja X joukon S osajoukko.
Nyt y € S on joukon X yldraja, jos x < y aina, kun x € X. Vastaavasti z € S on

joukon X alaraja, jos z < x aina, kun z € X. Lisédksi u € S on joukon X pienin
yldraja (least upper bound, lub), jos u on joukon X ylédraja ja u < y aina, kun y on
joukon X yldraja. Samoin v € S on joukon X suurin alaraja (greatest lower bound,

glb), jos v on joukon X alaraja ja z < v aina, kun z on joukon X alaraja.

Esimerkki 2.5. Tarkastellaan edelleen esimerkkid 2.2 ja valitaan joukon § osajou-
koksi X = {1,2,3}, jolloin joukon X yldrajat ovat 6 ja 12, joista pienin yldraja on 6,

ja ainoa sekd samalla suurin alaraja on 1.

Lause 2.1. Olkoon (S, <) osittain jdrjestetty joukko ja olkoon X joukon S epdityhjd
osajoukko. Nyt jos joukolla X on pienin yldraja, niin se on yksikdsitteinen. Samoin

jos joukolla X on suurin alaraja, niin se on yksikdsitteinen.

Todistus (vrt. [7, s. 508]). Olkoot u; ja u, molemmat joukon X pienimpid yldrajoja.
Maiiritelmédn mukaan u; < u kaikilla joukon X ylérajoilla u. Tdstd seuraa myos, ettd
u; < up. Samoin koska u, on pienin yliraja, tulee olla u, < u;. Nyt antisymmetri-
syyden nojalla pitee u; = up, mistd seuraa yldrajan yksikisitteisyys. Samankaltai-
sella paittelyketjulla saadaan todistettua vastaava tulos myos joukon X suurimmille

alarajoille. O

2.3 Hilat

Nyt koossa ovat kaikki hilan médritelméin vaadittavat esitiedot. Seuraavaksi kiy-

didin ldpi hilan médritelma sekd muutamia olennaisia lauseita.

Miiéritelmi 2.3. Hila on osittain jérjestetty joukko (H, <), jossa seuraavat ominai-

suudet pitevit aina, kun a,b € H.

1. Pienin yldraja joukolle {a, b} on olemassa. Sitd merkitidin symbolilla V ja kut-

sutaan nimelléd sup tai join.

2. Suurin alaraja joukolle {a, b} on olemassa. Sitd merkitidin symbolilla A ja kut-

sutaan nimelld inf tai meet.
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Kuvio 2.3. Joukkojen X ja Y Hassen diagrammit.

Esimerkki 2.6. Olkoon X joukko, jolloin sen potenssijoukko £ (X) muodostaa hi-
lan (P (X),<). Olkoot lisdksi A ja B joukkoja siten, etti A,B € P (X). Nyt pienin
yldraja joukoille A ja B on A U B, silld selvisti A U B on joukkojen yliraja, koska
A C AUB ja B € AUB. Olkoon nyt joukko C jokin muu yléraja. Talloin C siséltéisi
sekd joukon A ettd B, jolloin se siséltéisi tdten my0os joukon A U B. Siis A U B on
pienin ylirajaeli AV B = AU B. Samaan tapaan osoittautuu, etti AN B on joukkojen
A ja B suurin yliraja,eli AANB=ANB.

Esimerkki 2.7. Olkoon Z, positiivisten kokonaislukujen joukko ja olkoot x,y €
Z .. Mairitellddn jdrjestysrelaatio siten, ettd x < y, jos ja vain jos x jakaa luvun y,
eli x|y. Nyt (Z,,]) on osittain jirjestetty joukko. Huomataan, ettd méaérittelemallad

aV b =rpyj(a,b)jaa A b = syt(a,b), kyseessd on myos hila.

Esimerkki 2.8. Olkoot X ja Y kuviossa 2.3 esitettyjd osittain jirjestettyjd joukkoja.
Joukko X ei kuitenkaan ole hila, silld pienintid yldrajaa alkioille f ja g ei ole ole-
massa. Myoskéidn joukko Y ei ole hila, silld suurinta alarajaa alkioille ¢ ja d ei ole

olemassa.

Esimerkiksi joukko-opissa on tiettyja duaalisia ehtoja, kuten De Morganin lait.
Seuraavaksi todetaan, ettd téllaisia periaatteita 10ytyy myos hiloille. Jos (H, <) on
hila, niin huomataan, ettd relaation < ollessa seki refleksiivinen, antisymmetrinen
ja transitiivinen, myos relaatiolla > on ndméa ominaisuudet. Lisdksi kun < korvataan
relaatiolla >, niin pienin yldraja ensimmaéiselld relaatiolla muuttuu suurimmaksi ala-
rajaksi toisella relaatiolla ja pdinvastoin. Tdten myds (H, >) on hila. Tama tarkastelu

johtaa seuraavaan periaatteeseen.



Lause 2.2. (Duaalisuusperiaate) Jos vdite pitdd paikkansa jokaisessa hilassa, niin

silloin myos duaalinen vdiite pitdd paikkansa jokaisessa hilassa.

Duaalisessa viitteessd vaihdetaan siis < ja > keskendén ja vastaavasti V ja A
vaihdetaan keskendin. Duaalisuusperiaatteeseen nojataan esimerkiksi alla olevan

lauseen 2.3 todistuksessa.

Lause 2.3. Olkoon (H, <) hila, ja olkoot a,b ja ¢ € H. Tdlloin binddrisillid operaa-

tioilla V ja N on seuraavat ominaisuudet:

1. (vaihdannaisuus) aVb=bVajaaAnb=bAa,

2. (liitdnndisyys)aV (bVvc)=(avVvb)VcjaaAN(bAc)=(aNb)Ac,
3. (idempotenssi)aVa=ajaaAa=a,

4. (absorptio) (aVb)ANa=aja(aAb)Va=a.

Todistus (vrt. [5, s. 232]). Duaalisuuden periaatteen nojalla jokaisesta kohdasta tar-
vitsee todistaa vain ensimméinen osa.

(1) Médritelmén nojalla joukon {a, b} pienin ylidraja on a V b ja samoin joukon
{b,a} pienin yldraja on bV a. Koska {a, b} = {a, b}, niin on oltava myds aVvb = bVa.

(2) Tavoitteena on osoittaa, ettdi a V (b V ¢) ja (a V b) V ¢ ovat molemmat joukon
{a, b, c} pienimpid yldrajoja. Olkoon d = aVb.Nytc < dVvc = (aVvb)Vc. Tiedetddn
myos, ettia < aVvVb=d =<dVc=(aVb)V c. Samanlaisella paittelyketjulla
saadaan osoitettua myos, ettd b < (a V b) V c. Titen tiedetdin, ettd (a V b) V ¢ on
joukon {a, b,c} yliraja. Olkoon nyt u kyseisen joukon jokin toinen ylédraja. Télloin
siisa <ujab=<u,elid=aVvb=<u.Lisiksic <u,joten (aVb)Vc=dVc=u.
Téten (aV b)V c on oltava joukon {a, b, c} pienin yldraja. Samalla piittelylld voidaan
todeta, ettd a V (b V ¢) on joukon {a, b, c} pienin yldraja. Siis lauseen 2.1 perusteella
(avb)yve=aVv (bVo).

(3) Selvésti a vV a on pienin ylédraja joukolle {a}, samoin a on pienin yléraja
kyseiselle joukolle. Tiaten a V a = a.

(4) Olkoon d = a A b. Selvisti a < a VvV d. Toisaalta d = a A b < a, joten

avVd=aTitenaVd=aceliaV (aAb)=a. O

Kun valitaan mielivaltainen joukko H varustettuna operaatioilla V ja A, heraa

kysymys, onko kyseessd hila. Seuraava lause todistaa, ettd niin todella on.

Lause 2.4. Olkoon H joukko varustettuna operaatioilla V ja A, jotka tdyttdvdit
lauseen 2.3 ehdot. Olkoon lisiksi < sellainen joukossa H mdidritelty relaatio, et-

tdi a < b, jos javain josaN b=btaia A b= a, kun a,b € H. Nyt H on hila.

10



Todistus (vrt. [7, s. 510]). Huomataan aluksi, ettd ehdot a Vb = bjaa Ab = a
ovat yhtépitdvid, silld jos a V b = b, niin vaihdannaisuuden ja absorption nojalla
aNb=aA(aVb)=(aV b)Aa = a.Toisaalta taas jos oletetaan, ettd a A b = a,
ninavb=(@Ab)Vb=(bANa)Vb=hb.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd relaatio < on osittainen jérjestys. Olkoot a,b,c €
H. Idempotenssin nojalla @ V a = a, joten a =< a ja relaatio on refleksiivinen.
Todistetaan sitten antisymmetrisyys. Josa < bjab < aniimaVb=>bjabVva =
a. Vaihdannaisuuden nojalla b = a Vb = bV a = a, joten a = b ja relaatio
on antisymmetrinen. Lisdksi josa < bjab < ¢c,ninaVv b =bjabVc = c.
Liitdnndisyyden nojallaavVe=aVv (bVvce)=(aVvVb)Vc=bVc=c,jotena < ¢
ja transitiivisuus on todistettu. Tdten (H, <) on osittain jérjestetty joukko.

Nyt tulee vield osoittaa, ettd (H, <) on my0s hila ndyttamailla, ettd a vV b on pienin
yldraja ja a A b on suurin alaraja joukolle {a, b}. Todistukset suurimmalle ylédrajalle
ja pienimmélle alarajalle ovat samankaltaiset, joten nidytetidin todistus vain pienim-
miille yldrajalle. Huomataan ensin, ettd kdyttdmilld vaihdannaisuutta ja absorptiota
saadaan aA(aVb) = (avb)Aa = ajabA(aVvb) = (aVb)Ab = (bVa)Ab = b. Titen
siisa <aVbjab < aVbjaaVbonjoukon {a,b} yldraja. Osoitetaan vield, ettd a vV b
on pienin ylédraja. Olkoon ¢ € H siten, ettda < cjab < c.NytaVc=cjabVvc =rc.
Liitannaisyyttd kiyttamilld saadaan (a Vb) Ve =a Vv (bVc) = a Vv c = ¢, joten

aV b < c. Siis a Vv b on joukon {a, b} pienin alaraja. Lause 2.4 on ndin todistettu. O

11



3 Boolen algebroista

Ennen Boolen algebroihin siirtymistd miéritellddn vield muutama olennainen kési-
te esimerkkien avulla. Varsinaisen méadritelmén jidlkeen laajennetaan aihetietamysti

lauseiden ja esimerkkien avulla.

3.1 Suurin ja pienin alkio

Tarkastellaan jélleen hilaa (P (S), <), missda £ (S) on joukon S potenssijoukko. Po-
tenssijoukon maédritelmén nojalla selvésti suurin alkio joukossa P(S) on § ja pie-
nin alkio taas on tyhjd joukko 0. Olkoon nyt A € P(S) joukko. Nyt tiedetién, ettd
AUA" = SjaANA’ =0, missd A’ on joukon A komplementti. Timi havainto johtaa

seuraaviin méairitelmiin.
Miiritelmi 3.1. Olkoon (H, <) hila.

1. Alkiota I € H kutsutaan suurimmaksi alkioksi (unity), jos a < I aina, kun
a€H.

2. Alkiota O € H kutsutaan pienimmcdiksi alkioksi (zero), jos O < a aina, kun
acH.

Mairitelmia 3.2. Olkoon (H, <) hila, joka sisdltdd sekd suurimman alkion 7 ettd

pienimmaén alkion O. Nyt alkion a € H komplementti on a’ € H, jos
l.avad =1ja

2.ana =0.

Sanotaan, etti hila (H, <) on komplementoitu, jos jokaiselle alkiolle @ € H on ole-

massa komplementti a’ € H.

Esimerkki 3.1. Esimerkissd 2.2 kuvattu joukko S voidaan nyt kuvata kadyttimalla
apuna sekd suurimman ettd pienimmaén alkion symboleita. Sekaannusten vilttami-
seksi myos muut alkiot on kuvattu kirjainsymboleilla, kuten kuviosta 3.1 nikyy.
Liséksi joukon § alkiot voidaan taulukoida pienimpien ylédrajojen ja suurimpien
alarajojen mukaisesti, kuten taulukoissa 3.1 ja 3.2 on tehty. Taulukoista huoma-
taan esimerkiksi, ettid alkio a on alkion d komplementti ja alkio O taas on alkion

I komplementti. Alkioilla ¢ ja b ei kuitenkaan ole komplementteja, joten kaikille

12



N

NS
\ S

Kuvio 3.1. Joukon S Hassen diagrammi, jossa merkittynd suurin ja pienin al-

kio.
VIO abcdl
OO0 a bcdl
ala a c c I I
blb ¢ bcdl
clc ¢c cc I I
dld I d1I dI
I\1 I 1111

Taulukko 3.1. Pienimmit yla-

rajat.

AlO a b ¢ d 1
OO0 O O 0O 0O O
a|lO a O a O a
b|{O O b b b b
c|O a b ¢ b ¢
dlO O b b d d
110 a b ¢ d I
Taulukko 3.2. Suurimmat ala-
rajat.

joukon § alkioille ei 16ydy komplementtia. Havainto herittdd kysymyksen siitd, mil-

lainen joukko on komplementoitu.

3.2 Distributiivisuus

Jotta Boolen algebroille voidaan antaa méiiritelmé, tarvitaan vield tieto distriburii-

visuudesta. Ominaisuutena distributiivisuus on varsin mielenkiintoinen, joten tdssi

alaluvussa késitelldin aihetta hieman laajemmin, kuin Boolen algebran méirittelyn

kannalta olisi tarpeellista.

Mairitelmia 3.3. Olkoon (H,<) hila. Hilan sanotaan olevan distributiivinen, jos

seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla a,b,c € H:

an(bVvcec)y=(@rb)yv(anc)jaaV(bAc)=(aVb)A(aVc).
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Lause 3.1. Yili olevassa distributiivisuuden mdidiritelmdissé 3.3 toinen ehdoista

implikoi toisen.

Todistus (vrt. [1, s. 268]). Oletetaan ensin, ettd ensimmadinen ehto on voimassa, eli
aN(bVc)=(anb)V (aAc)pitee. Osoitetaan, ettd tdlloin my0ds toinen ehdoista
pitee. Nyt oletuksen nojalla saadaan (a Vb)A(aVe) =[(aVvb)Aa]lV[(aVb)Ac].
Lauseessa 2.3 esitetyn absorption nojalla pétee [(aVb) Aa]V[(aVb)Ac] = aV[(aV
b) A c]. Kayttamilld seuraavaksi oletusta ja lauseessa 2.3 esitettyd vaihdannaisuutta,
saadaana V[(aVb)Ac]l=aV[(aAc)V (bAc)]. Nytlitinndisyyden ja absorption
nojallaaVv[(anc)V(bAc)] =[aV(anc)]V(bAc) =aV (bAc). Téten on siis saatu
johdettua, ettd (a V b) A (aV c) = aV (b A c), joten ensimmiisestd ehdosta seuraa
toinen. Todistuksen toinen suunta on duaalinen ensimmaéisen kanssa, joten viite on

todistettu. O

Lause 3.2. Kaikilla distributiivisilla hiloilla H pditee:
josaAx=aAyjaaVx=aVyninx =y,

missd a,x,y € H.

Todistus (vrt. [1, s. 268]). Lauseessa 2.3 esitetyn absorption sekid kommutatiivisuu-
den nojalla pitee x = (x Aa) Vx =xV (x Aa) = xV (a A x). Kiyttdmilld lauseen
oletusta sekd kommutatiivisuutta ja sen jilkeen distributiivisuutta seki jilleen kom-
mutatiivisuutta, saadaan x V(aAx) = xV(aAy) =xV(yAa) = (xVy)A(xVa) =
(y V x) A (x V a). Kiyttimilld nyt oletusta sekd sen jidlkeen distributiivisuutta, saa-
daan (yVx)A(xVa) =(yVx)A(yVa)=yV(xAa). Nytoletuksen ja absorption
nojallapitee y V(x Aa) =yV (yAa)=(yAa)Vy=y,javiite on todistettu. O

Esimerkki 3.2. Kaikki hilat eivit vilttimattd ole distributiivisia. Kaksi tyyppiesi-
merkkid kyseisesti tilanteesta on esitetty kuviossa 3.2. Hila M3 ei ole distributiivi-
nen, silliaA(bVvc) =a # O = (anb)V (aAc). Hila Ns taas ei ole distributiivinen,
silaicA(bVva)=c#b=(cAb)V (cAa).

Distributiivisuus ei siis ole voimassa kaikilla hiloilla. Alla oleva lause kuitenkin

osoittaa, ettd kaikki hilat ovat semidistributiivisia.

Lause 3.3. Olkoon (H, <) hila, ja olkoot a,b,c € H. Nyt voimassa ovat semidistri-

butiiviset lait

aN((bVc)y=(anb)V(anc)jaaVv (bAc)=<(aVb)A(aVc).
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Kuvio 3.2. Hilojen M3 ja N5 Hassen diagrammit.

Todistus (vrt. [1, s. 268]). Koska ylld olevat ehdot ovat duaaliset, tarvitsee hilojen
duaalisuusperiaatteen nojalla todistaa, ettd toinen ehdoista on voimassa kaikissa hi-
loissa. Todistetaan niistd ensimmiinen. Nyt selvdsti @ on on ylédraja seki alkiolle
a A b ettd alkiolle a A ¢, joten a on my0s yldraja niiden pienimmille ylérajalle
(anb)Vv(anc),elia>= (anb)V (aAc). Samoin koska b on ylidraja alkiolle a A b
ja ¢ on yléraja alkiolle a A ¢, joten alkio b V ¢ on yldraja my0s alkioiden a A b ja
a A c pienimmille yldrajalle (a Ab) V (aAc),elibVc > (aAb)V(aAc). Tastd
seuraa, ettd (a A b) V (a A ¢) on alaraja sekd alkiolle a ettd b V c, eli se on alaraja
my0Os niiden pienimmiélle alarajalle a A (bV ¢). SiisaA(bV ) = (aAb)V(aAc)

ja viite on todistettu. O

3.3 Boolen algebrat

Aiemmassa alaluvussa 3.2 mddriteltiin distributiivisuus, mutta todettiin myos, et-
td kaikki hilat eivit ole distributiivisia. Seuraava luonnollinen kysymys on, millai-
set hilat tiyttivét distributiivisuuden ehdot. Tdhén vastataankin nyt médrittelemalla

Boolen algebran kisite sekéd antamalla esimerkkejd ehdot tdyttdvistd rakenteista.

Miiéritelmi 3.4. Boolen algebra on hila (B, <,V, A), jossa on seki suurin alkio etté

pienin alkio ja jossa seuraavat ehdot tdyttyvit:

1. Distributiivisuus pétee kaikilla a,b,c € B,

2. Kaikille alkioille a € B on olemassa komplementti a’ € B.
Esimerkki 3.3. Rakenne (#(S),C,N,V) on tyypillinen Boolen algebra, missid P (S)
on minkd tahansa joukon § potenssijoukko. Kyseisessd Boolen algebrassa joukko

S on suurin alkio ja @ on pienin alkio sekd V on joukkojen unioni ja A leikkaus.

Myohemmin selviéd, ettd potenssijoukko on yksi tarkeimmistd Boolen algebroista.
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Lause 3.4. Olkoon (B,<,V,A) Boolen algebra. Nyt kaikilla a € B pdtee a NI = a
jaaVv O =a.

Todistus. Miiritelman 3.2 ja vaihdannaisuuden nojalla a A 1 = a A (a V d') =
(aVa’) Aa. Nyt voidaan suoraan soveltaa absorptiota, mistd saadaan (aVa')Aa = a
ja ensimmiinen osuus on todistettu.

Samalla paittelylld saadaan a VO =aV (aAd’) = (a Aa’) V a = a jalause on
todistettu. O

Lause 3.5. Olkoon (B,=<,V,A\) Boolen algebra.

1. Suurin alkio / ja pienin alkio O ovat yksikaésitteisid.

2. Alkion a € B komplementti @’ € B on yksikisitteinen.

Todistus (vrt. [7,s. 512]). (1) Olkoot e; ja e, identiteettialkioita operaation * suh-
teen joukossa B. Télloin e; = e * e; = ey. Niin ollen alkiot / ja O ovat yksikdsit-
teisid lauseen 3.4 perusteella.

(2) Olkoon a € B ja olkoot b,c € B molemmat alkion a komplementteja. Nyt
edellisen lauseen 3.4 ja komplementtien médritelmédn 3.2 nojalla b = bV O =
bV (aAc). Nyt absorption, vaihdannaisuuden ja komplementtien médritelmén nojalla
bv(anc)y=0bBVa)NbVc)=(@VbyAbVc)=IANbBVc)=(bVc),joten
b = bV c. Samaan tapaan saadaan, ettic = c Vv b. Titenb=bVc =cV b = c. Siis

alkion a komplementti on yksikisitteinen. O

Lause 3.6. (Duaalisuusperiaate Boolen algebroille) Jos vdite pitdd paikkansa jo-
kaisessa Boolen algebrassa, niin silloin myos duaalinen vdite pitdd paikkansa jo-

kaisessa Boolen algebrassa.

Boolen algebroilla on paljon mielenkiintoisia ominaisuuksia. Alle on listattu

muutamia niista.
Lause 3.7. Olkoon (B, <,V,A\) Boolen algebra. Nyt kaikilla a,b € B pdtee
I.anO=0jaavIi=1
2. (anb) =d vbija(aVvb) =a Ab (DeMorganin lait)
3. (@)Y =a
4. O'=1jal = 0.
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Todistus (vrt. [7, s. 513]). Duaalisuuden periaatteen nojalla kohdista (1),(2) ja (4)
tarvitsee todistaa vain ensimméainen osuus.

(1) Komplementin mééritelmain ja liitinndisyyden nojallaa AO = a A (aAa’) =
(anayNad =and =0.

(2) Huomataan aluksi, ettd kdyttdmilld distributiivisuutta, vaihdannaisuutta ja
liitdnnédsyyttd saadaan, ettd (a A b) A (@’ VD) =[(aAb) Ad']V[(aAb)AND] =
[(@ana’) AD]V [a A (bAD)]. Nyt komplementin madritelmén nojalla [(a Aa’) Ab]V
[aAN(bAD)]=(OAb)V(aAO)=0VO = 0. Lisiksi samaan tapaan huomataan,
ettd (aAb)V(a’VD) =[aV(ad'VP)IAN[bV(a’VD)] = [(avd)VV]A[a’V(bVD)] =
(IVvD'YN(a'VvI)=1NI = 1. Tastdseuraa, ettd a’ vV b" on alkion a A b komplementti.

(3)Koskaa’"Aa =aAna =0jaad’"Va =aVa =1,niin a on alkion a’
komplementti. Koska komplementti on yksikésitteinen, niin oltava (a’)’ = a.

(4) Lauseen 3.4 nojallaO v I =1jaO NI = O. Tistd seuraa, ettd O ja [ ovat

toistensa komplementteja, eli O’ = [ ja I’ = O. O

Esimerkki 3.4. Olkoon § = {1,2,3,5,6,10, 15,30} joukko, jossa alkioina ovat kaik-
ki luvun 30 positiiviset kokonaislukujakajat ja olkoon a < b, jos luku a jakaa luvun
b, eli a|b. Silloin (S, |) on osittain jéirjestetty joukko, joka voidaan esittdd Hassen dia-
grammin muodossa, kuten kuvassa 3.3. Kaikilla a,b € S pitee, ettd suurin yhteinen
tekijd syt(a,b) ja pienin yhteinen jaettava pyj(a, b) kuuluvat joukkoon S. Huoma-
taan, ettd a V b = pyj(a,b) jaa A b = syt(a,b), joten (S,|) on hila.

Todistetaan seuraavaksi distributiivisuus. Jos a, b, c € S, niin ne ovat muotoa

a =2"73"75" b =2%23%5% c =23555,

missi eksponentit ovat joko O tai 1. Esimerkiksi luku 6 on tillin muotoa 2'3'5°,

Alkuluku p on tissé tapauksessa joko 2, 3 tai 5. Viite
syt(a,pyj(b,c)) = pyj(syt(a,b),syt(b,c))
saadaan muotoon

min(r,, max(s,,?,)) = max(min(r,,s,), min(r,,1,)),

mikd on helppo todeta tapauksittain. Siisa A (bV ) = (aAb)V (aAc). Lauseen 3.1
nojalla distributiivisuuden todistamiseksi riittdd osoittaa vain toinen ehdoista, joten

distributiivisuus on titen todistettu kokonaisuudessaan.
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Kuvio 3.3. Joukon S Hassen diagrammi.

6

2 5

1

Jotta saadaan osoitettua rakenne Boolen algebraksi, tulee vield nédyttdd, etté jo-
kaisella alkiolla on komplementti. Valitaan nyt kaikilla a € S komplementiksi a’ =
30/a. Nyta Vv a’ = pyj(a,30/a) =30jaa A a’ = syt(a,30/a) = 1, joten a’ todella
on luvun a komplementti. Joukon S suurin alkio on selvésti 30 ja pienin alkio on 1.

Téten rakenne (B, |,syt,pyj) on Boolen algebra.

Esimerkki 3.5. Olkoon S = {1,2,3,4,6,12} kuten esimerkissd 2.2 ja olkoon a < b,
jos luku a jakaa luvun b. Selvisti joukon S suurin alkio on 12 ja pienin alkio on
1. Tarkastellaan nyt lukua 6 ja oletetaan, ettd syt(6,a) = 1 Kun kdydéén ldpi kaik-
ki muut viisi alkiota joukossa S huomataan, ettd tulee olla @ = 1. Kuitenkin tdlloin
pyj(6,1) = 6 # 12. Alkiolle 6 ei siis 10ydy alkioparia, joka tdyttdisi molemmat
komplementit ehdot. Téstd syystid hila (S,|) ei ole Boolen algebra. Tdmén ja aika-
semman esimerkin 3.4 ero on siind, ettd luvun 12 alkulukuhajotelma on muotoa
12 = 2 %2 % 3, jossa on toistuva tekijd, kun taas luvulla 30 = 2 * 3 % 5 mikéén tekija

el toistu.

Esimerkki 3.6. Olkoon B = {0,1} joukko, joka siséltdd binddrinumerot eli bitit.
Madritellddn, ettd 0 < 1, jolloin alkiot muodostavat niin kutsutun 2-ketjun. Tétd on
havainnollistettu kuviossa 3.4. Kyseisille alkioille on olemassa myds komplementit
sekd suurimmat ylérajat ja pienimmét alarajat, jotka on laskettu taulukossa 3.3.
My®ds distributiivisuus pitee, silld joukkoa voidaan verrata kahden alkion po-
tenssijoukkoon P (A) = {0,{a}}, missd A = {a}. Kyseisen potenssijoukon tiedetddn
muodostavan Boolen algebran, jonka Hassen diagrammi on tdsmilleen samanlainen
kuin joukon B. Koska P (A) on distibutiivinen, titen myds B on distributiivinen ja

ndin myods Boolen algebra.
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1 x| y|x |y |xAy|xVy
0j0] 1|1 0 0
0O/1]11]0 1 0

0 10|01 1 0
1|{1]0]O0 1 1

Kuvio 3.4. Joukon B Hassen

. . Taulukko 3.3. Joukon B omi-
diagrammi.

naisuuksia taulukoituna.

Edellisessd esimerkissd vedottiin osittain Boolen algebroiden véliseen isomor-

fismiin. T@hén perehdytdédn tarkemmin seuraavassa alaluvussa.

3.4 Adirelliset Boolen algebrat

Aluksi miiritelldadn dédrellisen Boolen algebran kisite ja sithen liittyvéd isomorfismi.
Tavoitteena on lopulta osoittaa, ettd jos B on Boolen algebra, niin tdlléin on olemas-
sa sellainen joukko X, ettd B on isomorfinen potenssijoukosta £ (X) muodostetun
Boolen algebran kanssa.Tdmén todistamiseksi tdytyy kuitenkin ensin esittdd muuta-
ma médritelma sekd apulause.

Jatkossa Boolen algebrasta kidytetdédn lyhyttd merkintdd B merkinnén (B, <,V,A)
sijasta. Tdlloin Boolen algebraa ei pidid sekoittaa pelkkédédn joukkoon B. Asiayhtey-

destd selvidd, kumpaa tarkoitetaan.

Mairitelmi 3.5. Boolen algebran B sanotaan olevan ddrellinen Boolen algebra, jos

joukossa B on ddrellinen méira alkioita.

Mairitelmé 3.6. Olkoot B ja C idrellisia Boolen algebroita. Bijektiivinen kuvaus

¢ : B — C on isomorfismi, jos

1. ¢(a Vg b) =¢(a) Ve ¢(b)
2. ¢(a g b) = ¢(a) Ac ¢(b)
aina, kun a,b € B. Tdmai tarkoittaa siis sitd, ettd kuvaus on bijektiivisyyden lisidksi

pienimmén yldrajan ja suurimman alarajan sdilyttdvi. Jos téllainen isomorfismi on

olemassa, niin sanotaan, etti joukot B ja C ovat keskendén isomorfiset.

Y114 olevassa méiritelmédssda 3.6 merkintdjd Vv ja A kdytettiin kahdessa eri mer-
kityksessd, mutta ne erotettiin toisistaan alaindeksin avulla. Jatkossa ndin ei kuiten-

kaan tehdi, joten asiaan on syyti kiinnittdd huomiota.
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Esimerkki 3.7. Olkoon B = $(X), missd X on jokin kolmen alkion joukko. Nyt
B on isomorfinen esimerkissd 2.4 esitellyn Boolen algebran kanssa. Kyseisessi esi-
merkissd X on itse asiassa kolmen alkion joukko {a,b,c}. Samoin esimerkissd 3.4

esitetty Boolen algebra ja B ovat keskenédédn isomorfiset.

Miiritelmé 3.7. Olkoon B direllinen Boolen algebra. Alkio a € B on joukon B
atomi,jos a # O jaa A b = a,kun b € B ja b # O. Toisin sanoen, ei ole olemassa
alkiota b # a siten, etti O < b < a.

Esimerkki 3.8. Esimerkissd 3.4 atomit ovat 2,3 ja 5. Havainnollistamisen tueksi
kuviossa 3.5 joukon § atomit on korostettu. Esimerkiksi alkio 6 ei tdssd tapauksessa
voi olla atomi, silld O < 2 < 6. Samalla tehddin havainto, ettd 2,3 ja 5 ovat kaikki

SN
X
N

Kuvio 3.5. Joukon B Hassen diagrammi, jossa atomit on korostettu.

alkulukuja.

Esimerkki 3.9. Olkoon § = {aj,a»,...,a,}. Nyt Boolen algebrassa #(§) atomeja

ovat kaikki yhden alkion joukot {a},{az},...,{a,}. Tdmi tilanne on havainnolistet-

ar} H{az} / {a,}
0O=0

Kuvio 3.6. Joukon #(S) atomit Hassen diagrammin avulla.

tu kuviossa 3.6.

Lause 3.8. Olkoon B ddrellinen Boolen algebra. Nyt jos b € B ja b # O, niin on

olemassa atomi a € B siten, ettdi a < b.
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Todistus (vrt. [5, s. 236]). Jos b on atomi, niin valitaan @ = b ja viite on selvi.
Jos taas b ei ole atomi, niin on olemassa alkio b; € B siten, ettd by # O ja O <
b1 < b.Jos nyt by on atomi, on viite todistettu. Jos ndin ei kuitenkaan ole, valitaan
jélleen alkio by € B siten, ettd by # O ja O < by, < by. Jilleen jos b, on atomi,
viite on todistettu. Jos ndin ei vieldkdin ole, jatketaan vastaavanlaista prosessia,
kunnes sopiva alkio 10ytyy. Télld menettelylld saadaan aikaiseksi alkioiden ketju,

joka ndyttdd seuraavalta:

O=<---<b3<by<b; Zbh.

Koska B on ddrellinen Boolen algrebra, niin myds kyseinen ketju on pédttyva.
Tama tarkoittaa, ettd jollakin kokonaisluvulla n, b, on atomi. Valitaan siis a = b,,.

O

Apulause 3.9. Olkoon B Boolen algebra ja olkoot a,b € B. Nyt seuraavat vdiitteet

ovat yhtdpitivid:
l.a<b
2.anb =0
3.advb=1.

Todistus (vrt. [5, s. 237]). (1) = (2) Oletetaan siis ensin, ettd a < b, mistd seuraa,
ettd a V b = b. Télloin a A ' = a A (a VvV b)’. Nyt lauseen 3.7 kohdan 2 sekd
liitdnndisyyden nojalla saadaan a A (a V b) = a A (@’ AbD') = (a Aa’) AD'. Lisidksi
kayttamalld komplementtien médritelmiid 3.2 sekd lauseen 3.7 kohtaa 1 saadaan
(anad )NV =0OAD =0.SiisaAb =0.

(2) = (3) Oletetaan, ettd a A b* = O. Huomataan, ettd lauseen 3.7 kohdan 2
nojalla a’ vV b = (a A b’)’. Nyt kiyttdmailld oletusta ja lauseen 3.7 kohtaa 4 saadaan
(anNb)Y =0"=1eliadVvb=1.

(3) = (1) Oletetaan, ettd a’ V b = I. Nyt lauseen 3.4 ja oletuksen perusteella
saadaan, ettd a = aAl = aA(a’Vb). Kayttimailld distributiivisuutta ja komplementin
madritelmdd saadaan a A (@’ Vb) =(aAnad’)V (aAb) =0V (aAb)=aAb.Siis

aANb=a,elionoltavaa < b. O
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Apulause 3.10. Olkoon B ddrellinen Boolen algebra ja olkoot b,c € B alkioita

siten, ettd b % c. Nyt on olemassa atomi a € B siten, ettd a < bjaa ¥ c.

Todistus (vrt. [7,s. 515]). Koska b £ c¢, niin apulauseen 3.9 nojalla b A ¢’ # O.
Nyt apulauseen 3.8 nojalla on olemassa atomi a siten, ettd a < b A ¢’. Tistd seuraa
suoraan, ettd a < b ja a < ¢’. Todistetaan vield, ettd a £ ¢ . Tehddin vastaoletus,
ettd patisi a < ¢. Talloin tulisi siis ollaa < ¢ A ¢’ = O, eli tulisi olla a = O. Téssi

on ristiriita, silld a on atomi. Téten siis a £ ¢ ja lause on todistettu. O

Apulause 3.11. Olkoon B on ddrellinen Boolen algebra ja olkoon b € B,b + O.
Olkoot lisdksi ay,. . . ,a, € B kaikki ne atomit, jotka toteuttavat ehdon a; < b kaikilla
ie{l,....,.n}. Nytb=ayVa V- -V a,.

Jos a,ay,...,a, € B ovat sellaisia atomeja, ettdi a < b, a; < b (i = 1,2,...,n)

jab=ayVayV---Vay niin a = a; jollakin indeksini € {1,...,n} arvolla.

Todistus (vrt. [5, s. 237]). Olkoonc = ay1VayV---Va,. Koska a; < bXkaikilla a;, niin
on oltava ¢ < b. Nyt tavoitteena on osoittaa, ettd b < ¢, jolloin antisymmetrisyyden
nojalla ¢ = b. Tehdidin vastaoletus, ettd b £ c. Tilloin apulauseen 3.10 mukaan
olisi olemassa atomi a siten, ettd a < bjaa £ c. Nyt koska a olisi atomi jaa < b,
voidaan olettaa, ettd a = q; jollakin g;. Tdmi on kuitenkin mahdotonta, silld a; < c.
Titenb < celib=c.

Todistetaan sitten lauseen toinen kohta. Oletetaan siis, etti b = a; Vaa V... V a,
ja a on atomi siten, ettd a < b. Talloin piteea =aAb=aA(aiVay V..Va,) =
(anayp)V(aNa) V..V (aAay,). Koskaa,ay,...,a, ovat atomeita, niin jokaisella
termilld (a A a;) pitee (a A a;) = O tai (a A a;) = a. Jotta ylld oleva ehto pitee, niin
ainakin yhdelld termilld on kuitenkin oltava (a A a;) = a. Tamé on mahdollista vain,

jos a = a;. O

Nyt koossa on kaikki tarvittava tdimén luvun piilauseen todistamiseksi.

Lause 3.12. Olkoon B ddrellinen Boolen algebra. Nyt B on isomorfinen potenssi-

Joukon P (X) kanssa, missd X on jokin ddrellinen joukko.

Todistus (vrt. [5, s. 238]). Tarkastetaan ensin erikoistapaus |B| = 1. Olkoon tilléin
a € B joukon B ainoa alkio. Olkoon nyt X = 0, jolloin my6s £ (X) = {0} ja voidaan
miiritelld triviaali isomorfismi ¢(a) = (), missd a € B ja viite on todistettu.
Oletetaan sitten, ettd |B| > 1. Osoitetaan, ettd B on isomorfinen joukon #(X)
kanssa, missd X on joukon B kaikkien atomien joukko. Olkoon nyt a € B,a # O.

Apulauseen 3.11 nojalla voidaan kirjoittaa a = a; V --- V a,, missi ay,...,a,
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ovat atomeita, joten ne kuuluvat joukkoon X. Télloin voidaan mééritelld kuvaus
¢ : B — P(X) siten, ettd

¢(a) = ¢(a1 VeV an) = {a19‘ . '9an}a

missi alkio kuvautuu siis atomiensa joukolle. Lisdksi médritelldin, ettd ¢(O) = 0.

Osoitetaan, ettd kuvaus ¢ on surjektio. Todistetaan, ettd jokaista joukkoa y €
P (X) kohti on olemassa sellainen x € B, ettd ¢(x) = y. Koska ¢(0O) = 0, niin
viite pétee, kun y = (. Olkoon nyt y # 0, jolloin y € £ (X) on joukko atomeita,
eliy = {ay,...,ay}. Olkoon nyt x = a; V ---V ay, x € B. Nyt kaikki a; € y ovat
apulauseen 3.11 nojalla alkion x atomeita, eli a; < x, kun @; € y. Lisdksi pitee,
ettd ay £ x, kun a; ¢ y. Titen ¢(x) = ¢(a; V---Va,) = {ai,...,a,} = yja
surjektiivisuus on todistettu.

Osoitetaan sitten, ettd kyseessd on injektio. Todistetaan, ettd kaikilla a,b € B
pitee, ettd jos ¢(a) = ¢(b), niin a = b. Tarkastetaan ensin erikoistapaukset. Olkoon
a = O jaolkoon ¢(a) = ¢(b). Talloin pitee ¢p(a) = 0, joten O = ¢(b). Téiten on
oltava myods b = O, joten viite pitee. Samaan tapaan jos aluksi pidtee b = O, niin
paddytddn tulokseen, ettd oltava myOs a = O. Tarkastetaan nyt tapaus a,b # O.
Olkoota =a; V---Va,, b=5bV---Vb, € B, missi a; ja b; ovat atomeita. Jos
¢(a) = ¢(b), niin {ay,...,a,} = {b1,...,by}, joten a = b ja kuvaus on injektio ja
tdaten bijektio.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus ¢ tdyttdd miidritelmin 3.6 ehdot. Olkoot a ja b
alkioita, kuten yll4.

Todistetaan ensin méadritelmén 3.6 ehto 1. Tarkastetaan aluksi erikoistapauk-
set. Olkoon a = O. Nyt ¢(a V b) = ¢(O VvV b) = ¢(b). Talloin kuvauksen mii-
ritelmin ja joukkojen ominaisuuksien nojalla saadaan ¢(b) = {by,...,by} = O U
{b1,...,by,}. Nyt kdyttamilld kuvauksen miiritelmii toiseen suuntaan, saadaan lo-
pulta Q U {by,...,by} = ¢(a) U ¢(b) ja operaation V sdilyvyys on todistettu. Jos
olisi b = O, niin todistusketju olisi samankaltainen. Olkoon vield a,b = O, jolloin
samaan tapaan saadaan ¢(a VvV b) = p(OVO) = p(0) =0 =0U0 = ¢(0O) U p(0) =
¢(a) U ¢(b). Tarkastetaan lopuksi yleinen tapaus a,b # O. Operaation V liitdnnii-
syyden perusteella saadaan, ettd ¢p(a vV b) = ¢((a1 V---Va,) V(byV---V by)) =
¢(aiVv---Va,VbyV---Vby). Nyt kuvauksen ¢ médritelmén perusteella saadaan
¢ayV---Vva, Vb Vv---Vby) ={a,...,a,by,...,b,}. Kun kiytetdin joukko-
jen unionin madritelmii, niin lauseke saadaan muotoon {ay,...,a,,b1,...,by} =

{ai,...,a,} U {by,...,by,}. Kiyttimilld kuvauksen médritelméd toiseen suuntaan,
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saadaan lopulta {ay,...,a,} U {by,....bu} =d(a1V---Va,)Ud(byV---Vby,)=
¢(a) U ¢(b), ja ensimmdinen ehto miiritelmistd on 3.6 todistettu.

Todistetaan sitten ehto 2. Tarkastetaan jdlleen erikoistapaukset ensin. Olkoon
a = 0. Talloin ¢(a A b) = ¢(O A b) = ¢(O) = 0. Nyt joukkojen ominaisuuksien
ja kuvauksen madirtelmin nojalla saadaan @ = 0 N {by,...,b,} = #(O) N P(b) =
¢(a) N ¢(b) ja viite on todistettu. Samaan tapaan jos b = O, niin todistusketju on
sama. Olkoon vield a,b = O. Nyt ¢p(a Ab) = p(OANO) = p(0) =0 =0Nn0 =
?(0) N P(0) = ¢(a) N ¢(b) ja viite on todistettu.

Tarkastetaan vield yleinen tapaus, eli olkoon a,b # O. Kayttdmalld kuvauksen
¢ maidritelmid saadaan, ettd ¢(a A b) = ¢((ar V ---Va,) AN (by V ---V by)).
Nyt kiyttdmalld distributiivisuutta useaan kertaan saadaan lopulta lauseke muotoon
¢((ay Aby) V (ay ANby)V ---V (a, A by)), jossa esiintyy siis jokainen pari a; A
bj, missda i € {l,...,n}jaj € {1,...,m}. Koska jokainen lausekkeen alkio on
atomi, yksittdisten parien suurin alaraja on joko O tai parin atomit ovat samat, jolloin
alaraja on atomi itse. Merkitddn néitd alkoiden yhteisid atomeita kirjaimella ¢ ja
alaindeksilld. Tdlloin lauseke saadaan muotoon (O VOV --- VOV Vey---V
cx) = ¢(c1 V cr -V cr). Kuvauksen ¢ mairitelmén nojalla patee ¢(c; Ve V-V
cx) = {c1,...,cx}. Soveltamalla joukkojen ominaisuuksia ja kuvauksen mééritelmad
toiseen suuntaan saadaan lopulta {cy,...,cx} = {ai,...,a,}N{by,...,by} = ¢(a)N
¢(b) ja ehto 2 on todistettu.

Téaten kuvaus on siis isomorfismi ja véite on kokonaisuudessaan todistettu. O

Lause 3.13. Olkoon B ddrellinen Boolen algebra. Nyt |B| = 2" jollakin n € N,

missa N = {0,1,2. ..} on luonnollisten lukujen joukko.

Todistus (vrt. [1,s. 278] ja [7, s. 517]). Tarkastetaan ensin erikoistapaukset. Jos | B|

1, niin n = 0, silld |B| = 2° = 1 ja viite on selvi. Oletetaan nyt, etti |B| > 1. Lisik-
si oletetaan tunnetuksi, ettd jos |S| = n, missd n on positiivinen kokonaisluku, niin
|P(S)| = 2" (kts. esim. [7, s. 11]). Aikaisemmin esitetyn lauseen 3.12 nojalla jos B
on Boolen algebra, niin on olemassa bijektiivinen kuvaus ¢ : B — P(S). missd S
on jokin ddrellinen joukko. Koska kyseessi on bijektio, niin on oltava |B| = |P(S5)|.
Nyt jos |S| = n, niin |P(S)| = 2", eli |B| = 2". O
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Esimerkki 3.10. Palataan esimerkin 2.4 Boolen algebraan $(X), missd X = {a,b,c}
sekid esimerkin 3.4 Boolen algebraan S, missid S = {1,2,3,5,6,10,15,30}. Kuvios-
sa 3.7 ndkyvien Hassen diagrammien perusteella on ilmeistd, ettd nimi kaksi Boo-
len algebraa ovat keskeniin isomorfiset. Esimerkiksi yksi mahdollinen isomorfismi

¢ : P(X) — S on seuraava:
p(fah) =2 o) =3  ¢({ch =5  ¢{a,b}) =6

¢({a,c}) =10 ¢({b,ch) =15  ¢({a,b,c}) =30  ¢(0) = 1.

Lisdksi huomataan, ettid lauseen 3.13 mukaisesti kummankin esimerkissi esitellyn

ddrellisen Boolen algebran koko on 2", missd n = 3.

{a,b,c}

/N /\\
{a,b} {a,c} {b,c}
\\ /\
al {0} {c}
\0/ \\/

P(X) S

Kuvio 3.7. Boolen algebrojen £ (X) ja S Hassen diagrammit vierekkéin.

Esimerkki 3.11. Olkoon #(X) Boolen algebra, jolloin lauseen 3.13 mukaisesti
|P(X)| = 2" ja lisdksi | X| = n. Nyt kaikki joukon #(X) aliryhmit voidaan esittdd
nollista ja ykkosistd koostuvina bittijonoina, joiden pituus on n. Téitd on havainnol-
listettu kuviossa 3.8, missd esimerkin 3.10 Boolen algebran #(X) alkiot on nyt

esitetty kolmen merkin mittaisina bittijonoina.
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111

/TN

110 101 011

XX

100 010 001

N

000

Kuvio 3.8. Boolen algebran #(X) Hassen diagrammi, jossa alkiot on esitetty
bittijonoina.

Esimerkki 3.12. Tarkastellaan joukkoa Z7', joka sisdltdd kaikki mahdolliset m-
mittaiset bittijonot, missd m on direllinen positiivinen kokonaisluku. Miiritelldén
osittainen jérjestys joukossa Z; siten, ettd 0 < 1. Olkoot nyta = (ajaz - - - ay) € Z3'
jab = (biby---by) € Zgl. Madritelldén, ettd a < b, jos a; < b; kaikilla i €
{1,2,...,m}. Nyt osittain jirjestetyn joukon ehdot pitevit. Osoitetaan, ettd joukko
(Z%,<) on my0Os Boolen algebra.

Osoitetaan, ensin ettd kyseessd on hila. Huomataan seuraavaksi, ettd alkioiden
a ja b pienin yldraja a V b muodostuu valitsemalla (a V b); = max(a;, b;) kaikilla
i € {1,2,...,m}. Samaan tapaan alkioiden a ja b suurin yldraja a A b saadaan va-
litsemalla (a A b); = min(a;, b;) kaikilla i € {1,2,...,m}. Titen rakenne on myds
hila.

Osoitetaan sitten, ettd kyseinen hila on Boolen algebra. Selvisti 7 = (111---1)
ja O = (000---0), joten suurin ja pienin alkio ovat yksikésitteiset ja olemassa.
Alkion a komplementti a’ on alkio, jossa toisiaan vastaavat bitit ovat vastakkaiset:
jos alkion a bitti @; on 0, alkiolla a’ pitee a; = 1 ja pdinvastoin. Algebrallisesti
tdimé voidaan ilmaista merkinnilld @’ = I — a. Selvisti myos alkion komplementti
on yksikdsitteinen.

Osoitetaan vield distributiivisuus. Huomataan, ettd Z7' on isomorfinen joukon
P(X) kanssa, missd X = {1,2,...,m}. Nyt kun A € P(X), on A muotoa A =
{j,k,...,l}, missd joukkoon A kuuluvat alkiot ovat mielivaltaisia alkioita joukosta
X. Miiritelldén nyt isomorfismi siten, ettd kun j € A, niin a; = 1, misséd a; on al-
kion a € Z? Jj. bitti. Esimerkiksi jos Z? = Zg, niin valitaan X = {1,2,3,4,5}. Nyt
jos esimerkiksi A = {2,4,5}, niin vastaavasti a = (01011). Néin saadaan muodos-
tettua bijektio joukkojen Z3' ja P (X) vilille. Koska tiedetdn, ettd # (X) on Boolen

algebra ja joukot ovat isomorfiset, niin myds Z5' on titen Boolen algebra.
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4 Sovelluksia: virtapiirit

Boolen algebroiden hyddyllisyys modernin teknologian kehityksessd on viime vuo-
sikymmenien aikana kasvanut merkittdvasti. Téssd luvussa havainnollistetaan ly-
hyesti Boolen algebroiden yhti sovellusaluetta tutustumalla kytkentdihin ja virta-
piireihin.

Boolen algebroita voidaan kiyttdd apuna esimerkiksi virtapiirien yksinkertais-
tamisessa ja havainnollistamisessa. Luvun ldhdekirjallisuutena on kéytetty sekéd Pa-
pantonopouloun teosta Algebra: Pure and Applied ettd Judsonin teosta Abstract Al-
gebra Theory and Applications.

4.1 Perusominaisuuksia

Tutustutaan seuraavaksi yksinkertaisiin kytkent6ihin esimerkkien avulla.

Kytkin on laite, joka voi olla kahdessa asennossa: joko auki tai kiinni. Kun kytkin
on auki, sdhkdvirta ei padse lapdisemddn sitd. Vastaavasti kytkimen ollessa kiinni,
padsee sdhkovirta ldpi. Ndma tilat ovat toisensa poissulkevat, eli kytkin ei voi olla
sekd auki ettd kiinni samanaikaisesti. Liséksi jos useampi eri kytkin on aina samassa

tilassa toisen kytkimen kanssa, merkitdédn niitd jatkossa samalla kirjaimella.

Esimerkki 4.1. Kuviossa 4.1 on esitetty kaksi esimerkkié kytkennoistd. Kummas-
sakin kytkennisséd on kaksi kytkintd, jotka on nimetty kirjaimilla a ja b. Ensimmii-
sessd diagrammissa kytkimet on kytketty sarjaan. Tamai tarkoittaa, ettd kummankin
kytkimen on oltava kiinni, jotta sdhkovirta pididsee kulkemaan. Kyseinen sarjakyt-
kentd voidaan ilmaista merkinnin a A b avulla.

Toisessa diagrammissa kytkimet taas on kytketty rinnakkain. Tissi tilanteessa
riittdd, ettd ainakin toinen kytkimisti on kiinni, jotta sihkovirta pddsee kulkemaan.

Kyseinen rinnakkaiskytkentd voidaan ilmaista merkinnén a Vv b avulla.

aVvb
Cl/\b a

Kuvio 4.1. Kytkennét a A b ja a V b vierekkiin.
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Mairitellddn, ettd kaksi kytkentdd ovat keskenédédn ekvivalentit, jos ne kdyttayty-
vit yhdenmukaisesti. Tdma tarkoittaa, ettd jos kytkimet asetetaan kummassakin vir-
tapiirissd tdsmélleen samaan asentoon, niin tulos on sama. Esimerkiksi virtapiiri aAb
on tdsmélleen sama kuin virtapiiri b A a. Kyseinen esimerkki on itse asiassa Boo-
len algebroillekin pitevd kommutatiivisuussddntod. Kytkentdjd esittdvid diagrammeja
voidaan kiyttdd havainnollistamaan myds muita hilojen ja Boolen algebrojen omi-

naisuuksia. Néin on tehty myds alla olevissa esimerkeissa.

Esimerkki 4.2. Kuviossa 4.2 havainnollistetaan hiloille ja Boolen algebroille voi-
massa olevaa liitdnndisyyttd. Diagrammeista huomataan, ettd virtapiirit ovat toimin-
naltaan tdysin samat. Tédssd tapauksessa riittdd, ettd jokin kytkimistd a, b tai ¢ on

kiinni, jolloin virta pddsee kulkemaan.

aVv(bvc) (aVvb)Ve
a —L,
b

— . ‘

Kuvio 4.2. Liitdnndisyys a V (b V ¢) = (a V b) V c piitee.

Esimerkki 4.3. Kuviossa 4.3 taas on havainnollistettu distributiivisuutta kytkento-
jen avulla. Lopputulos kummassakin virtapiirissd on sama: jotta virta pasee kulke-

maan, on kytkimen a oltava kiinni. Tdssd tapauksessa riittdd kuitenkin, ettd b tai ¢

on kiinni.
an(bVc) (anb)V (aAc)
b a b
a . — .
c a c

Kuvio 4.3. Distributiivisuus a A (b V ¢) = (a A b) V (a A ¢) pitee.
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Esimerkki 4.4. Kytkimen, jonka toiminta on pdinvastaista kytkimeen a verrattuna,
sanotaan olevan kytkimen a komplementti, ja sitd merkitddn notaatiolla a’. Jilleen
symboleilla a sekéd a” voidaan tarkoittaa useampaa kytkint4, joiden toiminta on tis-
milleen sama.

Kuviossa 4.4 on havainnollistettu komplementtien toimintaa kytkenndissid. Huo-
mataan, ettd kun komplementit on kytketty rinnakkain, virta piésee kulkemaan aina.
Kun taas kytkimet on kytketty sarjaan, virran kulkeminen on mahdotonta. Symbolil-
la I tarkoitetaankin tdssd tapauksessa kytkentii, joka on aina suljettu, ja symbolilla

O kytkentid, joka on aina avoin.

ava =1
a ana =0

Kuvio 4.4. Komplementtien médaritelmé pitee.

Taulukossa 4.1 pyritddn havainnollistamaan Boolen algebroihin liittyvien kisit-
teiden vilistd yhteyttd. Taulukkoon on koottu yleisten merkintojen liséksi tutkiel-
man esimerkeissi esiintyvien joukkojen merkintdjd, kuten potenssijoukkoon ja kyt-
kentoihin liittyvit merkinnit. Merkinnélld B(n) tarkoitetaan tidssd yhteydessd jouk-
koa, joka sisdltidd kaikki kokonaisluvun n jakavat positiiviset kokonaisluvut, ja joka

tayttdd Boolen algebran mairitelmén.

Boolen algebra | P(X) B(n) kytkentd

A N syt sarja

\Y% U PYj rinnakkainen

a S\{a} nja komplementti

0 0 1 avoin

1 S n suljettu

= = = ekvivalentti

a=<b achbh alb a suljettu = b
suljettu

Taulukko 4.1. Boolen algebraan liittyvié terminologiaa.
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4.2 Kytkentojen yksinkertaistaminen

Virtapiirien joukon miiritteleminen Boolen algebraksi ja sen tarkka todistaminen
sivuutetaan vetoamalla lahdekirjallisuuteen [5] ja [7]. Boolen algebroille voimassa
olevia sddntoji voidaan kdyttdd apuna virtapiirien yksinkertaistamisessa, kuten tdssi

alaluvussa olevissa esimerkeissi on tehty.

Esimerkki 4.5 ( vrt. harjoitustehtidva 10 [5, s. 241]). Yksinkertaistetaan seuraavak-
si kuviossa 4.5 ndkyviid kytkentdd kdyttdmalld apuna Boolen algebroille esitettyji

saantojd. Diagrammin perusteella kytkennin lausekkeeksi saadaan

(avb)yA[(anb)Vva Vv(a ADb).

Kayttdmailld ensin vaihdannaisuutta, saadaan lauseke muotoon (aVb)A[(aAb)V
a’' V(@ Ab)=(aVvb)A[(bAa)V (a’ Ab)V a']. Nyt kdyttamélla distributiivisuutta
ja sen jialkeen komplementin miéritelmai saadaan (aVb) A[(bAa)V (a’ Ab)Vad'] =
(aVvbh)yA[(bA(ava)va]l=(@Vb)A[(bAT)Va']=(aVb)A(bVa). lilleen
kiyttdmailld vaihdannaisuutta ja distributiivisuutta (a Vb) A (bVa’') = (bVva) A (bV
a’) = b A (aV a’). Nyt komplementin mééritelméin nojallab A (aVa’) =b A1 =b.

Kyseinen kytkentd on siis saatu yksinkertaistettua merkittdvésti kattamaan vain

yhden kytkimen b. Lopputulos on esitetty kuviossa 4.6.

a b

Kuvio 4.5. Yksinkertaistettavana oleva kytkenti.

b

Kuvio 4.6. Lopputulos yksinkertaistamisen jilkeen.
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Esimerkki 4.6. Yksinkertaistetaan nyt kuviossa 4.7 ndkyvii kytkentdd Boolen al-
gebroille esitettyjen sddntdjen nojalla. Huomataan ensin, ettd kytkentd muodostuu
kahdesta osasta, kuten kuviossa 4.8 on esitetetty. Yksinkertaistetaan kumpaakin

osaa ensin erikseen, jotta késittely on helpompaa.

a C

—a — b —c— —c —ad —b—

Kuvio 4.7. Yksinkertaistettavana oleva kytkenti.

A B

Kuvio 4.8. Apukuvio yksinkertaistamisen tueksi.

Aloitetaan ensimmadisestd osasta A. Diagrammin perusteella kytkennin lausek-
keeksi saadaan

aV (@ Ab)V (a ANV Ac).

Kayttdmailld ensin distributiivisuutta ja komplementin méaritelmii saadaan a v (a’ A
byva Ab Ace)=[(avd)AN(aVvb)]V(a AV ANc)=(@Vb)V(d Ab Ac).
Kéyttdmailla sitten liitdnndisyyttd ja sen jdlkeen jilleen distributiivisuutta saadaan
(avb)V(a Ab'ANc)=(aVvb)V[(d AV)ANc]=[(aVvb)V(a AD)A[(aVb)Vc].
Nyt De Morganin lakien nojalla pitee [(a VD)V (a’ AD)IA[(aVb)Vc] =[(aVb)V
(aVb)I1A[(aV b)V c]. Komplementin méiritelmin nojalla lauseke saadaan lopulta
yksinkertaiseen muotoon [(a V b) V (aV b)'IA[(aVb)Vc]=1IA[(aVb)Vc]=
(avb)vec=aVvbVec.

Kisitellddn sitten samaan tapaan osa B. Diagrammin perusteella lausekkeeksi
saadaan

cV(cNa)V(c"Nad AD).

Huomataan, ettd lauseke on tdsmilleen sama, kuin osassa A, muttanyta =c, b = a

ja ¢ = b. Télli perusteella lauseke saadaan osion A nojalla muotoon ¢ V a Vv b.
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Yhdistetddn vield lausekkeet yhdeksi kokonaisuudeksi. Télloin siis AAB = (a Vv
bV c) A (cVaVb). Vaihdannaisuuden nojalla (a VbV ec)A(cVaVvb)=(aVbVv
c)A(aVvbVc). Nytidempotenssin nojalla (avVbVc)A(aVbVce)=aVvbVc. Titen

kytkentd on saatu yksinkertaistettua kuviossa 4.9 ndkyvin diagrammin muotoon.

a

c

Kuvio 4.9. Lopputulos yksinkertaistamisen jilkeen.
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