TAMPEREEN YLIOPISTO
Pro gradu -tutkielma

Joel Syvanen

Berge-perfektit graafit
ja
Shannonin kapasiteetti

Luonnontieteiden tiedekunta
Matematiikka
Toukokuu 2017




Tampereen yliopisto

Luonnontieteiden tiedekunta

SYVANEN, JOEL: Taydelliset graafit ja Shannonin kapasiteetti
Pro gradu -tutkielma, 53 s.

Matematiikka

Toukokuu 2017

Tiivistelma

Graafin G Shannonin kapasiteetti on tunnusluku, joka kuvaa graafia G vas-
taavan kommunikaatiokanavan maksimaalista virheetonta tiedonsiirtokykya.
Shannonin kapasiteetin maérittdminen hyvin yksinkertaisillekin graafeille on
osoittautunut erittdin vaikeaksi. Poikkeuksen muodostavat graafit, joiden
riippumattomuusluku ja pienimman mahdollisen klikkiosituksen koko ovat
yhta suuret. Perfektin graafin jokaisella aligraafilla on edelld mainittu omi-
naisuus.

Tassa tutkielmassa osoitetaan, etta seitseman pituinen sykli on yksinker-
taisin graafi, jonka Shannonin kapasiteetin tarkka arvo on vield tuntematon.
Tama osoitetaan todeksi nayttamalla, etta tata yksinkertaisempien graafien
arvot tunnetaan seuraavien kolmen faktan ansiosta. 1) Perfektin graafin ka-
pasiteetti on sama kuin sen riippumattomuusluku. 2) Graafi on perfekti, jos
ja vain jos se on berge (vahva perfektien graafien teoreema). 3) Viiden pitui-
sen syklin kapasiteetti on /5.

Tutkielmassa kaydaan lapi perfektien graafien perusteet ja todistetaan
heikko perfektien graafien teoreema Lovaszin tapaan normaalien hypergraa-
fien avulla. Vahvan perfektien graafien teoreeman osalta méaritelldan keskei-
set késitteet. Lisaksi tutkitaan riippumattomuusluvun ja graafien tulon suh-
detta. Naita hyodynnetdan Shannonin kapasiteetin maérittelyssa, sen omi-
naisuuksien tutkimisessa ja erityisesti heikosti a-perfektien graafien kapa-
siteetin méaarittamisessa. Syklin C5 Shannonin kapasiteetin todistamisessa
hyodynnetadn Lovaszin sateenvarjotekniikkaa. Nain on osoitettu, ettd seit-
semén pituista syklid yksinkertaisempien graafien kapasiteettien tarkat ar-
vot on laskettavissa. Tutkielman viimeisessé kappaleessa esitetaén Shannon
kapasiteetin laskemiseen menetelmia, joilla entuudesta tunnettujen kapasi-
teetin arvojen perusteella voidaan joissakin tilanteissa maarittaa kapasiteetti
tutkittavalle graafille.



Sisalto
[[—Johdantal
2 Graafitl

[2.1 ~Graafien peruskasitteita] . . . . . .. . ... ... ... ...
...............................
(2.3 Graatien tunnuslukujal . . . . . . ... ...
[2.4  Perfektit graafit| . . . . . ... ... oo

[3 Hypergraatfit|
[3.1 Hypergraafien peruskasitteita ja -tuloksiaf. . . . . . . . . . ..
[3.2  Hypergraahen varitys ja normaalit hypergraafit| . . . . . . ..
[3.3  Perfektien graafien teoreema) . . . . . . . . . . ... ... ...

[4  Vahva perfektien graafien teoreemal

[ Shannonin kapasiteetti

[>.1  Graafien tulot ja potenssit| . . . . . . ... .. ... ... ...

[>.2  Shannonin kapasiteetti| . . . . . . ... ...

5.3 SykliChl . . ...

[5.4  Yksinkertaisten graafien Shannonin kapasiteetit| . . . . . . . .
[Viitteet]

14
15
23
30

32

34
34
36
38
47

52



1 Johdanto

Claude Shannon maaritteli artikkellissaan The Zero Error Capacity of Noisy
Channel [16] kommunikaatiokanavan maksimaalista virheetonta tiedonsiirto-
kapasiteettia kuvaavan luvun. Tama luku on myohemmin nimetty Shannonin
kapasiteetiksi. Kommunikaatiokanava voidaan esittda yksinkertaisena graa-
fina. Shannonin kapasiteetin ¢(G) méérittdminen on yksinkertaista sellaisel-
le graafille G, jonka riippumattomuusluku a(G) on sama kuin sen klikkien
lukuméaara 6(G) sen pieniméssd mahdollisessa osituksessa klikkeihin. Osit-
tain tastd Shannonin havainnosta motivoituneena Claude Berge maaritteli
perfektin graafin késitteen. Perfektin graafin jokaisella aligraafilla on edell&
mainittu ominaisuus.

Shannonin kapasiteetin maérittdminen muille kuin heikosti a-perfekteille
graafeille on osoittautunut erittdin vaikeaksi. Yksinkertaisin graafi, jonka
Shannonin kapasiteetti on tuntematon, on sykli C7. Bohmanin artikkelissa
[8, s. 537-538] esitetadn kolmikohtainen perustelu téille véitteelle:

1. Jos graafi G on perfekti, niin ¢(G) = a(G);

2. Vahva perfektien graafien teoreema, jonka mukaan epéperfektissa graa-
fissa G on aligraafina vahintdan viisipisteinen pariton sykli tai tallaisen
komplementti; ja

3. ¢(Cs) = /5.

Tassé tutkielmassa osoitan, ettd vaite todella seuraa naistd kolmesta fak-
tasta. Perusteluista osoitan tosiksi ensimméisen ja viimeisen. Vahvan per-
fektien graafien teoreeman todistaminen tdmén tyon laajuudessa on epérea-
listista. Niinpa tyydyn suppeasti kuvaamaan todistuksen idean ja keskeiset
kasitteet.

Tutkielman aihe kiinnittyi monen umpikujan jalkeen. Ensimmainen aihio
oli Shannonin kapasiteetti Alonin artikkelin [2] laajuudessa. Halusin pysya
mahdollisimman paljon puhtaan graafiteorian ja kombinatoriikan alueella, ja
lahes kaikki artikkelin tarjoamat suunnat ja aiheet tuntuivat vievin kauaksi
edelld mainituista alueista. Aloitin kuitenkin kartoittamaan graafien tuloja ja
riippumattomuuslukuja kasittelevaa kirjallisuutta. Naista jalkimmaéisen tut-
kiminen johdatti Bergen [0] pariin ja huomasin, ettd teoksen perfektejé graa-
feja kasittelivassa osassa oli myo6s sivuttu Shannonin kapasiteettia. Syklin Cy
kapasiteetti oli kyseisessa teoksessa sen julkaisun aikoihin edelleen avoin on-
gelma. Alonin artikkelin [2] lahteissd oli mainittuna myos Lovaszin artikkeli
[12], jossa taméa ongelma oli ratkaistu ja artikkeli kokonaisuudessaan tuntui
mielekkaélta tutkielman kannalta. Niinpa ajattelin, etté tutkielma voisi kasi-
telld pddosin Shannonin kapasiteetin ylarajaa — Lovaszin lukua — seké jossain
méaéarin perfektejd graafeja. Googlaamalla 10ysin kuitenkin opinnaytetyon [5],
joka kasitteli aihetta juuri tastd nakokulmasta.



Olin jélleen lahtoruudussa ja palasin tutkimaan Noga Alonin kirjoituksia
Shannonin kapasiteetista. Ne sisdlsivat avoimia ongelmia tai ei-toivotuille ja
tuntemattomille osa-alueille siirtymistéd. Laajensin tutkimista Alonin julkai-
sujen ulkopuolelle ja selasin lukuisia artikkeleita, jotka késittelivat Shanno-
nin kapasiteettia, graafien tuloja tai riippumattomuuslukuja. Lopulta osuin
Bohmanin artikkeliin [8], jossa esitettiin edelld mainitut kolme perustelua.
Néistd ajattelin keskittyd vahvaan perfektien graafien teoreemaan, silla Ber-
ge oli vienyt minua perfektien graafien maailmaan ja Bergen teoksen [6] jul-
kaisun aikaan teoreema oli viela otaksuma. Léahtisin siis kulkemaan Bergen
jalanjélkié ja padtyisin graafiteorian suuren lauseen todistukseen. Pettymyk-
seni havaitsin nopeasti, ettd vahvan perfektien graafien teoreeman todistus
on pitka (kts. [9]) — ldhes 180 sivua — ja liséksi erittdin tekninen. Toisin
sanoen mahdoton sisallytettavéiksi tahan tutkielmaan.

Palasin jilleen lahtoruutuun. Padtin kuitenkin ldhted tutkimaan perfek-
tejé graafeja Bergen opastamana ja huomasin, ettd Lovaszilla oli rooli myos
tassd tarinassa. Han oli todistanut heikon perfektien graafien teoreeman [11],
jonka todistamissa kaytettiin ensimmaéisen kerran merkittavalla tavalla hy-
pergraafeja. Lovasz 16ysi myos syklin Cs Shannonin kapasiteetin [12] tavalla,
joka hakee vertaistaan. Nain paddyin lopulta osoittamaan, ettd sykli C'; on
yksinkertaisin graafi, jonka Shannonin kapasiteetti on tuntematon, ja etté
tulos todella seuraa Bohmanin esittdmista faktoista. Nain lahden matkalle
Shannonin innostamanan Bergen opastamana ja tutkin miten Lovasz vastaa
Claudeille Shannon ja Berge.

Luvussa [2] kdyn lapi tutkielman kannalta olennaiset graafiteorian perus-
kasitteet. Tamén teen lahinna siksi, etta kaikilta osin merkintatavat tai pu-
hetavat eivit ole vakiintuneet. Myo6s oletukset ja sopimukset ovat talloin tés-
méllisempia. Kappaleessa maarittelen syklin ja sykligraafin. Kappaleessa
maéarittelen graafien tunnuslukuja ja naiden pohjalta maéaritellen kappa-
leessa 2.4 perfektit graafit.

Hypergraafien perusteet, normaalit hypergraafit ja hypergraafien kytken-
toja graafeihin tarkastellaan luvussa [3] Alaluvussa [3.3] todistan téydellisten
graafien teoreeman hypergraafien avulla. Vahvaa taydellisten graafien teoree-
ma esitellddn luvussa [4] Luvussa [5] méérittelen Shannonin kapasiteetin kan-
nalta keskeiset kéasitteet ja tulokset: graafien vahvan tulo méarittelen kappa-
leessa[5.1]ja Shannonin kapasiteetti seké heikosti a-perfektin graafin Shanno-
nin kapasiteetti kappaleessa Viimeiseksi osoitan, ettd sykli C'; on yksin-
kertaisin graafi, jonka Shannonin kapasiteetti on tuntematon. Tama tehdaan
soveltamalla tutkielmassa aikaisemmin osoitettuja tuloksia kappaleessa
ja erikoistapauksena méaaritetadn syklin Cj kapasiteetti kappaleessa [5.3]

Lukijan odotetaan hallitsevan graafiteorian perusteet, kombinatoriikan
perusteet, geometrian alkeet, lineaarialgebran perusteet, raja-arvon kasite,
lukujonojen perusteet seka joukko-opin alkeet. Graafiteoreettisten ongelmien
kasittelyssa kaytetddn usein laajasti monien matematiikan osa-alueiden tu-
loksia. Néain ollen téssa kirjoituksessa esiintyy joitakin kertoja todistuksen ti-



lalla ainoastaan todistuksen paattymisesté kertova nelio. Téallaisissa tapauk-
sissa todistus on pitka ja mahdollisesti vaikea. Monesti ndiden lauseiden to-
distaminen vaatisi niihin liittyvan taustateorian laajempaa késittelyd. Tyon
pituuden hallitsemisen ja kasittelyn johdonmukaisuuden kannalta néille si-
vupoluille astuminen on tarpeetonta.

2 Graafit

2.1 Graafien peruskisitteita

Intuitiivisesti graafi on verkosto. Graafi on joukko pisteitd ja joukko niité
yhdistavia viivoja siten, ettd jokainen viiva yhdistdd yhden pisten toiseen
pisteeseen. Esimerkiksi maailman lentokentét ja niilta lahtevat tai niille saa-
puvat lennot voitaisiin kuvata graafina, jossa jokaista lentokenttdd vastaisi
piste ja jokaista lentoa vastaisi viiva. Taman tutkielman kannalta mielenkiin-
toinen sovellus on kommunikaatiokanavan kuvaaminen graafina. Seuraavaksi
méarittelemme graafit ja niihin liittyvat peruskésitteet tdsmallisemmin. (vrt.

6, s. 3, 5, 7)).

Maaritelma 2.1. Olkoon X é&érellinen joukko ja U perhe karteesisen tu-
lon X x X alkiota. Silloin paria G = (X,U) sanotaan graafiksi. Joukon
X alkioita kutsutaan pisteiksi ja perheen U alkioita sdrmiksi. Perheeseen
U= (uy...,u,) viitataan usein indeksijoukolla U = {1,...,m}.

Huomautus 2.2. Téassa tutkielmassa perheelld tarkoitamme indeksoitya
joukkoa. Tallaisessa joukossa sama alkio voi esiintya useita kertoja, mutta
sen esiintymilla on eri indeksit.

Olkoon sarmé u = (z,y). Pisteet x ja y ovat sdérmén u pdadtepisteet. Jos
xr = y, niin sdrmaad u sanotaan silmukaksi. Sirmén péaatepisteita sanotaan
vieruspisteiksi.

Sama karteesisen tulon X x X alkio voi siis esiintyd perheesséd U enem-
mén kuin kerran. Graafissa sdrmén multiplisiteettiin lasketaan kaikki sér-
mét, joiden padtepisteet ovat samat. Nain ollen sarmét (x,y) ja (y,x) ovat
samat. Erityisesti graafia sanotaan yksinkertaiseksi, jos sen jokaisen sarméan
multiplisiteetti on yksi ja siina ei ole silmukoita. Jatkossa kasittelemamme
graafit ovat yksinkertaisia. Yksinkertaisessa graafissa merkitsemme siarmaé
(x,y) joukkomerkinnélla {z,y}.

Graafi voidaan esittda graafisesti tasossa luonnollisella tavalla: pisteet
piirretdan pisteind, vieruspisteiden valille piirretdan viiva ja silmukka piir-
retddn silmukkana alkaen pédatepisteestaén ja padttyen siihen.

Maaritelma 2.3. Olkoon graafi G = (X, U). Mééritetdén pisteiden joukko
V={{z,y} | {z,y} ¢ U jax,y € X}. Talloin graafin G komplementtigraa-
fiksi sanotaan yksinkertaista graafia G := (X, V). Usein sanotaan ainoastaan
komplementti, kun tarkoitetaan komplementtigraafia.



Maaritelméa 2.4. Olkoon G = (X,U) graafi ja A C X. Olkoon E C U nii-
den sdrmien joukko, joiden molemmat paétepisteet ovat joukossa A. Télloin
graafia F' = (A, E) sanotaan pistejoukon A generoimaksi graafin G aligraa-
fiksi. Pistejoukon A generoimaa aligraafia merkitaédn myos G 4:lla pistejoukon
mukaisesti.

Tésté eteenpéin, kun puhumme aligraafeista, tarkoitamme edellisen méaé-
ritelmén mukaista tietyn pistejoukon generoimaa aligraafia.

Useimmiten olemme kiinnostuneita graafeista, joissa jokaisesta pistees-
td pystyy kulkemaan jokaiseen pisteeseen. Téllaiset graafit ovat yhtenaisia
graafeja. Seuraavaksi maaritellemme ketjun késitteen avulla yhtenéiset graa-
fit (vrt. [0, s. 7-8]).

Maaritelmé 2.5. Olkoon G = (X,U) graafi. Olkoon p = (uq,us, ..., u,)
jono, missé u; € U jokaisella © = 1,...,q. Jonoa pu sanotaan ketjuksi, jos
jokaisella ¢ sdrmén wu; toinen paétepiste on yhteinen sitd edeltavin sarman
kanssa ja sen toinen paatepiste on yhteinen sitd seuraavan sarmén kanssa.

Ketjun pituus on sen sarmien lukuméara. Ketjua pu, joka kulkee graa-
fin pisteestd x pisteeseen y, merkitddn ulx,y|. Lisdksi sanotaan, ettd piste
esiintyy ketjussa p, jos se on alkiona ketjua vastaavassa jonossa.

Maaritelma 2.6. Olkoon G = (X, U) graafi. Graafia G sanotaan yhtendi-
seksi, kun seuraava ehto on voimassa: Jos x,y € X ja x # y, niin on olemassa
ketju plz,y].

Graafia, joka ei ole yhtenéinen, sanotaan epdyhtendiseks.

Maaritelma 2.7. Olkoon G = (X,U) graafi ja x,y € X. Maaritellaan
relaatio © = y seuraavasti: x = y tai x # y ja on olemassa ketju plz, y].

Apulause 2.8. Relaatio = on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Refleksiivisyys seuraa suoraan relaation = maéaritelmésta. Jos on

olemassa ketju p[z,y], niin olkoon (uj,us,...,u,) sithen liittyvd jono. Ol-
koon jono p' = (ug, ..., us,uy). Selvasti ¢/ = ply, z] ja titen relaatio = on
symmetrinen. Transitiivisuuden todistaminen jatetdan lukijalle. O

Maaritelma 2.9. Olkoon G = (X, U) graafi. Ekvivalenssirelaation = ekvi-
valenssiluokkia sanotaan graafin G yhtendisiksi komponenteiksi.

Yhtendisessd graafissa G = (X,U) on siten tarkalleen yksi yhtendinen
komponentti ja epayhtenéisessé graafissa vahintdan kaksi yhtenaista kompo-
nenttia. Epdyhtendinen graafi rakentuu komponenttiensa alkioiden generoi-
mista erillisisté aligraafeista. Graafeja GG; ja G sanotaan erillisiksi, jos niiden
pistejoukot eivéit leikkaa toisiaan.



Maaritelma 2.10. Olkoot graafit Gy ja Gy erillisia. (Jos graafit G ja Gy
alun perin eivét ole erillisid, niin ne erillistetdén.) Graafien G, ja Gy erillinen
yhdiste on graafi, jonka pistejoukko on graafien G; ja G5 pistejoukkojen ja
(erillisten) sdrméjoukkojen yhdiste. Tétéd yhdistettd merkitdan G; + Ga.

Usein graafiteoreettiset tulokset patevit myos epéyhtenaisille graafeille.
Monesti téllaiset tulokset pitdisi todistaa epédyhtendisen graafin jokaiselle
komponentille erikseen. Esityksen selkeyden takia ja turhaa toistoa valttaak-
semme, oletamme jatkossa, ettd késittelemédmme graafit ovat yhtenéisia.

2.2 Syklit

Sykli on ketju, jossa mikdan sdrmé ei esiinny kahdesti ja jonka alku- ja loppu-
piste ovat samat. Aligraafit, jotka ovat perussykleja, ovat olennaisia perfek-
tien graafien kannalta, joten méaritellemme ndma seuraavaksi tdasmallisesti
pédosin Bergea seuraten (kts. [6, s. 12-13]).

Maiaritelmé 2.11. Olkoon G = (X, U) graafi. Jonoa 1 = (u4, ..., u,), missa
q € N ja u; € U, kutsutaan sykliksi, jos se tayttaa seuraavat ehdot:

1. jokaisella sarmalld uy, missd 1 < k < ¢, on olemassa péatepisteet, joista
toinen on yhteinen sarman wu,_; paatepisteen kanssa ja toinen yhteinen
sarman w1 paatepisteen kanssa,

2. jos u; on jonossa fi ja u; = u;, niin j =1

3. pu=plx,z
Pistetta x kutsutaan syklin alku- ja loppupisteeksi.

Maaritelma 2.12. Olkoon G = (X,U) graafi ja jono u sen sykli. Sano-
taan, ettd pu on perussykli, jos yksikédan piste x € X ei esiinny syklissa kuin
korkeintaan kerran ja alkupiste esiintyy tasmalleen kaksi kertaa.

Maaritelma 2.13. Olkoon G = (X, U) graafi ja jono p sen sykli. Olkoon
graafin G sérmét on numeroitu 1,. .., m. Talloin sykli ;4 méardytyy vektorista

= (1, m), Missa:

0, kuni ¢ p
(2.1 i = ki
1, kuni € pu

Nain saatua vektoria p sanotaan syklin p vektoriesitykseksi.

Néain maaritelty syklin vektoriesitys vastaa syklin jonoesitysta. Kun sa-
nomme, etta sykli u on syklien p; ja ps summa, tarkoitamme naihin liitty-
vien vektorien vektorisummaa. Tatd merkitdan p = puy + po ja se siis vastaa
vektorisummaa p = p; + po.



Lause 2.14. Olkoon G = (X,U) graafi. Tdlloin jokainen graafin G sykli on
pareittain sarmderillisten perussyklien summa.

Todistus. (vrt. [6 s. 12]) Induktiolla: Oletetaan, ettd p on graafin G sykli.
Jos p = (p1, pe, 1i3), niin véite péatee, silla kyseessa on perussykli.

Oletetaan sitten, etta viite patee kun syklisséd p on n tai vihemman sar-
mii, kun n > 3. Olkoon k = n+1 ja u* sykli, jossa on k sdrméé. Jos jokainen
syklin p* piste esiintyy vain kerran (poislukien alku- ja loppupiste), niin ky-
seessd on perussykli ja viite pitee. Oletetaan sitten, ettd u* ei ole perussykli.
Talloin on ainakin yksi piste p esiintyy kahdesti syklissad p ja piste p ei ole
syklin alkupiste tai piste p on syklin alkupiste ja esiintyy vdhintdan kolmesti
syklissé .

Olkoon piste p sarmien fu;, ft;11, [t ja ftj41 Padtepiste, missd 1 <7 < j <k
ja olkoon piste p valittu siten, etté se ei ole paiatepisteena sarmalle u,,, missa
L<m<itaij+1l <m <k Nyt p¥ = (ug, ..., U Uir1, oo U Ujg1, - oo, Ug) =
(Wry ey Wiy W1y ooy Ug) + (Wigr, .., uj). (Téssé on kyseessé jonoihin liitty-
vien vektorien summa). Edellisen summan molemmat jonot ovat sykleja, jois-
sa on vahemman kuin k sdrmaé. Edelleen néissa on selvasti eri sarmaét, silla
muussa tapauksessa jokin sirmé esiintyisi ainakin kahdesti syklissd p*, mi-
ka olisi ristiriita. Sovelletaan nyt induktio-oletusta néihin sykleihin ja viite
seuraa. 0

Maaritelma 2.15. Olkoon G = (X, U) graafi ja p sen sykli. Sanotaan, etté
sykli ' sisdltyy sykliin p, jos p/ = (ug,us, ..., ux) ja jokaisella i = 1,... k
sarma u; sisaltyy sykliin .

Sanotaan, etta sykli 4 on minimaalinen, jos mikaan sykli ei sisally aidosti
sithen. Toisinsanoen, minimaaliseen sykliin p sisaltyy vain sykli u itse.

Lause 2.16. Sykli i on perussykli, jos ja vain jos se on minimaalinen.

Todistus. (vrt. [6, s. 13]) Oletetaan aluksi, ettd perussykliin u siséltyy sykli
/. Talloin syklin p' alku- ja loppupiste esiintyviat myos syklissa p. Mutta ai-
noat pisteet, jotka esiintyvat kahdesti syklissa p ovat sen alku- ja loppupiste.
Siis p/ = p ja téten p on minimaalinen.

Oletetaan sitten, ettd sykli 4 on minimaalinen. Lauseen ([2.14)) perusteella
1 on perussyklien summa. Koska g on minimaalinen on summassa summat-
tavia vain yksi alkio ja tamé on pu itse. Téten p on perussykli. O]

Toisinaan sanomme, ettd graafi G = (X, U) on sykli. Télloin graafissa G
on perussykli g = (uy,...,upy1) ja siind esiintyvat sarmét ovat tarkalleen
kaikki graafin sarmét. Siis U = {uq, ..., u,}. Tallaista graafia merkitsemme
kirjamilla C),. Syklin C,, pituudella tarkoitamme lukua n. Kun sanomme,
ettd graafissa H on aligraafina sykli C), tarkoitamme, etté graafin H jonkin
pistejoukon indusoima aligraafi on sykli C,,.



2.3 Graafien tunnuslukuja

Tassé kappaleessa méarittelemme erilaisia graafin rakenteen perusteella maé-
raytyvia tunnuslukuja. Tamén teemme padosin Bergea (vrt. [0, s. 7, 129, 274,
276, 325, 360]) mukaillen.

Maaritelma 2.17. Olkoon G = (X,U) graafi. Olkoon luku n € Z, ja
joukko P = { X3, Xy, ..., X}, missa X; C X. Merkitdén indekseja joukolla
I ={1,2,...,n}. Olkoon p jokin graafin ominaisuus. Joukkoa P sanotaan
graafin G' p-ositukseksi, kun seuraavat ehdot tayttyvat:

1. UiGI XZ == X
2. X,NX; =0, kuni #jjai,jel
3. aligraafilla G'x; on ominaisuus p, kun i € [

Maaritelma 2.18. Olkoon G = (X,U) graafi. Jos © € X jay € X ovat
vieruspisteitd, aina kun z # y, niin graafia G' sanotaan tdydelliseksi.

Taydellistd graafia merkitdan kirjaimilla K, missd luku n on graafin
pisteiden lukumaéra.

Maaritelma 2.19. Olkoon G = (X, U) graafi. Olkoon C' C X. Jos pistejou-
kon C' pisteet ovat parettain vieruspisteitd, niin sanotaan, etta pistejoukko C
on klikki. Klikkia C sanotaan maksimaaliseksi, jos graafissa G ei ole klikkiéd
D siten, etta C C D.

Klikkid C' sanotaan n-klikiksi, jos se pisteiden lukuméara on n. Selvasti
n-klikin indusoima aligraafi on taydellinen graafi K.

Maaritelma 2.20. Olkoon G graafi. Graafin G suurimman klikin pisteiden
lukuméaraa n sanotaan graafin G klikkiluvuksi ja merkitdén w(G):114.

Maaritelma 2.21. Olkoon G = (X, U) graafi. Olkoon P = {U;,Us, ..., U, }
graafin G ositus, missd jokaisella ¢ € {1,2,...,n} pistejoukon U; indusoima
aligraafi on klikki. Jos joukko P on graafin G minimaalinen ositus klikkeihin,
niin merkitdan néiden klikkien lukuméaaraa 0(G):1la.

Esimerkki 2.22. Olkoon graafi G = (X,U). Olkoon P = {{v} | v € X}.
Talloin P on ositus, joukon P alkioiden indusoimat aligraafit ovat 1-klikkejé
ja klikkiluku on |X|. Edelleen voidaan helposti osoittaa: jos (G) = 1, niin
G on | X|-klikki.

Esimerkki 2.23. Olkoon graafi G = (X,U). Perhettda FF C U sanotaan
peitteeksi, jos jokainen piste x € X on vahintadn yhden sarmén u € F
paatepiste. Lukijan todettavaksi jatetdan, ettd jokaisella peitteelld F' péatee
F| > 0(G).
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Maaritelmé 2.24. Olkoon G = (X, U) graafi. Joukkoa S C X sanotaan
ritppumattomaksi, jos x ja y eivit ole vieruspisteitd, kun z,y € S.

Graafin G kaikkien riippumattomien joukkojen perhettd merkitaan kir-
jaimella ..

Maaritelma 2.25. Olkoon G graafi. Talloin lukua a(G) = gla;ds | sanotaan
graafin G risppumattomuusluvuksi. <

Lause 2.26. (vrt. [0, s. 274, Theorem 1]) Olkoon graafi G yksinkertainen.
Talloin a(G) < 0(G).

Todistus. Olkoon graafi G yksinkertainen ja olkoon joukko S jokin riippu-
maton joukko ja olkoon € = (C1,Cs,...,Cy) jokin ositus klikkeihin. Koska
jokainen klikin piste on yhdistetty jokaiseen klikin pisteeseen, niin klikissa voi
esiintyd enintdén yksi riippumattoman joukon piste. Taten |[SNC;| < 1, kun
1 =1,2,...,k. Jokainen riippumattoman joukon alkio siséltyy tietenkin osi-
tukseen ja siten tdsmélleen yhteen klikkiin. Siis |[S| = ¢ |SNC;| < k = |¥F).
Olkoon joukko S’ kooltaan suurin mahdollinen riippumaton joukko ja %”
kooltaan pienin mahdollinen ositus klikkeihin. Koska edelld joukko S ja osi-
tus € olivat mielivaltaisia, saadaan helposti: a(G) = 5" < €’ = 0(G). O

Maaritelma 2.27. (vrt. [10, s. 70]) Olkoon G = (X, U) graafi ja joukko C'
epatyhja. Funktion o : X — (' sanotaan olevan graafin vdritys joukon C'
alkiolla. Joukon C' alkioita sanotaan wvdreiks:.

Olkoon funktio o graafin G = (X, U) pisteiden véritys joukon C' véreil-
la. Olkoon z € X. Sanotaan, ettd piste x on wdritetty varilla o(x). Lisdksi
sanotaan, etta pisteen z vdri on o(z) ja ettd funktio o vdrittid graafin G.

Maaritelma 2.28. Olkoon G graafi. Graafin G vdriluvuksi sanotaan pie-
nintd mahdollista virien maéraa, joka tarvitaan varittdmaéan graafin sarmat
siten, ettd vierekkéiset sdrmaét ovat ovat erivériset. Graafin G varilukua mer-
kitdaan v(G):1la.

Huomautus 2.29. Matemaattisissa teksteissa varilukua merkitaén toisi-
naan kirjoittamalla x(G). Bergen tapaan padadyimme kuitenkin kayttaméan
merkintédéd v(G).

2.4 Perfektit graafit

Claude Berge maaritteli perfektit graafit osittain Claude Shannonin esittele-
man ongelman ansiosta. Aloitamme siten tarkastelun ensiksi heikosti perfek-
tista graafista. Jos graafi on heikosti a-perfekti, niin Shannonin kapasiteetin
méarittdminen redusoituu yksinkertaisemmaksi ongelmaksi - graafin riippu-
mattomuusluvun 16ytamiseksi.
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Maaritelma 2.30. Olkoon G graafi. Jos a(G) = 6(G) tai w(G) = v(G), niin
sanotaan, ettd graafi G on heikosti perfekti. Jos a(G) = 6(G), niin erityisesti
sanotaan, ettd graafi G on heikosti a-perfekti.

Heikosti perfekti graafi on kuitenkin luonteeltaan jokseenkin triviaali. Mi-
hin tahansa graafiin G voidaan lisété erillinen taydellinen graafi K, siten, et-
ta n > |V(G)|. Talloin graafissa G + K,, suurimman klikin koko on n ja
minimaaliseen viritykseen tarvitaan n varid. Siis w(G) = v(G) ja niin ollen
graafi G on heikosti perfekti. Triviaalisuus véltetadn tekeméalld ominaisuu-
desta periytyva. (vrt. [15, s. 2-3])

Maaritelma 2.31. (kts. [6, s. 360]) Olkoon G graafi. Jos a(Ga) = 0(Ga),

aina kun A C X, niin sanotaan, ettd graafi G on a-perfekti.

Maiaritelma 2.32. (kts. [6, s. 360]) Olkoon G graafi. Jos w(Ga) = v(Ga),
aina kun A C X, niin sanotaan, ettd graafi G on ~y-perfekti.

Suoraan madritelmisté seuraa, etta jokainen a-perfekti graafi ja jokainen
~v-perfekti graafi on myos heikosti perfekti.

Maaritelma 2.33. Graafi G on perfekti, jos se on a-perfekti ja y-perfekti.

Esimerkki 2.34. Olkoon G = (X,U) graafi. Jos on olemassa ositus P =
(A, B) graafissa (G, missé joukon A milld tahansa pisteelld z ei ole vieruspis-
tettd joukossa A ja joukon B milla tahansa pisteelld y ei ole vieruspistetté
joukossa B, niin graafia G sanotaan kaksijakoiseksi. Kaksijakoista graafia
voidaan merkitd G = (A, B,U). Todetaan seuraavaksi, ettd jokainen kaksi-
jakoinen graafi on perfekti.

Olkoon graafi G = (A, B,U) kaksijakoinen ja olkoon |U| > 1. Télléin
suurin klikki C' = 2. Voidaan todistaa, ettéd kaksijakoisessa graafissa ei ole
parittoman pituista perussyklid tai paritonta pituista syklia (kts. [6], s. 131]).
Erityisesti graafissa G ei ole kolmen pituista syklid. Joukkojen A ja B pisteet
voidaan siis varittaa kahdella varilla eli v(G) = w(G). Selvisti kaksijakoisen
graafin jokainen aligraafi on myos kaksijakoinen. Graafi G on siis y-perfekti.

Tunnetusti Konigin teoreeman seurauslauseen mukaan (kts. [0, s. 133])
kaksijakoisen graafin suurimman riippumattoman joukon koko a(G) on sa-
ma kuin pienimmén mahdollisen peitteen F' C U koko |F'|. Kaksijakoisessa
graafissa jokainen siarmé on maksimaalinen klikki ja néin ollen a(G) = |F| =
0(G). Graafi G on siis a-perfekti. Jokainen kaksijakoinen graafi on néin ollen
perfekti.

Esimerkki 2.35. On helppo todeta, etté jokainen parillisen pituinen sykli
on kaksijakoinen ja siten v-perfekti. Toisaalta edellisen esimerkin perusteella
parittoman pituinen sykli ei ole kaksijakoinen. Osoitamme mychemmin, etté
parittoman pituinen vahintaén viiden pituinen sykli ei ole perfekti.
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Lause 2.36. (kts. [6, s. 361, Theorem 1]) Olkoon G graafi. Tdlloin seuraava
pitee: Graafi G on a-perfekti, jos ja vain jos sen komplementtigraafi G on
~v-perfekti.

Todistus. (vrt. [0 s. 361]) 1) Olkoon G = (X, F) graafi ja olkoon graafi
G1 C G mielivaltainen. Oletetaan lisdksi, etta graafit G ja Gy ovat yhtenéisia.
Olkoon S C V(G7) on kooltaan suurin mahdollinen riippumaton joukko.
Tallsin «(Gy) = |S| = m ja K, on klikki graafissa G. Oletetaan sitten, etté
K,, on maksimaalinen klikki graafissa G jollakin n > m. T&llsin V(K,) on
stabiili joukko graafissa G1. Jos n > m seuraa valittomaésti ristiriita. Oltava
siis n = m. Téten n = w(G,) = a(G4) = m.

2) Olkoon % = { K1, Ko, . .., K;} graafin G; kooltaan pienin mahdollinen
ositus klikkeihin. Véritetaén jokainen K € J# erivériseksi. Varien lukumaé-
ri ¢ = || = i. Tamé on véritys graafissa G silli aina kun vy, v, € K, niin
v1 ja vy eivit ole vieruspisteitd graafissa G;. Oletetaan, ettd tdmé véritys
on pienin mahdollinen. Tehdédédn vastaoletus, etta graafissa G pienimmassa
virityksessd on ¢ < ¢ varid. Talloin graafilla G, = G ositus, jossa on tés-
mélleen ¢ erivarista klikkid. Oletuksen nojalla 0(G) = ¢ ja jokaisen osituksen
klikkeihin pitaa olla vihintadn saman kokoinen. Nain on saatu ristiriita. Siis

1(Gh) = e =0(Gh).

Muodostetaan seuraavaksi ekvivalenssiketju, joka lopettaa todistuksen:

Graafi G on a-perfekti. =
a(G4) = 60(Ga), aina kun A C X =
W(Ga) 2 a(Ga) = 0(Ga) 2 7(G), aina kun A C X =
w(Ga) =v(G4), aina kun A C X >

Graafi G on ~-perfekti.
O

Esimerkki 2.37. Lausetta 2.36 esimerkin 2.34] soveltamalla voimme tode-
ta, ettd jokainen kaksijakoisen graafin komplementti on myos perfekti. Tar-
kastellaan kuitenkin tarkemmin sitd, miten kaksijakoisen graafin komple-
mentti muodostuu ja tutkitaan sitd mééritelmad [2.31] vasten. Olkoon graafi
H = (A, B,U) kaksijakoinen ja olkoon |U| > 1. Komplementissa H joukot
A ja B ovat klikkejd. Pienimmaéssd mahdollisessa osituksessa klikkeihin on
nain ollen kaksi klikkia. Valitaan molemmista klikeistd A ja B, jonkin sar-
man e € U paatepisteet. Namé pisteet muodostavat kooltaan suurimman
mahdollisen riippumattoman joukon, silla ne eivat ole vieruspisteita komple-
mentissa H ja mikéi tahansa néisté erillinen piste on néistd jomman kumman
vieruspiste. Siis «(H) = #(H) ja néin ollen graafi H on a-perfekti. Lauseen
2.36| perusteella se on myos y-perfekti.

Muun muassa edellisten esimerkkien seka lauseen [2.36| nojalla seuraavak-
si esiteltavé lause vaikuttaa luontevalta. Berge esitti vuonna 1960 alkuperéi-
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sen otaksuman [18] ja kidytdmme hédnen myohemmin ilmestyneesséi teoksessa
olevaa muotoilua.

Lause 2.38 (Vahva perfektien graafien teoreema). (vrt. [6, s. 361, The strong
perfect graph conjencture])
Graafille G seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

1. graafi G on a-perfekti
2. graafi G on y-perfekti

3. graafin yksikddn aligraafi tai aligraafin komplementti ei ole yli kolmen
pituinen pariton sykli

Todistus. Osoitetaan todeksi edempéné todistettavien lauseiden avulla seu-
raavasti: Lause 2.3% (1) = (3) ja (2) = (3), lause 3.41} (1) < (2) ja lause
(3) = (1) ja (3) = (2). B

Lauseen kohtien 1 ja 2 ekvivalenssia kutsutaan perfektien graafien
teoreemaksi (myOs nimitysta heikko perfektien graafien teoreema kéytetaan).
Perfektien graafien teoreema voidaan muotoilla myods seuraavalla tavalla:
Graafi G on a-perfekti, jos ja vain jos graafi G on a-perfekti. Ndiden muo-
toiluiden yhtapitdvyyden voi todeta helposti lauseen avulla.

Lause 2.39. (kts. [0, s. 361, Corollary]) Jos graafi G tai sen komplement-
tigraafi G sisdltid aligraafina parittoman pituisen ja pituudeltaan kolmea pi-
temmdn syklin, niin silloin graafi G ei ole a-perfekti eika ~y-perfekti.

Todistus. Todistetaan aluksi hyodyllinen aputulos: jokainen parittoman pi-
tuinen sykligraafi C,, on epaperfekti.

Olkoon graafi G’ = C,, missa n = 2k + 1 > 3 ja luku k € Z,. Talloin
a(G') =k ja 6(G') = k+1, joten graafi G’ ei ole a-perfekti. Koska §(G') = 3
ja w(G') = 2, niin G’ ei ole y-perfekti.

Jokainen sykli C; on méaritelman mukaan janteeton. Olkoon A = C,
graafin G aligraafi, missé n on pariton. Edelld todistetun aputuloksen nojalla
saamme (G 4) # 0(Ga) ja 7(Ga) # w(G4), joten graafi G ei ole a-perfekti
eika ~-perfekti.

Vastaavasti jos A C G niin graafi G ei ole a-perfekti eikd ~-perfekti.
Lauseen 2.1 nojalla graafi G ei ole siis a-perfekti eika ~y-perfekti. m

Perfektien graafien teoreeman todistamiseksi tarvitsemme uuden tyoka-
lun - hypergraafin. Tata tarkastelemme seuraavassa luvussa.

3 Hypergraafit

Hypergraafi on graafin yleistys. Hypergraafien avulla saavutetut tulokset voi-
daan usein yleistda koskemaan myo6s graafeja.
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3.1 Hypergraafien peruskisitteiti ja -tuloksia

Seuraavaksi tarkastelemme hypergraafien peruskésitteita ja perusominaisuuk-
sia. Téassa alaluvussa paalahteend kdytdmme [6, s. 389-391, 396-397, 400,
420, 423, 428, 448]. Aivan aluksi méérittelemme mité tarkoitamme hyper-
graafilla.

Maaritelma 3.1. Olkoon joukko X = {xy,xs,...,z,} ddrellinen ja olkoon
perhe & = (E; | i € I) joukon X osajoukkoja. Paria H = (X, &) sanotaan
hypergraafiksi.

Hypergraafin H = (X, &) joukkoa X sanotaan pistejoukoksi, sen alkioita
pisteiksi ja vastaavasti perhettd & sanotaan sdrmdperheeksi ja sen alkioi-
ta sdrmiksi. Toisinaan merkitsemme hypergraafin H pistejoukkoa V(H) ja
sarmaperhettd E(H). Jos E; C Ej;, niin sanotaan, ettd sirmé E; sisdltyy
sarmaan I ja jos F; = Ej, niin sanotaan, etta siarmat ovat moninkertaiset.

Hypergraafin kahta pistettd sanotaan vierekkdisiksi tai vieruspisteiksi, jos
hypergraafissa on sarma, johon molemmat pisteet sisaltyvit. Pisteita, jotka
eivat ole vierekkaisid, sanotaan erillisiksi. Kahta sarmaé sanotaan vierekkdi-
sikst, jos niiden leikkaus on epéatyhja.

Maaritelma 3.2. (vrt. [6, s. 458]) Olkoon H = (X, &). Merkitdan sarméaper-
hettd &, := (£’ € & | x € F’) ja lukua §,(H) = |&;|. Lukua J,(H) sanotaan
pisteen x asteeksi ja lukua 0(H) := max,ex 0,(H) sanotaan hypergraafin H
sarmien maksimiasteeksi.

Pistettd x sanotaan irtopisteeksi, kun sen aste on 0. Jos §(z) = 1 pistetté
x sanotaan riippuvaksi. Lukua |E| sanotaan sirmdn E asteeksi. Sirmaa E
sanotaan tyhjiksi, kun sen aste on 0. Talloin E = (). Jos |E| = 1 sdrmia E
sanotaan silmukaksi.

Hypergraafia sanotaan yksinkertaiseksi, jos siiné ei ole sisaltyvia sarmaé.
Yksinkertaisessa hypergraafissa sarméperhe on siis joukko, jonka jokainen
sdrméd on epétyhja. Selvésti yksinkertainen graafi on yksinkertainen hyper-
graafi.

Hypergraafia, jossa jokaisen pisteen aste on & > 0, sanotaan k-saannollinen.
Hypergraafia, jossa jokaisen sarmén aste on r > 0, sanotaan r-tasaiseksi. [17,
s. 136]

Esimerkki 3.3. Yksinkertainen 2-tasainen hypergraafi H = (X, &) on yk-
sinkertainen graafi G = (U, V), missé X = U jaV = &. Graafissa G ei ole siis
silmukoita tai irtopisteitd, mutta siind voi olla useita komponentteja. Graafi
C, on yksinkertainen 2-sdannoéllinen hypergraafi, kun n > 3.

Maaritelma 3.4. Olkoot H = (X, &) ja Ha = (A, &4) hypergraafeja, joille
ACXja&y={E,NA|E; €& jaE;NA+#(}. Talloin hypergraafia Ha
sanotaan pistejoukon A generoimaksi hypergraafin H alihypergraafiksi.
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Maaritelma 3.5. Olkoon H = (X, &) hypergraafi. Talloin perheen F C
5 )
7 ’

generoimaksi hypergraafin H osittaishypergraafiksi sanotaan paria (X #,
missd Xg = Ugegz F.

Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja olkoon & C &. Merkinnalla H — &
tarkoitamme sarméperheen & \ &y generoimaa hypergraafin H osittaishyper-
graafia.

Maaritelma 3.6. Hypergraafin H = (X, &) insidenssimatriisi on matriisi
(aé), jonka m rivia vastaavat hypergraafin H sdrmia ja jonka n saraketta
vastaavat hypergraafin H pisteitd seuraavasti:

. )1, Jjosuz;€E;
(3-1) “ = {0 jos z; ¢ E;
) j i

Miké tahansa matriisi, jossa alkiot ovat ykkosia tai nollia, on siis jon-
kin hypergraafin insidenssimatriisi. Jos hypergraafin H insidenssimatriisissa
on sarake, jossa on pelkkia nollia, niin hypergraafissa H on irtopiste. Jos
siina on rivi, joka siséltda pelkkia nollia, niin hypergraafissa H on tyhja sar-
mé. (vrt. [0, s. 389]) Jatkossa kutsumme hypergraafin H insidenssimatriisia
hypergraafin H matriisiesitykseksi.

Maaritelma 3.7. (vrt. [6, s. 390]) Olkoon H = (X, &) hypergraafi, jossa
pistejoukko X = {x1,29,...,2,} ja sirmaperhe & = {Ey, Fs, ..., E,}. Ase-
tetaan joukko E := {ej, ey, ..., ey} ja perhe 27 = {X1, Xo,..., X}, missd

X;={e|i<m, E;>z;,2; € X}.
Téalloin paria H* = (E, Z") sanotaan hypergraafin H duaaliksi.

Hypergraafin duaali on selvésti itsessdan hypergraafi. Hypergraafin mat-
riisiesityksen transpoosi (aé)T on saman hypergraafin duaalin matriisiesitys.
Tamén ja edellisen toteaminen jatetdan lukijalle. Hypergraafin H duaalin
duaali on hypergraafi H itse. Nimittéin, jos (a’

j) on hypergraafin H matrii-
siesitys, niin matriisilaskennan perusteista tiedimme, etté (a})"™" = (af)

aj.

Maaritelma 3.8. Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja olkoon S C X epéatyh-
jé. Asetetaan luku

r(S) :==max|S N E|.
Eeé

Talloin lukua r(S) kutsutaan joukon S asteeksi ja lukua r(X) hypergraafin
H asteeksi.

Maaritelma 3.9. Olkoon hypergraafi H = (X, &) ja kokonaisluku k& > 0.
Hypergraafin H k-sektioksi sanotaan paria Hy) = (X, &x)), kun joukko

Ewy ={F | FCX,1<|F|<kjaF CE, jollakin E; € &}.
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Lause 3.10. (vrt. [0, s. 390, Proposition 2]) Olkoon H = (X, &) hypergraafi
ja joukko S C X. Tidlloin hypergraafin H k-sektio Hyy on yksinkertainen
hypergraafi, jonka astefunktio () (S) = min{k,r(S)}.

Todistus. Todistus on helppo ja jatetdan lukijalle. O

Téaten hypergraafin H 2-sektio H () on graafi, jonka pistejoukko on sama
kuin hypergraafin H ja jonka jokainen piste kuuluu silmukkaan. Olkoon hy-
pergraafi (H ), hypergraafin H 2-sektio, josta silmukat on poistettu. Selvésti
graafi (H ), on yksinkertainen.

Maaritelma 3.11. Olkoon H = (E, (X3, Xs, ..., X,,)) hypergraafi. Télloin
hypergraafin H representatiiviseksi graafiksi sanotaan yksinkertaista graafia
L(H)=(X,U), missd X = {x,x2,...,2,} ja

Lause 3.12. Olkoon H = (E, Z") hypergraafi ja perhe ' C 2 . Merkitidn
sarmdperhetti ' = (X1, Xa, ..., Xpn). Tdlloin sarmaperheen 2 generoi-
man osittaishypergraafin H' representatiivinen graafi L(H') on pistejoukon
X ={x1,29,..., 20} generoiman graafin L(H) aligraafi. O

Olkoon H hypergraafi ja graafi L(H) sen representatiivinen graafi. Mer-
kitaan hypergraafin H osittaishypergraafia H'. Talloin kuvaus H' — L(H')
on bijektio hypergraafin H osittaishypergraafien joukolta representatiivisen
graafin L(H) aligraafien joukolle. Tdmé on helppo todeta lauseen avulla.

Lause 3.13. [17, s. 154, Theorem 7.6.1] Olkoon H hypergraafi. Talloin:
(H)y = L(HY).

Todistus. Olkoon H = (X,&) hypergraafi, missd pisteiden joukko X =
{z1,29,...,2,} ja sirmdperhe & = (Ey, Es, ..., E,). Hypergraafin H ja
graafin (H ), pistejoukot ovat samat. Hypergraafin H duaalin H* sdrméajouk-
ko vastaa pistejoukkoa X ja representatiivisessa graafissa L(H*) pistejoukko
vastaa duaalin H* sdrméjoukkoa. Néin ollen graafien (H ), ja L(H*) piste-
joukot ovat samat.

Olkoon lisdksi hypergraafi H* = (F, Z") hypergraafin H duaali, missa
E = {ei,e9,...,en} ja pethe Z° = (X1, Xy,...,X,). Olkoon {z;,z,} €
E(L(H™)). Talloin X; N X; # () representatiivisen graafin mééritelmén m
mukaan. Edelleen duaalin maaritelmén @ mukaan x;, r; € E; ja x5, 15 € I
ja siis @5, x; € E; N Ej;. Hypergraafin k-sektion mééritelmén [3.9) mukaisesti
{wi, 25} € BE((H)s) ja siis B(L(H")) C E((H)2).

Oletetaan, etta {x;,x;} € E(H,). Talloin on olemassa Ej, € E(H ), missa
x;,x; € Ey. Olkoon duaali H* kuten edella. Talloin e, € X; ja e, € X;. Siis
er € X;NX;. Néin ollen {z;,z;} € E(L(H*)). Siis E((H)2) C E(L(H*)). O
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Lause 3.14. [17, s. 154, Corollary 7.6.2] Olkoon H hypergraafi. Tdlloin:
(H")2 = L(H).

Todistus. Olkoon H hypergraafi. Sijoittamalla lauseen kaavaan duaalin
H* saadaan (H*)y = L(H**) = L(H), silla H* = H. O

Lause 3.15. (kts. [0, s. 400, Proposition 1]) Olkoon graafi G = (X, E) yk-
sinkertainen. Olkoon I ={1,2,...,m} ja olkoon perhe (E; | i € I) joukon X
osajoukkoja seuraavien ehtojen tayttyessa:

1. joukko E; on klikki graafissa G jokaisella i € I.

2. jokainen graafin G piste ja sirmd sisdltyy vdhintddn yhteen joukkoon
E; jollakin v € I.

Talloin graafi G on hypergraafin H* = (X, (Ey, Es, ..., Ey)) duaalin H
representatitvinen graafi.

Kddntden, jos graafi G on hypergraafin H = (E, (X1, Xs, ..., X)) repre-
sentatiivinen graafi, niin duaali H* = (X, (E1, Es, ..., E,,)) toteuttaa ehdot
1 ja 2.

Todistus. Olkoon G graafi. Jos graafi G toteuttaa ehdot yksi ja kaksi, niin
graafi G = (H*),. Lauseen perusteella G = L(H) = (H*),. Vastaavasti
kédntéen, jos graafi G = L(H ), niin k-sektion maaritelméstd seuraa suoraan
molemmat ehdot. []

Maiaritelméa 3.16. Olkoon H = (X, &) hypergraafi. Jos graafin (H), mak-
simaalisten klikkien joukko on sama kuin hypergraafin H maksimaalisten
sidrmien joukko &, niin sanotaan, ettd hypergraafi H on konformaalinen.

Apulause 3.17. (kts.[0, s. 396, Lemma]) Olkoon H hypergraafi. Hypergraafi
H on konformaalinen, jos ja vain jos graafin (H)y jokainen klikki sisdltyy
johonkin hypergraafin H sdrmddn.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd hypergraafi H = (X, &) on konformaalinen.
Olkoon C' jokin graafin (H), klikki. Jos klikki C' on maksimaalinen, niin
méaritelméan mukaan on olemassa sarmé E € & siten, ettd C = E. Jos
klikki C' ei ole maksimaalinen, niin on mééaritelman nojalla on olemassa
klikki C" siten, ettd C' C C. Kuten edella, on siis olemasssa £ € & ja
CcC' =E.

Oletetaan sitten, ettd H = (X,&) on hypergraafi ja jokainen graafin
(H)y klikki siséltyy johonkin sdrméén F € &. Olkoon %,., graafin (H),
maksimaalisten klikkien perhe ja & graafin (H), kaikkien klikkien perhe.
Vastaavasti olkoon &,,, hypergraafin H maksimaalisten sérmien perhe. Jos
C € 6z, niin oletuksen mukaan on olemassa F € &, siten, ettda C' C F.
Sarmén F pisteet ovat yhdistetyt graafissa (H )2, joten ne muodostavat siini
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myos klikin. Siis on olemassa klikki C" D F ja siis C C E C (. Koska klikki
C' on maksimaalinen, on oltava C' = C". Taten G ez C Enas-

Jos puolestaan F € &,,,,, niin on olemassa klikit C’ € € ja C € Gz,
joilla £ C C" C C. Oletuksen nojalla on olemassa £’ € & siten, ettd C C E.
Nain ollen £ C C' C E'. Koska sdrméa E on maksimaalinen, on oltava £ = E’.
Siis &nar € Cmaz-

Taten &0 = Gmaz ja hypergraafi H on siis konformaalinen. O

Maaritelma 3.18. Olkoon H = (X, &) hypergraafi, missi & = (E; | i € I).
Sanotaan, ettd hypergraafilla H on Hellyn ominaisuus, kun seuraava impli-
kaatio on tosi:

jos J C I ja E;NE; # 0 jokaisella i, j € J, niin ) By # 0
keJ

Jos hypergraafilla on Hellyn ominaisuus, niin toisinaan sanomme lyhyem-
min, ettd hypergraafi on helly.

Lause 3.19. [6, s. 397, Theorem 3] Olkoon H hypergraafi. Hypergraafi H on
konformaalinen, jos ja vain jos sen duaalilla H* on Hellyn ominaisuus.

Todistus. Olkoon hypergraafi H = (X, &). Oletetaan aluksi, ettd duaali H*
on helly. Oletetaan, ettd joukko C' = {1, xa, ..., zx} on klikki graafissa (H ).
Olkoon pisteet z,,z; € C. Pisteet z;, x, sisdltyvat johonkin E, € &, silla kli-
kin pisteet x;, z, ovat yhdistetyt graafissa (H)s. Merkitdén duaalin H sér-
maa X; = {e; | j < m, E; 5 x;}. Koska pisteet z; ja z, kuuluvat johonkin
sarmaan [,, niin e, € X, N X;. Koska valitut pisteet olivat mielivaltaisia,
niin tdma patee kaikilla klikin C' pisteilld. Néin ollen sdrmien Xy, X, ..., X}
parittaiset leikkaukset ovat epétyhjid ja edelleen Hellyn ominaisuuden pe-
rusteella NF_; X; # 0. Olkoon e, € N, X;. Duaalin maéritelmésti seuraa
suoraviivaisesti {z1, s, ..., 25} C E, ja siis jokainen graafin (H ), klikki si-
séltyy johonkin sdrmadn F. Apulauseen [3.17] perusteella hypergraafi H on
siis konformaalinen.

Oletaan seuraavaksi, ettd hypergraafi H on konformaalinen. Olkoon per-
he & = (X1, Xo, ..., X)) duaalin H* sdrmié siten, ettd X;NX; # 0, kun i, j €
{1,2,...,k}. Perhetta &, vastaa graafin (H ), pistejoukko X. = {x1, zo, ..., 2%}
ja edellisestd seuraa, ettd nama pisteet ovat yhdistettyji. Néin ollen joukko
X, on klikki graafissa (H ), ja lauseen nojalla hypergraafissa H on sdrma
E., johon klikki X, sisaltyy. Edelleen duaalin maaritelmésta seuraa e, € X,
kun i,j € {1,2,...,k}. Téten NF_, X; # . Siis duaali H* on helly. O

Hypergraafissa H = (X, &) sarméperhetta &’ C & sanotaan leikkaavaksi
perheeksi, jos perheen &” sédrmien leikkaukset pareittain ovat epétyhjia (kts.
[T, s. 10]).

Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja olkoon z € X. Sdrméaperhe &, = (E’ €
& | x € E') on selvasti leikkaava perhe. Perhetta &, sanotaan tdhdeksi. |7,
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s. 10]) Hypergraafin H sdrmien maksimiaste §(H) vastaa siis hypergraafin H
kooltaan suurimman mahdollisen tdhden sarmien lukumaéraé.

Lause 3.20. (vrt. [I7, s. 155]) Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja & C & sen
maksimaalinen leikkaava perhe. Maksimaalisen leikkaavan perheen sdrmien
lukumadra |&'| on sama kuin graafin L(H) klikkiluku w(L(H)).

Todistus. Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja & € & maksimaalinen leikkaa-
va perhe. Sdrméajoukon &’ sdrméat leikkaavat siis pareittain toisensa ja néin
ollen niitd vastaavat pisteet graafissa L(H) ovat pareittain vierekkaisié. Siis
sarméjoukkoa &’ vastaava pistejoukko C on klikki graafissa L(H). Sovelta-
malla tatd paattelyd kadnteisesti on helppo todeta, etta tama klikki C' on
maksimaalinen.

Olkoon joukko C' maksimaalinen klikki graafissa L(H). Télléin hyper-
graafissa H klikin C' pisteita x; ja x; vastaavat sérmat X; ja X; leikkaavat
toisiaan. Klikin C' pisteitd hypergraafissa H vastaavan sérméjoukon sédrméat
leikkaavat siis pareittain toisiaan ja tdma sdrméjoukko on siis leikkaava per-

he. On helppo todeta, ettd tama perhe on maksimaalinen. Merkitdan taté
perhetta &”. Siis w(L(H)) = |C| = |&"]. O

Kun jatamme huomioimatta edellisen lauseen todistuksesta maksimaali-
suusoletuksen, niin havaitsemme, ettd jokainen klikki graafissa L(H) vastaa
leikkaavaa perhettd hypergraafissa H ja kdantéden.

Lause 3.21. (vrt. [17, s. 155]) Olkoon H hypergraafi. Jos hypergraafilla H
on Hellyn ominaisuus, niin jokainen leikkaava perhe on tdahti.

Todistus. Olkoon H = (X, &) hypergraafi, jolla on Hellyn ominaisuus. Ol-
koon &' C & maksimaalinen leikkaava perhe. Sirméperheen &’ sarmét leik-
kaavat siis parettain ja koska hypergraafi H on helly, niin N&” # (). Siten on
olemassa x € F jokaisella E € &' ja sirméperhe &’ on néin ollen tahti. [

Maaritelma 3.22. Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja joukko T C X. Jouk-
koa T sanotaan transversaaliksi hypergraafissa H, jos |T' N E| > 1 jokaisella

sirmélla £ € &. Kooltaan pienintd mahdollista transversaalia T" hypergraa-
fissa H merkitdén 7(H):1la.

Lause 3.23. [17, s. 156] Olkoon H hypergraafi. Jos hypergraafilla H on
Hellyn ominaisuus, niin seuraava yhtdlo on voimassa:

Todistus. Olkoon H = (E, Z") hypergraafi, jolla on Hellyn ominaisuus. Ol-
koon sarmédperhe 2" = (X; | i € I). Olkoon liséksi joukko % graafin
L(H) pienin ositus klikkeihin. Olkoon Z¢ C 2  klikkijoukkoa % vastaa-
vien leikkaavien perheiden joukko. Koska hypergraafi H on helly, on jokai-
nen leikkaava perhe tahti ja voimme valita jokaisesta leikkaavasta perheesté
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Z; € Zc alkio e; € Z; siten, ettd H(e;) = Z;. Merkitaan néin saatua
joukkoa T'= {e; | i € J C I}.

Osoitetaan, ettd joukko 7T on transversaali hypergraafissa H. Tehdédan
vastaoletus, ettd ndin ei ole. Siis on olemassa sirma X € 2, jolla T'N
X = 0. Koska joukko % on ositus, niin sirméa X graafissa L(H) vastaava
piste x kuuluu klikkiin ¢ € €. Télloin sarméa X kuuluu klikkia ¢ vastaavaan
leikkaavaan perheeseen ja siten T'N X # (), mika on ristiriita. Siis joukko T'
on transversaali hypergraafissa H.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd joukko 7" on kooltaan pienin transversaali
ja |T"| < |T|. Taten |T N X| > 1 jokaisella X € 2. Siis jokaisella X € 2~
on olemassa e; € T" siten, ettd e; € X. Olkoon ¢ tahted H(e;) vastaava
klikki. Oletetaan, etta perhe (¢; | ¢ € I') on graafin L(H) ositus klikkeihin.
Tehdéan vastaoletus, ettd nain ei ole. Oletetaan, ettd on olemassa piste z ¢ ¢,
jokaisella ¢ € [I'. Jos pistettd x vastaava sarmd X kuuluu jollakin i € [
tahteen P(e}), niin x € ¢, mikd on ristiriita. Vastaavasti, jos pistettd x
vastaava sarma X ei kuulu tahteen P(e}) millaan ¢ € I’, niin |T'N X| = 0] ja
taméa on ristiriita. Siis joukko (¢});ep on ositus klikkeihin. Liséksi on oltava
|T'| = |T|, silld joukko € oli kooltaan pienin mahdollinen.

Taten 7(H) = 0(L(H)). O

Jokainen transversaali T" hypergraafissa H vastaa graafin L(H) ositusta
klikkeihin.

Maaritelma 3.24. Olkoon H = (X, &) hypergraafi. Joukkoa S C X sa-
notaan riippumattomaksi, jos se ei sisalla sérmaa F € &, kun |E| > 1. Hy-
pergraafin H rigppumattomuusluvuksi o(H) sanotaan kooltaan suurimman
mahdollisen riippumattoman joukon kardinaliteettia.

Esimerkki 3.25. (vrt. [I7, s. 152]) Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja T'
sen transversaali. Télloin joukko S = X \ T on riippumaton. Nimittéin,
transversaali T siséltda jokaisesta sdrméstd E € & vahintdan yhden pisteen
jasiis £ ¢ S. Olkoon T pienin mahdollinen transversaali. Selvésti talloin
S on suurin mahdollinen riippumaton joukko. Taten saamme muodostettua
yhtalon:
alH)+71(H) = |X|.

Mairitelma 3.26. Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja olkoon & C &. Mer-
kitdén & = Ey, Es, ..., E,. Jos E;NE; = () aina kun ¢ # j, niin sanotaan, et-
td joukko &’ on pariutus. Pariutusta &’ sanotaan tdaydelliseksi pariutuksekst,

jos lisdksi U&" = X. Hypergraafin H kooltaan suurinta pariutusta sanotaan
pariutusluvuksi ja merkitaan v(H):lla.

Pariutuksen sarmaét eivat siis leikkaa pareittain toisiaan ja talloin mihin
tahansa transversaaliin taytyy kuulua vahintdan yksi piste jokaisesta pariu-
tuksen sarmasta. Téstéd seuraa, ettd milld tahansa hypergraafilla H patee:

T(H) > v(H).
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Sanotaan, ettd hypergraafilla H on Kdonigin ominaisuus, jos edellisen yhtalon
yhtésuuruus patee. [I7, s. 152]

Lause 3.27. [17, s. 155, Theorem 7.6.2] Olkoon H hypergraafi. Tdlloin:
v(H) = o(L(H)) ja v(H") = a((H),).

Todistus. Olkoon H = (X, &) hypergraafi, missé |&| = m. Oletaan, etti
joukko & = {FEi, Es, ..., Ex} on pariutus hypergraafissa H. Olkoon graafi
L(H) = (X', &"). Pariutuksen siarmien leikkaukset pareittain ovat epatyhjia
ja siten niita vastaavat pisteet eivit ole vieruspisteita. Formaalimmin ilmais-
tuna: koska E; N E; = 0, niin {x;,2;} ¢ &, kun 0 < i < j < k. Taten
pisteiden joukko S = {x1,zs,..., 2} C X’ on riippumaton joukko graafissa
L(H).

Oletetaan, ettéd joukko S on suurin mahdollinen riippumaton joukko graa-
fissa L(H). Olkoon k" > k. Tehddén vastaoletus, etta joukko {z;,, zy,, . .., 2y, }
on graafin L(H) kooltaan suurin mahdollinen riippumaton joukko. Talloin
{a,, 2} ¢ & ja edelleen siis E; N E; = 0, kun 0 < I; < [; < . Mutta
talloin joukko {£;, Ej,, ..., £, } on pariutus. Koska pariutus &” on suurin
mahdollinen, on péadytty ristiriitaan. Siis a(L(H)) = k = v(H).

Oletetaan seuraavaksi, etta hypergraafi H on kuten edella ja olkoon jouk-
ko {X1, Xs,..., X,} on duaalin H* suurin mahdollinen pariutus. Duaalin
H* pariutuksen sarmia vastaava pistejoukon S = {x1, 29, ..., 2, } pisteet
ovat pareittain erillisia, silla X; N X; = () ja duaalin mééritelman mukaan
ei siis ole sirméd £ € E(H), jolla {z;,z;} € E, kun 0 < i < j < m/. Siis
{z;,2;} ¢ E((H)2) ja joukko S on siten riippumaton graafissa (H),. Joukon
S koon maksimius todistetaan samalla tavalla kuin edell ja jatetdan lukijan
todettavaksi. Taten a((H)q2) = |S| = m' = v(H"). O

Esimerkki 3.28. Kun merkitsemme luvulla m hypergraafin H sdrmien lu-
kuméaraa, voimme kirjoittaa pariutuksen ja transversaalin vélille seuraavan
yhtalon:

v(H)=m —7(L(H)).

(vrt. [6 s. 423])

Todistus. Lukijan todettavaksi jaa miten tulos seuraa esimerkin perus-
teella ja lausetta soveltamalla. Teemme seuraavaksi todistuksen naita
lauseita hyodyntaméatta, jotta voimme havainnollistaa paremmin pariutuk-
sen ja transversaalin suhdetta.

Olkoon H = (X, &) hypergraafi, missd |&| = m. Oletetaan, ettd jouk-
ko & = {Fi, Fs,...,Ex} on sen suurin pariutus, kun & < m. Olkoon
L(H) = (E, Z") hypergraafin H representatiivinen graafi, missi pistejoukko
E ={ej,eq,...,en}. Olkoon E' = {exi1,€x49,..,em} C E. Joukko E’ on
transversaali graafissa L(H), silld pariutuksen &’ sarmét eivit leikkaa toi-
siaan, joten niitd vastaavat graafin L(H) pisteet E, = {ey,ea,...,ex} eivit

22



ole yhdistettyja keskenéddn ja siis jokaisessa joukon 2~ sdrméssd vahintaan
toinen péatepiste kuuluu joukkoon E.

Oletetaan, ettd transversaali E’ ei ole pienin mahdollinen. Néin ollen
voimme poistaa joukosta E’ pisteen e. Oletetaan, ettéa ei ole sirmaa X € 2,
johon piste e sisdltyy. Talloin pistettd e vastaava hypergraafin H sarma E
ei leikkaa yhtdkaan suurimman mahdollisen pariutuksen &’ sarméa, mika on
ristiriita. Samaan ristiriitaan paddytaéan, jos piste ei ole jonkin pistejoukon
E, pisteen vieruspiste. Siis on olemassa sirmé {e’,e} € 2. Mutta télléin
|E'\ en{e,e}| =0 ja E\ {e} ei ole transversaali. Transversaali £’ on siis
pienin mahdollinen. O

Maaritelma 3.29. Olkoon H = (X, &) hypergraafi. Joukkoa S C X sano-
taan vahvasti riippumattomaksi, jos |S N E| < 1 jokaisella £ € &. Suurim-
man vahvasti riippumattoman pistejoukon S pisteiden lukumééaraa sanotaan
vahvaksi riippumattomuusiuvuksi. Hypergraafin H vahvaa riippumattomuus-
lukua merkitédén @(H) [[I7, s. 152]].

Milld tahansa graafilla G patee o(G) = a(G) [17, s. 152] ja milld ta-
hansa hypergraafilla H on @(H) = @((H)2) [6, s. 448]. Naiden vaitteiden
todistamisen jatamme lukijalle.

Lause 3.30. (vrt. [17, s. 152]) Jokaisella hypergraafilla H pdtee:
v(H) =a(H").

Todistus. Olkoon H = (X, &) hypergraafi, missa |&| = m. Oletetaan, etta
{E1,Ey,...,Ep} =& C & on hypergraafin H suurin mahdollinen pariutus.
Olkoon duaali H* = (E, Z") ja E' = {e1,€a,... e} C FE pariutusta &’
vastaava pistejoukko. Olkoon X} € 2 jollakin k € {1,2,...,n}. Duaalin
madaritelmén perusteella e € X, jos ja vain jos sarméaa X, vastaava
piste x sisaltyy pistetta e vastaavaan sdrméaédn E. Koska &’ on pariutus, niin
E;NE;=0,kun 0 <i < j <m'. Néin ollen enintdén yksi piste joukosta E’
sisaltyy sarmaan Xj.

Oletetaan sitten, ettd m” > m' ja " = {e;,,e,,...,¢ ,} € E on kool-
taan suurin mahdollinen vahvasti riippumaton joukko hypergraafissa H*.
Siis duaalin H* missd tahansa sirméssid on enintddn yksi joukon E” pis-
te. Néin ollen hypergraafissa H pistejoukkoa E” vastaavan sdrméjoukon

&" = {Ey,Ey,...,E ,} sirmit eivit pareittain leikkaa toisiaan. Téten
E" on pariutus hypergraafissa H. Mutta |&”| = m” > m/ = |&], mikd on
ristiriita. [l

3.2 Hypergraafien varitys ja normaalit hypergraafit

Tassa aliluvussa tarkastelemme hypergraafien varityksia ja normaaleja hy-
pergraafeja. Taméan teemme pitkalti Bergea [0, s. 428, 448, 458-460] lainaten
ja mukaillen.
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Maaritelma 3.31. Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja olkoon joukko P =
{51, 5%, .., 5;} hypergraafin H ositus riippumattomiin pisteiden joukkoihin,
kun q € Z, . Télloin ositusta P sanotaan hypergraafin H q-vdritykseksi. Hy-
pergraafia sanotaan g-vdrittyvdksi, mikéli silla on olemassa g-véritys.

Alaluvussa madrittelimme pisteiden vérityksen vksinkertaisille
graafeille. Méarittelyssa viitataan ainoastaan graafin pistejoukkoon, joten
voimme kayttda sen késitteitd myos hypergraafeilla. Véritys, vérit ja pisteen
véri tarkoittaa siten hypergraafissa tdsmaélleen samaa kuin yksinkertaisessa
graafissa.

Hypergraafin H = (X, &) vahvaksi q-vdritykseksi sanotaan g-varitysté,
jossa saman siarmén kahdella eri pisteellé ei ole samaa véaria. Olkoon P vahva
g-véaritys. Talloin sirmén E € & jokainen piste on erivirinen ja mielivaltainen
piste z € E kuuluu tdsmalleen yhteen joukkoon S € P. Joukon S jokainen
piste on samanvirinen ja siten |S N E’| < 1 jokaisella sarmalla £’ € &.
Vahva ¢-varitys on siis pistejoukon X ositus ¢:hun vahvasti riippumattomaan
joukkoon.

Hypergraafin H = (X, &) vahvaksi viriluvuksi sanotaan lukua v (H), joka
on pienin luku ¢ jolla on olemassa vahva g¢-véritys. Selvasti v(H) > r(X).
Hypergraafia H sanotaan ~y-perfektiksi, jos v(Ha) = r(H,), kun A C X.

Huomautus 3.32. Olemme aikaisemmin merkinneet myos graafin G véarilu-
kua kirjaimilla v(G). Tamé ei aiheuta ongelmia, silld on helppo todeta, etta
graafin vahva variluku on sama kuin graafin variluku. Sen sijaan y-perfekti
graafi ei valttamatta ole y-perfekti hypergraafi.

Lause 3.33. Jokainen y-perfekti hypergraafi on konformaalinen.

Todistus. Olkoon H = (X, &) ~y-perfekti hypergraafi. Osoittaaksemme, etta
hypergraafi H on konformaalinen, lauseen perusteella riittda nayttaa,
ettd jokainen graafin (H ), klikki C' sisdltyy sarméin £ € &.

Olkoon joukko C' jokin graafin (H ), klikki ja hypergaafi Ho C H klikin
C' indusoima alihypergraafi. Olkoot eri pisteet x,y € V(H¢) mielivaltaisia.
Koska joukko C' on klikki graafissa (H ), ovat pisteet x,y vieruspisteitéd graa-
fissa (H)s. 2-sektion médritelmén mukaan on olemassa E € & siten, ettd
x,y € E. Edelleen alihypergraafissa Ho on sarma E' C E, missa x,y € F'.

Jokainen klikin C' pari kuuluu siis johonkin sdrmaédn alihypergraafissa
He. Nain ollen alihypergraafin ainoa ositus vahvasti riippumattomiin jouk-
koihin on joukko {{p} | p € C'}. Téten 7-perfektin hypergraafin madritelméan
mukaan: |C| = v(H¢) = r(He). Asteen méiritelmdn mukaan on olemassa
Ec € E(He) siten, ettd |C'N E¢| = |C]. Néin ollen jollakin E” € & pétee
CCFEcCE". O

Olkoon hypergraafi H ~-perfekti ja joukko P sen minimaalinen vahva
g-varitys. Koska hypergraafin H jokaisen sdrmén E jokainen piste on erivé-
rinen, on joukko P my6s graafin (H ), vahva ¢-véritys. Oletetaan, ettd P on
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graafin (H ), minimaalinen vahva g-varitys ja tehddén vastaoletus, ettd niin
ei ole. Olkoon P’ graafin (H ), minimaalinen vahva g-véritys. T&lloin siis
|P'| < |P|. Olkoon %nax graafin G maksimaalisten klikkien joukko ja &ax
hypergraafin H maksimaalisten sdrmien joukko. Jokaiseen klikkiin C' € G ax
kuuluvat pisteet ovat pareittain erivérisid. Téstd ja lauseesta seuraa
konformaalisuuden maéritelméan perusteella, ettd Gax = Emax. Voimme siis
véarittad hypergraafin H sarméat kuten graafin G klikit on véritetty ja ositus
P’ on siten vahva g-varitys myos hypergraafissa H. Tamé on ristiriita, silld
oletuksen mukaan ositus P oli minimaalinen vahva g-varitys.
Mille tahansa ~-perfektille hypergraafille H siis patee seuraava yhtélo:

(3.2) V(H) =~ ((H)2).

Hypergraafin H sdrmien q-vdritykseksi sanotaan varitysta (), jossa toisi-
aan leikkaavat sarmét on véritetty erivérisiksi ja |Q] = ¢. Sdrmien g¢-véaritys
on siis hypergraafin H sarmien ositus samanvaristen sarmien joukkoihin, jois-
ta jokainen on pariutus.

Maaritelma 3.34. Olkoon H hypergraafi. Hypergraafin H sdrmien pieninté
véritystd sanotaan hypergraafin kromaattiseksi indeksiksi ja merkitddn sym-
boleilla ¢(H).

Lause 3.35. Olkoon H hypergraafi. Tdlloin seuraava yhtdlo pdtee:
q(H) = ~(H").

Todistus. Olkoon H = (X, (Ey, Es, ..., Ey)) hypergraafi, jonka kromaatti-
nen indeksi ¢(H) = p. Véritetdén duaalin piste e; samanvériseksi kuin sité
vastaava sarmd Fj. Kun sirmat E; ja F; ovat samanvariset, niin niitd vas-
taavat duaalin H* pisteet e; ja e; eivat ole vieruspisteita. Nain ollen jokaisen
sarman X € F(H™) jokainen piste on erivéirinen ja pisteiden véritys on vahva
g-varitys.

Oletetaan, ettd edellinen véritys on minimaalinen ja tehddéan vastaole-
tus, ettd véritys ei ole minimaalinen. Oletetaan, ettd v(H*) = p/ < p. Vé-
ritetddn nyt hypergraafissa H sarma F; samanvariseksi kuin vastaava piste
e € F(H*). Samanvériset sirmat eivét ole leikkaa, silld niitd vastaavat pis-
teet eivat kuulu samaan sarmaan duaalissa H*. Néin olemme saaneet sarmien
varityksen, jolla ¢(H) = p’ < p = q(H), mika on ristiriita. Siis alkuperédinen
vaite péatee. ]

Selvésti q(H) > 0(H), silla hypergraafissa H on sidrmien maksimiasteen
d(H) kokoinen sdrmien joukko &, joiden keskindinen leikkaus ei ole tyhja.
Nama sdrmét ovat siis vierekkaisia ja nain ollen varitettava eri vareilla, eika
varien lukumééra ¢(H) ndin ollen voi olla pienempi kuin sarmien maksimiaste
0(H). Edelleen hypergraafi H = C5 on esimerkki graafista, missa q(H) >
6(H).
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Maaritelma 3.36. Olkoon H hypergraafi. Hypergraafia H sanotaan nor-
maaliksi, jos sen jokaisella osittaisgraafilla H' patee ¢(H') = 0(H').

Lause 3.37. Olkoon hypergraafi H = (X, &) normaali. Tdlldin duaali H*
on y-perfekti.

Todistus. Olkoon hypergraafi H = (X, &) normaali. Merkitsemme duaalia
H* = (E, Z) ja olkoon E' C E. Merkitdén pistejoukon E’ generoimaa hy-
pergraafin H* alihypergraafia Hj, ja pistejoukkoa E’ hypergraafissa H vas-
taavan sirméaperheen &’ C & generoimaa osittaishypergraafia H'.
Oletetaan, ettd d,(H') = ¢ pisteessi x € V(H'). Talloin sarméperhet-
ta &, vastaavat pisteet kuuluvat sirmaan X duaalissa Hj,. Sdrma X on
maksimaalinen, silla | X;| = [0,(H)|, kun X; € E(H},). Néin ollen saadaan
r(Hy) = q = 6(H'). Koska hypergraafi H on normaali, on 6(H') = q(H’").
Lauseen [3.35 nojalla ¢(H') = y(H},). Siis r(Hy,) = 6(H') = q(H') = v(H}y)
jokaisella alihypergraafilla Hj.,. [

Maaritelma 3.38. Olkoon H = (X, &) hypergraafi ja olkoon E C X. Mer-
kinnalla H + E tarkoitamme hypergraafia H = (X,& U {E}). Sanomme,
etta hypergraafi H' saadaan lisaamdlld hypergraafiin H sarmd E.

Lause 3.39. Olkoon hypergraafi H = (X, &) normaali ja olkoon sarmdperhe
& = (Ey, Esy, ..., Ey). Jos hypergraafiin H lisitddn sirmd Ey = Eiy, niin
ndin saatu hypergraafi Hy on myds normaali.

Todistus. Olkoon hypergraafi H = (X, &) normaali ja olkoon sdrméperhe
& = (E1, Es, ..., E,). Konstruoidaan hypergraafi Hy lisdédmalléd hypergraa-
fiin H sarmé Ey = F.

Olkoon hypergraafi H hypergraafin Hy osittaishypergraafi. Jos sdrma Ej
ei sisélly osittaishypergraafiin H|), niin on olemassa hypergraafin H osittais-
hypergraafi H' siten, ettd H) = H’'. Talloin tietenkin ¢(H{) = 0(H}), koska
hypergraafi H on normaali.

Olkoon hypergraafi H' on hypergraafin H osittaishypergraafi. Oletetaan,
ettd H) = H'+ Ey. Jos hypergraafi H' ei sisalla sirmaa Ej, niin on olemassa
osittaishypergraafi H” C H siten, ettd H” = H' + £, = H' + Ey = H|. Siis
q(Hy) = d(H{), koska hypergraafi H on normaali.

Oletetaan seuraavaksi, ettd hypergraafi H' sisdltdd sarméan F; ja olkoon
q=q(H') = 0(H'). Téll6in on kaksi tapausta:

1. Sarméa E; sisaltaa pisteen x € X, jolla §(H') = q. Piste x sisdltyy myos
sarmééan Ey, joten 0(H)) = d(H') +1 = ¢+ 1. Jokaisella hypergraafilla
hypergraafin aste on pienempi tai yhtasuuri kuin sen variluku, joten
d(Hy) < q(H|). Hypergraafin H/ sirmien minimaaliseen viritykseen
tarvitaan enintddn q(H') + 1 varié, silld sérma E, voidaan voidaan
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varittad varilla, jota ei ole kdytetty hypergraafin H' varityksessa. Siis
q(H}) < q(H') + 1. Téten:

0(Hp) < q(Hp) < q(H') +1=q+1=6(Hy)
ja néin ollen §(H)) = q(H]).

2. Sarma E) ei sisilla pistetta € X, jolla 6(H') = q. Siis 0,(H') < g—1
jokaisella = € FEj. Olkoon varitys () jokin hypergraafin H sarmien g¢-
varitys. Oletetaan, ettd sirmé E4 on véritetty punaiseksi. Jokainen pis-
te a, jolla §,(H') = ¢ kuuluu sdrmésté F; erilliseen punaiseen sarméaén,
silld kooltaan suurimmassa tdhdessé on ¢ erivaristd sarméé. Olkoon &7
sarmasta F erillisten punaisten sarmien joukko. Poistetaan sarmajouk-
ko & hypergraafista H’'. Talloin hypergraafin H' jokaisesta suurimmas-
ta tdhdesta poistetaan punainen sarmé. Siis 6(H' — &) = ¢ — 1.

Koska hypergraafi H on normaali, niin ¢(H' — &) = ¢ — 1 ja on ole-
massa hypergraafin H — & sarmien (q — 1)-véritys. Koska & U {Ep}
on pariutus, niin taman pariutuksen sarmat voidaan varittda samanva-
risiksi. Varitetdan ne vérilld, jota ei ole kdytetty hypergraafin H' — &
varityksessi. Néin saadaan hypergraafin H{ sdrmien ¢-véritys. Téten:

0(Hp) < q(Hy) < q = 6(Hy)
ja siis 0(H{) = q(H)).
0

Lause 3.40. (vrt. [0, s. 459, Theorem 7], kts. [17, s. 185, Theorem 9.2.3])
Hypergraafi H on normaali, jos ja vain jos jokaisella osittaishypergraafilla
H' C H on Kénigin ominaisuus.

Todistus. (vrt. [6, s. 459]) (“ = “): Osoitamme aluksi, ettd jokaisella nor-
maalilla hypergraafilla on Konigin ominaisuus todistamalla seuraavan vait-
teen: jos hypergraafi H on normaali ja v(H) = ¢, niin talléin on olemassa
transversaali T', jolla |T'| = ¢. Tama riittaa, silld yleisesti hypergraafeilla pé-
tee, ettd pienin transversaali on vihintdan suurimman pariutuksen kokoinen.
Néin ollen on transversaali T kooltaan pienin mahdolinen eli v(H) = 7(H).
Todistus tehdaan induktiolla.

Olkoon hypergraafi H = (X, &) normaali. Oletetaan, ettd v(H) = 1.
Talloin hypergraafin H sarmat leikkaavat pareittain. Koska hypergraafi H on
normaali, niin lauseen [3.37 mukaan sen duaali H* on y-perfekti. Lauseen [3.33]
nojalla se on konformaalinen. Edelleen lauseen [3.19] perusteella hypergraafin
H* duaali H on helly. Néin ollen N& # (). Siis on olemassa piste z, joka
sisaltyy jokaiseen sarméain F € &. Nain ollen on olemassa transversaali T,
jolla |T'| = 1. Vaiite siis patee, kun g = 1.

27



Olkoon ¢ > 1. Induktio-oletus: véite pétee jokaiselle normaalille hyper-
graafille Hy, kun v(H;) < q. Osoitetaan, ettd viite patee myo6s normaalille
hypergraafille H = (X, &), kun v(H) = q.

Olkoon piste x € X mielivaltainen ja olkoon sdrméjoukko &,. Talléin
hypergraafi H — &, on hypergraafin H osittaishypergraafi. Hypergraafin H
suurimpaan mahdolliseen pariutukseen voi kuulua jokin sarmé E € &,. Nain
ollen hypergraafin H — &, suurimman pariutuksen koko v(H — &) = ¢ tai
v(H—-&,) =q—1.Josv(H—&,) = q—1 < g, niin induktio-oletuksen nojalla
hypergraafissa H — &, on olemassa transversaali 7', missi |T| = ¢ — 1. Néin
ollen joukko T'U {z} on transversaali hypergraafissa H — &, + &, = H ja
T U {x}| = q. Siis véite patee.

Oletetaan sitten, ettd v(H — &) = ¢ jokaisella x € X. Asetetaan n =
| X|. Olkoon I = {1,2,...,n} ja joukko .#; hypergraafin H — &,, suurin
mahdollinen pariutus jokaisella x; € X kun ¢ € I. Muodostetaan hypergraafi
Hy = 71+ %5 + ... + %, jokaisesta pariutuksen .%; sirméista jokaisella
i € I. Oletuksen mukaan jokaisessa pariutuksessa .%; on ¢ sarméi, joten
hypergraafissa Hy on tarkalleen ng sarmaa.

Koska jokainen piste x; ei sisidlly mihinkdan pariutuksen .%; sdrméaén ja
pariutuksen .%; sarmét eivat leikkaat toisiaan pareittain, niin pariutuksessa
Z; voi olla enintdan yksi sirmé £, jolla z; € E, kun i # j. Siis §(H,) < n.

Oletaan, etta hypergraafin H, varityksessd on enintdan g samanvarista
sirméaa. Tehddan vastaoletus, ettd ndin ei ole. Véritetdan pariutuksen .%;
jokainen sarmé punaiseksi ja viritetdén jokin sirmé E € .#; punaiseksi jol-
lakin j # 4, kun 4,j € I. Jos {E} N .%; # 0, niin {E} U.%; on pariutus
hypergraafissa Hy. Mutta talloin [{E} U .%;| = ¢+ 1 > ¢, miké on ristiriita.
Jos {E} N .%; = (), niin ristiriita on ilmeinen ja alkuperéinen viite patee.

Hypergraafissa Hy on ng sirméa ja eri vareja on siten vahintdan n kappa-
letta. Taten q(Hy) > n > §(Hy). Hypergraafi Hy voidaan generoida jostakin
hypergraafin H osittaishypergraafista H' lisddmaélla siihen yksitellen hyper-
graafin H’ sédrmié. Lauseen nojalla hypergraafi Hy on normaali. Tasté
seuraa, etta q(Hy) = 0(Hy), mika on ristiriita. Siis ei voi olla v(H — &) = q
ja vaite seuraa induktioperiaatteesta.

Olemme osoittaneet, ettd mielivaltaisella normaalilla hypergraafilla on
Konigin ominaisuus, kun pienimmén pariutuksen koko on luonnollinen lu-
ku. Normaalin hypergraafin H jokainen osittaishypergraafi H' on normaali
hypergraafi, joten myos niilld on Konigin ominaisuus.

(“ <= “): Olkoon hypergraafi H = (X, &), jonka jokaisella osittaishyper-
graafilla H' patee v(H') = 7(H'). Riittaa osoittaa, ettd 0(H) = q(H).

Olkoon m = |&| ja I = {1,2,...,m}. Olkoon hypergraafi H konstruoitu
siten, ettd sen pisteet vastaavat pariutuksia hypergraafissa H ja sen siarmé, E;
joukko, jossa on kaikki hypergraafin H pariutukset, jotka sisaltédvat sdrman
E;, kun ¢ € I. Seuraavaksi muodostamme ekvivalenssiketjun. Olkoon J C I.
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Aliperheella H' = (E;|j € J) on epétyhja leikkaus, jos ja vain jos
Ej N E]’ 7£ (Z),kun j,j/ € J

Nimittéin, jos sarmét leikkaavat pareittain, niin v(H) = 1 ja siis 7(H) = 1.
Edellisen kanssa yhtéapitavaa on, etté

E;NEy=0kun j,j € J,

silla jos sdrmien leikkaus on epatyhja, niin ne eiviat kuulu yhdessid mihinkaan
pariutukseen.

Toisin sanoen, perheen (E; | j € J) joukoilla on yhteinen piste hyper-
graafissa H, jos ja vain jos perhe (E; | j € J) on pariutus hypergraafissa H.
Olkoon T = {x1, s, ..., x;} kooltaan pienin mahdollinen transversaali hy-
pergraafissa H. Nyt z; € N&},, kun i = 1,2, ...,k ja néin ollen perhettd &,
vastaava perhe &, hypergraafissa H on pariutus. Viritetdin ensimméisek-
si pariutuksen &, sirmét punaiseksi. Véritetddn loput pariutukset indeksin
mukaisessa suuruusjarjestyksessa pienimmasta suurimpaan seuraavalla taval-
la: véritetdén pariutuksen &, ne sirmit, joita ei ole véritetty pariutuksessa
ng, kun j < ¢. Néin on saatu hypergraafin H sirmien véritys ja edelld to-
detusta ekvivalenssiketjusta seuraa, ettd se on minimaalinen. Néin ollen:

(3-3) (H) =7(H)

ja suoraan asteen méiaritelmasta [3.2] ja ekvivalenssiketjusta saamme:

(3.4) S(H) = v(H)

Muodostetaan seuraavaksi toinen ekvivalenssiketju. Oletetaan, etté sér-
méperheen (E; | j € J) leikkaus on epétyhji. Sarméssa F; on tarkalleen ne
hypergraafin H pariutukset, joihin sdrmé E; sisiltyy. Siis perheen (E | j € J)
joukoilla on yhteinen piste &, jos ja vain jos jokaisella j € J sérma E; sisél-
tyy pariutukseen &j ja néin on, jos ja vain jos joukko (E; | j € J) on pariutus
hypergraafissa H.

Néin ollen kooltaan suurin pariutus hypergraafissa H vastaa maksimaa-
lista leikkaavaa perhettd hypergraafissa H eli

(3.5) 5(H) = v(H)

ja vastaavalla tavalla kuin totesimme yhtalon [3.3] saamme:

(3.6) q(H) = 7(H)

Soveltamalla yhtéloitéa ja hypergraafin H osittaishypergraafiin H' ja
vastaavan hypergraafin H osittaishypergraafiin H " saadaan:

q(H') = r(H') = v(H') = §(H).

29



Téaten hypergraafi H on normaali ja todistuksen toisesta suunnasta saadaan
v(H) = 7(H). Néin ollen soveltamalla yhtaloita [3.4] ja [3.6| osittaishypergraa-
feihin H' ja H saadaan:

S(H') = v(H') =7(H') = g(H')
ja hypergraafi H on siis normaali. ]

Nyt meilla on riittava késitteisto ja tarvittavat lauseet perfektien graafien
teoreeman todeksi nayttdmiseen. Taméan teemme seuraavassa luvussa.

3.3 Perfektien graafien teoreema

Seuraavaksi todistettava perfektien graafien teoreema on malliesimerkki siita,
miten graafiteoreettinen ongelma ratkaistaan lahestymaélla sitéd hypergraafien
avulla.

Lause 3.41 (Perfektien graafien teoreema). (vrt. [6, s. 461, Theorem 8])
Olkoon G = (X, E) graafi. Tdlloin graafi G on a-perfekti, jos ja vain jos se
on y-perfekti.

Todistus. Olkoon G = (X, E) graafi. Konstruoidaan hypergraafi H siten,
ettd sen pisteet vastaavat graafin G klikkeja ja sen sdrmé X; on kaikkien
niiden klikkien joukko, jotka sisdltdvéit pisteen x; € X. Merkitdan graafin G
kaikkien klikkien joukkoa % Siis hypergraafi H = (E, Z"), missa pistejoukko
E ={e | ¢ € €} jasarmd X; = {e; | z; € C; ja C; € €}. Duaalin
méaaritelman mukaan duaalin H* = (X, &) pistejoukko X = {x1,z9,..., 2}
vastaa hypergraafin H sirméjoukkoa 2~ ja sdrméperheen & sirméa E; =
{z;]1<m,X;>eje; € E}, missa m = |Z|.

Sérmassa F; on siis tarkalleen kaikki ne pisteet jotka kuuluvat pistetta e;
vastaavaan klikkiin C; € € ja siten ¢ C &. Koska jokainen graafin G' sdrma
on itsessaén klikki ja jokainen graafin G piste on jonkun sarmén paatepiste,
niin graafin jokainen sdrma ja piste sisdltyy johonkin £ € &. Lauseen [3.15
alkuosan perusteella graafi G on hypergraafin H representatiivinen graafi.
Siis G = L(H).

Téten lauseen perusteella (tai vaihtoehtoisesti esimerkkien ja
yhtéloitd kiyttamalld):

(3.7) v(H) = a(L(H)) = a(G)
ja lauseiden [3.35] [3.14], [3.37] ja yhtalon perusteella:
(3.8) q(H) =~(H") =(L(H)) = 7(G).

Koska (H*)y, = L(H) = G ja edelld on todettu, ettd graafin G klikki-
joukolla & patee € C &, niin hypergraafi H* on konformaalinen apulauseen
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[B.17 nojalla. Néin ollen soveltamalla lausetta saadaan, ettd hypergraafi
H on helly.
Téaten lauseen perusteella saamme:

(3.9) T(H)=0(L(H)) =0(G).

Lisaksi lauseen perusteella tiedamme, ettd hypergraafin H jokainen leik-
kaava perhe on tahti. Koska hypergraafin aste tarkoittaa samaa kuin sen suu-
rimman tdhden sdrmien lukumééré, niin lauseesta [3.20] saamme:

(3.10) S(H) = w(G)

Olkoon hypergraafin H osittaishypergraafi H' ja graafin G aligraafi G5 siten,
ettd pistejoukko S C X ja osittaishypergraafi H' on pistejoukkoa S vastaa-
vaan sarmajoukon generoima. Olemme aikaisemmin tésséd luvussa todenneet,
ettd kuvaus H' — Gg on bijektio. Néin ollen yhtéloista ja saamme
v(H') = a(Gs) ja T(H') = 0(Gg), kun aligraafia G vastaava osittaishyper-
graafi on H'.

(=) Oletetaan seuraavaksi, ettd graafi G = (X, E) a-perfekti. Télloin jo-
kaisella S C X pitee a(Gs) = 6(Gs). Sijoittamalla edelliset yhtalot saadaan
v(H') = a(Gs) = 6(Gs) = 7(H'). Lauseen [3.40] perusteella hypergraafi H
on normaali. Néin ollen ¢(H') = 6(H’) ja sijoittamalla yhtalot ja
saamme y(Gg) = q(H') = §(H') = w(Gs). Koska 7(Gs) = w(Gg) jokaisella
S C X, niin graafi G’ on y-perfekti.

(<) Oletetaan sitten, etta graafi G = (X, E) ~-perfekti. Siis jokaisella
S C X pitee 7(Gg) = w(Gg). Koska kuvaus H' — Gg on bijektio saadaan
sijoittamalla yhtalot [3.8] ja q(H') = v(Gs) = w(Gg) = §(H') jokaisella
osittaishypergraafilla H' C H. Taten hypergraafi H on normaali ja lauseen
3.40) mukaan v(H') = 7(H') jokaisella osittaishypergraafilla H’. Yhtéloihin
3.7] ja sijoittamalla saadaan: o(Gg) = v(H') = 7(H') = 0(Gg). Koska
a(Gg) = 0(Gg) jokaisella S C X | niin graafi G on y-perfekti. O

Edella saamamme tuloksen perusteella a-perfektit graafit seké y-perfektit
graafit ovat maaritelman [2.33| mukaisesti perfekteja graafeja. Sanotaan, etté
graafi epdperfekti jos se ei ole perfekti.

Osoitamme viimeiseksi, ettd perfektien graafien teoreeman suositumpi
muotoilu on ekvivalentti lauseen [3.41] kanssa.

Lause 3.42 (Perfektien graafien teoreema).ﬁ Olkoon G graafi. Graafi G on
a-perfekti, jos ja vain jos sen komplementti G on a-perfekti.

Todistus. Olkoon graafi G a-perfekti. Lauseen perusteella graafi G on
~v-perfekti ja edelleen lauseen m perusteella sen komplementti G on a-
perfekti. Vastaavalla tavalla lauseista ja seuraa Bergen muotoilu
B.411 O
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4 Vahva perfektien graafien teoreema

Vahva perfektien graafien teoreema todistettiin vuonna 2002 — noin kuukausi
ennen Bergen kuolemaa. Nelihenkinen tutkimusryhmaé tyoskenteli todistuk-
sen parissa taysipaiviisesti yhteensé yli kahdeksan henkilotyovuotta [15]. To-
distuksesta tuli pitkéd seké tekninen ja jopa tiivistelmén kirjoittaminen tés-
ta todistuksesta on osoittautunut haasteelliseksi. Niinpé tassé kirjoituksessa
tyydymme tarkastelemaan todistuksen ideaa ja kdymaén joitakin késitteita
kevyesti lapi.

Maaritelma 4.1. Olkoon G = (X,U) graafi ja olkoon A C X. Jos pis-
tejoukon A generoima graafi G4 on parittoman pituinen, vihintadn viiden
pituinen sykli, niin aligraafin G 4 sanotaan olevan aukko.(vrt. [15], s. 2-3])

Maaritelma 4.2. Olkoon G graafi ja aligraafi G4 C G aukko. Aukon G4
komplementtigraafia G4 sanotaan epiaukoksi.(vrt. [I5] s. 2-3])

Maaritelma 4.3. Graafia GG sanotaan Bergen graafiksi, jos siind ei ole ali-
graafina aukkoa tai epaaukkoa.

Esimerkki 4.4. Sykli C5 on samanaikaisesti seké aukko ettd epaaukko, silla
C5 = Cs. Tama ei kuitenkaan péde yleisesti sykleilla.

Sanomme Bergen graafia lyhyemmin bergeksi, jos sekaannuksen vaaraa ei
ole. Vahvan perfektien graafien teoreeman Bergen muotoilun (lause eh-
to 3 on selvasti ekvivalentti Bergen graafin maaritelman kanssa. Vahva
perfektien graafien teoreema voidaan siten muotoilla kompaktimpaan muo-
toon.

Lause 4.5 (Vahva perfektien graafien teoreema). (kts. [9]) Graafi G on per-
fekti, jos ja vain jos se on berge.

Lauseen todistus on tekninen ja pitkd — lyhyempéna versionakin yli
140 sivua. Tarkastelemme seuraavaksi pintapuoleisesti todistuksen ideaa ja
tarvitsemme sitd varten muutamia lisiméaaritelmia.

Maaritelma 4.6. Olkoon G = (X, U) graafi ja olkoon P = (X1, X,) graa-
fin G ositus. Osituksen P sanotaan olevan 2-yhdistetty graafissa G, jos on
olemassa erilliset epatyhjat A;, B; C X;, kun ¢ = 1,2, ja seuraavat ehdot
tayttyvat:

1. Parit (Ay, As) ja (B, Bs) muodostavat taydelliset kaksijakoiset aligraa-
fit ja joukkojen X; ja X5 valilld ei ole muita sdrmié.

2. Pistejoukon X; indusoiman aligraafin jokainen komponentti sisaltaa vé-
hintaédn yhden pisteen joukoista A; ja B;, kun i = 1, 2.
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3. Jos pistejoukot A; ja B; molemmat koostuvat yhdesta pisteesta ja pis-
tejoukon X; indusoima aligraafi koostuu polusta, talloin tdmén polun
pituus on suurempi tai yhtdasuuri kuin 3, kun ¢ = 1, 2.

Maaritelma 4.7. (kts.[10]) Olkoon G = (X,U) graafi ja olkoon joukko
P = (A,B,C,D,E,F) graafin G ositus, missa joukot A, B,C,D,E ja F
ovat epétyhjid. Osituksen P sanotaan olevan M -yhdistetty graafissa G, jos
seuraavat ehdot tayttyvat:

1. Jokaisella pisteella x € A on vieruspiste x € B seké piste y € B, joka
ei ole vieruspiste, ja jokaisella pisteelld ' € B on vieruspiste 2’ € A
seké piste ¢y € A, joka ei ole vieruspiste.

2. Parit (A,C), (A, F), (B, D) ja (B, F') muodostavat taydelliset kaksija-
koiset aligraafit.

3. Pistejoukkoparien (A4, D), (A, E), (B,C) ja (B, E) vililli ei ole sarmia.

Maaritelma 4.8. (kts.[10]) Olkoon G = (X, U) graafi ja olkoon P = (X,Y)
graafin G ositus. Ositusta P sanotaan vino-ositukseksi, jos pistejoukon X in-
dusoimassa aligraafissa jokainen piste on irtopiste ja pistejoukon Y indusoi-
man aligraafin komplementissa jokainen piste on irtopiste.

Monet yritykset todistaa vahva perfektien graafien teoreema ovat perus-
tuneet niin sanotun pienimman vastaesimerkin ei-olemassaolon oletukseen.
Seuraavaksi esittelemme todistuksen varsinaisen paatuloksen, jonka lahesty-
mistapa on erilainen. Sen mukaan Bergen graafeilla on méaaratty rakenne.
On tunnettua, etta graafit, joilla on tdma rakenne, ovat perfekteja.

Lause 4.9 (Bergen graafien rakenneteoreema). (kts. [9/) Olkoon G graafi.
Graafi G on berge, jos ja vain jos

1. se on kaksijakoinen graafi, kaksijakoisen graafin vitvagraafi tai ndistd
toisen komplementti; tai

2. silld on jokin seuraavista osituksista: 2-yhdistetty ositus graafissa G, 2-
yhdistetty ositus graafissa G, M-yhdistetty ositus graafissa G tai vino-
ositus graafissa G.

[

Vahva perfektien graafien teoreema seuraa suoraan edellisesté tu-
loksesta.

Todetaan seuraavaksi, ettd vahvasta téydellisten graafien teoreemasta
seuraa suoraviivaisesti perfektien graafien teoreema. Olkoon graafi G a-perfekti.
Talloin graafi G on berge eiki siind eikd sen komplementissa G siis ole auk-
koa. Perfektien graafien teoreeman toisen muotoilun (3.42)) mukaan graafi G
on a-perfekti. Tehdéén vastaoletus, ettd G ei ole a-perfekti. Talloin graafissa
G tai G = G on aukko tai epidaukko ja tdmé on ristiriita. Siis graafi G on
a-perfekti.
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5 Shannonin kapasiteetti

Tarkastellaan seuraavaksi, mitd Shannon tarkoitti kommunikaatiokanaval-
la. Kommunikaatiokanava on joukko ldhettimia, jotka voivat lahettda yhden
symbolin mittaisia viesteja. Lahettimen lahettdma symboli saattaa menné
sekaisin toisen lahettimen lahettdméan symbolin kanssa, jolloin viestin vas-
taanottaja saa virheellisen viestin. Vastaanottaja tulkitsee siis vaarin mita
lahettimia viestin ldhettdja kaytti. Vuonna 1956 Shannon kysyi, mika on
kommunikaatiokanavan maksimaalinen tiedonsiirtokyky siten, ettd vastaa-
nottaja saa viestin ilman virhetulkinnan mahdollisuutta. [IJ, s. 213]

Olkoon joukko X aakkosto. Mallinnamme kommunikaatiokanavaa graa-
filla G = (X,U), misséd pistejoukon X pisteet vastaavat lihettimid ja sér-
majoukon U sarmét vastaavat symbolipareja, jotka voivat menné sekaisin.
Irtopistetta vastaavan lahettimen symboli ei voi siis menna toisen lahetti-
men symbolin kanssa sekaisin. Pisteen x kaikki vieruspisteet muodostavat
hajaannusjoukon S,. Kun kommunikaatiokanava saa sydtteeksi symbolin
x € X, niin pistettd x vastaavaa lahetintad kiytetddn ja vastaanottaja saa
satunnaisen tulosteen hajaannusjoukosta S,. [2, s. 2] Téllaista graafia G sa-
notaan sekaannusgraafiksi |1, s. 213]. Graafiteoreettisen tarkastelun kannal-
ta ei ole merkitysta, mallintaako graafi kommunikaatiokanavaa. Nain ollen
kutsumme sekaannusgraafeja yksinkertaisemmin graafeiksi.

Jos lahettaja ja vastaanottaja sopivat, ettd kaytettavit syotteet kuuluvat
tiettyyn riippumattomaan joukkoon, niin talloin todennékoisyys on nolla sil-
le, etta vastaanottaja tulkitsisi satunnaisen hajaannusjoukon tulosteen vaé-
rin. Kommunikaatiokanavan maksimaalinen virheeton tiedonsiirtokyky (eli
informaation maard) on siis sitd vastaavan graafin G riippumattomuuslu-
ku «(G). Riippumattomuusluku kuvaa siten kooltaan suurinta mahdollista
syotejoukkoa. [2] s. 2]

Viestin pituutta kasvattamalla voidaan joskus kasvattaa informaation
méaarad, mutta ei vihentaa sité.[Il s. 214] Viestin pituutta voidaan kasvattaa
kayttamélla samaa kommunikaatiokanavaa monta kertaa perdkkéin. Taméa
asia mielissimme lahdemme seuraavaksi tarkastelemaan graafien tuloja.

5.1 Graafien tulot ja potenssit

Graafeille voidaan méaritelld monia tulo-operaatiota. Yhteista néille on se,
ettd tulona saatavan graafin pistejoukko on tulontekijoina olevien graafien
pistejoukkojen karteesinen tulo (kts. [I8], Graph products). Seuraavaksi méé-
rittelemme yhden tuloista eli graafien normaalin tulon, seké tarkastelemme

sen yhteyttd aiemmin méériteltyihin tunnuslukuihin « ja 6 (vrt. [6, s. 377
381]).

Maaritelma 5.1. Olkoon graafit G = (X,U) ja H = (Y,V). Asetetaan
graafien G ja H normaali tulo Gx H := (X xY, FE), missa {(z,y), («/,y)} € £
tasmaélleen silloin, kun jokin seuraavista ehdoista pétee:
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l.x=d2"ja{y,y} eV
2. {z, 2’} eUjay=y
3. {x, 2’} eUja{y,y}t eV

Graafien normaalista tulosta kaytetadn myos sanontaa vahva tulo. Usein
puhumme pelkastdan graafien tulosta tai tulosta, kun tarkoitamme graafien
normaalia tuloa. Selvésti graafien G' ja H tulo G x H on graafi. On helppo
todeta, ettd maaritelméan [5.1) tulo-operaattori x on liitdnndinen. Merkinnall&
G" tarkoitamme tuloa G X G X ... x GG, missa graafi G esiintyy n kertaa.

Lause 5.2. (kts. [0, s. 381, Proposition 9]) Olkoon graafit G ja H. Tdlloin:
a(G x H) > a(G)a(H).

Todistus. Olkoon graafit G = (X,U) ja H = (Y,V), ja joukot S ja T
vastaavasti naiden suurimmat mahdolliset riippumattomat joukot. Télloin
a(G) = |S]jaa(H) = |T|. Osoitetaan seuraavaksi, ettéd karteesinen tulo Sx T
on riippumaton joukko graafissa G x H. Olkoot x, 2’ € S ja y,y’ € T. Koska
joukot S ja T ovat riippumattomia, niin {z,2'} ¢ U ja {y,y'} ¢ V. Néin
ollen graafien tulon maédritelman perusteella {(z,y), (2/,y)} ¢ E(G x H).
Voimme tidten muodostaa graafille G x H riippumattoman joukon asetta-
malla S" ;= {(z,y) € X xY |z € Sjay € T} jasiis S’ =5 x T. Graafin
G x H suurimmassa riippumattomassa joukossa on vahintédan |S'| = |S x T|
alkiota. Nain saamme:

a(G x H) > |S x T| =S| - |T| = a(G)a(H).
O

Lause 5.3. (vrt. [0, s. 381, Proposition 10]) Olkoot graafit G ja H. Talloin:
(G x H) <0(G)0(H).

Todistus. Olkoon perhe (Cy,Chy,...,C,) graafin G kooltaan pienin mahdol-
linen ositus klikkeihin ja olkoon perhe (Dy, Ds,...,D,) graafin H kooltaan

pienin mahdollinen ositus klikkeihin. Osoitetaan, etta graafissa G x H jouk-
ko C; x D; on klikki kaikilla ¢ € {1,2,...,q} ja kaikilla j € {1,2,...,p} ja

Olkoot eri pisteet z,2" € C; ja eri pisteet y,y" € D, joillakin indekseilla
ie{l,2,...,q} jaje{L,2,...,p}. Koska joukot C; ja D; ovat klikkeji, on
niiden jokainen alkio yhdistetty johonkin joukon toiseen alkioon. Nain ollen
tulon maaritelmén perusteella {(z,y), (',y')} € E(G x H). Koska pisteet z,
2,y ja y’ olivat mielivaltaisia, niin jokainen karteesisen tulon C; x D, alkio on
vhdistetty graafissa jokaiseen saman tulon alkioon kaikilla i € {1,2,...,q}
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jaje{1,2,...,p} graafissa G x H. Néin ollen C; x D; on klikki jokaisella
ie{l,2,...,q}jaje{L,2,...,p}.

Tehdaan vastaoletus, etta klikkijoukko (C; x D;)1<i<q1<j<p €l Ole ositus
graafissa G x H. Todetaan ensiksi, ettd suoraan ristiriitaan padadytaédn, jos
Ci x D;NCYx D # 0, joillakin i # ¢ tai j # j'. Tallin nimittiin C;NC; # 0
tai D; N D} # 0 ja télloin (Cy, Cy, ..., Cp) tai (Dy, Dy, ..., Dy) ei ole ositus
graafissa G tai graafissa H. Todetaan seuraavaksi, ettd selvasti ristiriitaan
paddytdan myos, jos olemassa pisteet x ja y siten, ettd (z,y) ¢ C; x Dj,
joillakin indekseilla ¢ ja j

Kooltaan pienin mahdollinen ositus klikkeihin graafissa G’ x H on enintédan

Ity SE N

0(G x H) < pq=0(G)0(H).

5.2 Shannonin kapasiteetti

Olkoon G = (X,U) kommunikaatiokanavaa C vastaava graafi ja merkitdan
symbolin z € X hajaannusjoukkoa S,. Oletetaan, ettd samaa kommunikaa-
tiokanavaa C' kaytetdan perakkain n > 1 kertaa. Téalloin lahettimet lahet-
tavat viestind jonon syotteitd (zp,xs,...,x,) ja vastaanottaja vastaanottaa
jonon (y1,y2,...,Yn), missad jokainen y; € S,,. Saman kanavan C' kayttami-
nen n kertaa perakkain voidaan kuvata n-kertaisen kanavan yhtena kaytto-
kertana. Téllaisen kanavan syotejoukko on X, tulostejoukko Y™ ja symbolin
(21,23, ..., x,) hajaannusjoukko on S,, X S, X...x S, . Edelld luonnehdittua
kommunikaatiokanavaa voidaan kuvata graafilla G™. (vrt. [2, s. 2]) Néin ol-
len seuraavaksi esiteltdvd kommunikaatiokanavan maksimaalista virheetontéa
tiedonsiirtokykyé kuvaava kasite on mielekés.

Maaritelma 5.4. (vrt. [0, s. 383]) Olkoon G graafi. Asetetaan luku

¢(G) := sup (Ja(G*).

kEZ,

Lukua ¢(G) sanotaan graafin G Shannonin kapasiteetiksi. Toisinaan kirjoi-
tamme lyhyemmin kapasiteetti; kun tarkoitamme Shannonin kapasiteettia.

Maaritelma 5.5. (vrt. [0l s. 383]) Lukujonoa (ay,),>1 sanotaan subadditivii-
seksi, kun
Gnim < ap + a,, kaikilla n,m e Z,.

Apulause 5.6. (vrt. [6, s. 383]) Olkoon lukujono ay,as, ... subaddititvinen
ja a, > 0 jokaisella n € Z . Tdlloin raja-arvo lim, . %> on olemassa ja

. (079 . »0n
lim — = inf —.
n—oo n n
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Todistus. (kts. [14, s. 137, Lemma A.4.1 (Subadditivity)]) Oletetaan, etti
lukujono ay, ay, ... on subadditiviinen. Merkitdan x = limy ., sup 4 ja ol-
koon n € Z,. Olkoon m € Z, riittdvan suuri. Jaetaan luku m luvulla n ja
merkitddn m = gn + r siten, ettd 0 < r < n. Subadditiviisuuden perusteella
saadaan:

am < qa, + a,.

Jakamalla yhtélo puolittain luvulla m saadaan:

U _ 40n + 0 _ QUn +ar _ Gn  ar

m ~ gn+r —  qn n o qn

Valitaan lukujen m jono siten, ettd m — oo ja %= — z. Koska a, on dérellinen
ja luku n on vakio, niin Z—; — 0, silld ¢ — oo. Néin ollen z < %= jokaisella
n € Z, . Télloin

an,
lim 1nf — >z = lim sup —
n—oo n n—oo n

ja siten

an a/’n, . n
lim — =2z ja lim — =inf —
n—oo n, n—oo n, n

Lause 5.7. (vrt. [6, s. 383]) Olkoon G yksinkertainen graafi. Talloin:
o(G) = lim {/a(G")

Todistus. Olkoon G graafi. Olkoon a, = —loga(G"). Soveltamalla lausetta
voidaan muodostaa epayhtaloketju.

a(G™) = a(G™M)a(G")
log a(G™™) > log(a(G™)a(G™))
log a(G™™) > log a(G™) + log a(G™)
—loga(G™) < —log a(G™) + (—log a(G™))

am—f—n S A, + ap,

1117

Lukujono (a,),>1 on siis subadditiivinen. Soveltamalla apulausetta
voidaan muodostaa toinen ekvivalenssiketju, joka paattaéd todistuksen:
—log a(G™ —log a(G™
lim gal(G") = inf g (G =

n—0o0 n n

lim loga(G) Suploga(G)

n—o0

nhngo log \/a(G™) = suplog \/a(G™)
lim €8 Ve = sup '8 VC")

n—o0

dim a(G™ = sup {Ja(G" = ¢(G

[

37



Lause 5.8. (vrt. [6, s. 383]) Olkoon graafi G heikosti a-perfekti. Talldin
(@) = a(G).

Todistus. Olkoon graafi G heikosti a-perfekti. Aiemmin todistetuista lauseis-

ta ja seuraa, ettd jokaisella k € Z, pétee:
(a(@)" < a(G*) < 0(G*) < (6(G))*

ja edelleen a(G) < {/a(G*) < §(G). Koska graafi G on heikosti a-perfekti,

niin o(G) = 0(G). Edellisestd yhtalosta saadaan: o(G) = {Ja(GF) = 0(G)
jokaisella k € Z, . Suoraan mééritelmésta [5.4] seuraa ¢(G) = a(G). O

Lause 5.9. Olkoon G perfekti graafi. Tdlloin ¢(G) = a(G).

Todistus. Perfekti graafi on aina heikosti a-perfekti, joten tulos seuraa suo-
raan lauseesta 5.8 O

Vahvan perfektien graafien teoreeman ja lauseen [5.9| ansiosta heuris-
tiikka pienien graafien Shannonin kapasiteetin maarittdmiseksi on selva: jos
graafissa ei ole aukkoa tai epdaukkoa tai jos siind on aukko tai epdaukko,
mutta se on heikosti a-perfekti, niin etsitdan suurin riippumaton joukko tai
pienin ositus klikkeihin. Itse asiassa, kun tutkimme onko graafi G' a-perfekti,
tulemme samalla méaarittaneeksi myos luvun «(G). Talld tavoin laskemme
suurimmalle osalle alle kahdeksanpisteisistd graafeista Shannonin kapasitee-
tin. Tarkastelussamme ensimméinen graafi, jossa on aukko (ja epdaukko) ja
joka ei ole heikosti a-perfekti on sykli Cf.

5.3 Sykli C;

Enintaén seitseméanpisteisessé graafeissa ainoastaan viisi-, kuusi- ja seitse-
manpisteisissa voi esiintya aukko tai epaaukko. Kahdessa ensimmaisessa voi
olla aukkona tai epdaukkona enintddan sykli Cf, silla tdméan komplementti
C5 = Cs. Seitseménpisteissi graafissa voi lisiksi olla aukkona sykli C; tai
epaaukkona tdméin komplementti C-.

Seuraavaksi maaritdimme Shannonin kapasiteetin ¢(Cs). Lahteend téssi
alaluvussa kiaytdmme péadsaantoisesti Lovaszin artikkelia [12] s. 1-2]. Madari-
tdmme aluksi ala-rajan laskemalla kahden ensimmaisen potenssin riippumat-
tomuusluvut. Selvisti a(Cs) = 2, silla syklista Cs ei mitenkddn voida valita
kolme pistettéd ilman, etta jotkin naisté eivat olisi vieruspisteita.

Tarkastellaan seuraavaksi graafia C2. Olkoon V(C) = {0,1,2,3,4}. Ha-
vainnollistetaan graafia C3 matriisilla A>*® siten, ettd matriisin A alkio (a?)
vastaa graafin C? pistettd (i,7). Pisteet (7,7) ja (7, 7') ovat vierekkiisid, jos
ne ovat vierekkaisilla sarakkeilla tai samalla sarakkeella (ensimmaéinen ja vii-
meinen sarake ovat vierekkaisid) ja jos i +1 = ¢ (mod 5) tai i +4 = ¢
(mod 5) tai ¢ = 7’. On helppo todeta, ettd tdma sdanté médrittdd graafin
pisteelle (i, j) samat vieruspisteet kuin mééritelm [5.1]
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0 1 2 3 1

Kuva 1: a(C2) = 5.

Madritetaan seuraavaksi riippumaton joukko S. Valitaan piste (0, 0). Kos-
ka 0+1 =1 (mod5) ja0+4 =4 (mod 5) emme voi valita sarakkeista 1
ja 4 pisteen (0,0) vieruspisteitéd (7,0), (¢,1), (,4), kun i = 1 tai i = 4. Vali-
taan siis pisteet (1,3) ja (4,2). Nyt sarakkeesta 2 ei voi valita vieruspistei-
ta (2,2), (2,3) tai (2,4) ja sarakkeesta 3 ei voi valita vieruspisteitd (3,1),
(3,2), tai (3,3). Valitaan pisteet (2,1) ja (3,4). Viimeiseksi valitut pisteet
eivit ole vieruspisteitd, silld 1 +4 # 4 (mod 5) ja 1 +1# 4 (mod 5). Jouk-
ko S = {(0,0),(1,3),(2,1),(3,4),(4,2)} on siis riippumaton (kts. kuva |1).
Joukko S on maksimaalinen, silla jos jostakin sarakkeesta valittaisiin kaksi
pistetta, niin taman vierussarakkeista ei voisi valita yhtaan pistetta ja jaljel-
le jadneista kahdesta sarakkeesta saisi valittua enintdan kaksi riippumatonta
pistettd. Siis a(C?) = 5. (vrt. [0 s. 382], [12, s. 1] ja [I} s. 214])

Taten maaritelméan mukaan on eréds alaraja maaritetty:

c(Cy5) = sup Ja(CF) = sup{a(Cs), \/a(C2), ...} =sup{2,V5,...} > V5.

Seuraavaksi tarkastelemme Shannonin kapasiteetin erdsté yleisté ylara-
jaa. Tarvitsemme tarkastelussamme lineaarista ohjelmointia ja lineaarisen
ohjelmoinnin duaalisuuslausetta, jonka tyydymme ainoastaan esitteleméan.

Maaritelma 5.10. (kts. [14), s. 134-135]) Olkoon matriisi A € R7™", vek-
torit b € R ja ¢ € R} ja olkoon vektori @ € R’} sellainen, joka saa ar-
voja kaikkien n-vektorien suhteen, joiden alkioiden arvot ovat epanegatiivi-
sia. Talloin optimointiongelmaa, joka voidaan ilmaista muodossa: “maksimoi
(minimoi) ¢"x, kun Az < b (Ax > b)“, sanotaan lineaariseksi ohjelmak-
si (LP). Merkinnoilla < ja > tarkoitamme lineaarisen ohjelman yhteydessa
sitd, ettd vertailu tapahtuu komponenteittain.

Maaritelma 5.11. (kts. [14], s. 135]) Jos lineaarinen ohjelma LP on “mak-
simoi ¢z, kun Az < b ja & > 0“ (vastaavasti: “minimoi ¢"x, kun Ax > b
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ja & > 0“), niin lineaarista ohjelmaa, joka on “minimoi b'y, kun ATy > ¢
ja y > 0“ (vastaavasti: “maksimoi bTy, kun ATy < ¢ ja y > 0%), sanotaan
lineaarisen ohjelman LP duaaliksi.

Lause 5.12. (kts.[14, s. 135]) Olkoon LP lineaarinen ohjelma. Tdlloin li-
neaarisella ohjelmalla LP ja sen duaalilla on sama arvo. [

Olkoon G = (X,U) graafi. Asetetaan jokaiselle z € X epéanegatiivinen
paino w(x) siten, ettd jokaisella graafin G taydellisella aligraafilla C' pétee:

> w(z) < 1.

zeC

Tallaista painojen asettamista sanotaan fraktionaaliseksi pistepakkaukseksi.
Summan Y, w(z) maksimia otettuna kaikkien fraktionaalisten pistepakkauk-
sien suhteen merkitddn o*(G). Lineaarisen ohjelmoinnin duaalisuuslauseesta
seuraa, ettd a*(G) voidaan madritelld duaalisesti seuraavalla tavalla:
asetetaan jokaiselle graafin G klikille C' epénegatiivinen paino ¢(C') siten,
ettd jokaisella graafin G pisteella x péatee

> ogC)>1.

Caa
ja etsitdén minimi summalle Y. ¢(C). [12] s. 1]
Lause 5.13. Olkoon G graafi. Tdlloin ¢(G) < o*(G).
Todistus. (kts. esim. [I} s. 214-216]) O

Asetetaan graafin Cj jokaiselle klikille C paino ¢(C) = 3, kun |[C| = 2, ja
muulloin ¢(C') = 0. Syklissa Cs on tarkalleen 5 sdrméa ja 5 pistetta. Jokaisen
sarman padtepisteet ovat yksi klikki ja jokainen piste on itsessdan klikkki.
Jokainen piste kuuluu siten tarkalleen kolmeen klikkiin. Nain ollen jokaisella
x € E(C5) on

1 1
YgC)=z+-+0>1
Coz 2 2
eli fraktionaalinen pistepakkaus on siis jokaisella x € F(Cj) minimaalinen.
Summa Y ¢(C)) = 2 on siis minimi ja siten o*(G) = 2. Kéyttamalla lausetta
0. 1o saamme:

V5 < ¢(Cs) < 2

Ylarajaa voidaan kuitenkin vield parantaa. Osoitamme seuraavaksi, et-
td alaraja on itse asiassa etsimdmme Shannonin kapasiteetti. Taméan teh-
déksemme tarvitsemme kuitenkin lisda tyovalineita lineaarialgebran puolel-
ta. Olkoon v ja w vektoreita. Merkitsemme vektorien v ja w sisdtuloa kir-
joittamalla vTw ja vektorin v vektorinormia kirjoittamalla ||v||. Jos vektorit
v ja w ovat ortogonaalisia, niin merkitsemme toisinaan v L w.
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Maéritelma 5.14. Jos v = (vq, v, ...,0,) jaw = (wy, Wy, . . ., Wy,), Niin nm
pituista vektoria (viwy, viwa, . . ., V1Wpy, VoW1, « .3 Vo, Uy -+« + s UpW1, -« -« s UpWiy)
sanotaan vektorien v ja w tensorituloksi ja tata merkitadn v ® w:lla.

Lause 5.15. Olkoon x, y, v ja q vektoreita. Pistetulon ja tensoritulon vdlilld
seuraava yhtdlo pdtee:

(5.1) (z@y) (vow) = (z'v)(y w)
Todistus. (vrt. [12, s. 2]) Olkoon x, y, v ja q vektoreita.
zRy) (vow)=

T
x1y17 A 7x1ym7 R 7Iny17 R axnym> (/Ulwl7 A 7U1wm7 ttt )Unwlv A 7Unwm) =

(
(
(T1y1v1wy + .o F T Y1 Wiy F - T YU F e DY Un W) =
(

101 Zylwl + ...+ 20, Zyﬂl)l) = Z ZjU; Z Y w; = (IBT’U>(yT’lU)
j=1 i=1

i=1 i=1

O
Maaritelma 5.16. Olkoon G = (X,U) graafi, missid pistejoukko X =
{z1,9,...,2,}. Olkoon euklidisen avaruuden yksikkévektori v;, missa i saa
arvot 1,2, ... n. Systeemié (v, v, ..., v,) sanotaan graafin G' ortonormaa-

liksi esitykseksi, jos vektorit v; ja v; ovat ortogonaalisia, kun eri pisteet z; ja
x; eivét ole vieruspisteité.

Selvasti jokaisella graafille voidaan méaérittda on ortonormaali esitys. Ol-
koon vektoriperhe V' = (vq, vs, ..., v,) ja olkoon v; = (wy, we, . .., w,), missa
w; = 1, kun j = 4, muulloin 0. Vektoriperheen V' vektorit ovat selvasti pa-
reittain ortogonaalisia ja ndin ollen, perhe V' on minka tahansa n-pisteisen
graafin ortonormaali esitys.

Huomautus 5.17. Edellisté esitysta V' voidaan pitda triviaalina. Graafin
G ortonormaalia esitystd sanotaan uskolliseksi, kun ortonormaalin esityksen
vektorit ovat ortogonaalisia silloin ja vain silloin, kun niita vastaavat pisteet
ovat erillisid [I3] s. 440]. Néin ollen edelld mainittu perhe V' on siis graafin
Go = (X, 0) uskollinen ortonormaali esitys, kun | X| = n.

Esimerkki 5.18. Mielivaltaiselle graafille on helppo konstruoida uskollinen
ortonormaali esitys. Olkoon € = {C},Cy,...,Cy} graafin G = (X, F) kaik-
kien klikkien joukko. Olkoon u; € R™ pistetta x; € X vastaava yksikkovek-
tori, missa

(5.2) {uj >0, josuz; €Cj

u; =0, josuz; ¢C;

Olkoon pisteet z; ja zp € X. Jos pisteet ovat erilliset ne eivat voi kuulua
samaan klikkiin ja niin ollen u; u;, = 0. Jos pisteet ovat vieruspisteiti, niin ne
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ovat niitd yhdistavin sarméan paatepisteet ja kuuluvat siis vahintadn yhteen
klikkiin. Téten u]u; > 0 ja vektoriperhe (u; | 1 < i < |X]) on graafin G
ortonormaali esitys.

Apulause 5.19. Olkoot graafit G ja H. Olkoot vektoriperheet (wy, us, . .., uy,)
ja (v1, v, ..., V) vastaavasti ndiden ortonormaalit esitykset. Tdlldin vekto-
riperhe (w; @ v; | 1 < i < n,1 < j < m) on graafin G x H ortonormaali
esitys.

Todistus. (vrt. [12), s. 2]) Olkoot graafit G = (X, E) ja H = (Y, F) ja olkoon
pistejoukot X = {x1,...,2,} ja Y = {y1,...,ymn}. Olkoot graafeja G ja H
vastaavat ortonormaalit esitykset (uq, us, ..., w,) ja (v, vs, ..., v,). Olkoon
indeksit 4,7 € {1,...,n} ja 5,7/ € {1,...,m} mielivaltaisia. Osoitetaan, etta
vektorit (u; ® v;) ja (uy ® vj) ovat ortogonaalisia, kun pisteet (z;,y;) ja
(zy,yj) eivét ole vieruspisteitd. Soveltamalla nyt yhtéloa voimme muo-
dostaa péaattelyketjun:

{(@i,y5), (T, y5) } ¢ E(G x H)

({zi, 2z} ¢ B jax; # xy) tai ({y;,yt € Fjay; # yy)
u; L uy tai v; L vy < uiTqu =0 tai 'vavj/ =0

[

(u;rui/)(v;rvj/) =0« (’U/»L X ’Uj)T(’U,Z'/ X ’Uj/) =0.

Vektoriperhe (u; ® v; | 1 < i < n,1 < j < m) on siis graafin G x H
ortonormaali esitys. O

Huomautus 5.20. Jos apulauseen graafien G ja H ortonormaalit esi-
tykset ovat uskollisia, niin todistuksessa olevan paéttelyketjun ainoa impli-
kaatio muuttuu ekvivalenssiksi. Talloin graafille G x H muodostettu orto-
normaali esitys on myo6s uskollinen.

Maaritelma 5.21. Olkoon G graafi ja olkoon vektoriperhe (uy, us, ..., u,),
jokin graafin G ortonormaali esitys. Méaritetddn ortonormaalinen esityksen

U arvo seuraavasti: ]

c,r||ré|1|r:11 15y (cTu;)?
Vektoria ¢, jolla minimi saavutetaan, sanotaan ortonormaalin esityksen kah-
vaksi. Merkitsemme ¢(G):114 graafin G minimaalisen ortonormaalin esityksen
arvoa kaikkien ortonormaalien esityksien suhteen.

Huomautus 5.22. Lukua ¥(G) sanotaan myo6s graafin G Lovdszin luvuksi.
Kaytamme kreikkalaista thetan symbolia eri tyylilld kirjoitettuna maaritel-
missi ja[0.21] Muuta yhteytta néissd maariteltavilla kasitteilld ja siten
luvuilla 9(G) ja 0(G) ei ole.

Jokaisella graafilla G voidaan médrittda pienin mahdollinen arvo 9(G),
silla tahén liittyy jatkuva funktio, jota minimoidaan kompaktissa joukossa.
Graafin G ortonormaalia esitysta sanotaan optimaaliseksi, jos minimiarvo
saavutetaan silla.
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Apulause 5.23. Olkoot G ja H graafeja. Tdlloin (G x H) < 9(G) - 9(H).

Todistus. (vrt. [12, s. 2]) Olkoot graafit G ja H. Olkoot vektorit wy, us, ..., u,
graafin G optimaalinen ortonormaali esitys ja olkoot vektorit v, vo, ..., v,
graafin H optimaalinen ortonormaali esitys. Olkoot yksikkévektorit ¢ ja d
vastaavasti naiden esityksien kahvat. Yksikkovektorien tensoritulo ¢ ® d on
yksikkovektori. Apulauseen perusteella vektoriperhe (uw; ® v; | 1 <i <
n,1 < 7 < m) on graafin G x H ortonormaali esitys. Taméan esityksen ar-
vo on vahintdan optimaalisen esityksen suuruinen. Nain ollen soveltamalla
yhtaloa saamme todistuksen paatokseen:
1 1 1

NG ) < em dTwm e 5 (w2~ @D

]

Apulauseen todistuksessa tarvitsemme seuraavaa sisdtulovaruuksien
perustulosta.

Lause 5.24 (Besselin epéyhtalo). Olkoot vektoriavaruuden R™ yksikkovekto-
rit wy, o, . .., w, pareittain ortogonaalisia. Tdlloin kaikilla x € R™ pdtee:

n
e = Zwuz

Todistus. (vrt. [4, s. 135, Exercise 2]) Olkoot vektorit w;, us, ..., u, € R"
pareittain ortogonaalisia yksikkovektoreita ja olkoon vektori & € R™ mielival-
tainen. Asetetaan skalaari ¢; = & u;, vektori y = ciui +cotbs + . . . + cu, ja
vektori z = x —y. Kun i # j, niin (¢;u;) " (cju;) = (cicj)uw] u; = (cic;)-0 =0,
koska u; L u;. Muulloin (c;u;)"(cjuj) = ¢2, silli w/u; = 1. Titen z L y,
silla

yz=y'(z-y) =y'z-y'y= (Z ciu;)' @ — > (cou)" > (cu;) "

1=1 =1

n n
2
ci(u Zc wlu; +0) =Y ci(@ ;) — Y [Ju|
i=1 =1
n
cici — Z (cf -1)=0.

=1

I

s
I
—_

Il

@
Il
—

Koska ® = y + z, saadaan Pythagoraan lausetta soveltamalla:

i n
l2ll” = llyll* + 1=]* > [ly]I* = )2) =2 =3 (x'w)’

Apulause 5.25. Olkoon G graafi. Tdlloin a(G) < ¥(G).
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Todistus. (vrt. [12, s. 2]) Olkoon graafi G = (X,U) ja olkoon vektoriper-
he (w1, uo,. .., u,,) sen optimaalinen ortonormaali esitys kahvalla ¢. Olkoon
graafin G suurin mahdollinen riippumaton joukko S := {xy, 9, ...,z }. Té-
ta vastaavan vektoriperheen (wi,us, ..., u) vektorit ovat talloin pareittain
ortogonaalisia. Lauseen avulla saamme:

k
(5.3) l=c'ec=|c|? Z c'u;)?

Graafin G ortonormaalin esityksen optimaalinen arvo J(G) saadaan jollakin

perheen (wy,us, ..., u,,) vektorilla. Nain ollen jokaisella i € {1,2,...,k}:
Y(G) = ma ! ! — (cTu;)?* > ! — k(cu;)?* > i
= X i > —— i =z —.
1<i<n (¢Tu;)? ~ (cTu;)? Y(G) Y(G)

Valitaan luku i’ € {1,2..., k} siten, etti (cTuy)? < (e'u;)? pétee jokaisella
i € {1,2,...,k}. Nyt voimme yhdistaa edellisen ekvivalenssiketjun oikean-
puoleisimman yhtalon ja yhtalon Siis

k

1= ; (c"w;)* > k(c"uy)?* > el

Kerrotaan vield yhtélé puolittain luvulla ¥(G) ja sijoitetaan k = |S| = a(G).
Siis (G) > a(G). O
Lause 5.26. Olkoon G graafi. Tdlloin seuraava yhtdlo pdtee:

c(G) < Y(G).

Todistus. (vrt. [12, s. 2]) Olkoon G graafi ja k € Z,. Lauseita [5.25 ja [5.23]
soveltamalla saamme:

a(GF) < 9(GF) < I(G) .

Ottamalla yhtalosta puolittain k:s juuren ja lauseen [5.7] perusteella:

= sup /a(G*) < sup /9

keZ keZ
O

Nyt olemme lédhes valmiita syklin C5 Shannon kapasiteetin maérittami-
seen. Lovaszin alkuperéisessa todistuksessa kaytettiin muun muassa pallotri-
gonometrian kosinilausetta. Teemme taman osan todistuksesta perinteisem-
malla tavalla ja siksi palauttelemme mieliimme muutamia geometrian perus-
asioita parin tuhannen vuoden takaa.
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a C

C D

Kuva 2: Viisikulmio ja viisikulmainen pyramidi.

Esimerkki 5.27. (vrt. [I, s. 217]) Olkoon 7 = 1+—2‘/5 Luku 7 tunnetaan
nimelld kultainen leikkaus. Tarkastellaan kuvan [2]saannollista viisikulmiota ja
merkitdan luvulla a sen sivun pituutta ja luvulla d sen diagonaalin pituutta.
Jo vuosituhansia on tiedetty, etta g = 7 ja ettd diagonaalien leikkauspisteet
jakavat diagonaalit kultaisella leikkauksella.

Todistus. Koska viisikulmion kulmien summa on 3, niin jokaisen sdannol-

lisen viisikulmion kulman on oltava %” Kolmio ABFE on tasakylkinen, joten

kulma ABE = I. Téstd seuraa, ettd kulma AMB = 3% ja edelleen voimme
todeta, etté kolmiot ABC' ja AM B ovat yhdenmuotoisia. Nelikulmio CM E D
on neljakas, joten |MC| = a ja |[AM| = d — a. Kolmioiden ABC ja AMB
yhdenmuotoisuuden perusteella toteamme, etta

d |AC| |AB| o |MC|

a |AB| |AM| d—a |MA|

]

Johdetaan seuraavaksi kaava viisikulmion séteen s neliclle. Huomaamme,
ettd jana BS puolittaa diagonaalin ja jana F'S puolittaa reunan. Kolmiot
BF'S ja ABG ovat yhdenmuotoiset, joten saamme seuraavan yhtélon:

|BS| s _a  |AB]|

|FS| 52 — (La)? - 1d  |AG]|

Otetaan edellisesta yhtalosta nelio puolittain ja sijoitetaan



Lukijan todettavaksi jéa, etta triviaalien laskutoimituksien jalkeen saadaan
luvun s neliolle kaava:

, & 2

T p 42
2

Tarkastellaan sitten kuvassa [2] olevaa suoraa pyramidia, jonka pohja on
saannollinen viisikulmio, missd |OB| = 1. Ratkaistaan korkeus h = |OS]|
kayttamaélla Pythagoraan lausetta:

h?=1-—s

Naiin ollen h = /1 — s2.

Seuraavan lauseen todistuksessa kaytamme Lovaszin sateenvarjotekniik-
kaa ja saamme hammastyttavalla tavalla laskettua syklin Cy kapasiteetin.

Lause 5.28. Graafin Cs Shannonin kapasiteetti on /5.

Todistus. (vrt. [12] s. 2]) Tarkastellaan viisiruoteista sateenvarjoa, jonka ruo-
dut ja kahva ovat yksivektorin pituisia. Avataan sateenvarjoa kunnes vas-
takkaisten ruotujen vélinen kulma on tarkalleen 7. Olkoot yksikkovektorit
(w1, ug, w3, uyg, ws) sateenvarjon ruodut ja yksikkovektori ¢ sateenvarjon kah-
va siten, ettd ndma kaikki vektorit ovat yhteisestd pisteestd poispéin suun-
nattuja. Talloin vektorit (wq, ug, us, uy, us) ovat graafin Cs ortonormaali esi-
tys.

Havaitsemme, ettd graafin G ortonormaali esitys vastaa esimerkin
viisikulmaista pyramidia, kun esityksen vektorit osoittavat pisteesta O py-
ramidin kulmiin ja kulma AOC = Z. Titen saamme d = 2cos(%5) = /2.

Edelleen saamme s% = ﬁ ja lopulta:

1
h=vVI—s=,|—.
S \/g

Merkitdan kahvan c¢ ja vektorin w; véilistd kulmaa kirjaimella ¢. Edelleen
esimerkin |5.27] perusteella saamme:

0S| h 1 1 .
Linfiag e =4/—==5"4,kuni=1,2,3,4,5.
OB]  [lui] V5

cTu; = cosp =

Taten lauseen ja aiemmin méarittdmme alarajan perusteella:
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5.4 Yksinkertaisten graafien Shannonin kapasiteetit

Tassa alaluvussa maaritamme kaikkien alle seitseménpisteisten yksinkertais-
ten graafien Shannonin kapasiteetit. Seitseménpisteista graafeista tarkaste-
lemme sellaisia, joissa on enintddn seitseméan sarméa. Maaritdmme graafien
kapasiteetit graafien pisteiden lukuméaardn mukaisessa jarjestyksessa aloit-
taen pienimmaésta ja yksinkertaisimmasta graafista K. Néin voimme hyo-
dyntédéd aikaisemmin méaritettyjen graafien kapasiteetteja néitd suurempien
graafien kapasiteettien laskemisessa ja talld tavoin pitdéd esityksen tiiviina.
Seuraavaksi méarittelemme Shannonin kapasiteetin laskemisen kannalta kak-
si hyodyllistéa lausetta.

Lause 5.29. Olkoot graafit Gy ja Go erillisii. Jos graafit Gy ja Gy ovat
heikosti a-perfektejd, niin graafi G + Go on heikosti a-perfekti.

Todistus. Olkoot erilliset graafit G ja G ovat heikosti a-perfektejé. Graafin
GG1+ G2 mika tahansa riippumaton joukko saadaan yhdisteena graafien GGy ja
G, riippumattomista joukoista. Vastaavasti graafin Gy + G5 kaikki ositukset
saadaan ottamalla graafien GG; ja G ositusten unioni. Téten

&(Gl + GQ) = Oé(Gl) -+ CY(GQ) = 9<G1) + G(Gg) = 9<G1 + Gz)
Siis graafi G; + G5 myo6s heikosti a-perfekti. n

Lause 5.30. Olkoon graafi Gy heikosti perfekti ja graafi Gy mielivaltainen.
Jos graafit G1 ja Gy ovat erillisia, niin ¢(G1 + Ga) = ¢(G1) + ¢(Gs).

Todistus. (kts. [16] s. 13, 15]) O

c(G3)=2 ¢c(Gy)=2 ¢c(Gs)=2 ¢c(Gg)=2 ¢c(Ky) =1

Kuva 3: Enintdén neljapisteisten graafien Shannonin kapasiteetit.

Huomautus 5.31. Tiedetédan, etta kaikilla erillisilla graafeilla G ja G pé-
tee ¢(Gh + G2) > ¢(G1 + Gy)(kts. [16], s. 13, 15]). Shannon arveli, ettd yhté-
suuruus pitéisi yleisesti paikkaansa. Témaéa otaksuma on kuitenkin todistettu
vaaraksi. Nimittdin on olemassa graafi GG, jossa on 27 pistetta ja c¢(G) < 7 ja

c(G) = 3, mutta ¢(G + G) > 2v/27 > 10. (kts. [3 s. 2])
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Seuraavaksi madritdimme kapasiteetit graafeille, joissa on 1 — 5 pistetta.
Ainoa epéperfekti ja ei heikosti perfekti graafi tédssé joukossa on sykli Cf,
jonka kapasiteetti ratkaistiin edelld. Loput néisté ovat perfektejé ja lauseen
perusteella riittaéd etsid suurin riippumaton joukko. Edelleen lauseiden
ja nojalla riittaa kasitella ainoastaan yhtenéiisia graafeja. Naiden
kapasiteetit on merkitty kuviin [3] ja [4]

Epéayhtenaisen graafin Shannonin kapasiteetti saadaan summaamalla té-
man komponenttien kapasiteetit, jotka on jo aiemmin maéaritetty. Epayhte-
naisten graafien Shannonin kapasiteetin toteamisen jatdmme siten péadosin
lukijalle. Taydellinen esitys on katsottavissa Shannonin alkuperéisesta kir-
joituksesta (kts. [16] s. 14]).

Kuva 4: Viisipisteisten graafien Shannonin kapasiteetit.

Ei-isomorfisia 6-pisteisid graafeja on yhteensd 156 kappaletta, joista 112
ovat yhtenaisia.(kts. [I8], Connected Graph) Maaritdmme Shannonin kapa-
siteetin ainoastaan sellaisille yhtenaisille graafeille, joissa on aukko C5. Tal-
laisia graafeja on yhteensa 7 kappaletta (kts. [I8], Imperfect Graph). Muissa
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tapauksissa graafit ovat perfekteja suoraan lauseen perusteella ja lauseen
perusteella ¢(G) = a(G) = O(G). Niiden kapasiteetit maaritetdan vas-
taavalla tavalla kuin edella on tehty.

Tarkastellaan sitten jiljelle jadneita seitseméd 6-pisteistd epéperfektia
graafia. Kuvaan [b| on merkitty graafeille Gog,Ga3,G24 ja Gas suurin mahdol-
linen riippumaton joukko ja pienin mahdollinen ositus klikkeihin. Jokaisella
edelld mainituista graafeista ndmé joukot ovat saman kokoiset ja néin ollen
niamé graafit heikosti a-perfekteja. Lauseen nojalla saadaan ratkaistua
Shannonin kapasiteetti ¢(Gaz) = ¢(Gag) = ¢( G24 = ¢(Gas5) = 3.

ARATE:
@z@iﬁi

Kuva 5: Kuusipisteiset epaperfektit graafit.

Viimeisten graafien Shannonin kapasiteettien maarittdmiseksi tarvitsem-
me seuraavia tuloksia.

Lause 5.32. Olkoot G ja H graafeja. Olkoon e € E(H) ja € € E(G). Jos
graafi H on G + e, niin
c(H) < ¢(GQ)

ja jos graafi H on G — €' ja |V(G)| > 2, niin
c(G) < c(H).

Todistus. Olkoon G graafi ja H = G + e ja olkoon n € Z*. Graafien G" ja
H" pistejoukot ovat samat ja F(G™) C E(H™). Néin ollen jokainen graafin
H riippumaton joukko on aina riippumaton joukko myo6s graafissa G, mutta
graafin G riippumaton joukko ei valttamétta ole riippumaton joukko graafissa
H. Siis a(H™) < a(G"™). Koska luku n oli mielivaltainen péatee c¢(H) < ¢(G).
Toinen tapaus todistetaan vastaavalla tavalla. O

Edellisesta tuloksesta selvisti seuraa: jos graafi G on graafin H osittais-
graafi, niin ¢(H) < ¢(G). Osoitetaan vield pisteen poistamiselle ja lisddmiselle
vastaavankaltainen tulos.
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Lause 5.33. Olkoon G = (X,U) graafi, missi |X| > 2. Olkoon x € X. Jos
graafi H on G — x, niin
c(H) < ¢(Q).

Todistus. Olkoon G' = (X,U) graafi. Olkoon piste € X ja olkoon H =
(X', U’) pistejoukon X \ {z} indusoima aligraafi. T4ll6in seuraava tulos pa-
tee jokaisella z,y € X' ja jokaisella n € ZT: jos {x,y} ¢ E(H"), niin
{z,y} ¢ E(G"). Edellisen todistaminen tapahtuu suoraviivaisesti induktiolla
ja jaitdmme toteamisen lukijalle. Néin ollen jokainen graafin H" riippumaton
joukko on riippumaton joukko myos graafissa G" ja téiten ¢(H) < ¢(G). O

Lauseen tulos voidaan yleistda seuraavaan muotoon: jos graafi H on
jonkin graafin G pistejoukon indusoima aligraafi, niin ¢(H) < ¢(G).

Tarkastellaan sitten jaljella olevia graafeja Gog, Gor ja Gag. Intuitiviises-
ti néissa graafeissa on syklin C5 kuvaamaan kommunikaatiokanavaan lisétty
lahetin, joka ei paranna alkuperiistd kanavaa. Etenemme tdman intuition
mukaisesti ja maaritdmme graafeille Gog, Go7 ja Gog Shannonin kapasiteetin
alarajaksi v/5 = ¢(Cs) lauseen avulla. Intuitiivisesti emme siten hyo-
dynné pistetta 6 vastaavaa lahetinta. Sovelletaan nyt lauseen todistusta
ja siina kaytettya sateenvarjotekniikkaa. Lisadmme “huonon® lahettimen sa-
teenvarjoon tuomalla siihen kaksinkertaisen kahvan tai ruoteen. Lisataan siis
graafin C5 optimaaliseen esitykseen (w1, ug, us, Uy, us) vektori ug = ¢ ja niin
saadaan muodostettua graafin GGog ortonormaali esitys. Nyt:

1 1

(cTug)?  (cTc)

1 .
m,kun'&zl,...,fj.

Néin ollen graafin Gog Lovészin luku 9(Gas) on enintiddn /5 ja siis
c(C5) = V5 < ¢(Gas) < V(Gas) < V5.

Vastaavalla tavalla lisddmaélla graafin C5 ortonormaaliin esitykseen vekto-
rin ug = us saamme graafin Ga¢ ortonormaalin esityksen. Edelleen samaan
tapaan saamme ¢(Gag) = V5. Graafi Go; voidaan muodostaa poistamalla
graafista Gog sdrmaé tai lisddmaélla graafiin Gog sdrma. Siten myos graafin G
Shannonin kapasiteetti on lauseen [5.32 nojalla ratkaistu:

VB = ¢(Gas) < ¢(Gar) < ¢(Gag) = V5.

Seitseméanpisteisista graafeista tarkastelemme sellaisia, joissa on enintédan
7 sdrméad. Todetaan aluksi, ettd epiaukossa C'; on sarmid yhteensa |E(K7)|—
|E(Cr)| = (X9_,4) — 7 = 14. Niin ollen riittdi, ettd tarkastelemme kuten
edelld 6-pisteisten graafien kohdalla sellaisia yhteniisid graafeja, joissa on
aligraafina sykli C5 tai sykli C';. Tallaisia ei-isomorfisia graafeja on yhteensé
nelja, joista kolme on kuvassa [0} Naista Gag ja Gso ovat heikosti perfekteja
ja niiden Shannonin kapasiteetti on 4.
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Kuva 6: Seitseménpisteisia epaperfekteja graafeja.

Kuvassal|6|on graafiin G'3; merkitty klikeille painot 0, % ja 1. Taten lauseen
5.13| mukaan ¢(Gs1) < a*(G3) = 3%. Ylarajaa voidaan kuitenkin tarken-
taa. Graafi G3; voidaan muodostaa graafista Cs + Ky lisdamaélla tdhan sér-
mé, joten Shannonin kapasiteetti ¢(G31) on lauseen [5.32 perusteella enin-
tadn c(C5 + K3). Alarajan méérittamisessd turvaudumme jélleen intuitioon
rikkinaisesta lahettimesta. Oletetaan, ettd pistetta 6 vastaavaa lahetinté ei
kaytetd. Poistamalla tdmé piste kapasiteetin ¢(G3;) alaraja on lauseen m
mukaan vihintdén graafin C5 + K kapasiteetti ¢(C5 + K;). Néin saadaan
muodostettua seuraava epayhtalo:

6(05 + Kl) S C(Ggl) S C<C5 -+ KQ)

Lauseen perusteella ¢(Cs + K;) = ¢(Cs + K3) = +/5 + 1. Néin ollen
C(Ggl) = \/g + 1.

Nain olemme osoittaneet, etta sykliad C'; yksinkertaisempien graafien Shan-
nonin kapasiteetit ovat tunnettuja. Sykli C7 on siten yksinkertaisin graafi,
jonka tarkkaa Shannonin kapasiteetin arvoa ei vield tunneta. Talla hetkella
tiedetaan (kts. [I, s. 221]), etta

7

3.2236 ~ v/108 < ¢(C-) <
’ < 7)_14—(305(

~ 1
1 3,3177

==

ja olisi houkuttelevaa arvata, ettd ¢(C7) = V/11.
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