TAMPEREEN YLIOPISTO

Pro gradu -tutkielma

Tytti Kayhko

Neliokunnat

Informaatiotieteiden yksikko
Matematiikka
Marraskuu 2016




Tampereen yliopisto
Informaatiotieteiden yksikko
KAYHKO, TYTTI: Neliokunnat
Pro gradu -tutkielma, 53 s.
Matematiikka

Marraskuu 2016

Tilvistelma
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1 Johdanto

Tassa pro gradu -tutkielmassa tutustutaan neliskunnattdeéiseen. Nelivkunt@ (vd)
on rationaalilukujen kunnan laajennus, jonka alkiot ovabmaa+bvd, missa luvut
a ja b ovat mielivaltaisia rationaalilukuja. Tutkielmassa ekaian jotkin lukuteorian
perustulokset tunnetuiksi ja niiden todistukset siviadat

Luvussa 2 maaritelladn tarkemmin nelibkunta, ja tarkkstalmillaisia alkioita
se sisaltdd. Luvun alussa todistetaan neliokunnan olavgtts peruslaskutoimi-
tuksien suhteen, eli alkioiden summa, erotus, tulo ja oga@nkuuluvat neliokun-
taan. Taman jalkeen maaritellaan kasitteet liittolukuganm, seka tutustutaan tar-
kemmin niiden ominaisuuksiin nelibkunnassa. Luvun lopussustutaan neliokun-
nan kokonaislukuihin ja huomataan sen olevan tavallistkoRaislukujen joukon
laajennus.

Luvussa 3 tarkastellaan kokonaislukujen jaollisuuttégkelinnissa. Maaritellaan
siihen liittyvia tarkeita kasitteita, kuten yksikko, alklu ja liitannaisluku. Esitel-
l&&n yksikdiden perusominaisuuksia ja tarkastellaankgkden maaria eri tapauk-
sissa.

Luvussa 4 pdéosassa ovat kasitteet faktoriaalinen readasjeideen alue. Lu-
vun lopussa esitelladn kaikki mahdolliset neliokunnakgamvat Eukleideen kuntia.
Samoin kerrotaan, mitkd kompleksiset neliokunreht<( 0) ovat faktoriaalisia ren-

kaita. Reaalisten nelidkuntied ¢ 0) tapauksessa ongelma on edelleen avoin, joten

tutustutaan vain muutamiin tunnettuihin tapauksiin. i@ithuseiden todistukset si-
vuutetaan.

Luvussa 5 sovelletaan tuloksia kahteen eri Diofantokse#@l§tn. Luvun alussa
etsitaan nelibkunna@(v-1) avulla Diofantoksen yht&lép? + 4 = z° kokonaislu-
kuratkaisut. Luvun lopussa esitellaan tulos, jonka avudliadaan onko Diofantoksen
yhtélollax? + y2 = n, missén € Z, kokonaislukuratkaisuja.

Paalahdeteoksena on kaytetty Harold M. Starkin teosta &kadaoction to Num-
ber Theory.



2 Neliokunnat ja neliokokonaisluvut

Maaritelmé 2.1. (ks. [4, s. 258]) Olkoord € Q sellainen luku, joka ei ole minkaan
rationaaliluvun nelié. Merkitaa@(Vd) = a + bvd, misséa ja b ovat mielivaltaisia
rationaalilukuja. Kutsutaan joukko@(vd) varustettuna tavallisilla yhteen- ja ker-
tolaskullaneliokunnaksiJosd > 0, kutsutaan joukkogeaalineliokunnaksija jos

d < 0, kutsutaan joukkokompleksisekgai imaginaariseksi nelibkunnaksi

Esimerkki 2.1. 3= 3+0V2, % + 2v2 jaV8 = 0+ 2V2 ovat joukonQ(V2) alkioita.

Koska jokainen rationaaliluka voidaan kirjoittaa muodossa+ 0vd, niin voi-
daan todeta, ett® ¢ Q(Vd). Jos lukud itse olisi jonkin rationaaliluvun neli®, niin
a + bVd olisi rationaalinen, jolloin2(Vd) = Q. Tasta syysta nelibkunnan maaritel-
masta on poistettu tapaukset, joissan jonkin rationaaliluvun neli6, koska naista
tapauksista ei saada mitaan uutta.

Jatkossa kaytetdan (mahdollisia poikkeuksia lukuunaittaj pienia roomalai-
sia kirjaimiaa, b, ¢ vastaamaan rationaalilukuja ja neliokunnan alkioita rtaék
pienilla kreikkalaisilla kirjaimillae, 8, v, 6,... . Kirjain d on varattu pelkastaan sel-
laisen rationaaliluvun kayttoon, jossal ei ole rationaalinen.

Lause 2.1.0lkoot a, b, ¢, e= Z. Talléin a+ bVd = ¢ + eVd, jos ja vain jos a= ¢
ja b = e. Erityisesti a+r bvd = 0, jos ja vain jos a= b = 0.

Todistus. (vrt. [4, s. 259]) Oletetaan ensin, et bvd = 0. Nythan—a = bvd.

Josb # 0, niin 2 = Vd, eli Vd € Q, mik& on ristiriidassa oletuksen kanssa. On siis

oltavab = 0, josta seuraa, ettii= 0. K&4&ntaen, joa = b = 0, niina+ bvd = 0.
Tarkastellaan nyt yleista tapausta. Jos

a+bvd=c+eVd,
niin
(a-c)+(b-e)Vd=0,

missaa — ¢, b — e € Q. Aiemman tapauksen nojalla on siis oltaaa- ¢ = 0 ja
b-e=0elia=cjab= e Kaantéden, josa = cjab = e, niin nahdaan triviaalisti,
ettda + bvd = ¢ + eVd. O



Huomautus.Edellisen lauseen viite ei toimi, mikalid € Q tai mikali lukujaa, b,
C ja e ei ole rajoitettu olemaan joukosg&a

Todistus. Tarkastellaan tapausth = 1, jolloin Vd = V1 = 1 € Q. Nyt saadaan
a+b=c+e jaesimerkiksi 3+ 4 =1+ 6, missd luvut 1, 3, 4, & Q, mutta 3# 1
jad+6.

Tarkastellaan sitten tapausta, missa lulajjb, c, e ei ole rajoitettu joukkoor®.
Olkoond = 2. Kun valitaara = V2, b = iz c=1jae=1,niin

a+b\/§:\/§+%:l+\/§:c+e\/§,

_ I T
muttaa_\/éil_CJab_ﬁil_e. O

Lause 2.2.Josa, B € Q(Vd), nina + B, @ — B, aB € Q(Vd). JosB # 0, niin
/B € Q(Vd).

Todistus. (ks. [4, s. 259]) Merkitadm = a + bvd ja 8 = ¢ + eVd, missaa, b, c,
e € Q. Nyt
a+pB=(@+c)+(b+e)Vd
a—pB=(-c)+(b-eVd
af = (ac+ bed) + (ae+ bc)Vd

kuuluvat kaikki joukkoorQ(vd), koska @+c), (b+e), (a—c), (b—e), (ae+bed),
(ae+ bc) € Q. Liséksi, josp # 0, niinc # 0 taie # 0, jotenc — eVd # 0. Siis

c? - €?d = (c+ eVd)(c — eVd) # 0,

koska kumpikaan tekijoisté ei ole nolla. Myds

g_(a+b\/6)(C—e«/a)_(ac—bed) (bc—ae) - -
- (crevd)c—evd) \c2-ed) \c2-ed Vd e Q(Vd),

koska luvut

ac—bed) (bc-ae

c2-e2d ) \c2-exd
ovat rationaalilukujen osamaaria, joissa nimittaja ei eeallaksi, ja nain ollen ra-
tionaalisia. |



Tahéan asti lukud € Q on ollut sellainen, ettd/d ¢ Q. Voidaan kuitenkin rajoit-
taa lukuad vielda pidemmalle menettdmatta yhtaan neliokuntaa. E&iksar

a+ b\/g:a+ (g) V6,

joten(,3) = Q(VB). Siis joukot(y/2), Q(VE) siséltavéit tasmélleen samat Iu-

vut. Yleisemmin
a(y5) = ),

koskaa + b\/g =a+ b(\%) =a+ b(‘/FT‘fS) = a+ 2(rys) = a+ 2yIs, missa
luvutr,se Z,s # 0jars € Z. Riittaa siis tarkastella luvud kokonaislukuarvoja.

Huomataan, ettd luku@voidaan edelleen rajoittaa. Esimerkiksi
a+bV8=a+ (2b)V2,

joten @(V8) = Q(V2). Yleisesti voidaan kirjoittad(Vr2s) = Q(v/s). Taten tar-
vitsee tarkastella vain luvueh kokonaislukuarvoja, joilla ei ole nelidtekijoitg(1).
Tallaisen luvun sanotaan olevaelidvapaa Tasté eteenpéid on kiinnitetty koko-
naisluku, missa # 0, d # 1 ja luvullad ei ole nelidtekij6itd ¢ 1). Koskad # 0
tai 1, eiké luvullad ole nelidtekijoité, niind ei ole taydellinen nelid, ja site'd on
irrationaalinen. Ensimmaiset hyvaksyttavat positiivessrot, jotka kelpaavat luvuk-
sidovat 2, 3,5, 6, 7, 10, 11,... Vastaavasti ensimmaiset hyttiksit negatiiviset
arvot luvulled ovat-1, -2, -3, -5, -6, -7,-10,-11,...

JoukonQ(V/d) alkiot ovat toisen asteen kokonaislukukertoimisen yitéhtkai-
suja. Huomataan, etté luku+ bvd on rationaalikertoimisen yhtalon

x? — ax+ (a% — b?d) = [x — (a+ bVd)][x — (a - bVd)] =0

ratkaisu. Jos kerrotaan yhtalod puolittain yhteisella t@ll&, niin saadaan toisen
asteen yhtald, jolla on kokonaislukukertoimet. Taman igm&aksi ratkaisua ovat
luvut a + bvd ja a — bVd, jotka ovat toistensa liittolukuja.

Mé&éritelma 2.2. (ks. [4, s. 261]) Josr = a + bVd, niin luvun « liittoluku on
a =a- bvd.

Josd < 0, niin maaritelma on tuttu tavallisen kompleksiluvun kdeisiliittolu-
vun méaaritelmasta.



Huomautus.Q(Vd) on tosiaan kunta, koska jos®a + bvd € Q(vd), niin silla on
kaanteisalkio

1 a-bvd
a+bvd (a- bvd)(a+bvd)
B a-bvd
a2 — b2d
a b Va

" 2@2-d a-pd

Missé—2-=, —2--Vd € Q(Vd) jaa® - b?d # 0, koskad ei ole neli6.

Lause 2.3.Jose, B8 € Q(Vd), niin (@) =, (@ +B) =a+ B, (@a-B) = a - B,
(apB) = ap. Jos lisaksiB # 0, niin B # 0ja (a/B) = @/B. Edelleenz = «, jos ja
vain josa € Q.

Todistus. (vrt. [4, s. 261]) Olkookr = a+ bVd, 8 = ¢+ eVd € Q(Vd). Nyt

(@) =(a-bVd)=a+bVd=a

(+p)=[(a+c)+(b+e)Vd] = (a+c) - (b+e)Vd
=(a-bVd)+(c-eVd)=a+ 5

(@-pB)=[(a-c)+(b-e)Vd] = (a-c) - (b-e)Vd
=(a-bVd)-(c-eVd)=a -8
(aB) = [(ac+ bed) + (ae+ bc)Vd] = (ac+ bed) — (ae+ bc)Vd
= (a- bVd)(c - eVd) = aB.

Josa = a, niin a+ bvd = a— bVd. On siis oltaveb = b, elib = 0, jotena = aon
rationaalinen. K&antéen, jas= a+ 0Vd € Q, niina =a—-0Vd = a.

Lauseen alkuosan perusteella, s+ O, niinc # O taie # O, joten,B_: Cc-—
evd # 0. Koska ¥(B) = 1/(c? - €d) € @, niin

(%) = (1/(BB) -a- B) = (1/(BB)) - - (B) = 1/(BB) - - B = a/B.

Oletetaan, ettd luka on kokonaislukukertoimisen toisen asteen yhtalon

axt+bx+c=0



ratkaisu. Koska lukur toteuttaa taman yhtalén ja koska luaytb, ¢ € @, niin

a(&)2+b(7+C:a_(?)+BC?+C_: (E)+(E)+6

= (ae?+ba +¢) = (0) = 0.

Toisin sanoen, jos on yhtalonax? + bx + ¢ = 0 ratkaisu, niin talléin myosr —
on yhtalon ratkaisu. Oletetaan, ettédon irrationaalinen, jolloine # «. TallGin
yhtal6lle on l6ydetty kaksi ratkaisua. Koska toisen asteelgnomi voidaan jakaa
juurien mukaan tekijoihin, niin

ax’ + bx+c = a(x — a)(x — ).

Siis on olemassa aarettéman monta toisen asteen kokdadisltioimista yhtaloa,
joiden ratkaisuna on, mutta ne eroavat toisistaan vain vak@werran. Jakamalla
yhtélé ax? + bx + ¢ = 0 lukujena, b ja ¢ suurimmalla yhteisell tekijalla, ja tar-
vittaessa kertomalla luvullal, saadaan yksikasitteinen toisen asteen yhtal6 luvulle

.
Apulause 2.1.0lkoona € Z jan > 0. Tall6in, jos<{/a € Q, niin {/a € Z.

Todistus. (vrt. [2]) Oletetaan, ett&/a € Q. Siis on olemassa sellaiset keskenaan
jaottomats,r € Z,r # 0, etta

Nain ollen

Sn
a:r—n
n
1 S

ar :

r
Nyt ar"! € Z, joten mybs% e Z. Koska syt6,r) = 1, niin oltavar = +1. Nain
ollen {/a on kokonaisluku. O

Huomautus.Edellisen apulauseen nojalla, jg$ € Z jax € Q, niin x € Z.

Mé&aritelma 2.3. (ks. [4, s. 262]) Josr € Q(Vd) on irrationaalinen, missa, b,
c € Zjasyt@b,c) = 1,a > 0, niin yhtalédax? + bx + ¢ = 0 kutsutaan luvum
maarittelevaksi yhtaloksmikali « toteuttaa yhtalon.



Esimerkki 2.2. Esimerkiksi 2+ V3 toteuttaa yht&lét

X% +4x-1=0,
3x2 - 12x+3=0,
—5x%2 +20x - 5=0.

Kaikki nama yhtalét ovat monikertoja yhtalostd— 4x + 1 = 0, jonka ratkaisu luku
2++v3on.

Esimerkki 2.3. Irrationaalinen luku voi olla korkeintaan yhdessa nelidkassa.
Toisin sanoen kahden eri neliokunnan leikkaus on joukko

Todistus. (vrt. [4, s. 262]) Oletetaan, etta irrationaalinen lukue Q(Vd) ja « €
Q(Vd1). Nyt

a:a+b\/a:a1+b1\/d_,
missaa, b, a;, by € Q. Maarittelevan yhtalon toinen ratkaisu arja toinen on
a= a—b\/a=a]_—b1\/d—1.

Siis

bf:“;“:led_,

joten (b # 0, koskaa on irrationaalinen)

bvdd: /@
Vdi

mist& saadaan ratkaistua

w0

Taten+/dd; € Q, joten apulauseen 2.1 nojaliédd; € Z. Nythand ja d; ovat ne-
libvapaita jadd; on taydellinen nelid. Alkutekijahajotelman yksikasiggyslauseen
nojalla luvuillad ja d; on oltava sama merkki ja samat alkutekijat, joter= di,
kuten toivottiin. O

Mé&aritelma 2.4. (ks. [4, s. 263]) Luvurw € Q(Vd) normion lukuN(e) := ea.

10



Lause 2.4.0lkoote, 8 € Q(Vd).

a) Jos ac Q, niin N(a) = a°.

b) N(@) € Q.
c) Jos d< O, niin N(a) = 0. ErityisestiN(a) = 0, jos ja vain josa = 0.

d) N(aB) = N(a)N(B). Lisaksi, josg # 0, niin
B

(a) _ N(a)
N(B)
Todistus. (vrt. [4, s. 263]) Merkitadnmr = a + bvd, missaa, b € Q.

a) Koska lukua € @, niin a = aja sitenN(a) = aa = a°.

b) Huomataan, etta
N(e) = aa = (a+ bVd)(a - bVd) = a? - b’d = a2 + (-d)b?,

joka on rationaaliluku. NormimN(«) rationaalisuus oltaisiin voitu osoittaa myo6s

seuraavasti:
N(a) = ea = aa = aa = N(a),

joten lauseen 2.3 perusteella nofk(iz) on rationaalinen.
c) Tapauksessa < 0 patee tietenkin{d) > 0, jotenN(a) > 0. SelvastN(0) =
0. Josa # 0, niina # 0 ja sitenN(a) = aa # 0. Taten nahdaan, etha) = 0, jos

ja vain josa = 0.
d) Normin méaaritelman ja lauseen 2.3 perusteella

N(ap) = (aB)(@p) = apaf = N(@)N(B).

Josg # 0, niin
5616354
O

Yll& oleva yhtaloN(a)N(B) = N(a ) voi vaikuttaa triviaalilta, mutta kun siihen

sijoitetaane = a + bvd, b = ¢ + eVd, niin saadaan
(a+ bVd)(a - bVd)(c + eVd)(c - eVd) = (a2 - db?)(c? — de?)
= (ac+ bed)? — d(ae+ bc)?.

11



Tarkastellaan tapausth= —1. Nythan, jos kaksi lukua voidaan kirjoittaa kah-
den nelion summana, niin talléin myoés niiden tulo on kahdelitn summa. Toisin

sanoen
(@2 + b?)(c? + €%) = (ac - be)? + (ae+ bc)?.

Siis yhtalollaN(a)N(B) = N(aB) on enemman sisaltdéa kuin aluksi vaikuttaa.

Seuraavaksi tarkastellaan kokonaislukaja bvd joukossaQ(Vd). Koska ne-
libkunta Q(Vd) sisaltda muitakin kuin jouko® alkioita, niin on jarkevaa méaari-
telld joukkoon muitakin kuin pelkkia tavallisia kokonaikuja (tapauksea € Z ja
b= 0).

Apulauseen 2.1 jalkeisen huomautuksen nojalla,§bse Z ja x € Q, niin
X € Z. Halutaan laajentaa taméa ominaisuus myos joukkéwd). Tasté syysta,
kund on kokonaisluku ja/d on yhtéalénx? = d ratkaisu, niin maaritellaan luvuvid
olevan kokonaisluku. Halutaan kokonaislukujen summidual@en olevan edelleen
kokonaislukuja. Jos, b € Z, niin toivotaan, etté tuldvd ja summaa + bvd ovat
myo6s kokonaislukuja.

Tahan mennessa ollaan valittu kokonaisluvut maarittelg¥#alon avulla. Esi-
merkiksi maaritteleva yhtald luvulldd on x? — d = 0 ja maaritteleva yhtald luvulle
(—%) + (%)\/—_3 onx? + x + 1 = 0. Nailla yhtaloilla yhteista on se, etté toisen asteen
termin kerroin on yksi.

Mé&aritelma 2.5. (vrt. [4, s. 265]) Lukur € Q(Vd) on(nelid)kokonaislukpjos joko
a € Z tai luvun o méaritteleva yhtalé on muotoe + ax+ b = 0, misséa, b €
Z. Merkitdan jatkossa (nelio)kokonaislukujen joukkoa swyiiila 0@(«/6)- Voidaan
kayttaa myos merkinta®, mikali neliobkunta on asiayhteydesta selva. Joukbn
alkioita kutsutaan jatkossationaalikokonaisluvuiksi

Huomautus.MerkintaO@(\/a) esiintyy useissa eri lahteissa, esimerkiksi [1], [3] ja
[7].

Méaaritelmén 2.5 nojalla, jos nelikokonaisluku on ratialir@en, niin se on pe-
rinteinen kokonaisluku eli rationaalikokonaisluku. Eleosiis esitelty uusia joukon
Q kokonaislukuja. Huomataan myds, ettd méaaritteleva ytaéléama luvuiller ja
a.

JoukonQ(Vd) kokonaisluvut toteuttavat perinteiset laskutoimituksé kahden

kokonaisluvun summa, erotus ja tulo ovat edelleen kokduaiga.

12



Esimerkki 2.4. Luku 1*—2‘/5 ei ole kokonaisluku joukossa(v3).

Todistus. Etsitaan Iuvun“T‘/f_3 maaritteleva yhtalo:

O L A s

2 2 2 2 2 2
= 4x%2 — 2x — 2V3x — 2x + 2V3x - 2

=2x% - 2x - 1.
Koska Iuvun1+—2‘/§ maadritteleva yhtalo ei ole muotod + ax+ b = 0, niin luku l+T‘/§
ei ole kokonaisluku joukossa(v3). O

Esimerkki 2.5. Luku 10 on kokonaisluku joukos<a(Vd), koska 10e Z.
Apulause 2.2.Josb € Z on pariton, niinb?> = 1 (mod 4)

Todistus. Olkoonb € Z pariton. Tallgin voidaan kirjoittah = 2m+1, missém € Z.
Nyt

b?=(2m+1)° =4’ +4m+1=4(m°+m)+1=1 (mod 4)
O

Huomautus.Seuraavassa lauseessa tunnistetaan joa]&wa) alkiot. Tapauksen
d =1 (mod 4) tarkempi tarkastelu tapahtuu lauseessa 2.6.

Lause 2.5. a) Josdz 1 (mod 4) niin O = {a+bvd | a,be z} = Z[Vd].

b) Jos d=1 (mod 4) niin

O = {a+;\/a | a,b parillisia} U {a+2b\/6 | a,b parittomia} = Z[w].

Todistus. (vrt. [4, s. 266]) Jaetaan todistus osiin seuraavasti:
1) Tapauksessa a) patée> Z[Vd]
2) Tapauksessa b) patée2 Z[w]

3) Kohtien 1) ja 2) osajoukkoudet ovat yhtasuuruuksia

13



Todistetaan aluksi kohtien 1) ja 2) tapaus: 0. Siis, jose = a + bVd, missa luvut
a,be Z nina € Q, jos ja vain josb = 0. Sitena € Z, jos javain josa € Z ja
b = 0, ja talléin se on muotoa

a=a+bVd (a,be 7, tapaud £ 1 (mod 4))
= w (2a,2b parillisia, tapausd=1 (mod 4))

Tasta eteenpdin todistuksessa oletetaanpettéa + bvd on irrationaalinen eli
b=+ 0.

1) Jose = a+ bVd, misséa, b € Z, niin « toteuttaa yhtalén
(x—a)(x—a) = (x - (a+bVd))(x - (a- bVd))
= x? — ax+ bVdx - ax+ a? - bvVda- bVdx+ bVda - b?d
= x% — 2ax+ (a° - b?d)
-0,
missé-2a, a®—b’d € Z. Tassa yhtaldssa kertoimilla ei selvastikaan ole muitaiyht

sia tekijoita kuint1 (koska 1 on johtava kerroin), joten tdméa on luvumaaritteleva
yhtal6. Siisa on kokonaisluku.

2) Oletetaan sitten, etd = 1 (mod 4) jae = (a+ bV2)/2, misséa ja b ovat
parittomia joukoss&. (Tapaus, jossa luvu ja b ovat parillisia, on jo todistettu
kohdassa 1.) Tallir on yhtalén

(x-a)(x - @) = [X - [a+2b@]] (X_ (a_zbﬁ])

_Xz_%+b\/ax_2<+a_2_b\/aa_b\/ax+b\/aa+b2d
- 2 2 2 4 4 2 4 4

= x% - ax+ a’ - bd
- 4

=0

ratkaisu. Osoitetaan, etﬁé‘%zd € Z. Merkitadna = 2m+ 1 jab = 2n + 1, missan,
me Z. Nyt
a?-p’d am?+4m+1- (4n°+4n+1)d
4 4
_4(m? - n?d) +4(m-nd) + 1-d
4

= (m? - n?d) + (m- nd) +

1-d

b
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missam? — n?d, m— nd € Z. Lisaksi

d=1 (mod 4)
= -d=-1 (mod 4)
=1-d=0 (mod 4)

joten4|1-d,eli % € Z. Siisa on kokonaisluku.

3) Kaantaen, oletetaan, ettén irrationaalinen kokonaisluku joukos®aSiispa
luvun & maaritteleva yhtalé on muoto& + kx+1 = 0, missék, | € Z. Talléink on
parillinen tai pariton. Oletetaan ensin, eitan parillinen. Merkitaark = 2m, missa
m € Z. Tall6in toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan nojalla

_ kin2—4I_ 2m + V4m? — 4|

5 5 =m+ VM2 —1.

[0

Voidaan kirjoitaam?® — | = €?d’, missde, d’ € Z ja d’ on nelidvapaa (ja’ ei
ole 0 tai 1, koskav ei ole rationaalinen). Ny& on toinen luvuista—m + eVd’ =
(-2m+ 2eVd')/2 € Q(Vd'), missé-m, +e € Z. Aiemmin on jo todettu (esimerkki
2.3), ettdd = di, joten a kuuluu haluttuun joukkoon luvum jakojaannoksesta
huolimatta.

Tarkastellaan seuraavaksi tapaustan pariton. Tall6in

—k +Vvk2 -4
—

a =
Koskak on pariton, niin apulauseen 2.2 nojalla
k-4 =1-4=1 (mod 4)

Merkitaénk? — 4l = €2d’, missa luvullad’ ei ole epétriviaaleja nelidtekijoita (ja
d’ ¢ {0,1}, koskaa on irrationaalinen). Nye on pariton, kosk&? — 41 on pariton,
ja siten

d=1.d=€d=k*-4c=1 (mod4)

Koskaa on toinen luvuista

—k + eVd
2 b

15



niin @ on joukonQ(Vd’) alkio, missad’ = 1 (mod 4), ja sek&k etta +e ovat
parittomia. Tassakin tapauksesba= d, jotena kuuluu haluttuun joukkoon

a+bvd - a+bvd L
> | a, b parillisia; U > | a,b parittomiay .

O

Huomautus.Edellisestd lauseesta seuraa, ettdgob € Z, niin a + byd on aina
kokonaisluku, eliz[Vd] ¢ O. Tapauksessd # 1 (mod 4) tdmé on triviaalia. Jos
d = 1 (mod 4), niin lukua + bvd € Z[Vd] voidaan iimaista muodossa &2
2bvd)/2, missad molemmataja 2b ovat tietenkin parillisia, jotem + bvd € O.

Esimerkki 2.6. Luku % on kokonaisluku joukoss&(V6).

Todistus.Huomataan, etta

3+2V6 _ (1+V6)(3+2V6)
1-v6  (1+V6)(1-V6)

3+ 2v6+3V6+12
B 1-6
_ 15+5V6
-5
= -3- 6,
joten lauseen 2.5 muka\a?:)fi_ﬂé_3 on kokonaisluku. O

Seuraus 2.1.0lkoond =1 (mod 4). Tallina € O, jos ja vain jos

1+\/a]

a/:a+b[ >

missaa, be Z

Todistus. (vrt. [4, s. 266]) Oletetaan, etta=a+ b (“2‘/6), missaa, b € Z. Talloin

[1+va] (2a+ b) + bvd
a+b > = > ,

missd 2+ b = b (mod 2), ja siten (2 + b) ja b ovat molemmat joko parillisia ja
parittomia. Siisx € O.
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Oletetaan sitten, etta € O. Tall6in lauseen 2.5 nojalla = &z‘/a, misséaa,

b € 7, ja missa molemmat ovat parillisia tai molemmat ovat pamiig, ja

a+2b\/a: (a;b)+b[1+2\/a],

Koskaa = b (mod 2), niina-b=0 (mod 2),elié—-b)/2 € Z. O
Lause 2.6.Josa, B € O, nina + B,a - B,aB € 0.
Todistus. (vrt. [4, s. 268]) Olkoon

Vd, josdz1 (mod 4)

“=11+Vd
2 b

josd=1 (mod 4)

Lauseen 2.5 ja seurauksen 2.1 nojalla joulkn/d) kokonaislukuy voidaan kir-
joittaa muodossa

v = (rationaalikokonaisluku} (rationaalikokonaislukuy.
Koskaa, B € O, niin voidaan ne kirjoittaa muodossa
a=a+bw,B=c+ew,
misséa, b, c, e € Z. Siis

a+pB=(@+bw)+(c+ew)=(a+C)+(b+ew

a—pB=(@+bw)-(c+ew)=(a-c)+(b-ew,

joten sekéxr + B, @ — B € O.
Voidaan kirjoittaa

wZ:Sa)+t,

missés, t € Z. Tarkemmin, josdd £ 1 (mod 4) (eliw = Vd), niins=0,t = d. Jos
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d=1 (mod 4)(eliw = £:Y9), niin

2 [1+\/a)2

2

124 2v2+d
=

-9 v

1 1 1 1+d

2t3Vd-37—
1++Vd d-1
-T2 T

jotens = 1,t = (d — 1)/4, missa luku on kokonaisluku, koskd = 1 (mod 4).

Taten

ap = (a+ bw)(c+ ew)
= ac+ (ae+ bo)w + baw?
= ac+ (ae+ bow + be(sw +1)

= (ac+ bet) + (bc + begw,

joka on muotoay = (rationaalikokonaisluku)} (rationaalikokonaislukuy, joten
apfeO. O

Tiedetaan, etta luvun normi joukos84Vd) on rationaalinen. Tutkitaan seuraa-
vaksi kokonaislukujen normia.

Lause 2.7.Josa € O, niin N(a) € Z.

Todistus. (ks. [4, s. 268]) Koskar € O, niin talléin mybsa € O. Edellisen lauseen
nojalla kahden kokonaisluvun tulo on kokonaisluku, jodfw) = aa € O. Luku
N(a@) € Q, joten lauseen 2.4 nojalld(«@) € Z. |

Edellinen lause voidaan todistaa irrationaaliselle liesalmy6s tarkastelemalla
luvun @ maarittelevaa yhtaloa

X2+ bx+c=0,

missab, ¢ € Z. Koska taman yhtal6n ratkaisut ovaga a, niin yhtalon vasen puoli
voidaan kirjoittaa muodossa

X% +bx+c=(Xx-a)(X-a).
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Kerrotaan yhtalon oikea puoli auki, jolloin saadaan

X? — aX — aX+aa = X° + (- — @)X + aa.

Nyt

Tatena + a, N(a) = aa € Z.
Esimerkki 2.7. Josa € O, niin a2 + a? € Z.

Todistus. Oletetaan, ett@& on kokonaisluku. Lauseen 2.6 perusteelfaon koko-
naisluku. Tatem? on kokonaisluku. Edelleen, lauseen 2.6 nojalla my&s a2 on
kokonaisluku. |
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3 Jaollisuus ja alkutekijoihin jakaminen

Méaaritelmé 3.1. (ks. [4, s. 270]) Olkootr, B € O, ja olkoona # 0. Sanotaan, etta
luku « jakaaluvun g, ja kirjoitetaana | 3, jos on olemassa sellainene O, etta
B = ay. Toisin sanoew | B, josB/a € O.

Lause 3.1.0lkoota, B,y € O
a) Josa | Bjaa |y, niina| Bjaa | (Bs +ye) aina, kuns, & € O.
b) Josa | Bja B |y, nina|vy.

Todistus. (ks. [4, s. 270]) a) Oletetaan, ettd| B ja a | y. Maaritelman 3.1 nojalla
on olemassa sellaiset kokonaislugia n, ettag = & jay = an. Siis g = a¢ ja

BO +ye = aéd + ane = a(£6 +ne).

Koska¢é € O, niin g—‘_ € 0. Koskaé, n, € € O, niin lauseen & nojalla myds
£6+ne e 0. Tatena | Bjac | (BS + ye).

b) Oletetaan, ett& | B ja B | y. Talloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut,
ettdp = aé jay = Bn. Siisy = a&n, jotena | y. |
Huomautus.Olkoot «, B, v, § € O. Edellisen lauseen nojalla, jes| Bjaa | v,
niine | (B+7y), @ | (B-7v)jaal Bé.

Huomautus Kun d < 0, niin joukossaQ(Vd) ei ole mielekasté puhua positiivisista

tai negatiivisista luvuista. Jokaisessa positiivistenggatiivisten lukujen maaritel-
massa tulisi esiintya vahintaan seuraavat ominaisuudet:

1) Jokaisen luvun#£ 0) tulee olla joko positiivinen tai negatiivinen, mutta ei
molempia.

2) Josa on positiivinen, niin—a on negatiivinen. Vastaavasti, jason negatii-
vinen, niin—a on positiivinen.

3) Josa, B ovat positiivisia, niina 8 on positiivinen.

Esimerkki 3.1. On mahdotonta tehd& sellaista positiivisten ja negatéwniguku-
jen maaritelméé joukosga(v-1), ettad edellisen huomautuksen kaikki ehdot ovat
voimassa.
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Todistus. Ehdon 1) nojalla lukuy—1 on joko positiivinen tai negatiivinen. Olete-
taan ensin, ettd/—1 on positiivinen. Ehdon 3) nojallal on positiivinen. Samoin
(-1)? = 1 positiivinen. Tama on ristiriita kohdan 2) kanssa.

Oletetaan sitten, etti{—1 on negatiivinen. Tall6in-V—1 on positiivinen, joten
—1 = (-V-1)? on positiivinen. Ristiriita saadaan vastaavasti kuin édell |

Yleisesti, tapauksissd < 0 on mahdotonta tehda maaritelmaa positiivisille ja
negatiivisille luvuille joukoss& (Vd).

Tarkastellaan seuraavaksi mité tapahtuu luvuille jouk@sc Q(Vd), kun ne
jaetaan tekijoihin, jotka eivat valttamatta ole vain piosgten lukujen tuloja. Esi-
merkiksi luku 8 voidaan jakaa tekij6ihin usealla eri tagall

8=2-2-2

8=1-2-2-1-1-2

8=(-2)-(-2)-2

8=(-1)-(-2)-(-1)-(-1)-2-(-2)- (-1)
Tapauksista ndhdaan minka vuoksi luksjhei ole hyodyllista kutsua alkuluvuiksi.
Kutsutaan lukuja 1 ja-1 joukonZ yksikdiksi

Josp on rationaalinen alkuluku, niin lukujaja —p kutsutaardiitdnnaisluvuiksi

Positiivisten rationaalikokonaislukujen alkutekijapigiman yksikasitteisyyslause voi-

daan korvata hieman yleisemmaRationaalikokonaislukujen alkutekijahajotelman
yksikasitteisyyslauseella

Lause 3.2.Jos ne Z jan # 0, niin kaksi mielivaltaista luvun n alkutekijahajotel-
maa ovat samat tekijoiden jarjestysta ja alkulukujen merkikuunottamatta.

Todistus. (vrt. [4, s. 272]) Olkoom € Z jan # 0. Oletetaan

N=N1-Np---Ng=Mg -Np--- Mk

missany, Ny, ..., Ns, Mg, Mp, ..., M ovat alkulukuja tai niiden vastalukuja.
Nyt on olemassa sellaiset, u, ..., Us, v1, v2, ..., € {1,—1}, ettéduiny, ...,
uS”S! Vlmll s ey Vtmt € Z+

Alkutekijaharjotelman yksikasitteisyyslauseen nojgdakot {uiny, - - - ,Usns} ja
{vimy,- - - ,vym} ovat samoja. Vaite seura tasta. |
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Vastaavia tilanteita tekijahajotelmissa tulee, kun tat&liaan joukkoaQ(Vd).
Nyt, jose, 6 € Q(Vd) jaes = 1, niin talldin e ja 6 voidaan lisata tekijahajotelmaan
niin useasti kuin halutaan. Esimerkiksi, j@sB,y € O jay = a3, niin

y = eadf = (6)(6)(6)(a)(e)(e)(eh),

ja niin edelleen. N&in taméan esimerkiia § ovat samassa roolissa joukossévd),
kuin —1 on joukoss&. Koskaes = 1, jag, § € O, niing | 1.

Mé&aritelma 3.2. (ks. [4, s. 273]) Kokonaislukua € Q(Vd) kutsutaaryksikoksi
jose | 1. Erityisesti 1 ja-1 ovat aina yksikdité joukossa(vd).

Lause 3.3.Jose1 ja e, ovat yksikoita joukoss@(Vd), niin €1, e1e2, £1/e2 ovat
yksikoitéa joukoss@(Vd). Erityisestil/e, on yksikkd. Edelleer;, € O on yksikkd,
jos ja vain josN(g) = +1.

Todistus. (ks. [4, s. 273]) Oletetaan, et ja e, ovat yksikoita joukoss@(Vd).
Talléin ne ovat kokonaislukuja, ja talléin on olemassaaslité;, 62 € O, ettd

£101=£101=1=1,

(£182)(0162) = (£161)(£202) = 1,

jotene; ja e1e, ovat yksikoita. Edelleen

g1 €102 €102
g2 &202 1

on kokonaisluku jag1/e2)(£261) = (€162)(£261) = 1, missée,d1 € O. Siise1/e2
on yksikko.

Oletetaan seuraavaksi, etté&e O jaN(g) = +1. Siis mydse, —¢ € O. Tallgin
oltava jokoN(g) = 1, jolloin

ce=N(g) =1
taiN(e) = -1, jolloin
g(—&) = -N(¢) = L

Molemmissa tapauksissa nahdaan, etté yksikko.

22



Kaantaen, oletetaan, ettdon yksikkd. On siis olemassa sellainére O, etta
g6 =1, joten

N(£)N(5) = N(6) = N(1) = 1.

KoskaN(g), N(6) € Z ja niiden tulo on 1, niin jokdN(e) = N(6) = 1 taiN(e) =
N(6) = —1. SiisN(e) = =1. i

Huomautus.Lauseessa 3.3 Luvunrajoittaminen kokonaisluvuksi on tarpeellista.
EsimerkiksiN(2 + 2V—-1) = 1, mutta kosk& + g V-1 ei ole kokonaisluku joukossa
Q(V-1), niin se ei ole yksikko.

Esimerkki 3.2. Jose on yksikkd jaye € O, niin v/ on yksikko.
Todistus. Nyt & on yksikkd, joten-& on yksikkd. Koskaye € O ja
N(Ve) = (Ve)(=Ve) = —,
niin on oltava—& = +1. Siisv/e on yksikko. O

Esimerkki 3.3. Jose1e2 on yksikkd, missé&;, €2 € O, niin g1 on yksikko jag, on
yksikko.

Todistus. Oletetaan, ett@;e, on yksikkd. On siis olemassa sellainére O, etta

g1820 =1, joten
N(e1£2)N(6) = N(e1£26) = N(1) = 1.

Koskaes, €2, 6 € O, niin lauseen 3.3 nojallbl(e1), N(e2), N(6) € Z. Taten oltava

N(e1) = =1 jaN(e2) = +1, joteneq, &2 ovat yksikaita. O
Esimerkki 3.4. Luku 2+ V7 ei ole yksikkd joukoss@ (V7).

Todistus. Huomataan, etta
NR+V7) =2+ VI)2-VT)=4-7=-3#+1,
joten 2+ V7 ei ole yksikkd joukoss@ (V7). O

Esimerkki 3.5. Luku 252 on yksikko joukoss&(V53).
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Todistus.Huomataan, etta

N[7+«/5_3] _ [7+\/5_3](7—«/5_3J
2 2 2
49-53
- a4
-1

Lauseen 2.5 kohdan b) nojaIIéE/—S_g’ on kokonaisluku, joteﬂ*z—‘/‘:’_3 on yksikko jou-
kossaQ(V53). O

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksisten nelibkuntiesikpika ja reaalinelio-
kuntien yksikdiden lukumaaraa.

Apulause 3.1.Fermat- Pellin yhtéalolla
x? — dy? = 1,

missé 0< d € Q ja Vd on irrationaalinen, on &érettbman monta rationaalikol®na
lukuratkaisua.

Todistus. (ks. [6, s. 66]) Sivuutetaan. O

Lause 3.4. a) Josd< 0,d # —1, d # —3, niin joukossaR(Vd) on tasmalleen
kaksi yksikkoazx1.

b) Joukossa)(V-1) on tasmalleen nelja yksikkodd ja +V-1.

c) Joukoss&(V-3) on tasmalleen kuusi yksikkodl, +(—1+V-3)/2ja +(-1-
V=3)/2.

d) Jos d> 0, niin joukossad(Vd) on darettbman monta yksikkoa.
Todistus. (vrt. [4, s. 274]) Jaetaan todistus osiin seuraavasti:

1) d<0Ojad 1 (mod 4)

2)d<0jad=1 (mod 4)

3)d>0
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1) Oletetaan, ettd < 0 jad = 1 (mod 4). Nyt joukonQ(Vd) kokonaisluvut ovat
muotoaa = a + bVd, misséa, b € Z. Josa on yksikkd, niinN(«) = +1. Lauseen
2.4 nojalla normit eivét ole negatiivisia, kuh< 0, jotenN(a) = 1. Tiedetdan, etta

N(a) = a2 - b?d = a° + b?(-d).

Tarkastellaan ensiksi tapausta: —1. Talloin siisd € {-2,-4,-5,-6,-8,...}.
Nyt d < -2 (ja siten—d > 2), jotenN(a) > a®+ 2b%. Josb # 0, jolloin b? > 1, niin

N(e) >a’+2-1>2,

jotena ei ole yksikkd. Siis, josr on yksikko jad < —2, niin on oltavab = 0, jolloin
N(a) = a2 = 1. Tatena = +1, jotene = +1 + 0vVd = +1. Siis, kund < -2,d = 1
(mod 4), niin ainoat yksikot joukossa(v/d) ovat+1.

Oletetaan sitten, et = —1 jaa,b € Z. Nyt 1 = N(a) = a? - b?d = a2 + b?,
olettaen, ettdr on yksikkd. Nahdaan, eté# + b® < 1, ainoastaan jog| < 1 ja
|b] < 1. Tassé?® + b? = 1 vain, josa = +1 jab = 0,taia = 0jab = +1. Tasta
saadaan, ettd joukdB(V-1) ainoat mahdolliset yksikét ovatl ja+v-1.

2) Oletetaan seuraavaksi, etté 0 jad = 1 (mod 4). Tassa tapauksen joukon
Q(Vd) kokonaisluvut ovat muotoa

a+bvd
2 b

a =
missaa, b € Z ovat molemmat joko parillisia tai parittomia. TallGin

N(a) = aa

a+bvda-bvd
2 2

a? — b?Vdvd

—

a2 + b?(~d)

—

Koskad < 0, niin @ on yksikko, jos ja vain jodN(«a) = 1. Siis

a?+ b?(-d) _
T =1
a’ + b*(-d) = 4
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Tarkastellaan tapausth# —3. Talldin siisd € {-7,-11,...}. Nyt, josb # 0, niin
a+b(-d)>a’+7?>a’+7-1>7> 4,

ja siten, kune on yksikko, niin on oltava = 0. Téssé tapauksessaAN(a) = a2,
jotena = +2 jaa = £1. Siis, josd < -7 jad =1 (mod 4), niin ainoat mahdolliset
yksikot joukossad(Vd) ovat+1.

Oletetaan sitten, eth= —3. Josa on yksikkd, niin saadaan

a®+3p% =4

Jos|b| > 2, niina® + 3b? > 12, ja siten josa? + 3b? = 4, niin ainoat mahdollisuudet
luvulle bovatb = +1 taib = 0.

- Oletetaan, etth = 0. Talldina = +2, jotena = +1.
- Oletetaan, ettéh = 1. Talldina = +1, jotena = +1 + V-3.
- Oletetaan, etth = —1. Talléina = +1, jotena = +1 — V-3.

Siis ainoat mahdolliset yksikot joukos€H V-3) ovat+1, (+1 + V-3)/2.
3) Oletetaan, ettd > 0. Naytetdan, ettd on olemassa aarettoman monta yksik-
ko4&, jotka ovat muotoa

a = a+ bVd.

Osoitetaan, etta yksikoita = a + bvd, missda, b € Z, joilla N(e) = 1, on
aarettoman monta. Oletetaan, ditgr) = 1. Talldin

a?—db? = 1.

KoskaVd on irrationaalinen, niin apulauseen 3.1 perusteella omatsa aaretto-
man monta kokonaislukuratkaisaaja b télle yhtélélle. Siis joukoss@(vd) on
aarettoman monta yksikkoa. O

Huomautus.Olkoona € O. JosN(a) = 0, niina = 0, ja jos|N(a)| = 1, niin «
on yksikko. Siis 0# a € O on kokonaisluku jar ei ole yksikko, jos ja vain jos
IN(a)| > 2.
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Maaritelmé 3.3. (ks. [4, s. 276]) Olkoomr € O, n # 0 jar ei ole yksikk6. Lukua
n kutsutaaralkuluvuksijoukossaQ(Vd), jos jokaisessa luvun kokonaislukuhajo-
telmassar = a B, joko a on yksikko tai on yksikko. Kutsutaan jatkossa joukon
Z alkulukujarationaalialkuluvuiksi Lukua, joka ei ole nolla, yksikkd eik& alkulu-
ku kutsutaaryhdistetyksi luvukgoukossaR (Vd). Toisin sanoen yhdistetty luku on
sellainen kahden luvun tulo joukos&4Vd), ettd kumpikaan tulon tekijoista ei ole
nolla eik& yksikko.

Esimerkki 3.6. Rationaalialkuluku 2 ei ole alkuluku joukos€4V3). Nimitt&in
2=(1+V3)(-1+V3),
ja
N(1+V3)=(1+V3)(1-V3)=-2=(-1+V3)(-1-V3) = N(-1+ V3),
missa kumpikaan luvuista4 V3, -1 + V3 ei ole yksikke.

Lause 3.5.Josa € O ja N(«) on rationaalialkuluku, niine on alkuluku.

Todistus. (ks. [4, s. 277]) KoskaN(a) on rationaalialkuluku, niin lauseiden 2.4 ja
3.3 nojallaa # 0 jaa ei ole yksikkd. Oletetaan, etta= By, missaB, y € O. Nyt

N(a) = N(By) = N(BIN().

missaN(B), N(y) € Z. KoskaN(«a) on rationaalialkuluku, niin jokdN(B) = +1 tai
N(y) + 1. Siis toinen luvuistgs, y on yksikkd, jotene on alkuluku. O

Esimerkki 3.7. Luku 3+ 2v-5 on alkuluku joukoss@(V-5).
Todistus.Luku 3+ 2V-5 € OQ(\/—_S) lauseen 2.5 kohdan a) nojalla. Nyt
N(3+ 2V-5) = (3+ 2V-5)(3- 2V-5) = —11,

joka on rationaalialkuluku, joten lauseen 3.5 perusteeite2V—-5 on alkuluku jou-
kossaQ(V-5). O

Esimerkki 3.8. Luku 3 on kahden alkuluvun tulo joukos€&V6).
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Todistus. Luku 3 voidaan kirjoittaa muodossa:
3= (3+V6)(3- V6),

missé luvut 3+ V6, 3— V6 ovat alkulukuja, koska ne ovat kokonaislukuja lauseen
2.5 kohdan a) nojalla ja

N(3+ V6) = N(3- V6) = 3,

joka on rationaalialkuluku. Siis lauseen 3.5 nojalla lukvo®laan kirjoittaa kahden
alkuluvun tulona joukoss@(Ve). O

Maaritelmé 3.4. (ks. [4, s. 278]) Oletetaan, etté®® e, € O. Josa = Be&, Missa
& on yksikkd, niin luvuna sanotaan olevan luvu# liitannaisluku Toisin sanoem
on luvun g liitAnnaisluku, jos ja vain jog/B on yksikkd. Josy ja B ovat toistensa
litAnnaislukuja, niin sanotaan, ettéja B ovatliitdnnaisia.

Taman maaritelman nojalla, jokainen kokonaisluku on ggditannaisliuku.

Huomautus.Termi liitannaisluku esiintyy esimerkiksi lahteessa [6].
Lause 3.6.0lkoot0 # «, B8 € O.

a) Lukua on luvung liitanndisluku, jos ja vain jos luky on luvuna liitannais-
luku.

b) Luvuta ja B ovat liitdnndisia, jos ja vain jos | Bja B | a.
c) Josa ja B ovat liitdnndisia, niin

yie=y|p ja alé= Blé

d) Josa on alkuluku, niin jokainen luvur liitdnnaisluku on alkuluku. Vastaa-
vasti, josa on yhdistetty luku, niin jokainen luvunliitannaisluku on yhdis-
tetty luku.

Todistus. (vrt. [4, s. 278]) a) Oletetaan, ett@ on luvun g liitannaisluku, eli on
olemassa sellainen yksiklg) ettda = Be. Koskae on yksikkd, niin (¥&) on myds
yksikk6. Siisg = a(1/€), joten B on luvune liitdnnaisluku. Vastaavasti voidaan
todistaa vaitteen toinen suunta.
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b) Jos kokonaisluvutr ja g ovat toistensa liitdnnaislukuja, niin on olemassa
sellainen yksikkée, ettda = Be ja B = a(l/e). Koskae ja 1/ ovat yksikoita ja
siten myds kokonaislukuja, niig | @ jaa | B.

Oletetaan, ett® | a jaa | B. TallOin B8 = ac jaa = By, Missée, y € O. Nyt

ey = (B/a)(a/B) = (aBlap) =1,

jotene jay ovat yksikdita. Siisy, 8 ovat litannaisia.

c) Olkoota, B liitAnnaisia. Oletetaan, etid| a jaa | 6. Koskay | « ja kohdan
b) nojallaa | B, niin lauseen 3.1 perusteela B. Koskag | a jaa | 6, niin lauseen
3.1 perusteelld | 6.

d) Lauseen 3.3 nojalla kaikkien yksikoiden litannaisltiouat yksikoita ja siten
ei-yksikoiden liitdnnaisluvut ovat ei-yksikdita. Olesain, ettdr, 8 # 0 ovat liitan-
naisia ei-yksikoita joukoss@(Vd). Siis @, B on joko alkuluku tai yhdistetty luku.
Naytetddn seuraavaksi, ettgd 3 ovat joko molemmat alkulukuja tai molemmat yh-
distettyja lukuja.

Oletetaan, ett& on alkuluku jaB on yhdistetty luku (k&d&anteinen tapaus vastaa-
vasti). Nyt voidaan kirjoittag8 = y§, missay, § eivat ole yksikoita. Koska, 8 ovat
litAnnaisi&, niin on olemassa sellainen yksikkéettda = €8 = (yd) = y(d¢e).
Koskay ei ole yksikko ja 6<) on ei-yksikon liitAnnaisluku, niindg) ei ole yksikko.
Nyt a on jaettu kahteen tekijaén, joista kumpikaan ei ole yksiKikidma on risirii-
dassa oletuksed on alkuluku kanssa. Siig, 8 ovat joko molemmat alkulukuja tai
molemmat yhdistettyja lukuja. O

Esimerkki 3.9. Josn, 7o ovat alkulukuja joukoss@(Vd) ja 71 | 72, niin mrq, 7o
ovat liitannaisia.

Todistus.Koskarn; | 2, niin voidaan kirjoittaa
Tp = &M,

missés € O. Koskar, 2 ovat alkulukuja, niine on yksikkd. Nyt

1
T = —T2,
&
jotenm, | 1. Taten lauseen 3.6 nojalig ja o ovat liitAnnaisia. O
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Lause 3.7.0Oletetaan, ett® # a1, a2, ...,an € 0 ja
@ = araz- - ap,

missé n> log,(IN(a)[). Talloin vahintaan yksi luvuistas, a, .. . , @y on yksikko.
Tasta seuraa, ettd mikad ei ole yksikkd, niin se voidaan esittda &arellisen monen
alkuluvun tulona joukossa(vd).

Todistus. (vrt. [4, s. 279]) Oletetaan, ettei mikaan luvuisigole yksikko. Siis jo-
kaiselle indeksillg, missa 1< j < n, pateglN(ej)| > 2. Nyt

IN(@)| = N(a1)N(a2) - - - N(an)|
= IN(a1)| - IN(a2)[ - - - IN(an)]
>2-2---2
=2"

SiisIN(e)| > 2", eli log,(IN(@)]) > log,(2") = n. Tama on ristiriidassa oletuksen
n > log,(IN(a)|) kanssa, joten vahintaan yksi luvuistg, a, .. . , @y on yksikko.

Oletetaan seuraavaksi, ettéa kokonaislak# 0 ei ole yksikkd joukoss@(Vd).
Osoitetaan, etta voidaan kirjoittaa yhden tai useamman alkuluvun tulonaadon
alkuluku, niin asia on triviaalisti selva.

Oletetaan, ett& on yhdistetty luku, jolloin voidaan kirjoittaa = a181, missa
kumpikaan kokonaisluvuista;, B1 ei ole yksikko. Mikali luvut ovat alkulukuja,
niin véite todistettu. Oletetaan, etteivat molemmat Isvair,, B1 ole alkulukuja.
Talloin voidaan olettaa, ettd; on yhdistetty luku. MerkitaamB, = a2B2, misséa
luvut ay, B2 eivat ole yksikdita. Siisx = aja282 on kolmen luvun tulo, missa
mikaan luvuistar1, a2, B2 ei ole yksikkd. Jélleen, mikali jokin luvuistay, a», B2
on alkuluku, niin vaite todistettu todeksi. Jatkamallaistausta vastaavasti saadaan

a =a1a2- - an-1Pn-1,

miss& mik&aan yhtalon oikean puolen luvuista ei ole yksildkdiakinn < log, [N(«)]
saadaan alkuluvuts,. . .,an-1,8n-1. Mik&li ei, niin toistetaan menetelmaa kunnes
saavutetaan > log, IN(«)|. Talloin yhtalon oikealla puolella ontekijaa ja lauseen
alkuosan nojalla vahintaan yksi ndista on yksikk6. Nairdsaa luvullex &éarellinen
alkutekijahajotelma. O
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4 Yksikasitteinen tekijahajotelma ja Euklei-
deen alue

Maaritelma 4.1. (vrt. [5, s. 82] ja [4, s. 281]) Oletetaan, etta joukoss@/d) on
seuraava ominaisuus voimassa: Jos ei-yksiko#éde O on tekijahajotelmat

@ =emnay-- Ay, @=¢&nAy- g,

missae, &” ovat yksikoita jam, m2, . . ., 7, 7y, . . ., mg ovat alkulukuja, niir = sja
on olemassa sellainen bijekio: {1,...,r} — {1,...,s}, ettén, () jar; ovat liitan-
naisia kaikillai € {1,...,r}. Talldin kokonaislukujen joukk@ on faktoriaalinen
rengas

Esimerkki 4.1. JoukkoO@(\/_—s) ei ole faktoriaalinen rengas.
Todistus.Huomataan aluksi, etta j@+ bv-5 € O, niin sen normi
N(a + bV-5) = a® + 5b°.

Erityisesti, josa, b € Z, niin normin pienimmé&t mahdolliset arvot ovatl(4, 5, 6,9.
Taten, jodN(a) € {4,5,6,9}, niin a on alkuluku.
Tarkastellaan lukua 8 Q(Vd), jolla on kaksi tekijahajotelmaa

6=2-3=(1+V-5)(1- V-5).
Nyt

N(2)=4
N(3) =9
N(1+ V-5) = N(1- V-5) = 6.
Siis 2, 3, 1+ V-5 ja 1- V-5 ovat alkulukuja joukoss&@(V-5). Kuitenkaan luku

2 ei ole liitdnndinen lukujen + V-5 kanssa. Tatem@(\/_—s) ei ole faktoriaalinen
rengas. O

Apulause 4.1.0lkoona € O ja rr alkuluku. Josrt | @, niin « ei ole yksikko.
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Todistus. Tehdaan vastaoletus, edon yksikkd. Nytr | «, eli @ = 7y jollain
y € 0. Siispa 1= nrya1, jotenr | 1, eliz on yksikkd, miké on ristiriita. O

Lause 4.1.Kokonaislukujen joukk® on faktoriaalinen rengas, jos ja vain jos jou-
kossaQ(Vd) patee

rlaB=n|atain|p
aina, kunz on alkuluku jaa, B € O.

Todistus. (vrt. [4, s. 282]) Oletetaan aluksi, ettd kokonaislukujemiko O on fakto-
riaalinen rengas ja | a8, missar on alkuluku jaa, B € O. Koskarn | @, niin on
olemassa sellainen € O, ettda 8 = ny. Lauseen 3.7 nojalla on olemassa sellaiset
alkuluvutzy, 7o, . . ., mn ja Yksikkd & joukossa(Vd), etta

Y = EMA2 - - - M.
Nyt
af = enmmy - - Mp
on luvuna B alkutekijghajotelma. Vastaavasti on olemassa sellaikeluas/ut
M., M, WY,..., Mg
ja yksikote1, &2, etta
@ =gy, PB=em]---mg,
joten
ap = (e182)my - -y -+ - 7.

Luku a8 ei ole yksikkd apulauseen 4.1 perusteella, mutta on kubemiahdollista,
ettd jokin luvuistay, g taiy on yksikkd (mutta seka ettds eivat voi olla yksikoita).
Tallaisessa tapauksessa on oltava0, s = 0 tain = 0.

Nyt on olemassa alkutekijahajotelmat:

af =¢enny---nn = (e182)7y - - wymy -+ g
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Yksi oikean puolen yhtalon alkuluvuista on luvanliitdnnaisluku, ja nain ollen
my0s jaollinen luvullar. Josz | nf, jollaini € {1,...r}, niin 7 | a. Josr | n]f’,
jollaini € {1,...s}, niin 7 | B. Siisx« jakaa joko luvuna tai B, tai mahdollisesti
molemmat.

Ka&ntaen, oletetaan, etta joukoss@/d) patee

nlaB=n|atain|p

aina, kunr on alkuluku jaa, B € O. Oletetaan, ettd & « ei ole yksikko joukossa
Oja

(4.1) O = EMA2 -+ My = MMy -+ Mg,

missae, &’ ovat yksikoita jary, 2, .. ., 7y, 17, 715, . . ., g ovat alkulukuja. Voidaan
olettaa, ettd < s. Naytetaan, etta yksi luvuistg, on luvunmr liitannaisluku. Nyt
m | a, joten

my | (7))

Oletuksen nojallary | (7] --- 7 ;) tai w1 | 7g. Josmy | zg, niin g = 716, mMissa
luvun ¢ on oltava yksikkd, sillarg on alkuluku. Nain ollenry, g ovat liitannaisia.
Oletetaan sitten, ettdy | (7 --- 7, ,)7,_,. Mikali 71, 7, eivat ole liitannaisia,
niin jatketaan menetelméaa, kunnes loydetaan luwutitannaisluku alkuluvuista
nh, MG, .., Mg, tai m | 7. Jalkimmaisen ollessa voimassa paadytaan tapaukseen,
jolloin 71 ja 7} ovat liitannaisia.

Ollaan osoitettu, etta yksi luvuistg (i € {1,...,s} on luvunzny liitannaisluku.
Uudelleennumeroimalla voidaan olettaa, etiéja m1 ovat liitannaisia. Siisyr’1 =
£17m1, Missée; on yksikkd. Sijoitetaan tulos yhtaloon.y:

(4.2) emy - mr = (e'e)my - M,

missés’e1 on myos yksikko.

Toistetaan menetelma luvulle luvun 71 sijaan, jolloin huomataan, etta yksi
alkuluvuistary,. . .,m¢ on luvunn, litannaisluku. Uudelleennumeroimalla voidaan
olettaa, etta kyseinen liitannaisluku at). Siis m, = &272, missée, on yksikko.
Sijoitetaan tulos yhtaloon (2):

enz---m = (e'e1€2)my - - - g,
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Missas’e1£2 on yksikko.
Toistetaan tata siihen asti, ettd on luvunr; litannaisluku, kaikilla 1< j <
r-1ija

(4.3) em = (€182 gr_1)my - - - 7g,

missade’ee2 - - - er—1 0N yksikkd. Yhtalon (43) vasemmalla puolella on alkuluku,
joten nain on oltava myo6s oikealla puolella. Yhtélon oikegluolella on yhdistetty
luku, mikali s > r, ja siksi oltavas = r. Nyt ex; = &”n/, jotenn; = ¢/&”n, missa
e/&” on yksikko. Siisa; on luvuns, liitannaisluku. Taten joukk@ on faktoriaali-
nen rengas. O

Lause 4.2.Oletetaan, ettd) on faktoriaalinen rengas. Olkoat, 8 ja y sellaisia
kokonaislukuja ja olkooms sellainen yksikké joukossa(vd), etté luvuillaa, B ei
ole muita yhteisia kokonaislukutekijoita kuin yksikojg = ey", missa ne Z,.
Tallin on olemassa sellaiset yksikét ” ja kokonaisluvuts, ¢ € Q(Vd), ettéa
a=¢g6"jap=¢e"¢"

Todistus. (vrt. [4, s. 284]) Oletetaan, ettaon yksikkd. Talldina 8 on yksikko, eli
a, B ovat yksikoita. Tassa tapauksessa vaite triviaalisti t@itaans’ = a, &” = S,
§=7¢=1.

Oletetaan, ettd = 0. Talldina = 0 tai 8 = 0. Voidaan olettaa, etta = 0.
Koskag | 0 japg | B, niin B on yksikkd, koska lukuje = 0 ja 8 yhteiset tekijat
ovat yksikoita. Siis vaite on tassakin tapauksessa tosivalitaans = 0, = 1 ja
g’ =p.

Oletetaan seuraavaksi, ejtéd 0 ei ole yksikk6. Voidaan merkita

Y =2 Ty,

missérns,. . .,y ovat alkulukuja, joista jotkut voivat olla keskendan hitéisia.
Todistetaan vaite luvulle (luvun g todistus vastaavasti). Mikad on yksikko,

niin asetetaa® = « jay = 1. Oletetaan seuraavaksi, etté@i ole yksikkd. Liséksi

a # 0, koskay # 0. Nain ollena voidaan kirjoittaa alkulukujen tulona muodossa

_ II..' ’
Q = MMy - Mg,

Sijoittamalla hajotelmat yhtal66mps = y" saadaan

(4.4) iy = enyny - m).
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Faktoriaalisuuden perusteelta on jonkin luvunz; liitannaisluku. Voidaan olettaa,
ettar] jaxy ovat liitannaisia. Nyt, jos jokin luvum liitannaisluku jakaisi luvung,
niin myosr; | B, jotenx; olisi lukujenea, g yhteinen tekija. Oletuksen mukaan ta-
ma on ristiriita, jotenr; + B. Luvuno tai sen liitannaisluvun tulee esiintygkertaa
alkulukujenry,. . .,mg joukossa. Erityisesti siis > n. Luvut voidaan uudelleennu-
meroida siten, etta,. . .,m;, ovat luvunsm litannaislukuja. Taten on myos olemassa
sellaiset yksikoks,. . .,ep, etta

Ty = €171, M, = €M1, ..., My = EnTl1,
joten
’ 7 ’ n
iy -y = (8182 - en) 1y

Joss = n, niin lause on todistettu, koska talléin yhtalon vasen pookr.
Oletetaan, ett& > n. Jaetaan yhtalo (4.4) puolittain luvulid, jolloin saadaan

(4.5) (€182 - En) A} 1 Minyp - s = EMymy - - - 7.

Faktoriaalisuuden perusteella yksi luvuistamissa 2< j <r, onluvunz/,, liitan-
naisluku. Voidaan olettaa, etta tama lukuman Kuten edellda, nahdaan, etta luvun
o tai sen liitannaisluvun tulee esiintyéikertaa alkulukujerr; . ,,.. ., joukossa.
Uudelleennumeroidaan luvut jalleen siten, etta, ,. . .75, ovat luvunsy liitannais-

lukuja. Tasta seuraa, ets&> 2n ja on olemassa sellaiset yksikéit, 1,. . .,e2n, etta
Mpe1 = EnedlN2, Wi = Ene2lM2, .. Moy = E2n7T2,
joten
T

n
he1” " Ton = (Ens1. .. &20)T05.

Joss = 2n, niina = (e1...&2n) (m1m2)", ja vaite on todistettu.

Mikali s > 2n, niin toistetaan samaa prosessia. Koska luvuekijghajotelmas-
sa alkulukuja on &arellinen maara, niin jossakin kohtaagssi paattyy, ja loydetaan
sellainenk, ettas = kn. Talloin on saatu sellaiset yksikét,. . .,exn, ettéa

@ =mny- - m, = (8182 . . &kn) (M2 - - - )"
Tama on haluttua muotoa, kun valitaan

g =g180...8xkn jJa 8 =mmo- - wk.
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Apulause 4.2(Bezout'n lemma) Olkoot a, b € Z, misséa # O taib # 0. Nyt on
olemassa sellaiset s € Z, etta

ar + bs= syt(a,b)
Todistus. (ks. [4, s.22]) Sivuutetaan. |

Lause 4.3.0lkoot a, be Z, missa a# Otai b # O, ja olkoon syta,b) = c. Jos
a € O on sellainen kokonaisluku, etté| a jaa | b, niina | c.

Erityisesti, jos a ja b ovat keskenaan jaottomia, niin niiddnteiset tekijat jou-
kossaQ(Vd) ovat yksikoité.

Todistus. (ks. [4, s. 285]) Jos sy&(b) = c, niin apulauseen 4.2 nojalla on olemassa
sellaisetr, s € Z, ettdar + bs = c. Lauseen 3.1 nojalla, jog | aja « | b, niin
a|(ar+bs),elia|c.

Josa, b ovat keskenaan jaottomia, nio= 1, ja koskar | ¢, niin @ on yksikko.

O

Mé&aritelma 4.2. (ks. [4, s. 290]) Nelidkunta@(vd) kutsutaarEukleideen kunnak-
Si, Jos siiné patee seuraava ominaisuus:ags € O, missds # 0, niin on olemassa
sellaisety, § € O, etta

a=yB+d ja IN() <IN(B)I
(Josd < 0, niin itseisarvot voidaan poistaa, koska normit ovategatiivisia.)

Huomautus.(vrt. [5, s. 90-91]) MikaliQ(+vd) on Eukleideen kunta, niin sanotaan,
ettdO on Eukleideen alue

Maaritelmé 4.3. (vrt. [8]) Olkoota, B, 6 € O. Mikali
1) §|ajas| B
2) yla,y| B=vy|daina, kuny € O.
niin 6 on lukujena ja B suurin yhteinen tekijaMerkitaan syt¢, 8) = 6.

Huomautus Lukujena, g suurin yhteinen tekija ei yleensa ole yksikasitteinenaeik
sita valttamatta ole olemassa.
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Lause 4.4.0lkoonQ(Vd) Eukleideen kunta, ja olkoat, 8 € O, misséa # O tai
B # 0. Talléin 6 = syf(a, 8) on olemassa ja liitannaisyytta vaille yksikasitteinen.
Lisaksi on olemassa sellaisétn € O, ettas = a + Bn.

Todistus. (vrt. [4, s. 291])OlemassaoloKoskaa # 0tai g # 0, niin voidaan olettaa,
ettd 8 # 0. Maaritelman 4.2 mukaan on olemassa sellaiseB1 € O, etta

a=y18+p1 Jja IN(B)I < IN(B)I.
Oletetaan ensin, et{gy = 0. Tallin B8 | a. Koska tietenking | 3 ja
yieylB=vI5,

niin syt(a, 8) = B. Oletetaan, ett#; # 0. Nyt on olemassa sellaisgs, 3> € O,
etta

B=v2p1+ B2 ja [IN(B1)l <IN(B2)I.

Oletetaan sitten, ettd, = 0. Talldin B1 | B. Nyt @ = B1(y1y2 + 1), jotenp; | a.
KoskaBi = a —y18,niiny | a,y | B = v | B1. Siispéa syt¢, B) = B1. Oletetaan,
ettd 32 # 0. Nyt on olemassa sellaiset, 83 € O, etta

Br=v3B2+ B3 ja [N(B2)l < IN(B3)I.

Jatketaan tata menetelmaa, kunnes loydeaa 0. Nyt ollaan saatu kokonaislu-
kujen jonog, Bi,. .., missa

IN(B)| > IN(B1)] > IN(B2)] > ...

Luvut IN(B;)| € {1,2,...} muodostavat aarellisen laskevan jonon. Voidaan olettaa,
etta jonon viimeinen alkio o@,. Siis

a=vy18+ 1
B =7v2B1+ B2
B1=7vy3B2+ B3

Pn-4 = ¥Yn-2Pn-3+ Bn-2
Bn-3 = ¥Yn-1Pn-2 + Bn-1
Bn-2 = ¥nPn-1 + 0.
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Viimeisen yhtalon perusteell@,-1 | Bn-2, Sitd edellisen perusteellg,-1 | Bn-3
aina ensimmaisiin yhtéloihin asti, el,_1 | B ja Bn-1 | @. Siis maaritelman 4.3
kohta 1) on voimassa.

Nyt

Bn-1= Pn-3— Yn-1Pn-2
= Bn-3 — ¥n-1(Bn-4 — ¥n-2Bn-3)
= —¥n-1Bn-4 + (1 + yn-1¥Yn-2) Bn-3

=ad + pn,

joillakin ¢, n € O. Siispa jokainen kokonaisluku, joka jakaa luwytg, jakaa myos
luvun Bn_1. Siis méaaritelman 4.3 kohta 2) on voimassa.

YksikasitteisyysJokainen luvuns = syt(a, ) liitannaisluku toteuttaa suurim-
man yhteisen tekijan ehdot. K&éntéaen, oletetaan, etta mkoss’ = syt(e, B).
Koskas | @, 6 | Bjad = syt(a,B), niin§ | ¢’. Vastaavasti, kosk& | a, &’ | B ja
6 = syt(a, B), niin ¢’ | 6. Lauseen 3.6 nojall& ja § ovat liitAnnaisia.

Todistetaan viela lauseen viimeinen vaite. Edellistentieohnojalla voidaan
olettaa, etta on olemassa sellainen lukettds = syt(e, 8) ja 6 on luvun Bn_1
litAnnaisluku. Edella nahtiin, etta

Bn-1=al + Bn,

joten on olemassa sellainen yksikkpetta

0 = &pn-1 = a(el) + Blen).

Lause 4.5.JosO on Eukleideen alue, niin se on faktoriaalinen rengas.

Todistus. (vrt. [4, s. 292]) Oletetaan, eti@ on Eukleideen alue ja | a8, missé
7 on alkuluku jaa, B € O. Naytetaan, etta joka | « tai 7 | B. Oletetaan, etté
1 a, joten myodskaan mikaan luvunliitdnnaisluku ei jaa lukua. Luvunr tekijat
ovat joko liitannaisia luvunr kanssa tai yksikoitd. Nythan t «, joten lukujen
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a ja  yhteiset tekijat ovat yksikoitd. Koska jokainen yksikkd&aa luvun 1, niin
syt(a,7) = 1. Lauseen 4.4 nojalla on olemassa sellajsate O, etta

al+nrn =1,
joten
(@B) +npn = B.

Koskar | (aB), niinn | (B¢ +nBn). Siispar | B. Taten lauseen 4.1 nojaka on
faktoriaalinen rengas. |

Lause 4.6.JoukkoQ(Vd) on Eukleideen kunta, jose {-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5}.
Todistus. (vrt. [4, s. 293]) Jaetaan todistus osiin seuraavasti:

1) Oletetaan, ettd # 1 (mod 4), elid € {-2,-1,2,3}.

2) Oletetaan, ettd =1 (mod 4), elid € {-11,-7,-3,5}.

1) Olkoota, 8 € O ja olkoon B # 0. Merkitddna/B8 = X + yVd, misséx, y €
Q. Jokainen rationaaliluku on kahden kokonaisluvun vdliggéina korkeintaan
etaisyyder% paassa lahimmasta kokonaisluvusta, joten on olemassassél| s €
Z, etta|x —r| < 3, |y — s < 1. Olkoot

y=r1 +sVd, 5:,3[(X—r)+(y—s)\/a] =a-vyp.
Nyt
@ = B(x+yVd)
= By +0.
Koskar, s € Z, niiny € O, jakoskads = a — By, niin § € O. Tallgin
IN(@)| = N(B[(x=1) + (y - 5)Vd])|
= IN(B)I - [N [(x=1) + (v — ) Vd]|
= IN(B)!I - |[[(x = 1)? = d(y - 9]

b

missa kolmioepayhtalén nojalla

2 2
[(x=1)2=d(y - 9)?]| < Ix= 12+ | = dlly - s” < (—) +3.(—) = 1.
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Jotta yhtasuuruudet olisivat voimassa, niin pitaisiptlar| = |y — §| = %jad =3,
mutta talldinkin

|[(x—r)2—d(y—sz)]]:'%—3.%‘
1

2
<1

Siis
IN@) = IN(B)| - |[(x = 1)? = d(y - $)]| < N(B) - 1= N(B).
jotenQ(Vd) on Eukleideen kunta.
2) Olkoota, B € O, ja B # 0. Asetetaanr/B = X + yVd, missax, y € Q.
Luku 2y on kahden perattaisen rationaalikokonaisluvun valisszyt& Z, ja l&hin

kokonaisluku on korkeintaan etaisyydérpaéssa, joten on olemassa sellaisen
Z, etta|2y — s| < 3. Nyt

b-3l<3
YTolty
Vastaavasti on olemassac Z, joka on korkeintaan etéisyyde% paassa luvusta

X — (g) joten

(e-2)-rl<3

Olkoony = r +s[(1+ Vd)/2], joka on kokonaisluku seurauksen 2.1 perusteella, ja
olkoons = B[(x=r1 = 5) + (v - 3)Vd] = - By € O. Nyt

@ = B(x+yVd)
= By +0.
My0Gs
IN@I = INGB)I|(x=r = 2) =d(y-2)].

missa kolmioepayhtalén nojalla

S\?2 S\2 s|2 s|2
S — < —-r — — . —
(X ' 2) d(y 2) —‘X =3 +ldi-ly 2'
1\2 1\2
< 1.
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Siis
IN(0)I < IN(B)I,
joten joukkoQ(Vd) on Eukleideen kunta. O
Kaikki neliokunnat, jotka ovat Eukleideen kuntia ovat tisda:

Lause 4.7.Q(Vd) on Eukleideen kunta, jos ja vain jos
de{-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,1317,19,21,29,33, 37,4157, 73}.

Todistus. (ks. [4, s. 294]) Sivuutetaan. O

Niiden nelikuntienQ(Vd), missaO on faktoriaalinen rengas, etsiminen on
avoin ongelma. Kompleksisten nelikuntien tapauksessglora on ratkaistu:

Lause 4.8.0lkoon d < 0. JoukkoO on faktoriaalinen rengas, jos ja vain jos €
{-1,-2,-3,-7,-11,-19,-43 -67,-163}.

Todistus. (ks. [4, s. 295]) Sivuutetaan |
Seuraavassa lauseessa esitellaan faktoriaaliset reagaaksessa 8 d < 100:

Lause 4.9.0lkoon2 < d < 100 Talldin on olemassa tasasB reaalinelibkuntaa
Q(Vd), jotka ovat faktoriaalisia renkaita. Naméa saadaan, kun

de{2,356,7,11,1314,17,19,21,22 23,29,31,33,37,
38,41,43,46,47,53,57,59,61,62 67,69,71, 73,77,
83,86,89,93,94,97}.

Lisaksi, kur2 < d < 100 niin on olemassa tasmalle&f reaalineliokuntaa.

Todistus. (ks. [4, s. 296]) Sivuutetaan. |

Huomautus Vastaavasti kuin joukoss@, joukossaz[Vd] = {a+bVd | a,b € Z}
voidaan maaritella seuraavat kasitteet ja todistaa seatridokset. Oletetaan, etté
a, B,y, 6 € Z[Vd].

a) a+ B, a- B, apf e Z[Vd].
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b) Oletetaan, ett& # 0. Sanotaan, etta luku jakaaluvun g, ja kirjoitetaan
a | B, jos on olemassa sellaingh € Z[Vd], ettd 8 = «B1. Tall6in myds

B/a € Z[Vd].
C) la| € Z.
d) Lukuay kutsutaaryksikoksijosy | 1.
e) Lukuy on yksikkd, jos ja vain jos sen normi arl.

f) Lukuaé kutsutaaralkuluvuksijoukossaz[Vd], jos jokaisessa luvud hajo-
telmassa o = 6162, Missésds, 62 € Z[Vd], joko 61 on yksikko tais, on
yksikko.

g) Oletetaan, etté&, 8 # 0. Josa = yB, misséy on yksikkd, niina ja 8 ovat
litAnnaisia.

h) Luvuta ja B ovat liitdnnaisid, josjavainjos | gja g | a.
i) Joukossa&Z[Vd] on aarettdman monta yksikkoé, jds> 0.

j) Jokainen ei-yksikkd Gt o € Z[Vd] voidaan esittaa aarellisen monen alkulu-
vun tulona joukoss&[Vd].

k) Joukkoz[Vd] on faktoriaalinen rengasjos sen tekijahajotelmat ovat samat
jarjestysta ja liitAnnaisyytta vaille.

Lause 4.10.JosZ[Vd] on faktoriaalinen rengas, niin lukei ole alkuluku joukossa

Z[Vd].

Todistus. (ks. [4, s. 297]) Joka on parillinen taid — 1 on parillinen, joten 2|
d(d —1). Koska

(d+Vd)(d - Vd) =d? - d = d(d - 1),
niin
2| (d + Vd)(d - Vd).
Mutta 2 + (d + Vd) eikd 2+ (d — Vd) joukossaz[Vd], koska @ + 1vd), (¢ -

%«/a) ¢ Z[Vd]. Nyt luku 2 jakaa kahden luvun tulon, mutta se ei jaa kumpaak
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sen tekijaa. Lauseen 4.1 nojalla, koska/d] on faktoriaalinen rengas, niin luku 2
ei ole alkuluku. O

Lause 4.11. a) Oletetaan, ettd ck 0. Joukkoz[Vd] on faktoriaalinen rengas,
jos ja vain jos de {—2,—1}.

b) Jos d= 1 (mod 4) niin joukkoZ[Vd] ei ole faktoriaalinen rengas.

Todistus. (vrt. [4, s. 297]) Osoitetaan, ettéd jds< —3taid = 1 (mod 4), niin luku 2
on alkuluku joukoss&[Vd], jolloin lauseen 4.10 nojallZ[Vd] ei ole faktoriaalinen
rengas.

a) Lauseen 4.8 nojallZ[V-1] ja Z[V-2] ovat faktoriaalisia renkaita. Tarkas-
tellaan nyt tapaustd < —3. Oletetaan, etté luku 2 ei ole alkuluku joukogqa/d].
Nyt on olemassa sellaiset 8 € Z[Vd], etta

2=ap, IN(e)|>1 [IN(B)I>1,

jotenN(a)N(B) = N(aB) = N(2) = 4. Koska|N(a)[, IN(B)| € Zja|IN(a)| > 1ja
IN(B)| > 1, niin on oltava

IN(2)| = IN(B)I = 2.
Merkitaan
a=a+ b\/a,
misséa, b € Z. Talléin

N(@) = (a+ by/d)(a - bVd)
=a?-di
= +2,

Josb # 0, niin
a?-df=a’+ (-d)b>>0+3-1> +2.
Josb = 0, niin

a?—db? = a® # +2,
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koskaa € Z. Siis tapauksessd < -3 ei ole olemassa sellaista lukua joukossa
Z[Vd], jonka normi on+2, joten 2 on alkuluku joukossa[Vd]. Talléin lauseen
4.10 nojallaZ[Vd] ei ole faktoriaalinen rengas, jas< —3.

b) Oletetaan, etté luku 2 ei ole alkuluku joukagsyd] jad = 1 (mod 4). Tal-
16in

N(@) =a?-b?=a?-d?=+2=2 (mod 4)

koska nelividen jakojaannds (mod 4) on aina O tai 1, afin b?> = +1 (mod 4) tai
a? — b? =0 (mod 4). Siis yhtalolla

a’-b>=2 (mod 4)

ei ole ratkaisua, missé b € Z. Siispa 2 on alkuluku joukoss&[Vd], joten lauseen
4.10 nojallaZ[Vd] ei ole faktoriaalinen rengas. O
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5 Sovelluksia Diofantoksen yhtal6ihin

Lause 5.1.Diofantoksen yhtalolla
y2 +4=7
on vain rationaalikokonaislukuratkaiswt= +11, z=5jay = +2,z= 2.

Todistus. (vrt. [5, s. 94]) Oletetaan ensin, etfée Z on pariton. Polynomi? + 4
voidaan jakaa tekijoihin faktoriaalisessa renkaagpd—1]. Talloin yhtalé saadaan
muotoon

+iy)(2-iy)=2Z.

Oletetaan, etté + ib, missaa, b € Z, on lukujen 2+ iy, 2 — iy yhteinen tekija.
Talléin a + ib jakaa naiden lukujen summan ja erotuksen, eli

a+ib|4 a+ib|2y.
Normit ottamalla saadaan
a’+b? |16 a’+b?| —4y2

Koskay on pariton, niiny? on pariton. Téaten syt(164y?) = 4, joten méaritelman
4.3 perusteella® + b? | 4. Ainoat mahdolliset arvot ovat

x a==+1ljab=0

*

a=0jab==1

x* a=+ljab=+1

*

a=+2jab=0

*

a=0jab=+2.

Talloin joko a + ib on yksikko (kaksi ensimmaista tapausta)Nga + ib) on paril-
linen jaN(a +ib) | N(2 +iy) (loput tapaukset). Koskd (2 + iy) on pariton, niin
jalkimmainen tapaus ei ole mahdollinen. Taten sw(2,2 —iy) = 1.
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Lauseen 4.2 perusteella on olemassa sellaisgte O ja sellaiset yksikot, &,
etta

2+iy=¢ea® ja 2-iy=¢p°

Lauseen 3.4 nojalla joukoR(V-1) yksikot ovat+1 ja +i, jotka ovat kuutioita. Siis
voidaan olettaa, etté= &’ = 1. Merkitaan

a=a+ib,
missaa, € Z. Talloin
2+iy=(a+ib)3,
mista liittoluvut ottamalla saadaan
2—iy=(a-ib)d.
Laskemalla yhteen edelliset yhtalot, nahdaén, etta

4=(a+ib)3+ (a-ib)3
= 2a(a’? - 3b?),

joten
a(a® - 3v%) = 2.
Nyta| 2, jotena = +1 taia = +2.
+ Josa = 1, niin 30 = —1, miké on ristiriita.
« Josa = —2, niin 6b%2 = 10, mik& on ristiriita koska 6 10.

« Josa = —1, niinb = +1. Koskaz® = ((a +ib)(a —ib))® = (a® + b?)3, niin
oltavaz = a2 + b® = 2. Talldin y? + 4 = 8, joteny = +2, mika on ristiriita,
silla y on pariton.

« Josa = 2, ninb = +1jaz = a?+b? = 5. Talldiny2+4 = 125, joteny = +11.
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Oletetaan sitten, ett@ on parillinen, eliy = 2Y jollakin Y € Z. Taten myos
on parillinen, eliz = 2Z jollakin Z € Z. Sijoittamalla nama yhtaloom? + 4 = 8
saadaan

Y2 +1=275

joten luvuny on oltava pariton. Merkit&d&¥ = 2k + 1, missék € Z. Tass&r?+ 1 =
(Y +1)(Y —1i). Olkoona lukujenY +ijaY —i yhteinen tekija. Talloin

al (Y+i)=(Y-i),
missa
(Y+i)=(Y-i)=2i = (1+i)2

Huomataan, etta

(Y+i):(1+i)(YJ2rl+(1;Y)i) ia
(Y—i):(1+i)(Y;1—(Y;1)i),

icoaY+l 1Y Y-1 -Y-1 iton. i
missa—-, =, -, —— € Z, koskaY on pariton, joten

1+i|Y+i ja 1+i|Y-i.

Toisaalta, koska | (1+i)?ja 1+i on alkuluku, niina on yksikkd taic ja 1+i ovat
litannaisia taie ja (1 + i)? ovat liitdnnaisia. Viimeinen tapaus ei ole mahdollinen,
koska talloin olisi

N(a) = N((1+1)) = 4,
mutta
N(Y +i) = 4k® + 4k +2=2 (mod 4)
joten
N(a) =4+ N(Y +i),
mika on ristiriita. On siis osoitettu, etta

1+i=sytlY +i,Y —i).
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Nyt
(1+iY)(1-iY) = 225,
missa +1Y =i(Y —i) jal—-iY = —i(Y +1i). Kirjoitetaan
Y+i=(1+i)A ja Y-i=(1+i)B,

missédA, B € O. Talloin syt(A, B) = 1ja (1+i)?AB = 273, mista saadaan ratkaistua
AB = (-i)Z3. Tallsin lauseen 4.2 nojalla on olemassa sellagséte Z, etta

1+iY = (1 +i)(a+ib).
Liittoluvut ottamalla saadaan
1-iY = (1-i)(a-ib)d.
Lasketaan yhteen edelliset yhtal6t, jolloin
2=(1+i)(a+ib)®+ @ -i)(a-ib)d
ja edelleen

1=a%-3ak -3a%b+b°
1= (a+b)((a+ b)? - 6ab).

Nyta+b=1ja@+b)2-6ab=1taia+b=-1ja(@a+b)?-6ab= -1, joten
oltavaa = 1 jab = Otaia = 0 jab = 1. Sijoittamalla nama aiempiin yhtéloihin
saadaary = +2jaz = 2. |

Apulause 5.1.0lkoon p alkuluku. Yhtalolla
x>=-1 (modp)

on ratkaisu, jop = 2taip = 1 (mod 4). Jop = 3 (mod 4), niin yhtalolla ei ole
olemassa ratkaisua.

Todistus. (ks. [4, s. 103]) Sivuutetaan. |
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Apulause 5.2.0lkoon p alkuluku jap = 3 (mod 4). Jos on olemassa sellaiaget
be 7, etta

a?+b*=0 (modp),
niin
a=b=0 (modp).
Todistus. (ks. [4, s. 104]) Sivuutetaan. O
Lause 5.2.0lkoon p rationaalialkuluku.
a) Jos p= 3 (mod 4) niin p on alkuluku joukoss&(V-1).

b) Jos p= 2tai p = 1 (mod 4) niin p ei ole alkuluku joukoss&(V-1). Itse
asiassa joukoss&(V-1) on sellainen alkuluku, ettdN(x) = p.

c¢) Josr on alkuluku joukoss@&(V-1), niin jokin seuraavista ehdoista patee:

x 7 on rationaalialkuluvunt” = 3 (mod 4)liittoluku.
x N(m) on rationaalialkuluku jaN(7) = 1 (mod 4)
x N(m) = 2.

Todistus. (vrt. [4, s. 301]) a) Oletetaan, etfii= 3 (mod 4) jap ei ole alkuluku
joukossaQ(V-1). Nytp = a8, misséw, 8 € O eivét ole yksikdita, joten

N(@)N(B) = N(@B) = N(p) = p.
Koska normit ovat ei-negatiivisia joukos€vV-1) jaN(a), N(8) > 1, niin
N(a) = N(B) = p.
Nyt @ = a + bi, misséa, b € Z, joten
p=N(a) = (a+ bi)(a - bi) = a® + b?.
Siis

a’+b’=0 (modp).
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Apulauseen 5.2 nojalla= b= 0 (modp),elip| a,p|b. N&inollenp? | (a®+b?).
Tama on mahdotonta, koske= a? + b?. Siis luvunp on oltava alkuluku joukossa

Q(V-1).
b) Oletetaan, ettg = 2. Nyt

N1+i)=@Q+i)@A-i)=1-i2=2.

Lauseen 3.5 nojalla (% i) on alkuluku joukoss&@(V-1). Oletetaan seuraavaksi,
ettAp =1 (mod 4). Nyt apulauseen 5.1 mukaan on olemassa sellaires, etta

a®+1=0 (modp).
Siis on olemassa sellainen kokonaislukwetta
a’+1=ph
eli
(a+i)(a—1i) = phb

Josp on alkuluku, niin jokop | (a+i) taip | (a—i), koskaz[V—-1] on faktoriaalinen
rengas. Tama ei kuitenkaan ole mahdollista, kosi®@)+ (1/p)i ja (a/p) — (1/p)i
eivat ole kokonaislukuja. Siip ei ole alkuluku joukoss@(V-1). Nyt on olemassa
sellaiset kokonaisluvut; ja 2, jotka eivat ole yksikoita, ja joille pateeir, = p.
Talloin

N(r2)N(r2) = N(m1m2) = N(p) = p°.
KoskaN(rr1), N(m2) > 1, niin on oltava

N(m1) = N(72) = p.

Siispé lauseen 3.5 perusteella sekéttar, ovat alkulukuja joukoss@(V-1).
c) Olkoonr alkuluku joukossa(V—-1). NytN(x) € Z, jaN(x) > 1, joten on
olemassa rationaalialkulukujen tulo

1Pz Pn = N(7) = 7,

Missapy, Pz, . . . ,Pn Ovat rationaalialkulukuja. Koska | p1pz - - - pn, ja Z[V—-1] on
faktoriaalinen rengas, niin | pj, jollakin j € {1,...,n}.
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Josp; = 3 (mod 4), niin a) kohdan nojallg; on alkuluku joukoss@(V-1), ja
sitenp; /7 on yksikko, jotenp; on litdnnainen luvunr kanssa. Oletetaan sitten, etta
pj # 3 (mod 4) elip; = 2taip; = 1 (mod 4). Tallgin kohdan b) nojallp; ei ole
alkuluku. Koskar | pj, niin on olemassa sellaineti € Q(V-1), etta

pj = nn’.
Taten
pF = N(pj) = N(z’) = N(x)N(").

Tassa\(r) # 1, koskar ei ole yksikkd. JodN(7") = 1, niin 7’ on yksikko, jolloin
m ja pj ovat liitannaisia, mista seuraisi, efté olisi alkuluku. Siis oltavaN(r) =
N(n") = pj. |
Lause 5.3.0lkoon n> Orationaalikokonaisluku. Diofantoksen yhtaloll&-y? = n
on rationaalikokonaislukuratkaisu, jos ja vain jos n voahakirjoittaa muodossa
n = m?k, missa m, ke Z, ja luvulla k ei ole rationaalialkulukutekijoita, jotka ova
muotoa p= 3 (mod 4)

Todistus. (vrt. [4, s. 303]) Oletetaan, ettii= m?k, missam, k € Z. ja, josp > 0
on rationaalialkuluku, joka jakaa luvuk, niin p # 3 (mod 4). Jok = 1, niin
n = nm? + 0%. Josk > 1, niin voidaan kirjoittaa

K=pip2---pr,

missa jokainem; = 2taip; =1 (mod 4). Lauseen 5.2 nojalla on olemassa sellaiset
alkuluvutry,mo,. ..,y joukossa(V-1), etta

N(zj) = pj,
aina kun 1< j <r. Merkitédan
a+bi =mmiao--- oy,
missaa, b € Z. Nyt
a? + b? = N(a + hi)
= N(mM)N(71)N(72) - - - N(7r)
= mPpipz--- P
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joten on Idydetty ratkaisu yhtalole? + y? = n.
Kaantaen, oletetaan, ettd on olemassa sellajdet Z, ettda? + b? = n. Talldin

N(a+ bi) = n.

Josa + bi on yksikk6 joukoss&(V-1), niinn = 1, joka voidaan asettaa haluttuun
muotoon %-1. Josa+bi ei ole yksikkd, niin se voidaan lauseen 3.7 nojalla kirgtt
alkulukujen tulona joukoss@(V-1) muodossa

a+bi=mmo-- -y

Lauseen 5.2 nojalla voidaan olettaa, ettén,,. . ., s ovat liitannaisia rationaalial-
kulukujenpy, p2,...,ps = 3 (mod 4) kanssa, ja luvuillag, 1, 75,2, . . . , 7 0N normit
Ps+1, Ps+2,- - -, Pr, Jotka ovat rationaalialkulukuja jp; = 2 taip; = 1 (mod 4), aina
kuns+1 < | <r. Olkoon

M=piP2---Ps, K= Pst1Pss2--- Pr.

Nyt, koska liitannaisten lukujen normit ovat samoja, niin

n = N(a+ bi)
= N(m1)N(m2) - - - N(ms)N(7s11)N(7s42) - - - N ()
= N(p1)N(p2) - - - N(ps)N(7s41)N(7rss2) - - - N(7r)

= P2p3- - P2PsiiPsiz2- - Pr
= m?k.

Tassa luvurk alkulukutekijat ovat selvasti haluttua muotoa. O

Seuraus 5.1.(vrt. [4, s. 304]) Rationaalialkulukp voidaan kirjoittaa kahden nelion
summana, jos ja vain jgs= 3 (mod 4).

Todistus. Lauseen 5.3 nojalla on olemassa sellaineh € 7, ettdp = a2 + b?, jos

ja vain josp = m?k, missam, k € Z, ja luvullak ei ole rationaalilalkulukutekijoita,
jotka ovat muotogp = 3 (mod 4). Koskap on rationaalialkuluku, niin talléin on
oltavam = 1, jolloin p = k. Tietenkin luvunp ainoa rationaalialkulukutekija on

p. O
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